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Sitzungsberichte 

der 

königh  bayer.  Akademie  der  Wissenschaften. 


Mathematisch-physikalische  Classe. 

Sitzung  vom  5.  Januar  1895. 

1.  Herr  Walteb  Dyck  trägt  vor:  „üeber  die  Be- 
stimmung der  Anzahl  der  einem  System  von  n-Glei- 
chungen  mit  n-Variabeln  gemeinsamen  Wurzeln  und 
über  die  Berechnung  der  Summe  der  Werthe,  welche 
eine  weitere  Funktion  dieser  Variabeln  in  diesen 
Nullstellen  annimmt.^ 

Er  bespricht  die  Stellung  der  hierauf  bezüglichen  Ar- 
beiten von  Eronecker  zu  den  anschliessenden  von  Picard, 
und  gibt  die  Weiterführung  dieser  Untersuchungen  im  Sinne 
der  ursprünglichen  Cauchy'schen  Theoreme. 

Die  Resultate  sind  in  einem  Schreiben  an  Picard  (ver- 
öffentlicht in  den  Comptes  rendus  de  TAcad.  francaise  vom 
31.  Dezember  1894  und  7.  Januar  1895)  niedergelegt  und 
werden  später  in  au^eführter  Form  veröffentlicht. 

2.  Herr  Johannes  Ranke  macht  eine  Mittheilung:  ,Zur 
inthropologie  der  Halswirbelsäule;  Beitrag  zur  Ent- 
nckelungsmechanik  der  menschlichen  Körperform. ** 

ia»5.  lUth.-pbjB.  Ol.  1.  1 


3.  Herr  E.  Y.  Lommel  legt  eine  Notiz  des  auswärtigen 
Mitgliedes  der  Classe,  Herrn  Ludwig  Boltzmann  in  Wien, 
vor:  „Nochmals  das  MaxwelTsche  Vertheilungsgesetz 
der  Geschwindigkeiten.'* 

4.  Herr  Johannes  Rückert  bespricht  seine  Unter- 
suchungen: „Zur  Kenntniss  des  Befruchtungsvor- 
ganges/   Ein  Auszug  daraus  folgt  in  den  Sitzungsberichten. 

5.  Herr  HuGO  Seeliger  zeigt  eine  Anzahl  astronomischer 
Photographien  von  Herrn  Prof.  Wolf  in  Heidelberg  vor. 
Genaue  Zeichnungen  von  5  dieser  Photographien  erscheinen 
mit  dem  erläuternden  Text  in  den  Denkschriften. 

6.  Herr  Alfred  Pringsheim  spricht:  „lieber  den 
Cauchy'schen  Integralsatz. ** 


Zur  Anthropologie  der  Halswirbelsäule. 
Mtng  zur  Entwiekelongsmeehaiik  der  mensdilicheii  KSrperfora. 

Von  JohuineB  Bänke. 

{Simffetaufsn  5.  Janttar.) 

Bei  der  Fortsetzung  der  Studien  zur  Entwickelungs- 
mechanik  der  menschlichen  Körperform  wurde  ich  von  der 
üntersnchung  der  anthropologischen  Bau  Verhältnisse  der 
Schädelbasis^)  zu  jenen  der  Halswirbelsäule  geführt. 

Hier  fesselt  zunächst  die  Bildung  des  Atlasgelenkes 
die  Aufmerksamkeit.  So  ähnlich  der  Bau  dieses  Gelenkes 
bei  dem  Menschen  und  den  menschenähnlichen  Affen  auch 
ist,  80  zeigt  sich  doch  ein  mechanisch  wichtiger  unter- 
schied in  der  Stellung  der  im  Gelenk  vereinigten  Knochen- 
flachen. Die  beiden  Gelenkhöcker  des  Hinterhauptbeins,  die 
Condylen,  welche  sich  mit  dem  Atlas  in  einem  zweifachen 
Gelenke  vereinigen,  sind  bei  dem  Menschen  bei  normaler 
aufrechter  Kopfhaltung  direkt  nach  unten  gerichtet,  während 
ihre  Richtung  bei  den  menschenähnlichen  Affen,  wie  bei 
allen  Wirbel thieren,    mehr   oder  weniger   nach  hinten  geht. 

Bei  dem  Menschen  steht  daher  der  Hauptkrfimraungs- 
radius  der  Gelenkfläche  der  Condylen  auf  dem  Scheitel  ihrer 


^)  über  welche  Herr  Professor  Dr.  von  Kupffer  in  der  Sitzung 
k.  b.  Akademie  d.  W.  vom  8.  Juli  1893  berichtete  nnter  Vorlage 
nea  Buches:  Ueber  einige  gesetzmässige  Beziehungen  zwischen 
idelgrnnd,  Gehirn  und  Gesichtaschädel.  40.  182  S.  Mit  80  Tafeln. 
^hen  1892.    Fr.  Bassermann. 

1* 
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Gonvexität  seokrecht,  sodass  der  nach  vorn  und  der  nach 
hinten  gewendete  Abschnitt  des  von  der  Gelenkfläche  gebildeten 
Bogens  gleich  gross  ist.  Bei  dem  Qorilla  bildet  der  Krüm- 
mungsradius der  Gelenkfläche  unter  denselben  Verhältnissen 
einen  Winkel  von  ca.  45^  mit  der  Horizontalen  und  */s  des 
Bogens  sind  nach  hinten  gewendet.  Dabei  sind  die  Gelenk- 
flächen der  Condylen  bei  dem  Gorilla  viel  stärker  gekrümmt, 
bei  dem  Menschen  entsprechend  flacher.  Bei  beiden  hat  der 
von  der  Gelenkfläche  gebildete  Bogen  eine  Länge  von  circa 
28 — 30  mm.  Der  Krümmungsradius^)  beträgt  aber  bei  dem 
Gorilla  nur  10,  bei  dem  Menschen  dagegen  18  mm,  also  fast 
das  Doppelte.  Ganz  entsprechend  verhalten  sich  die  Gelenk- 
gruben des  Atlas,  sie  sind  bei  dem  Gorilla  entsprechend 
tiefer  und  umgreifen  die  Condylen  in  weiterer  Ausdehnung 
als  bei  dem  Menschen,  das  Gelenk  ist  bei  dem  Gorilla  daher 
fester  und  weniger  frei. 

Der  eben  beschriebenen  Stellung  der  Gelenkflächen  der 
Condylen  entspricht  die  Stellung  der  für  ihre  Aufnahme  im 
Schädelatlasgelenke  bestimmten  Gelenkgruben  des  Atlas.  Der 
Vorder-  und  Hinterrand  dieser  Gelenkgruben  ist  bei  dem 
Menschen  bei  horizontaler  Stellung  des  Wirbels  etwa  gleich 
hoch.  Bei  dem  Atlas  des  Gorilla  erhebt  sich  der  Hinterrand 
wie  die  Lehne  eines  Stuhles,  während  der  Vorderrand  niedrig 
ist.  Durch  diese  Lehnenbildung  wird  für  die  nach  hinten 
gewendeten  Gelenkfortsätze  des  Schädels  ein  Widerlager  ge- 
schaffen. 

Auch  die  seitlichen  Gelenke  zwischen  Atlas  und  zweitem 
Halswirbel  sind  bei  dem  Gorilla  weniger  frei  als  bei  dem 
Menschen.  Bei  letzterem  gleiten  fast  ebene  Flächen  an 
einander  hin,  während  die  betreffenden  Gelenkflächen  bei 
dem  Gorilla  ausgesprochen  gewölbt  sind  mit  einem  Radius 
von  etwa  65  mm. 

^)  Durch  Abnahme  der  Krflmmung'en  mittelst  ßleohdraht  ge- 
mesflen. 


J.  BAifike:  Zwr  Anthropologie  der  Halstcirhelsäule.  o 

Der  ganze  Bau  der  Halswirbelsäule  überhaupt  ist  bei 
den  menschenähnlichen  Affen  weit  mehr  auf  Festigkeit 
und  Stabilität  gerichtet  als  bei  dem  Menschen.  Auf  Festig- 
keit zielt  schon  die  tiefe  zapfenformige  oder  gelenkkopfartige 
Eiosenkung  der  einzelnen  Körper  der  Halswirbel  in  einander 
bei  dem  Gorilla  wie  bei  allen  Affen.  Bei  der  menschlichen 
Halswirbelsäule  ist  eine  solche  Einsenkung  der  einzelnen 
Wirbelkörper  in  einander  viel  geringer,  worauf  z.  Th.  die 
hohe  Beweglichkeit  des  Menschenhalses  im  Ganzen  beruht. 
Die  untere  convexe  Randcurve  des  menschlichen  2.  Hals- 
wirbels hat  in  der  Mitte  einen  Krümmungsradius  von  circa 
11  mm  und  flacht  sich  nach  beiden  Seiten  zu  noch  weiter 
etwas  ab;  die  Krümmungscurve  bildet  im  Ganzen,  einschliess- 
lich jener  seitlichen  Abflachung,  ziemlich  genau  einen  Halb- 
Irreis^)  mit  dem  Radius  von  11  mm.  Bei  dem  männlichen 
Gorilla  misst  der  Krümmungsradius  nur  ca.  6  mm,  die  Krüm- 
mungacurre  ist  eine  sehr  gestreckte  Ellipse^);  der  Bogen 
beiragt  mehr  als  einen  Halbkreis,  sodass  der  obere  Wirbel- 
korper  zapfenartig  in  den  unteren  eingesenkt  ist. 

Der  gesteigerten  Festigkeit  der  Halswirbelsäule  entspricht 
auch  das  im  Ganzen  beträchtlichere  Volumen  der  einzelnen  Hals- 
wirbel bei  den  grossen  menschenähnlichen  Affen  (Gorilla),  wäh- 
rend bei  dem  Menschen  gerade  die  Halswirbel  besonders  wenig 
voluminös  sind.  Dieses  höhere  Volumen  der  Gorillahalswirbel 
spricht  sich  für  die  äussere  Betrachtung  vor  Allem  in  den  extrem 
lang-  und  starkentwickelten  Dornfortsätzen  aus,  welche  an- 
nähernd senkrecht  auf  die  Längsachse  des  Halses  gerichtet 
sind.  Ganz  entsprechend  sind  die  Verhältnisse  bei  allen  Anthro- 
poiden. Während  bei  dem  Menschen  die  Halswirbel  und  na- 
mentlich ihre  Domfortsätze  (mit  Ausnahme  des  7.)  besonders 
schwach,  die  Domfortsätze  gabelförmig  ausgeschnitten  sind, 
\  die  Dornfortsätze  der  Halswirbel  bei  den  grossen  Anthro- 

>)  In  Wahrheit  eine  Parabel. 
^  Besp.  Parabel. 
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poiden  besonders  stark.  Der  4.  Halswirbel  des  Menschen 
hat  oft  einen  besonders  schwachen  gewöhnlich  gabelig  aus- 
geschnittenen nach  abwärts  gebogenen  Dornfortsatz,  der  sich 
nur  etwa  10  mm  oder  wenig  mehr  über  die  Hinterfiäche 
des  Wirbels  in  senkrechter  Projection  erhebt;  bei  dem  Gorilla 
ragt  er  dagegen  ca.  80—90  mm  hoch  über  den  Bogen  hervor. 
Der  erste  Halswirbel  hat,  soviel  ich  sehe,  bei  keinem 
menschenähnlichen  Affen  einen  längeren  Dornfortsatz;  beim 
Gorillamännchen  ist  auch  der  zweite  relativ  kurz,  da  die 
Hinterfiäche  des  Schädels  bei  vorwäris  gewendetem  Gesichte 
direkt  auf  dessen  Spitze  aufruht,  sodass  er  sich  schon  aus 
diesem  Grunde  nicht  höher  entwickeln  kann.  Bei  allen, 
welche  ich  untersuchen  konnte,  ist  der  Dornfortsatz  des 
4.  Halswirbels  am  grössten  und  endigt,  wie  das  beim  Gorilla 
alle  Halsdornfortsätze  zeigen,  in  eine  Art  von  Knopf.  Huxley^) 
hebt  als  eine  menschenähnliche  Bildung  des  Schimpanse 
(Troglodytes)  den  gabeligen  Ausschnitt  seines  2.  Halswirbel- 
dornfortsatzes hervor,  indem  er  sagt:  „Aber  dieser  menschliche 
Charakter  fehlt  den  übrigen  Anthropoiden.**  Die  Sache  verhält 
sich  doch  etwas  anders.  Bei  dem  von  mir  untersuchten  Schim- 
panse umgreift  die  gabelig  ausgeschnittene  Spitze  des  Dom- 
fortsatzes des  zweiten  Halswirbels  zangenartig  die  Spitze  des 
dritten,  sodass  beide  zusammen  eine  einheitliche  breite  und 
hohe  Stützfläche  für  Band-  und  Muskelansatz  bilden.  Aehnlich 
zeigt  8ich  eine  Einrichtung  bei  dem  zu  den  Halbaffen,  Lemuren, 
gezählten  grossköpfigen  und  namentlich  extrem  grossäugigen 
„plumpen  oder  faulen  Lori**,  Stenops  (III.)  oder  Nycticebus 
tardigradus  (Geoffr.).  Bei  diesem  umgreift  der  ebenfalls  gabel- 
förmig oder  besser  gesagt  zangenartig  ausgeschnittene  Dorn- 
fortsatz des  zweiten  Halswirbels  sogar  die  Spitzen  der  Dom- 
fortsätze des  dritten  und  vierten  Halswirbels,  offenbar  um 
die    Festigkeit    und    Tragfähigkeit    der    Halswirbelsäule    zu 

1)  Handbuch  der  Anatomie  der  Wirbelthiere.     üebersetzt  von 
F.  Ratzel.     8.  399. 
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steigern.  Auch  bei  niederen  Säugethieren  kommen  ähnliche 
and  mechanisch  ähnlich  wirkende  Bildungen  an  der  Hals- 
wirbelsaule vor.  So  bilden  die  Dornfoftsätze  des  2. — 5.  Hals- 
wirbels bei  einigen  geschickt  kletternden  mittel-  und  süd- 
amerikanischen Beutelratten  (Didelphis  cancrivora  und  Azarae) 
eine  in  gewissem  Sinne  gemeinschaftliche  Bildung,  indem 
die  Halsdornfortsätze  vom  2.  Halswirbel  an  eine  relative  hohe 
ood  dicke,  convexgewölbte,  annähernd  geschlossene,  gegen 
Kopf  und  Brust  zu  abfallende  Leiste  bilden. 

Diese  besondere  Festigkeit  bedarf  die  Halswirbelsäule 
der  grossen  anthropoiden  Aifen  zum  Tragen  und  Halten  ihres 
schweren  Kopfes  und  zwar  in  ihrer  der  menschlichen  auf- 
rechten Körperhaltung  angenäherten,  wie  man  gewöhnlich 
sagt,  halbrechten  Stellung. 

Die  moderne  Zoologie  erkennt  als  ein  den  Menschen 
von  den  menschenähnlichen,  sowie  den  niederen  Affen  unter- 
scheidendes systematisches  Merkmal  den  aufrechten  Gang^)  an, 
aber  es  wäre  ein  Missverständniss ,  wenn  man  annehmen 
wollte,  nur  der  Mensch  sei  zu  dem  , aufrechten  Gang''  be- 
fähigt. Auch  die  anthropoiden  Affen  haben  diese  Fähigkeit 
in  aui^esprochener  Weise  und  benützen  sie  gelegentlich,  am 
besten  verstehen  diese  Kunst  die,  eine  Mittelstellung  zwischen 
höheren  und  niederen  catarrhinen  AiPen  (den  Anthropoiden 
und  Cynomorphen)  einnehmenden  Gibbonarten,  die  Langarm- 
affen. Gelegentlich  aus  Bedürfniss  oder  durch  Dressur  dazu 
gezwungen,  sehen  wir  viele  der  Säugethiere  den  aufrechten 
€bng  annehmen.') 

Die  speciellen  Skeleteinrichtungen,  welche  soeben  von  den 
grossen  anthropoiden  Affen  geschildert  worden  sind,  beziehen 
sich,  wie  die  nähere  Untersuchung  ergibt,  speciell  auf  das 
Bedürfniss,   den  grossen   und  schweren,   an   der  Wirbelsäule 

')  B.  Hartwig,  Lehrbuch  der  Zoologie.     IL  Aufl.    S.  566  f. 
')  Wie  die  auf  den  beiden  HinterfQssen,  die  Vorderf&sae  in  der 
ft,  zweibeinig  einherschreitenden  Elephanten  Hagenbeck's  a.  a. 
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seitlich  befestigten  Kopf  in  der  mehr  oder  weniger  auf- 
rechten Körperstellung  zu  halten. 

Bei  den  wirklich  vierfüssig  gehenden  Thieren  sind  die 
Halteeinrichtungen  für  den  Schädel  am  Skelet  anders  als  bei 
den  menschenähnlichen  Affen.  Den  betreffenden  niederen 
Säugetfaieren  fehlen  die  mächtig  entwickelten  Dornfortsätze 
der  Halswirbel  der  Anthropoiden,  ebenso  wie  dem  Menschen. 
Dagegen  ragen  bei  den  eigentlichen  «Vierfüsslern*  die  Dorn- 
fortsätze der  ersten  Brustwirbel,  welche  bei  dem  Menschen 
wie  bei  den  menschenähnlichen  Affen  dachziegeltörmig  nach 
abwärts  geneigt  sind,  mächtig  in  die  Höhe,  um  den  starken 
elastischen  und  muskulösen  Haltorganen  des  Kopfes,  dem 
Nackenband  und  der  Nackenmuskulatur  als  feste  Angriffs-  und 
Stützpunkte  zu  dienen.  Von  diesen  Nackendornen  aus  spannt 
sich  das  elastische  Nackenband  zur  Hinterfläche  des  (2.  Hals- 
wirbels und)  Kopfes.  Der  letztere  wird  dadurch,  wie  der 
Querbalken  eines  Galgens  oder  eines  Krahns  seitlich  an  der 
Spitze  der,  vom  Nacken  vielfach  annähernd  senkrecht  sich  auf- 
richtenden Halswirbelsäule  gehalten.  Je  schwerer  der  Kopf  ist, 
desto  mächtiger  sind  auch  die  Nackendornen;  bei  dem  Skelet 
eines  erwachsenen  Bison  ^)  fand  ich  die  Dornfortsätze  der 
ersten  Brustwirbel,  der  Nackenwirbel,  länger  als  irgend  einen 
der  langen  Extremitätenknochen,  speziell  der  Dornfortsatz 
des  4.  Brustwirbels  hat  eine  Länge  von  470  mm. 

Dass  diese  auffallende  Bildung  der  Nackendornen  wirklich 
mit  dem  Tragen  eines  schweren  Kopfes  correspondirt,  ergibt  sich 
bekanntlich  daraus,  dass  bei  den  Geweih-  oder  Hörner-tragen- 
den Säugethieren  ihre  Höhe  und  Stärke  im  Allgemeinen  be- 
deutender erscheint,  und  dass  sie  einerseits  bei  den  hornlosen 
Weibchen  der  Schafe,  der  Hirsche  u.  a.  schwach  bleiben,  wäh- 
rend andererseits  die  gehörnten  Männchen,  der  weit  schwerern 
Last   des   Schädels   entsprechend,    besonders   hoch  und  stark 


^)  MüQcbener  zoologische  Sammlang. 
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ftUfiigebildete  Nackendornen  aufweisen.  Die  Dornfortsätze  der 
Bakwirbel  sind  dagegen  bei  all  den  eigentlich  yierfüssiggehen- 
den  Säagetbieren  ^)  auffaliend  klein  und  in  diesem  Sinne  men- 
schenähnlich, nur  der  zweite  Halswirbel  hat  entwickeltere  Än- 
sitzfiachen  f&r  die  elastisch-muskulösen  Haltapparate  des  Kopfs. 

Schon  ohne  nähere  Untersuchung  erweckt  die  Betrach- 
tang der  mächtigen  Halsdomen  des  Gorilla  und  der  andern 
grossen  menschenähnlichen  Affen,  Orangutan  und  Schim- 
panse, den  Eindruck,  dass  man  es  hier  mit  einem  den  eben 
geschilderten  Nackendornen  entsprechenden  Halteapparat  für 
den  schweren,  ebenfalls  seitlich  an  der  Spitze  der  Wirbel- 
^ule,  befestigten  Kopf  zu  thun  habe.  Entsprechend  der 
ludbrechten  Stellung  dieser  Affen  konnte  ja  der  Halteapparat 
fi»  dem  Nacken  auf  die  Halswirbelsäule  verlegt  sein:  das 
ist  die  Frage. 

Wie  gesagt  sind  die  Domfortsätze  der  Rückenwirbel 
bei  den  Anthropoiden  relativ  schwach  und  menschenähnlich, 
dagegen  bieten  die  Domfortsätze  der  Halswirbel  die  nöthigen 
Angriffiiflächen  für  Ansatz  oder  Ursprung  der  mächtigen 
Band-  und  Muskelraassen,  welche  noth wendig  sind,  um  den 
gewaltigen  Kopf,  trotz  seines,  wie  wir  sahen,  seitlichen  An- 
satzes an  der  Spitze  der  Wirbelsäule  bei  der  halbrechten 
oder  aufrechten  Korperhaltung  des  Thieres  beim  Gehen  und 
Klettern  mit  parallel  zur  Bodenfläche  gerichteten  Augen- 
achsen geradeaus  vor  sich  hinsehen  zu  lassen,  ganz  ähnlich 
wie  letzteres  beim  Menschen  der  Fall  ist. 

Um  die  eben  gestellte  Frage  nach  der  mechanischen 
Bedeutung  des  Halsdornenapparates  der  Anthropoiden  zu 
lösen,  gibt  es  eine  einfache  Betrachtung.  Ist  die  besondere 
Grdssenausbildung  der  Halsdomen  bei  den  menschenähnlichen 
Affen  wirklich  eine  mechanische  Bedingung  für  die  halb- 
hte  oder  mehr  weniger  aufrechte  Körperhaltung,  so  muss 


^)  Aasnahmen  s.  oben  S.  7  und  unten  S.  11,  Amnerkang. 
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sie  sich  bei  allen  Thieren  finden,  die  sich  darin  den  menschen- 
ähnlichen Affen  ähnlich  verhalten,  dagegen  denen  fehlen, 
welchen  die  mehr  weniger  aufrechte  Körperhaltung  fehlt. 

Das  Charakteristische  der  Halsdornenbildung  der  Anthro- 
poiden besteht  darin,  dass  im  Gegensatz  gegen  das  bei  dem 
Menschen,  wie  bei  der  übergrossen  Mehrzahl  aller  Säuge- 
thiere,  bestehende  Verhältniss,  dass  die  Dornfortsätze  der 
Halswirbel  kürzer  sind  als  die  Dornfortsätze  der  Brustwirbel, 
bei  den  Anthropoiden  dagegen  die  Brustwirbeldornfortsätze 
kürzer  sind  als  die  Halswirbeldornfortsätze. 

Bei  den  relativ  kleinköpfigen  Gibbons  und  der  Mehr- 
zahl der  niederen  Affen  der  alten  und  neuen  Welt  besteht 
insofern  eine  Annäherung  an  die  Halsdornenbildung  der  An- 
thropoiden, als  die  Dornforisätze  der  Hals-  und  der  Brust- 
wirbel wenig  an  Grösse  unterschieden  sind,  vielfach  sind  so- 
gar die  Halsdornen  etwas  länger.  Es  stimmt  das  in  dem 
fraglichen  Sinne  mit  der  Lebensgewohnheit  der  niederen 
Affen  gut  überein. 

Unter  den  Lemuren^)  gibt  es  aber  ein  Thier,  welches 
vielleicht  in  noch  höherem  Grade  als  irgend  ein  menschen- 
ähnlicher Affe  es  liebt,  eine  ganz  oder  halb  aufrechte  Rumpf- 
haltung anzunehmen.  Es  ist  das  der  Lichanotus  Indri  Geoff., 
der  Madagassische  Jagdaffe,  welcher  gern  und  gut  aufrecht 
geht  und,  namentlich  in  Hinblick  auf  die  Längenproportionen 
der  Beine  und  Arme,  eine  auffallende  Menschenähnlichkeit 
zeigt,  nur  der  kleine  Kopf  mit  der  thierischen  Schnauze 
u.  n.  a.  passt  nicht  zu  diesem  Eindruck.  Abgesehen  vom 
Kopf  sieht  das  wunderliche  Thier  ganz  wie  eine  menschliche 
Puppe  in  Pelzkleidern  aus.  Obwohl  nun  der  Kopf  für  die 
Körpergrösse  verhältnissmässig  klein  und  wenig  voluminös 
ist,  sind  bei  dem  Indri  doch  die  Halsdornen  länger  und 
breiter  als  die  Nackendornen,  und  entsprechen  in  der  Form 


^)  Ueber  den  faulen  Lori  s.  oben  $.  6. 
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weitgehend  den  Dornfortsätzen  der  Lendenwirbel.  Vom 
dritten  Halswirbel  an  nimmt  die  Höhe  und  sagittale  Breite 
seiner  Halsdomen  bis  zum  siebenten  Halswirbel  zu,  von  da, 
Tom  ersten  Nackenwirbel  an,  wieder  ab,  sodass  der  erste 
Nackenwirbeldomfortsatz  in  Grösse  und  Porra  etwa  dem 
vierten,  der  zweite  und  dritte  dem  dritten  Halswirbel  ent- 
sprechen ;  vom  vierten  Nackenwirbel  an  beginnt  die  typische 
dachziegelförmige  Abwärtsneigung  der  Brustwirbeldornf ort- 
salze. *) 

Unter  den  Vögeln  gibt  es  eine  Anzahl  aufrecht  sitzender 
and  gehender  Formen:  die  Pinguine  (Aptenodytes),  Eistaucher- 
(Coljmbus)  und  Steissfuss-  (Podiceps)  Arten,  auch  bei  diesen 
Sndet  sich  eine  entsprechende  Bildung  an  den  Halswirbeln. 
Namentlich  die  Pinguine  besitzen  im  Gegensatz  gegen  die 
mit  horizontaler  Rumpfhaltung  gehenden  und  sitzenden  Vögel 
wie  z.  B.  die  Hühner  und  Gänse  u.  v.  a.  an  den  oberen  Hals- 
wirbeln starke  Dornfortsätze  neben  noch  anderen  seitlichen 
knöchernen  Halteinrichtungen,  welche  der  weit  überwiegenden 
Mehrzahl  der  Vögel  fehlen.  Eine  Andeutung  davon  zeigt  sich 
sonst  nur  noch  bei  solchen  Arten,  bei  welchen  der  Hals 
einen  ganz  besonders  schweren  und  grossen  Kopf  auch  an- 
nähernd aufrecht  zu  tragen  hat,  wie  Buceros,  AIcedo,  grosse 
Vultur- Arten. 

Ans  dieser  Umschau  ergibt  es  sich,  dass  die  oben  ge- 
stellte Frage  im  bejahenden  Sinne  beantwortet  werden  darf: 
die  mächtig  entwickelten  Halsdornen  der  grossen  Anthropoiden 
sind  ein  den  Nackendomen  der  eigentlich  vierfüssig  gehenden 
Sängethiere  entsprechender  Halteapparat  für  den  schweren 
Kopf,    welcher   im    mechanischen    Zusammenhang    mit    der 

')  Merkwürdigerweise  findet  sich  auch  bei  den  niedrigsten 
Dgethieren,  dem  Schnabelthier  und  dem  Ameisenigel,  das  Yerhält- 
9,  dass  die  Halsdomfortaätze  länger  sind  als  die  Brustdomfort sätze, 
^nbar  auch,  wie  bei  einigen  der  oben  erwähnten  Vögel:  Buceros  etc., 
■  Haltung  und  Bewegung  ihres  relatiy  schweren  Kopfes. 
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mehr  oder  weniger  aufrechten  Rumpfhaltung  der  höchsten 
ÄfiFen  auf  die  Halswirbelsaule  verlegt  ist.  Hier  findet  sich 
eine  entsprechende  Skeleteinrichtung  bei  allen  sich  aufrecht 
haltenden  Wirbelthieren.  Die  grossen  Halswirbeldornen  er- 
gänzen sonach  die  zuerst  geschilderten  knöchernen  Einrich- 
tungen zur  Kopfhaltung  am  Hals  der  Anthropoiden,  wofür 
am  Schädel  selbst  die  mächtig  entwickelten  Ansatzflächen 
am  Hinterhaupt  mit  dem  Hinterhauptkamm  an  der  oberen 
Grenze  der  Hinterhauptschuppe  u.  a.  zählen. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  die  mehr  oder 
weniger  aufrechte  Körperhaltung  der  Anthropoiden,  in  wel- 
cher man  in  älterer  Zeit  manchmal  eine  Art  von  Ueber- 
gang  zu  der  typisch  menschlichen  Körperhaltung  finden  wollte, 
mechanisch  auf  principiell  verschiedenen  Ursachen  wie  letztere 
beruht. 

Der  schwere  seitlich  an  der  Wirbelsäulenspitze  befestigte 
Kopf  der  Anthropoiden  wird  durch  elastische  und  Muskel- 
kräfte in  seiner  bei  der  halbrechten  Körperstellung  horizon- 
talen Lage  gehalten,  die  aufrechte  Körperhaltung  wird  bei 
ihnen  mechanisch  ermöglicht  durch  eine  namentlich  zwischen 
Hinterkopf  und  den  Dornfortsätzen  der  Halswirbel  specifisch 
entwickelte  Haltevorrichtung  für  den  Schädel,  für  welche, 
abgesehen  von  den  elastisch- muskulösen  Apparaten,  specielle 
Skeleteinrichtungen  (am  Schädel  und  der  Halswirbelsäule)  vor- 
handen sind.  Die  aufrechte  Körperhaltung  der  anthropoiden 
Affen  beruht  sonach  zum  grossen  Theil  auf  Muskelarbeit. 

Bekanntlich  ist  das  mechanische  Verhältniss  der  Kopf- 
haltung bei  dem  Menschen  ein  anderes. 

Die  Verbindungsstelle  des  Kopfes  mit  der  Wirbelsäule  ist 
bekanntlich  an  allen  Schädeln  dort,  wo  das  Rückenmark  aus 
der  Schädelhöhle  durch  das  grosse  Hinterhauptsloch,  Foramen 
magnum,  aus-  und  in  die  Rückgratshöhle  eintritt.  Zu  beiden 
Seiten  der  Vorderhälfte  des  Hinterhauptsloches  befinden  sich 
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die  beiden  oben  besprochenen  convezen  Gelenkhöcker,  die 
Condylen,  znr  Verbindung  des  Schädels  mit  dem  ersten  Hals- 
wirbel, dem  Atlas.  Bei  dem  Menschen  sehen  nnn,  wie 
gesagt  (S.  8),  die  Oelenkflächen  der  Condylen  bei  normaler, 
horissontaler,  Kopfhaltung  direkt  nach  unten,  während  sie, 
wie  wir  oben  sahen,  auch  bei  dem  Gorilla,  dem  menschen- 
ähnlichsten Affen,  wie  bei  allen  anderen  Wirbelthieren  bei 
der  normalen,  d.  h.  für  die  Anthropoiden  auch  horizontalen 
Kopfhaltung  nach  hinten  gewendet  sind.  Ist  der  Meuschen- 
schädel  an  dieser  Stelle  unterstützt,  so  genügt  nachweislich  ein 
Minimnni  von  Kraftaufwand,  um  ihn  in  seiner  für  den  lebenden 
Moiscben  normalen  Ruhestellung  zu  erhalten,  während  ein 
Gorillaschädel  dabei  nach  vorne  herabsinkt.  Der  mechanische 
Gnmd  dafür  ist  bekanntlich  der,  dass  das  Foramen  magnum 
mit  den  Condylen  bei  dem  Menschen  sehr  annähernd  in  die 
Mitte  der  Unterfläche  des  Schädels  gerückt  ist,  sodass  bei 
senkrecbter  Unterstützung  der  Condylen  der  Schädel  auf  diesen, 
wie  ein  Wagbalken  auf  seinem  Hypomochleon ,  im  Oleich- 
gewicht zu  ruhen  vermag.  Ein  Minimum  von  Muskel-  und 
elastischer  Spannung  genügt,  um  diese  Gleichgewichtsstellung 
zu  erhalten.  Daher  kann  die  Halswirbelsäule  des  Menschen 
trotz  des  mächtigen  Kopfes,  den  sie  zu  tragen  und  zu  halten 
hat,  so  schwach  sein,  dass  dieses  Yerhältniss  als  ein  beson- 
deres typisches  für  den  Menschen  schon  den  alten  Anatomen, 
z«  B.  Eustachins,  auffallen  musste. 

Bei  den  menschenähnlichen  Affen,  wie  bei  allen  anderen 

Säugethieren  ist  dagegen,  wie  ich  wiederhole,  der  Kopf  an  der 

Spitze  der  Wirbelsäule  nicht  balancirt,  sondern  an  ihr  seitlich 

aufgehängt.     Bei   alieiniger   senkrechter    Unterstützung    der 

Gelenkflächen  der  Condylen  fällt  daher  der  Kopf,  bei  horizon- 

fcftler  Haltung,  wie  sie  der  normalen  Körperhaltung  der  Anthro- 

den  bei  ilirer  typischen  Körperstellung  entspricht,  nach  vorne 

rab,   wenn  er  nicht  durch  eine  Kraft  gehalten  wird,  welche 

Schwere  des  Kopfes,  einschliesslich  der  bei  solcher  Stellung 
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sich  geltend  machenden  Hebel wirkang,  gleichkommt.  Die 
Ursache  für  die  seitliche  Befestigung  des  Schädels  an  der 
Wirbelsäule  liegt  darin,  dass  das  Hinterhauptsloch  mit  den 
Gondylen  bei  den  Anthropoiden  an  das  hintere  Ende  der 
Schädelbasis,  bei  der  Mehrzahl  der  Wirbelthiere  auf  die 
Hinterseite  des  Schädels,  gerückt  ist.  Dieser  Stellung  der 
Condylen  entspricht  dann  die  oben  beschriebene,  von  der 
menschlichen  Einrichtung  sich  so  auffallend  unterscheidende, 
Rückwärtswendung  ihrer  Gelenkflächen. 

Bei  dem  Menschen  beansprucht  sonach  die  Aufrecht- 
haltung des  Kopfes  so  gut  wie  keine  Muskelarbeit,  sie  ist 
die  aufrechte  Ruhestellung  des  Kopfes,  und  durch  diese  ist 
dann,  was  hier  keines  weiteren  Beweises  bedarf,  die  auf- 
rechte Körperhaltung  des  Menschen  im  Ganzen  und  Ein- 
zelnen, als  eine  Ruhestellung,  zu  deren  Erhaltung  ein  Mini- 
mum von  Muskelarbeit  gehört,  bedingt.  In  dieser  Hinsicht 
ist  die  aufrechte  Körperhaltung  des  Menschen  in  ihrem 
mechanischen  Zustandekommen  etwas  Besonderes.  Während 
doch  auch  der  menschenähnlichste  Aife  eine  wirklich  auf- 
rechte Körperhaltung,  die  er  ja  relativ  leicht  anzunehmen 
vermag,  durch,  auf  die  Dauer  ermüdende,  Muskelanstrengung 
erzwingt,  ist  bei  derselben  Stellung  der  ganze  Körper  des 
Menschen  in  all  seinen  Theilen  sehr  annähernd  im  (labilen) 
Gleichgewicht  balancirt.  Die  aufrechte  Stellung  ist,  wie 
gesagt,  eine  Ruhestellung  des  Menscbenkörpers ,  zn  deren 
Erhaltung  das  geringste  Mass  von  Muskelanstrengung  er- 
forderlich ist,  ganz  entsprechend  der  vierfüssigen  Stellung 
der  meisten  Säugethiere  oder  der  typisch  halbrechten  Haltung 
der  Menschenaffen,  bei  welchen  auch  sie  sich  auf  ihr  vor- 
deres Extremitäten  paar  stützen.  Für  Maximaldauerleistungen 
nehmen  Thier  und  Mensch  diejenige  Körperhaltung  an,  welche 
auf  die  Dauer  für  sich  selbst  am  wenigsten  Muskelleistungen 
in  Anspruch  nimmt,  sodass,  z.  ß.  für  rasche  Flucht,  von  der 
im  Ganzen  dem  Körper  zur  Ortsbewegung  und  Körperhaltung  zu 
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6ebote  stehenden  Summe  von  Muskelkraft  noch  möglichst  viel 
übrig  bleiht.  Bei  raschester  Flucht  richtet  sich  der  Mensch 
auf,  aber  auch  der  menschenähnliche  Affe  benützt  dazu,  wie  die 
zdederen  VierfÜssler,  seine  vier  Extremitäten.  In  dem  ^dar- 
gelegten Sinne  muss  der  Mensch  aufrecht  gehen,  kein  Säuge- 
thier  muss  das.  Der  Grund  dafür  liegt,  wie  wir  gesehen 
iuiben,  in  der  verschiedenen  Art  der  Befestigung  des  Kopfes 
auf  der  Wirbelsäule. 

Dafür  ist  nun  die  Lage  des  Hinterhauptsloches  resp. 
der  beiden  zu  seinen  Seiten  gelegenen  Gelenkhöcker  für 
das  Atlasgelenk  das  entscheidende  Moment:  die  typische 
mühelose  menschliche  Kopfhaltung  und  damit  die  gesammte 
ninhelose  aoArechte  Körperhaltung  wird  durch  die  centrale 
I^ge  der  Schädelcondylen  an  der  Schädelbasis  bedingt,  die 
bei  den  menschenähnlichen  Affen  weit  nach  hinten  rücken. 
Für  ein  kausales  mechanisches  Versi^ndniss  dieses  ent- 
scheidenden Unterschiedes  im  Skeletbau  haben  wir  sonach 
die  mechanische  Ursache  zu  erforschen  für  die  centrale  Lage 
des  Hinterhauptsloches  (resp.  der  Condyleo)  bei  dem  Menschen 
einerseits  und  die  Ursache  der  Verschiebung  desselben  auf 
die  Hinterseite  der  Schädelbasis  (resp.  des  Schädels)  bei  den 
anthropoiden  Affen  sowie  bei  allen  anderen  Wirbelthieren 
andererseits. 

Die  Frage  nach  der  Kausalität  der  aufrechten  Körper- 
haltung des  Menschen  spitzt  sich  sonach  zu  zu  der  Frage  nach 
der  mechanischen  Ursache  für  die  typische  Stellung  des 
EUoterhauptsloches  am  Schädelgrund. 

In    der    schon    oben    (S.  3)    erwähnten    Untersuchung: 
Ueber    einige   gesetzmässige  Beziehungen   zwischen  Schädel- 
grand,  Gehirn  und  Gesichtsschädel  ist  mir  der  so  lange  ver- 
flreblich    gesuchte    Nachweis    gelungen,    dass    die    besondere 
jtaltung   des  Schädelgrundes   bei   Mensch    und  Thier   von 
m  relativen  Grössen verhältniss  des  Gehirns  zum  Gesammt- 
lädel  ursächlich  bedingt  ist. 
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Bei  der  Formausgestaltung  des  Schädels  der  Vertebraten 
sind  wesentlich  die  zwei  Organsysterae  betheiligt,  welche 
überhaupt  die  gesammte  Körperausgestaltung  beherrschen: 
das 'Nervensystenoi  und  das  Darmsystem,  von  ersterem  zu- 
nächst, und  för  den  Menschen  immer  überwiegend,  das 
Gehirn,  von  dem  zweiten  die  Kauwerkzeuge.  In  gegen- 
seitiger Beeinflussung  gestalten  einerseits  das  Gehirn  mit 
Sinnesorganen  und  andererseits  die  Kauwerkzeuge  die  speci- 
fische  Schadelform. 

Bei  der  ersten   Anlage   der  definitiven  Schädelform   ist 
bei  allen  Säugern,  wie  eigentlich  bei  allen  Vertebraten,  das  form- 
gestaltende Prinzip  das  Gehirn,  während  der  Einfluss  der  Or- 
gane des  Darmsystems  am  Kopfe,   der  Kauwerkzeuge,  sehr 
zurücktritt.     Bei   der  ersten  embryonalen  Ausgestaltung  des 
Kopfes,  so  lange  dieselbe  noch  nicht  stärker  durch  die  Kau- 
werkzeuge beeinflusst  wird,   sind    bei  allen  Säugethieren  die 
Bildungsverhältnisse  des  Kopfes    und   seines  Schädelgrundes 
in  so  hohem  Grade  menschenähnlich,  dass  man  für  manche 
Fälle   sogar    fast    von    Identität    reden   konnte.      Bei    allen 
Säugethieren   geht  die  nähere  Ausgestaltung  der  Kopfform 
von  einem  Stadium  aus,   welches  man   als  anthropine  Kopf- 
form bezeichnen  darf.    Jene  rel.  frühe  anthropine  Periode  ist 
dadurch    charakterisirt,     dass    unter    der    stärkeren    Beein- 
flussung der  Wachsthumsenergie  der  Schädelbasis  durch  das 
übermächtig  wachsende  Gehirn,  der  dann  noch  weich  beweg- 
liche Schädelgrund    in    der  Gesichtskopfbeuge    eine  scharfe 
Abknickung  ungefähr  in  der  Mitte  der  Schädelbasis  erfährt. 
Die  Knickungsstelle  entspricht  im  Allgemeinen  jener  Knorpel- 
fuge (Symphysis  spheno-basilaris),  durch  welche  der  Basilar- 
theil  des  Hinterhauptsbeines  (pars  basilaris  oss.  occ.)  mit  dem 
Körper  des  Keilbeins,    wie    R.    Virchow   schon    vor   mehr 
als  einem  Menschenalter  bewiesen  hat,   auch  noch,  bei  Neu- 
gebornen  und  jugendlichen  Individuen  bis  zu  einem  gewissen 
Grade  beweglich   verbunden  ist.     An  dieser  Fugenstelle  ist 
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bei  den  Säugethierembryonen  wie  bei  dem  ungeborenen 
Menschen  der  Basilartheil  des  Hinterhauptsbeins  gegen  den 
Körper  des  Keilbeins  winkelig  abgeknickt,  ein  Verhältniss, 
welches  bekanntlich  Virchow  als  Sattelwinkel  messend  ver- 
folgte. 

Bei  dem  Menschen  bleibt  nun  dieses  embryonale  Ver- 
hältniss während  der  ganzen  Entwicklungsperiode  sich  wenig 
vermindernd  vor  der  Geburt  bestehen  und  erhält  sich  auch 
im  nachembryonalen  Leben  nicht  nur,  sondern  steigert  sich 
unter  dem  steigenden  Wachsthum  des  Gehirns  noch  weiter, 
sodass  die  Knickung  der  Schädelbasis  bei  dem  Erwachseneu 
betrachtlich  starker  ist  als  bei  dem  Neugebornen  und  wieder 
die  primären  embryonalen  Verhältnisse  erreicht.  Bei  der 
Kopfbildung  des  Menschen  bleibt  auch  in  den  späteren 
Stadien  der  embryonalen  Entwicklung,  in  welchen  sich  auch 
bei  ihm  der  umgestaltende  Einfluss  der  Kauwerkzeuge  (d.  h.  der 
Organgruppe  des  Darmsystems)  in  gesteigertem  Maasse  geltend 
macht,  die  primär  führende  Rolle  dem  Gehirn  gewahrt,  die 
Schädelbasis  bleibt  geknickt.  Bei  der  Kopfbildung  der 
Thiere  sehen  wir  dagegen  bald  die  führende  Rolle  Ton  dem 
in  seinem  Wachsthum  relativ  zurückbleibenden  Gehirn  auf 
die  Organe  des  Darmsystems,  die  Kauwerkzeuge,  übergehen. 
Dieses  letztere  Verhalten,  welches  sich  schon  im  embryo- 
nalen Leben  geltend  macht,  tritt  immer  greller  hervor  im 
nachembryonalen  Leben  bis  zur  Vollendung  des  Schädel- 
wachsthums. 

Die  Knickung  der  Schädelbasis  ist  Wirkung  des  übermäch- 
tigen Gehirnwachsthums  auf  den  Schädelgrund ;  tritt  dieser  ge- 
staltende Einfluss  des  Gehirns  mehr  und  mehr  zurück,  indem  die 
relative  Grösse  des  Gehirns  (resp.  der  Hirnschädelkapsel)  immer 
weiter  gegen  die  fortgesetzt  gesteigert  wachsenden  Kauwerk- 
zeuge (Gesichtsschädel)  zurückbleibt,  so  Termindert  sich  die 
Knickung  der  Schädelbasis  mehr  und  mehr,  bis  der  Verlauf  ihrer 
sagittalen  Mittellinie  zuletzt  ein  vollkommen  gerader,  gestreckter 
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wird.  Bei  den  niederen  Säugethieren  (Pferden,  Rindern 
u.  V.  a.)  biegt  sich  sogar  in  der  Hinterhauptskeilbeinfuge 
der  hintere  Abschnitt  der  Schädelbasis,  im  umgekehrten 
Sinne  wie  der  Sattelwinkel,  nach  aufwärts,  einen  nach  oben 
offenen  Winkel  bildend. 

Das  mechanische  Verhältniss  dieser  Abknickung  ist  im 
Sinne  der  bekannten  His^schen  Theorie  einfach  zu  verstehen. 
Wir  wissen  z.  B.  aus  den  Untersuchungen  Rüdingers  über  die 
Entstehung  der  Bogengänge  im  Labyrinth  und  aus  anderen 
Beobachtungen  mehr  makroskopischer  Art  z.  B.  über  die 
AusbilduBg  der  embryonalen  Schwanzkrümmung,  dass,  wenn 
von  zwei  mit  einander  verbundenen  elastisch  beweglichen 
Schichten  die  eine  stärker  wächst,  das  im  Allgemeinen  zu  einer 
convexen  Aufwärtswölbung  dieser  stärker  wachsenden  und 
zu  einer  concaven  Einkrümmung  der  im  Wachsthum  zurück- 
bleibenden Schichte  führt.  Ist  die  im  Wachsthum  zurück- 
bleibende Schichte,  wie  in  dem  vorliegenden  Falle  relativ 
starr,  nicht  im  Ganzen  elastisch  krümmbar,  sondern  nur 
an  einer  Stelle  gleichsam  wie  in  einem  Scharniere  beweglich, 
so  erfolgt,  wie  eine  einfache  Ueberlegung  lehrt,  keine  im 
Allgemeinen  concave  Krümmung,  sondern  eine  nach  der 
schwächer  wachsenden  Schichte  hin  offene  winkelige  Ab- 
knickung. Umgekehrt,  wenn  das  Wachsthum  der  anföng- 
lieh  stärker  wachsenden  Schichte  mehr  und  mehr  von  der 
anfänglich  schwächer  wachsenden  Schichte  eingeholt  und 
schliesslich  übertroffen  wird,  so  gleicht  sich  diese  Knickung 
wieder  aus,  die  den  Verlauf  repräsentirende  Mittellinie  der 
anfanglich  schwächer  wachsenden  und  daher  eingeknickten 
Schichte  streckt  sich  endlich  gerade  und  wenn  das  Verhält- 
niss der  Wachsthumsenergie  in  den  beiden  betreffenden 
Schichten  sich  umkehrt,  so  tritt  eine  Knickung  in  der  ent- 
gegengesetzten Richtung  ein. 

Aus  meinen  schon  citirten  Untersuchungen  über  den 
Schädelgrund   hat   sich  aus  zahlreichen  Messungen   ergeben, 
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dass  je  grösser  im  Verhältniss  zu  dein  übrigen  Schädel  die 
Hirnkapsel,  resp.  das  diese  erfüllende  Gehirn,   ist,   dass  um 
so  menschenähnlicher  die  Knickung  der  Schädelbasis  ist.   Mit 
der  relativen  Zunahme  des  Gehirns  zum  Gesammtschädel  knickt 
sich  thatsächlich,    wie  bei  dem  Menschen  nach  der  Geburt 
leicht  nachweislich  ist,  die  Schädelbasis  in  der  Hinterhaupts- 
keilbeinfuge,   Synchondrosis   sphenobasilaris,    um   so  stärker 
ab;   mit  der  relativen  Abnahme  des  Gehirns  im  Verhältniss 
zum  Gesammtschädel,    wie  das  in  imaier  steigendem  Maasse 
sich  bei    Anthropoiden   und  allen  anderen  Säugethieren  aus- 
bildet, gleicht  sich  äusserlich  die  Knickung  mehr  und  mehr 
aus  und  geht  schliesslich  in  die  entgegengesetzte  Knickung  über. 
So  zeigen  auch  die  Schädel  des  Gorilla,  des  Orangutan,  des 
Schimpanse  im  erwachsenen  Zustand,  wenn  sich  die  bei  ihnen 
wie  bei  allen  Säugethieren  primär  typisch  menschliche  Schädel- 
form  vollkommen  in  die  Thierform   umgebildet  hat,   äusser- 
lich   einen    horizontalen   flächenhaften  Verlauf  der  Schädel- 
basis.     EjS   gibt  sich  das  besonders  deutlich  an  der  Stellung 
des  Basilartheils  das  Hinterhauptbeins,  pars  basilari.so.^sisoccip., 
zu  erkennen,  welches  sich  vorne  durch  die  erwähnte  Knorpel- 
fuge, wie  gesagt  in  der  Jugend  beweglich,  mit  dem  Körper  des 
Keilbeins   verbindet    und   nach    hinten    den   Vorderrand    des 
grossen  Hinterhauptloches  bildet. 

Bei    der  flachen   gestreckten  Lage   des  Basilartheils    des 

Hinterhauptbeins  rückt  sonach  das  Hinterhauptloch  —  wie  ein 

Blick  anf  die  schematische  Zeichnung  S.  20,  Fig.  2  u.  la  lehrt 

—  an  die  Rückseite  des  Schädels;  mit  einer  nach  oben  offenen 

Knickung  der  Schädelbasis  gelangt  das  Hinterhauptloch  ganz 

auf  die  Rückseite  des  Hinterhaupts.  Mit  dem  übermächtig  sich 

entwickelnden  Gehirn,  welches  die  Schädelbasis  in  einem  nach 

"nten  ofienen  Winkel  abknickt,  gelangt  das  Foramen  magnum 

fiehr  auf  die  Unterseite  des  Schädels  und  rückt  endlich  bei 

em  Menschen    in  der  Zeit,   in    welcher   er  laufen  lernt,    in 

?ine  typisch  centrale  Stellung  in  der  Schädelbasis  ein,  Fig.  1 . 
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Man  kann  von  diesem  mechanischen  Vorgang  leicht 
eine  schematische  Vorstellung  gewinnen.  Gehen  wir  von 
einer  menschlichen  Schädelkapsel,  Fig.  1,  aus,  deren  Schädel- 
basis wir  durch  ein  Scharnier  in  der  Hinterhauptkeilbeinfuge  f 
beweglich  gemacht  haben  und  schneiden  quer  ein  keilförmiges 
Stück  heraus  (die  Schneide  dieses  Keils  an  der  Sphenobasilar- 


Fig.  1. 


Fig.  2. 


Flg.  2a. 


Fig.  la. 


Mensch. 


Gorilla. 


fuge,  den  breiten  convex  von  dem  betreflPenden  Ausschnitt  des 
Schädeldaches  begrenzten  Theil  nach  oben),  so  können  wir  in 
dem  Scharnier  der  Sphenobasilarfuge  den  nach  diesem  Aus- 
schnitt übrig  bleibenden  vorderen  und  hinteren  Theil  des 
Schädels  an  einander  legen.  Ich  habe  die  Grösse  des  aus- 
geschnittenen Keils  so  gewählt,  dass  der  übrig  bleibende  Hirn- 
rauni  der  Schädelkapsel  dem  eines  erwachsenen  männlichen 
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ln>rilla  entspricht.  Die  direkte  Beobachtung  ergibt  nun,  Awsa. 
darch  die  eben  beschriebene  Aneinanderlagerung  der  beiden 
Keätstücke  der  verkleinerten  Schädelkapsel  die  Schädelbasis 
flach  gelegt  wird.  Der  Basilartheil  des  Hinterhauptbeins  legt 
sich  flach  und  das  Hinterhauptloch  rückt  an  die  Hinterseite  des 
Schädels.  Wir  haben  damit  durch  entsprechende  Verkleinerung 
des  Himraumes,  entsprechend  einer  Verkleinerung  des  Qehirns 
äelbst,  den  Menschenschädel  in  Beziehung  auf  die  Stellung 
des  Hinterhauptlochs  in  die  typische  Form  des  Anthropoiden- 
schadels  (Gorillaschädels)  umgestaltet  (Fig.  la).  Die  Schädel- 
basis ist  bei  den  menschenähnlichen  Affen  (Gorilla)  nicht 
kleiner  nnd  kürzer,  sondern  im  Allgemeinen  sogar  etwas  grösser 
and  länger  als  bei  dem  Menschen.  Setzen  wir  in  unserem 
Schädelmodell  den  ausgeschnittenen  Keil  wieder  ein,  so  rückt 
durch  die  damit  erzeugte  Vergrösserung  des  Gehirnraums 
des  Schädels,  resp.  durch  die  relative  Vergrösserang  des 
Gehirns  im  Verhältniss  zu  dem  Gesichtsschädel  resp.  den 
Kauwerkzeugen,  das  Hinterhauptloch  wieder  in  die  für  den 
Menschen  typische  centrale  Lage  in  der  Schädelbasis  ein. 

Schneidet  man  in  ähnlicher  Weise,  wie  wir  das  bei 
dem  Menschenschädel  gethan  haben,  eine  Schädelkapsel 
eines  menschenähnlichen  Affen  (Gorilla)  in  der  Mitte  von 
rechts  nach  links  quer  bis  zur  Sphenobasilarfuge  durch,  die 
wir  wieder  in  einem  Scharnier  beweglich  machen,  (wie  Fig.  2 
demonstrirt),  und  setzen  nun  den  aus  dem  Menschenschädel 
au^eschnittenen  Keil,  um  den  Gehimraum  des  Affenschädels 
dem  des  Menschen  gleich  zu  machen,  in  den  Affenschädel 
ein,  so  wird  der  Hinterhauptstheil  im  Ganzen  nach  abwärts 
gedrückt,  der  Basilartheil  des  Hinterhauptsbeins  knickt  sich 
in  der  Fuge  gegen  das  Keilbein  ab  und  das  Hinterhauptsloch 
rückt  damit  in  die  für  den  Menschen  typische  centrale  Lage 
der  Schädelbasis  (Fig.  2  a):   Wir  haben  aus  dem  ASen- 

jädel,  in  Beziehung  auf  die  Stellung  des  Hinterhauptsloches, 

iien  Menschenscbädel  gemacht. 
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Dass  der  Gorillaschädel  dadurch  im  Ganzen  nicht 
menschenähnlicher  aussieht,  beruht  darauf,  dass  seine  colossal 
entwickelten  Fresswerkzeuge  thierisch  vorstehen.  Bei  der 
menschlichen  Schädelform  kommt  eben  neben  der  über- 
mächtigen Gehirnentwicklung,  Makroencephalie,  noch  etwas 
Anderes  in  Frage:  eine  typische  Minderentwicklung  der  Fress- 
werkzeuge, eine  extreme  Mikrognathie,  welche  sich  z.  Th. 
daraus  erklärt,  dass  bei  dem  Menschen  schon  in  einer  relativ 
sehr  frühen  Periode  der  embryonalen  Entwicklung  die  Nähte 
zwischen  Ober-  und  Zwischenkiefer  verwachsen,  auf  deren  Offen- 
bleiben auch  im  nachembryonalen  Leben  bei  den  Säugethieren 
etwa  ebenso  die  Möglichkeit  eines  gesteigerten  Wachsthums 
der  knöchernen  Fress Werkzeuge  beruht,  wie  das  nachembryo- 
nale Wachsthum  des  Gehirnschädels  mit  dem  Gehirn  bei  dem 
Menschen  durch  das  Offenbleiben  der  Himschädelnähte  mög- 
lich wird,  in  einer  Lebensperiode,  in  welcher  bei  den  Thieren, 
auch  den  anthropoiden  Affen,  meist  längst  schon  die  Verwach- 
sung der  Hirnschädelnähte*)  erfolgt  ist. 

So  schematisch  die  eben  gegebenen  Darstellungen  über 
die  ursächlichen  Momente  für  die  Stellungsverschiedenheiten 
des  Hinterhauptlochs  bei  dem  Menschen  und  den  menschen- 
ähnlichen Affen  (sowie  allen  anderen  Wirbelthieren)  auch 
erscheinen  mögen,  so  genügen  sie  im  Zusammenhalt  mit  den 
früheren  Ergebnissen  der  Untersuchung  über  den  Schädel- 
grund, um  den  Beweis  zu  liefern,  dass  die  centrale  Stellung 
des  Hinterhauptlochs  bei  dem  Menschen  mechanisch  bedingt 
ist  durch  die  den  Menschen  charakterisirende  Gehirneut- 
wickelung. 

Auf  der  centralen  Lage  des  Hinterhauptlochs  an  der 
Schädelbasis,  d.  h.  der  beiden  seitlich  von  ihm  stehenden 
Gelenkhöcker  des  Schädels,  der  Condylen,  welche  mit  der 
Wirbelsäule    im    Atlasgelenke    sich    verbinden,    beruht   aber 


')  J.  Ranke,  1.  c,  S.  46.  ff. 
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Qiechaniäch  die  Möglichkeit  der  mühelosen  Balancirung  des 
Schädels  bei  der  aufrechten  Körperhaltung  und  damit  der 
typischen  aufrechten  Ruhestellung  des  menschlichen  Körpers 
im  Ganzen,  durch  welche  dann  weiter  seine  specifische  äussere 
und  innere  Körper-  und  Organgestaltung  bedingt  ist. 

Die   fQr  den  Menschen  typische  aufrechte  Ruhestellung 
des    Körpers,    der   aufrechte    Gang,    ist    sonach    mechanisch 
bedingt  durch  die  übermächtige  Entwickelung  seines  Gehirns. 
Damit  erscheint  aber  auch  die  gesammte  typisch -mensch- 
liche  Körperentwickelung  von   dem   Gehirn   mechanisch   be- 
herrscht und  geleitet.     Dazu  kommt  noch,   dass  das  Gehirn 
nicht  nur  die  typische  Körperform  sondern  auch  die  psychische 
Stellung  des  Menschen  in  der  animalen  Welt  begründet. 

Wir  können  dieses  Gesammtverhältniss  wohl  nicht  schärfer 
skh  mit  dem  schon  von  Richard  Owen  gefundenen  Worte: 
Archencephalie,^)  Hirnherrschaft,  bezeichnen. 


1)  Owen,  The  anatomy  of  vertebrates.     Vol.  II,  S.  274,   1866 
Archencephala,  ägx^j  l  oyerrule;  iyxiqfoXog^  brain. 
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Nochmals  das  Maxwell'sche  Vertheilungsgesetz 

der  Geschwindigkeiten. 

Von  Lndwig  Boltzmann  in  Wien. 

Wenn  ich  in  meiner  kurzen  Notiz  über  den  Beweis  des 
Maxi^elFschen  Geschwindigkeitsvertheilungsgesetzes^)  von  einer 
Ungenauigkeit  in  der  Darstellung  in  KirchhoflF's  Vorlesungen 
über  Wärmetheorie  sprach,  so  meinte  ich  damit  nicht  die 
Redaktion  derselben  durch  Herrn  Planck,  sondern  den  In- 
halt des  Buches  selbst,  welches  ja  wie  alle  Vorlesungen  vor- 
nehmlich den  Zweck  hat,  von  andern  gefundene  Sätze  in 
neuer  Form  darzustellen. 

Die  Spitze  meiner  Notiz  war  überhaupt  nicht  gegen 
eine  Person,  sondern  lediglich  gegen  einen  Beweis  gerichtet, 
den  ich  nicht  für  beweisend  halte.  Herr  Planck  gab  dem- 
selben nun  eine  vielversprechende  Abänderung.*) 

Sei  jed^  von  den  folgenden  Bestimmungsstücken  Grösse 
und  Richtung  der  Geschwindigkeit  jedes  der  stossenden 
Moleküle  vor  dem  Stosse,  Richtung  der  Centrilinie  im  Momente 
des  Stosses  zwischen  gewissen  unendlich  nahen  Grenzen 
eingeschlossen  (was  wir  die  Bedingungen  Ä  nennen  wollen). 
Dann  werden  dieselben  Bestimmungsstücke  nach  dem  Stosse 
ebenfaUs  zwischen  gewissen  unendlich  nahen  Grenzen  liegen 
(sagen  wir  die  Bedingungen  B  erfüllen).  Wenn  das  Max- 
well'sche  Vertheilungsgesetz  der  Geschwindigkeiten  herrscht, 
-^   ist  bekanntlich   die  Wahrscheinlichkeit  eines  Zusammen- 


1)  Dieee  Sitzungsberichte  Bd.  24,  Heft  2,   Wied.   Ann.  Bd.  58, 
.  955,  1894. 

3)  Dieee  Sitzungsberichte  Bd.  24,  Heft  4,  November  1894. 
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stosses,  för  den  die  Bedingungen  A  erfiillt  sind,  gleich  der 
eines  Zusammenstosses,  für  den  sonst  genau  die  Bedingungen  B 
gelten,  nur  dass  die  Richtung  der  Gentrilinie  umgekehrt,  also 
die  Orte  der  beiden  stossenden  Moleküle  im  Moment  des 
Stosses  vertauscht  sind. 

Wenn  man  aber  nicht  eine  neue  Analyse  zu  Hülfe 
nimmt,  kann  man  nicht  beweisen,  d&ss  es  nicht  noch 
andere  Vertheilungsgesetze  gibt,  für  welche  zwar  obiges  nicht 
gilt,  aber  doch  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Molekül 
eine  gewisse,  bestimmt  gerichtete  Geschwindigkeit  durch 
irgend  welche  sonst  wie  immer  beschaffene  Zusammenstösse 
verliert,  noch  immer  gleich  der  Wahrscheinlichkeit  ist,  dass 
ein  Molekül  eine  gleiche,  gleichgerichtete  Geschwindigkeit 
durch  irgend  welche  Zusammenstösse  erhält.^)  Unter  diesen 
Vertheilungsgesetzen  könnten  beliebig  viele  sein,  für  welche 
jede  Geschwindigkeit  gleich  wahrscheinlich,  wie  die  gleiche, 
entgegengesetzt  gerichtete  wäre.  Jede  durch  die  letztern 
Vertheilungsgesetze  dargestellte  Zustandsvertheilung  würde 
durch  eine  plötzliche  Umkehrung  aller  Geschwindigkeiten 
nicht  verändert.  Aus  einer  derartigen  Umkehrung  auf  das 
dynamische  Gleichgewicht  gezogene  Schlüsse  haben  oft  viel 
Bedenkliches.  *)  Im  vorliegenden  Falle  aber  scheint  die  Um- 
kehrung in  der  That  alle  möglichen  Phasen  der  Zustands- 
vertheilung wieder  in  alle  Phasen  überzuführen  und  daher 
die  Veränderung  der  Wahrscheinlichkeit  irgend  eines  Zu- 
sammenstosses  durch  die  Umkehrung  unmöglich. 

*)  för  welche  also  in  der  Formel  16)  meiner  »weitem  Stadien 
Ober  das  W&rmegleichgewicht  unter  Gasmolekülen',  Wiener  Sitznngs- 
berichte  Bd.  66,  10.  Oct.  1872,  das  doppelte  Integrale  verschwindet, 
ohne  dass  die  Grösse  unter  dem  Integralzeichen  fOr  alle  Werthe  der 
Variabeln  identisch  gleich  Null  ist. 

^)  Vergl.  Boltzmann,  Bemerkungen  über  einige  Probleme  der 
mechanischen  Wäxmelebre  II,  Wiener  Sitzungsberichte  Band  75, 
Jänner  1877;  Nature,  febr.  1895;  Gulverwell,  Burbury,  Bryan,  Nat 
oct.— dec.  1894. 
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Zur  Eenntniss  des  Befruchtungsvorganges. 

Von  J.  Bttekert. 

(HAi^fbnf/m  6.  Janwar.) 

Bei  einer  Untersuchung  der  sich  furchenden  Eier  von 
Cyclope  strenuus  traf  ich  auf  ein  eigenthömliches  Verhalten 
der  Kerne,  das  in  naher  Beziehung  zum  Befruchtungsvor- 
gang  steht  und  von  mir  im  Folgenden  geschildert  werden  soll. 
An  die  grundlegende  Entdeckung  0.  Hertwig^s,  dass 
der  wesentliche  Vorgang  bei  der  Befruchtung  in  einer  Ver- 
einigung der  Kerne  der  beiden  Geschlechtszellen  beruht, 
kn&pft  sich  naturgemäss  die  weitere  Frage  nach  der  Art 
und  Weise  dieser  Verbindung.  Besteht  dieselbe  in  einer 
Tölligen  Verschmelzung,  in  einer  Vermischung  der  Substanzen 
beider  Geschlechtskerne  oder  nur  in  einer  Aneinanderlagerung 
derselben,  derart,  dass  die  von  den  beiden  Erzeugern  ge- 
lieferten Kernbestandtheile  sich  innerhalb  der  Kerne  des 
nenen  Organismus  selbständig  erhalten  ?  Wenn  wir  von  dem 
sogenannten  , ersten  Furchungskem**  absehen,  so  spricht  der 
äussere  Anschein  sehr  gegen  die  letztere  Ansicht,  denn  die 
Furchungskeme,  ebenso  wie  die  Kerne  der  späteren  Em- 
bryonalzellen  und  der  fertigen  Gewebszellen,  erweisen  sich, 
soweit  man  dieselben  bis  jetzt  kennt,  als  völlig  einheitliche 
Gebilde,  welche  von  einer  Zusammensetzung  aus  2  Hälften 
nichts  bemerken  lassen.  So  nahmen  denn  auch  0.  u.  R.  Hert- 
ig  eine  innige  Verschmelzung  der  beiden  Geschlechtskerne 
n  und  betrachteten  dieselbe  sogar  als  einen  wesentlichen  und 
lothwendigen  Akt  bei  der  Befruchtung.    In  einer  von  beiden 
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Forschem  gemeinsam  herausgegebenen  Schrift^)  heisst  e^»: 
„Nur  dann,  wenn  die  Substanzen  von  Ei-  und  Spermakern 
sich  ganz  durchdringen,  entstehen  Kerne,  welche  mit  allen 
für  die  weitere  Entwicklung  nöthigen  Lebenseigenschaften 
ausgerüstet  sind.*  An  dieser  Auffassung  hält  0.  Hertwig 
auch  noch  in  einer  späteren  Arbeit^)  fest,  nur  verlegt  er 
hier  mit  Rücksicht  auf  van  Beneden *s  Befunde  bei  Ascaris 
die  Verschmelzung  nicht  mehr  auf  den  Moment,  in  welchem 
die  bläschenförmigen  Yorkerne  zusammentreffen,  sondern  auf 
den  Zeitraum  nach  Ablauf  der  ersten  Furchungstheilung. 

van  Beneden  selbst  ist  hierin  anderer  Meinung.  Aus 
seiner  wichtigen  Entdeckung,*)  dass  bei  Ascaris  megalocephala 
fbivalens)  die  Vorkeme,  ohne  mit  einander  zu  verschmelzen, 
sich  in  je  zwei  Chromosomen  umwandeln,  von  denen  bei  der 
ersten  Furchungstheilung  in  jeden  Tochterkern  eine  Spalt- 
hälfte gelangt,  zog  er  neben  anderen  bedeutsamen  Schluss- 
folgerungen auch  diejenige,  dass  in  den  zwei  ersten  Furchungs- 
kernen  die  zwei  väterlichen  und  zwei  mütterlichen  Chromo- 
somen in  getrennten  Gruppen  neben  einander  sich  befinden. 
Und  er  vermuthete  weiter,  dass  wie  die  erste,  so  sich  alle 
folgenden  Eerngenerationen  verhalten  möchten,  d.  h.  dass  auch 
in  ihnen  die  vom  Vater  und  der  Mutter  abstammenden  Eem- 
substanzen  sich  von  einander  gesondert  erhalten.  Er  stützte 
diese  Annahme  auf  die  weitere  Beobachtung,*)  dass  der  Mutter- 


^)  0.  u.  R.  Hertwig:  Ueber  den  Befruchtungs-  und  Theilungs- 
vorgang  des  thierischen  Eies  unter  dem  Einfluss  äusserer  Agentien. 
Jena  1887. 

*)  0.  Hertwig:  Vergleich  der  Ei-  und  Samenbildung  bei 
Nematoden.  Eine  Grundlage  für  cellul&re  Streitfragen.  Arch.  f.  m.  A., 
Bd.  36,  1890. 

^)  E.  van  Beneden:  Recherches  snr  la  maturation  de  Toeuf, 
la  fdcondation   et  la  division  cellulaire.    Arch.  de  Biol.  T.  lY,   1883. 

*)  E.  van  Beneden  et  A.  Neyt:  Nouvelles  Recherches  sur  la 
fäcondation  et  la  division  mitosique  chez  rAscaride  M^galocephale. 
Bull,  de  TAcad.  roy.  de  Belgique.    1887. 
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knanei  in  den  Furch nngskernen  von  Ascaris  meg.  bivalens  nicht 
einen  continuirlichen  Faden  bildet,  sondern  zunächst  zwei 
Fadenstficke,  deren  jedes  alsdann  durch  Quertheilung  zwei 
Chromosomen  liefert.  Möglicherweise,  so  meint  van  Beneden, 
entspricht  jedes  dieser  beiden  Fadenstücke  den  zwei  Chromo- 
somen eines  Vorkems.  Den  Beweis  dafür  konnte  er  freilich 
an  diesem  Ohject  nicht  erbringen,  und  es  hat  daher  die  andere 
Möglichkeit,  dass  jedes  Fadenstück  ein  väterliches  und  ein 
mutterliches  Chroraosoma  enthält,  vorlaufig  ebensoviel  Wahr- 
scheinlichkeit für  sich.  Uebrigens  bestreitet  Boveri^)  die 
letztere  Beobachtung  van  Beneden^s  und  Neyt's  entschie- 
den und  gibt  an,  dass  die  vorübergehende  Verbindung  je 
zweier  Chromosomen  zu  einem  einzigen,  in  sich  geschlossenen, 
Faden  nur  eine  scheinbare  ist,  hervorgerufen  durch  dichte 
Aneinanderlagerung  derselben.  Man  kann  daher  aus  van  Be- 
neden's  Untersuchungen  nur  folgern,  dass  die  väterlichen 
und  mütterlichen  Chromosomen  getrennt  in  das  Ruhegerüst 
der  zwei  ersten  Furchungskerne  eingehen,  ob  sie  aber  aus 
diesem  als  gesonderte  Gruppen  bei  der  nächsten  Theilung 
wieder  hervortreten,  das  ist  nicht  gezeigt.  Gerade  hierauf 
aber  kommt  es  an,  denn  in  dem  zwischen  die  zwei  Theilungen 
eingeschobenen  feinfadigen  Ruhegerüst  kann  eine  Vermischung 
des  väterlichen  und  mütterlichen  Chromatins  stattfinden. 

Rs  scheint  somit,  dass  bei  Ascaris  unsere  Frage  über- 
haupt nicht  zu  lösen  ist,  denn  würden  hier  zwei  den  Vor- 
kernen entsprechende  Abtheilungen  in  den  Furchungskemen 
unterscheidbar  sein')  so  wäre  dies  kaum  den  vortrefflichen 
Beobachtern   entgangen,   die   sich  gerade  mit  diesem  Objekfc 


^)  Boveri:  Zellenstudien.    Heft  2.    Jeoa  1888. 

^)  Nur  am  diese  rein  empiriBch  festzustellende  Frage  handelt 
\  sich  für  mich,  nicht  aber  nm  die  von  van  Beneden  damit 
trknGpfte  Ersatztheorie  nnd  Lehre  vom  Hermaphroditismns  der  Zell- 
nie.  Auch  die  von  Rabl,  namentlich  aber  von  Boveri  ver- 
^tene   Ansicht  von   der  Individualität  der  Chromosomen ,   der  ich 
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befasst  haben.  Hingegen  dürfte  der  von  mir  untersnchte 
Cyclops  strenuus  in  dieser  Hinsicht  günstigere  ünfcersuchungs- 
yerhältnisse  bieten^  wie  aus  dem  Folgenden  hervorgeht. 

Ich  fand  in  der  ersten  Purchungsspindel  dieses 
Copepoden  in  derjenigen  Phase,  in  welcher  die  Tochterplatten 
auseinanderzuweichen  beginnen,  die  den  Vorkernen  entspre- 
chenden ChromatinportioDen  durch  einen  deutlichen  Spalt 
getrennt.  Leider  treten  die  Spindelfasern  an  meinen  mit 
Sublimat  fixirten  Objekten  nicht  so  scharf  hervor,  dass  man 
entscheiden  könnte,  ob  auch  die  Spindel  sich  aus  zwei  solchen 
Hälften  zusammensetzt.  Hacker^)  hat  bei  Cyclops  strenuus 
eine  jüngere  Theilungsphase  des  ersten  Furchungskerns,  näm- 
lich „den  üebergang  aus  dem  Bläschen-  in  das  Asterstadium" 
beobachtet  und  gibt  an,  dass  hier  „die  Aulagen  von  zwei 
gesonderten  Kernspindeln  mit  vier  Centrosomen  zu  bestehen 
scheinen.*  Er  bildet  auch  (1.  c.  Fig.  27a)  zwei  Spindeln  ab, 
die  nur  im  Bereich  des  Aequator  zusammenhängen,  gegen 
die  Pole  zu  aber  weit  auseinander  liegen.  Es  wäre  von 
grossem  Interesse  zu  erfahren,  ob  hier  wirklich,  wie  es  den 
Anschein  hat,  jeder  Vorkern  seine  eigene  Spindel  bildet. 
Auf  Grund  meines  jetzigen  Materials  kann  ich  zu  dieser 
Frage  keine  bestimmte  Stellung  einnehmen,  denn  wenn  die 
von  mir  beobachteten  älteren  Spindeln  überhaupt  aus  zwei 
scharf  gesonderten  Hälften  bestehen,  dann  sind  die  letzteren 


mich  selbst  mit  angeechlosBen  habe,  berührt  sich  zwar  mit  der  vor- 
liegenden Frage,  deckt  sich  aber  mit  ihr  keineswegs.  Denn  es  wäre 
einerseits  möglich,  dass  die  Vorkerne  sich  selbständig  erhalten*  die 
Chromosomen  innerhalb  derselben  aber  nicht,  eine  Anschauung,  die 
van  Beneden  vertritt.  Aber  auch  das  Umgekehrte  wäre  denkbar: 
es  brauchen  sich  die  Chromosomen  nicht  aufzulösen,  aber  sie  könnten 
sich  doch  derartig  untereinander  verlagern  and  vermengen,  dass  die 
den  Vorkernen  entsprechenden  Gruppen  alsbald  verloren  gehen. 

^)  Hacker:  Die  Eibildung  bei  Cyclops  und  Canthocamptus.  Zool. 
Jahrb.  A.  f.  A.  u.  0.,  Bd.  V. 
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doch  sicher  mit  ihren  Polen  viel  dichter  aneinander  gerückt 
als  in  Hacker 's  Figur.  Die  Attraktionssphären  allerdings 
erscheinen  hier,  sowie  auch  in  den  folgenden  Furchungs- 
theilnngen  von  auffallender  Breite,  so  dass  der  Gedanke 
aufkommen  könnte,  sie  mochten  aus  je  zwei  nebeneinander 
gelegenen  Sphären  hervorgegangen  sein.  Andererseits  darf 
aber  nicht  unerwähnt  bleiben,  dass  ich  in  dem  Befruchtungs- 
stadium, in  welchem  die  noch  bläschenförmigen  Vorkeme 
sich  berühren,  im  Ganzen  stets  nur  zwei  Sphären  fand,  für 
jeden  Theilungspol  eine  einzige,  and  dass  ich  diese  genetisch 
auf  den  Spermakern  zurückverfolgen  konnte. 

Nachdem  die  Tochterplatten  der  ersten  Furchungsspindel 
gegen  die  Pole  der  Theilungsfigur  gerückt  sind,  finde  ich  in 
ihnen  die  väterlichen  und  mütterlichen  Chromosoroengruppen 
noch  weiter  von  einander  getrennt  als  vorher.  Da  die  Ver- 
bindungsfaden sich  nur  zwischen  den  correspondirenden 
Hälften  der  Tochterplatten  ausspannen,  so  erscheint  bei 
Seitenansicht  auch  dieser  mittlere  Abschnitt  der  Theilungs- 
figur durch  einen  breiten  Spalt  in  zwei  Hälften  zerlegt.  Bei 
Polansicht  lassen  sich  in  jeder  Hälfte  einer  Tochterplatte 
11  oder  12  Chromosomen  zählen,  nicht  4,  wie  Hacker  für 
die  Aequatorialplatte  der  ersten  Theilung  von  Cyclops  strenuus 
angibt  und  abbildet.  Im  Ganzen  enthält  also  jede  Tochter- 
platte des  ersten  Furchungskernes  die  Normalzahl  von  22  oder 
24  Chromosomen,  was  mit  den  von  mir^)  bei  der  Eireifung 
gefundenen  Zahlenverhältmssen  übereinstimmt. 

Wenn  dann  weiterhin  das  Chromatin  der  Tochterplatten 
sich  in  ein  Ruhegertist  umwandelt,  tritt  eine  Anzahl  bläschen- 
förmiger Unterabtheilungen  auf,  die  anfänglich  ofienbar  den 
einzelnen  Chromosomen  des  Dyasters  entsprechen,  wie  dies 
'•"hon  für  die  Furchungskerne  bei  anderen  Objekten  wieder- 
jlt  beschrieben  wurde.    Die  Bläschen  beginnen  schon  frfih- 


'j  Rückert:   Zur  Eireifung  bei  Copepoden.    Anat.  Hefte  1894. 
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zeitig  zu  confluiren  und  zwar  innerhalb  ein  und  desselben 
Kerns  in  ungleichem  Tempo.  So  möchte  ich  es  wenigstens 
erklären,  dass  man  neben  kleineren,  meist  peripher  gelegenen 
Bläschen  in  der  Regel  auch  einige  grössere  antrifft,  welche 
häufig  durch  vollständige  oder  unvollständige  Scheidewände 
wieder  in  Unterabtheilungen  zerlegt  erscheinen.  Indem 
schliesslich  alle  Abtheilungen  zusammenfliessen  und  die  un- 
regelmässigen Vorbuchtungen  und  Zerklüftungen  der  Kern- 
Oberfläche  verschwinden,  tritt  eine  einheitliche  Kernblase  auf. 
Bei  diesem  Vorgang,  der  nicht  nur  nach  Ablauf  der  ersten, 
sondern  auch  der  späteren  Furchungstheilungen  zu  beobachten 
ist,  macht  sich  die  Zusammensetzung  des  Kerns  aus  zwei 
Hälften  bemerkbar.  Zwar  rücken  die  den  Vorkemen  ent- 
sprechenden Abtheilungen  jetzt  dicht  zusammen,  aber  man 
kann  sie  bei  eiuigermassen  günstiger  Lagerung  des  Kerns 
doch  noch  recht  deutlich  unterscheiden,  namentlich  bei  An- 
wendung schwächerer  Vergrösserung,  bei  welcher  man  einen 
besseren  Ueberblick  über  den  gesammten  Kern  erhält  als  mit 
Hilfe  der  Immersion.  Wenn  die  erwähnten  ünterabtheilungen 
des  Kerns  schon  confluirt  sind,  und  ein  einheitliches  Ruhegerüst 
aufgetreten  ist,  lässt  sich  die  Grenze  der  beiden  ursprünglichen 
Kernhälften  in  Gestalt  einer  Scheidewand  noch  erkennen, 
welche  senkrecht  zum  grössten  Durchmesser  des  länglichen 
Kerns  steht.  Diesen  Zustand  der  beiden  ersten  Furchungskerne 
hat  Hacker  (1.  c.)  schon  bei  Cyclops  tenuicomis  gesehen 
und  dahin  gedeutet,  dass  die  zwei  Abtheilungen  des  Kerns 
selbständig  gebliebene  Abkömmlinge  der  Geschlechtskeme 
seien.  Solange  die  vorausgegangenen  Theilungsphasen  nicht 
bekannt  waren,  konnte  man  die  Berechtigung  dieser  Auf- 
fassung anzweifeln,  nachdem  sich  aber  jetzt  bei  Cyclopa  str. 
die  beiden  Kernhälften  an  einer  lückenlosen  Entwicklungs- 
serie von  der  ersten  Furchungsspindel  bis  zur  Ruhephase  der 
Tochterkerne  haben  verfolgen  lassen,  erscheint  dies  nicht 
mehr  möglich. 


J.  Buckert:  Zur  Kevmtmss  des  Befrucktungsvorganges,        33 

Ans   der   Rohephase   der   zwei   ersten    Furchungskerne 
konnte  ich  nur  wenige  Eier  untersuchen,  die  demselben  Thier 
angehören  und  sich  daher  auch  in  genau  dem  gleichen  Ent- 
wicklungszustand  befinden.      Ich    kann   daher   nicht    sagen, 
ob    im   weiteren  Verlauf  der   Ruhephase   die  Trennung  der 
beiden  Kernhälften  aufgehoben  wird.     Sicher  aber  ist,  dass 
beim  üebergang  zum  Knäuel  der  zweiten  Theilung  von  einer 
Seheidewand  innerhalb  des  Kernraumes  an  meinen  Präparaten 
nichts  mehr  zu  sehen  ist.     Nur  an  der  Kernmembran  fand 
ich  bei  einem  Theil  der  Objekte  an  der  betreffenden  Stelle  noch 
eine  Einkerbung.     Der  Chromatinknäuel  selbst  erscheint  bei 
einigen  Kernen  einheitlich,  bei  anderen  in  zwei  Hälften  zer- 
legt.   Das  Gleiche  gilt  für  die  Äequatorialplatte  der  zweiten 
fHirchungsspindel.    Im  Dyaster  hingegen  Hess  sich  wieder  die 
Zusammensetzung    der    länglichen    Tochterplatte    aus    zwei 
Hälften   in  der  Mehrzahl  der  Kerne   mit  aller  Deutlichkeit 
erkennen.    Es  ist  offenbar  in  dieser  Theilungsphase  ein  Aus- 
einanderweichen  der   Kemhälften   leichter   möglich,    als    in 
der  Äequatorialplatte,  was  sich  aus  der  Mechanik  des  Thei- 
lungsYorganges  erklären  lässt.    Auch  im  Dyaster  der  zweiten 
Fnrchungstheilang   war  ich  im  Stande,   bei   Polansicht   das 
oben    mitgetheilte   Zahlenverhältniss    der    Chromosomen    für 
beide  Hälften  der  Tochterplatte  festzustellen,  so  dass  die  Ab- 
leitung  der  letzteren   yon   den   Yorkernen  nicht  bezweifelt 
werden  kann.     Es   wird  hierdurch   die  eingangs  aufgestellte 
Frage,    ob    aus   den   Ruhekemen    der    ersten   Theilung    die 
väterlichen   und   mütterlichen    Chromosomen   wieder  in    ge- 
trennten Gruppen  hervorgehen  können,  in  bejahendem  Sinne 
entschieden. 

Von   der  dritten  Theilung  habe  ich  den  Dyaster   nicht 

zu   Gesicht  bekommen,   doch   konnte   ich   im   Mutterknäuel 

id  in  der  Äequatorialplatte  für  einen  Theil  der  Kerne  noch 

jenso  eine  Zusammensetzung  aus  zwei  Hälften   nachweisen 

ie  bei  der  zweiten  Theilung.    In  den  folgenden  Furchungs- 

1895.  MaiIi.-|>]i7S.  CI.  1.  3 
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Stadien  wird  diese  Erscheinung  während  der  eigentlichen 
Theilungsphasen  immer  seltener,  und  nur  noch  beim  üeber- 
gang  zur  Ruhephase  treten  die  Kernhälften  m  der  oben  be- 
schriebenen Weise  hervor.  Oft  sieht  man  ausser  der  Scheide- 
wand auch  an  der  Oberfläche  der  länglichen  Kerne  eine 
Einschnürung,  wodurch  das  ganze  Gebilde  Bisquit-  resp. 
Bohnenform  erhält.  Diese  Einkerbung  bleibt,  nachdem  die 
Scheidewand  geschwunden,  oft  noch  als  einziges  Merkmal 
der  ursprünglichen  Trennung  erhalten.  Zuweilen  erscheint 
auch  die  eine  Kernhälfte  intensiver  gefärbt  als  die  andere, 
offenbar  weil  ihr  Ghromatin  sich  noch  im  Zustande  stärkerer 
Goncentration  befindet.  Da  diese  Doppelkerne  sich  im  Wesent- 
lichen noch  ebenso  verhalten,  wie  diejenigen,  welche  nach 
Ablauf  der  ersten  und  zweiten  Theilung  auftreten,  so  müssen 
sie  auch  in  dem  gleichen  Sinne  wie  jene  gedeutet  werden. 
Der  umstand,  dass  während  der  mittleren  Furchungsstadien 
die  Duplicität  der  Kerne  bloss  bei  Eintritt  der  Kemruhe, 
in  den  eigentlichen  Theilungsphasen  dagegen  nur  mehr  aus- 
nahmsweise sichtbar  ist,  beweist  nichts  gegen  die  vorge- 
tragene Auffassung.  Es  lässt  sich  vielmehr  diese  Erscheinung 
in  ungezwungener  Weise  damit  erklären,  dass  die  Chromo- 
somen innerhalb  der  karyokinetischen  Figuren  zu  dieser  Zeit 
schon  dichter  gelagert  sind,  als  während  der  ersten  Thei- 
lungen,  ein  Verhalten,  das  offenbar  auf  die  zunehmende 
Verkleinerung  des  Zellenleibes  und  die  dadurch  bedingte 
Raumbeengung  zurückzuführen  ist. 

In  späten  Furchungsstadien  und  während  der  Keim- 
blätterbildung  weist  ein  immer  kleiner  werdender  Bruchtheil 
der  im  Ei  vorhandenen  Kerne  eine  Zusammensetzung  aus 
zwei  Hälften  auf.  Doch  konnte  ich  vereinzelte  solcher 
Kerne  soweit  verfolgen,  als  ich  meine  Untersuchungen  über- 
haupt ausgedehnt  habe,  nämlich  bis  zu  dem  Stadium  der 
dreigliedrigen  Larvenanlage.  Es  muss  daher  die  Möglichkeit 
zugegeben  werden,   dass  schon  während  der  Furchung  eine 
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totale  Verschmelzung   und  Vermischuiig  der  beiden  ursprüng- 
lichen Kernlnälften    eintritt,   wenigstens  bei  einem  Tbeil  der 
Kerne,  während   bei   den  übrigen  dieser  Vorgang  erst  später 
einsetizen  wtLrde.     Mindestens  ebenso  berechtigt  erscheint  aber 
iie  gegentheilige  Auffassung.    Nur  während  der  ersten  Fur- 
chnngazeit   tKeilen    sich  sämmtliche  Kerne   des  Eies   gleich- 
leiüg^   spater    dagegen    nur   mehr   ein  Theil   derselben   und 
Äieser  Bruchtbeil    wird  immer  geringer,  je   weiter  die  Ent- 
^cklung    fortscbreitet.     Man    darf  daher  gar  nicht  voraus- 
setzen, in  Torgerückteren  Entwicklungsstadien  eine  grössere 
Anzahl   von  Kernen   in   dem   für   unsere  Untei*suchung   ge- 
eigneten   Zustand    anzutreffen.      Dafür    muss   man   aber   er- 
warten,  einige    wenige   derselben   in  einem  jeden  derartigen 
Ei  vorzufinden.    Man  begegnet  aber  auch  hier  bei  genauerem 
Zaseben  wohl  stets  einigen  Kernen,  welche  die  Spuren  einer 
Zasammensetzung  aus  zwei  Stücken  erkennen  lassen. 

Ik  sind  mehrere  Forscher  darauf  ausgegangen,  der  Zelle 
einen  bilateral  symmetrischen  Bau  zu  vindiciren,  indessen 
haben  derartige  Versuche  sich  bisher  als  nicht  durchfahrbar 
erwiesen.  Die  bei  Cyclops  vorhandenen  Doppelkerne  zeigen 
nun  eine  bilaterale  Symmetrie,  und  wenn  die  Zusammen- 
setzung des  Kerns  aus  zwei  Hälften  während  der  Mitose 
sichtbar  ist,  was  für  die  ersten  Furchungstheilungen  von 
Cyclops  gilt,  dann  liegt  eine  bilaterale  Symmetrie  der  ge- 
sammten  Zelle  vor,  von  dem  Äugenblicke  an,  in  welchem 
die  Einstellung  der  Chromosomen  in  den  Aequator  der  Spindel 
Yollendet  ist.  Die  Symmetrieebene  schneidet  die  Aequatorial- 
platte  resp.  die  Tochterplatten  in  einem  Winkel  von  90^ 
und  theilt  sie  in  zwei  Hälften,  deren  eine  vom  männlichen, 
deren  andere  vom  weiblichen  Vorkern  abstammt. 

Die  mitgetheilten  Beobachtungen  beziehen  sich  nur  auf 
mbryonale  Zellen.  Es  wäre  von  Interesse  zu  wissen,  ob 
ie  auch  für  die  Gewebszellen  des  fertigen  Thieres  Geltung 
"ssitzen.     Eine  Untersuchung  in  dieser  Richtung  verspricht 
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indess  von  Yornherein  wenig  Erfolg  wegen  der  geringen 
Grösse  der  betreiFenden  Kerne;  ist  doch  schon  die  Bear- 
theilong  der  älteren  Embrjonalstadien  ans  diesem  Grunde 
sehr  erschwert.  Im  ausgebildeten  Thier  existirt  nur  eine 
einzige  Art  von  Zellen,  in  welchen  das  Ghromatin  innerhalb 
eines  verhältnissmässig  sehr  grossen  Eernraumes  liegt;  es 
sind  das  die  reifenden  Eizellen.  Wenn  sich  die  väterlichen 
und  mütterlichen  Chromosomengruppen  bis  in  diese  Zell- 
generation selbständig  erhalten  würden,  dann  könnten  sie 
hier,  wo  sie  einer  räumlichen  Beengung  nicht  mehr  unter- 
worfen sind,  auch  gesondert  zum  Vorschein  kommen  und 
zwar  von  dem  Zeitpunkt  ab,  in  welchem  die  kurzen  und 
compacten  Chromosomen  der  ersten  Kichtungsspindel  aus 
dem  feinfadigen  Eeimbläscheugerüst  hervorgegangen  sind.  In 
der  That  zeigen  nun  bei  Cyclops  diese  Chromosomen,  wenn  sie 
aus  der  Peripherie  des  Keimbläschens  gegen  den  Aequator 
der  zukünftigen  Bichtungsspindel  vorrücken,  eine  Gruppirung, 
die  sehr  auffallend  ist  und  schon  von  Hacker  und  später 
mir  selbst  erwähnt  und  abgebildet  wurde,  ohne  dass  jedoch 
einer  von  uns  sie  zu  der  vorliegenden  Frage  in  irgend  welche 
Beziehung  gebracht  hätte.  In  mehreren  seiner  Arbeiten 
stellt  Hacker^)  Keimbläschen  dar,  in  deren  Peripherie,  an  zwei 
gegenüberliegenden  Punkten,  sich  eine  Anhäufung  Ton  yier 
chromatischen  Doppelstäben  befindet.  Dass  diese  Gruppirung 
der  Chromosomen  in  Häcker*s  Präparaten  eine  sehr  reguläre 
gewesen  sein  muss,  geht  nicht  nur  aus  seinen  Abbildungen 
sondern  auch  aus  der  Deutung  hervor,  welche  er  der  Er- 
scheinung gab.  Er  betrachtete  die  2  Gruppen  als  die  Tochter- 
platten der  eben  vollzogenen  Richtungstheilung,  eine  Auf- 
fassung, die,  wie  ich  an  anderer  Stelle  (1.  c.)  gezeigt  habe. 


^)  l.  c.  Fig.  22.  Derselbe:  Das  Keimbläschen,  seine  Elemente 
und  Lageveränderungen.  I.  Arch.  f.  m.  A.  Bd.  41.  Fig.  11.  Der- 
selbe: Die  KerntheilungsYorgänge  bei  der  Mesoderm-  und  Entoderm- 
bildnng  von  Cyclops.    Ibidem  Bd.  89,  Fig.  81. 
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schon  desshalb  nicht  richtig  ist,  weil  die  erste  Richtungs- 
theilang  in  dem  fraglichen  Stadium  sich  erst  Yorbereitet.  Ich 
selbst^)  habe  mir  diese  Gruppenbildung  der  Doppelstabe, 
die  übrigens  an  meinen  Objekten  zahlreichen  individuellen 
Schwankungen  unterliegt,  früher  nicht  erklären  können. 
Nachdem  sich  aber  jetzt  herausgestellt  hat,  dass  sich  in  den 
Kernen  der  befruchteten  Cyclopseier  zwei  den  Vorkemen 
entsprechende  Äbtheilnngen  über  eine  Anzahl  von  Furchungs- 
theilungen  hinaus  gesondert  erhalten  können,  liegt  es  nahe, 
die  rathselhaften  Ghromosomengruppen  des  reifenden  Eies 
auf  diese  Äbtheilungen  zu  beziehen.  Das  Znsammentreffen 
der  beiden  Erscheinungen  ist  jedenfalls  ein  so  auffalliges,  dass 
man  es  nicht  unberücksichtigt  lassen  darf.  Auf  der  andern 
Seite  muss  aber  ausdrücklich  betont  werden,  dass  die  Gruppen- 
bildung individuell  yariirt.  Dass  eine  Gruppe  wieder  in  Unter- 
abtheilungen aufgelöst  sein  kann,  scheint  mir  weniger  von 
Belang,  wenn  dies  Verhalten  auch  zu  Beginn  des  betreffenden 
Beifnngsstadiums  die  Orientirung  oft  erschwert  und  zuweilen 
unmöglich  macht.  Mehr  in  Betracht  kommt  das  Zahlenver- 
hältniss  zwischen  beiden  Hauptgruppen.  Zu  Anfang  des 
Stadiums  ist  die  Zählung  der  Doppelstäbe  schwierig,  und 
kann  ich  daher  nicht  angeben,  ob  die  Gesammtzahl  derselben 
im  Keimbläschen  11  oder  12  beträgt.  Wenn  die  Einstellung 
in  den  Aequator  der  Spindel  fast  vollendet  ist,  finde  ich 
stets  11.  Nur  bei  einem  T  heil  dieser  Eier  stehen  die  beiden 
Gruppen  in  dem  Verhältniss  von  5  :  6,  bei  anderen  fand  ich 
4 : 7  und  sogar  3 : 8.  Man  müsste  also,  wenn  man  die 
Gruppen  auf  die  ursprünglichen  Kemhälfben  bezieht,  jeden- 
falls die  Möglichkeit  zulassen,  dass  in  individuell  wechselnder 
Weise  einzelne  Chromosomen  aus  der  einen  Gruppe  sich  los- 
*  }en  und  sich  der  anderen  anschliessen.  Ohne  auf  die  Gon- 
uenzen  einzugehen,  welche  sich  hieraus  für  den  Beductions- 


»)  1.  c.  Fig.  12  und  16. 
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Vorgang  ergeben  würden,  mochte  ich  doch  zu  erwähnen 
nicht  unterlassen,  dass  gerade  die  berührten  individuellen 
Differenzen  sich  mit  einer  Vererbangsthatsache  (Ungleich- 
heit der  successiven  Kinder  eines  Elternpaares)  in  Einklang 
setzen  Hessen,  welche  von  mehreren  Forschern  (Weismann, 
Boveri)  mit  der  Chromosomenreduction  in  Verbindung  ge- 
bracht wird.  Durch  welche  Einrichtungen  in  der  Kem- 
struktur  die  Gruppenbildung  hervorgerufen  oder  erhalten 
wird,  ob  durch  achromatische,  nicht  sichtbare  Verbindungs- 
jfaden  zwischen  den  zusammengehörigen  Chromosomen  oder 
durch  ein  Eingreifen  entsprechend  angeordneter  Spindelfasern, 
ist  vorläufig  nicht  zu  ermitteln. 
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lieber  den  Ganchy'sclieii  Integralsatz. 

Von  Alfred  Pringskeim. 

{Bingdau^tn  7.  Jantiar.) 

Der   Satz,   dass  ein   über   eine   complexe  Werthenreihe 

M 

aoagedehntes  Integral   yon   der  Form  Jf{js)  >  djs  unter  ge- 

wissen  Bedingung^i  von  der  Wahl  der  zwischen  j?^  und  £f 
gelegenen  Zwischenwerthe,  dem  ,Integrationswege^,  un- 
abhängig ist,  oder,  was  im  Wesentlichen  dasselbe  besagt, 
dass  unter  analogen  Bedingungen  das  Integral  jf{/s)  -  de^ 
erstreckt  über  einen  geschlossenen  Integrationsweg,  yer- 
schwindet,  wird  wohl  ziemlich  allgemein  schlechthin  als  der 
Cauchj^sche  Integralsatz  bezeichnet  und  zwar  wohl 
nicht  lediglich  darum,  weil  er  yon  Cauchy  zuerst  ausge- 
sprochen und  bewiesen  wurde  ^)  (denn  so  yersftanden  gibt 
es  eine  ganze  Anzahl  Gauchy*scher  Integralsätze), 
sondern  weil  er  als  die  eigentliche  Grundlage  der  modernen 

^)  Soyiel  mir  bekannt  ist,  in  dieser  Form  znm  ersten  Male  in 
dem  1826  als  besonderes  Heft  herausgegebenen  «Memoire  snr  les 
ittt^gralea  däfinies  prises  entre  des  limites  imaginaires", 
S3.  —  In  Lanrent's  Traitä  d' Analyse  (T.  lU,  p.  257)  und  Kron- 
eck er  *8  Vorlesungen  Ober  Integrale  (p.  62)  wird  das  Jahr  1814  als 
Pablication^ahr  angegeben.    Obsohon  dieser  Bemerkung  eine  nähere 
Quellenangabe  nicht  beigefügt  ist,  so  l&sst  sich  doch  mit  ziemlicher 
>icherheit  annehmen,  dass  dieselbe  auf  das  im  Jahre  1814  der  Pariser 
Vkademie  yorgelegten   , Memoire  sur  les  integrales  d^finies* 
Oeuyres  compl^tea,  T.  I,  p.  899 — 606)  zurückzuführen  sein  dürfte. 
»oUte  dies  aber  wirklich  der  Fall  sein,  so  muss  jene  Angabe  als 
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Functionentheorie  im  Cauchy-Rie man  naschen  Sinne  ohne 
jeden  Vorbehalt  eine  der  bewunderungswürdigsten  und  frucht- 

unrichtifj^  oder  vielmehr  als  nur  theilweise  richtig  bezeichnet  werden. 
In  der  eben  erwähnten  Abhandlung  finden  sich  n&mlicfa  in  fiezng^ 
auf  den  fraglichen  Gegenstand  nur  die  folgenden  Qleichnngen  (mit 
unerheblichen,  zum  Zwecke  leichteren  Verständnisses  hier  vorge- 
nommenen Aenderungen  der  dort  angewandten-  Bezeichnung): 
»  oc  y  y 

0  0  0  0 

wo  S,  U  Funktionen  von   ^,  rj  bezeichnen ,  welche  der  Differential- 

dS      dU 
gleichung  g~  =  9I  genügen  (a.  a.  0.  p.  834,  Gl.  4),  und  femer: 

ff{S  +  yi)'dS-ffi^)'d$  =  iJf(x  +  fji)'dfi^iJf{vi)'dff 
0  00  0 

(p.  840,  Fussnote,  Gl.  B).  Diese  Gleichungen  enthalten  allerdings 
den  betreuenden  Satz,  aber  nur  für  den  speciellen  Fall  eines 
Rechtecks  als  Integrationsweg.  Die  wesentliche  Bedeutung  des 
Gauchy'schen  Satzes  für  die  Functionentheorie  liegt  aber  gerade 
in  seiner  Anwendbarkeit  auf  einen  beliebigen  Integrationsweg. 
Und  wenn  es  auch  keine  besondere  Schwierigkeit  hat,  aus  der  Gültig- 
keit des  Satzes  fQr  ein  Rechteck  durch  einen  geeigneten  Grenzüber- 
gang jene  allgemeinere  Form  abzuleiten  (wie  dies  z.  B.  auch  in  dem 
hier  weiter  unten  abzuleitenden  Beweise  geschieht:  cf.  §  4),  so  kann 
doch  von  einer  derartigen  Verallgemeinerung  überhaupt  erst  dann 
die  Rede  sein,  wenn  der  Begriff  eines  Integrals  von  der  Form 
J(8'diC'\'ü'dy)  oder  ff  (z)  •  dz,  genommen  über  einen  beliebigen 
Integrationsweg,  wirklich  definirt  ist.  Eine  solche  Definition 
findet  sich  aber  wohl  zum  ersten  Male  in  der  genannten  Abhand- 
lung von  1825  (§  2  und  §  9),  wenigstens  ist  in  dem  ,Rdsum^  des 
le9ons  sur  le  calcul  infinitesimal'  vom  Jahre  1823  hiervon  noch  keine 
Rede,  und  Cauchy  bemerkt  auch  in  der  Einleitung  zu  jener  Ab* 
handlung  g^nz  ausdrücklich,  dass  keine  einzige  aller  bisher  er- 
schienenen Arbeiten  «den  Grad  von  Allgemeinheit  genügend  fixirt  habe, 
dessen  ein  solches  Integral  föhig  ist".  Durch  die  Veröffentlichung 
des  Briefwechsels  zwischen  Gauss  und  Bessel  (1880)  ist  die  merk- 
würdige Thatsache  bekannt  geworden,  dass  Gauss  den  fraglichen 
Satz  in  seiner  allgemeinen  Fassung  schon  im  Jahre  1811  kannte. 
(Brief  an  Bessel  vom  18.  December  1811.)    Er  ist  indessen  niemals 
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barsten  Entdeckungen  des  grossen  Mathematikers  genannt 
werden  darf. 

Canchy  bewies  den  fraglichen  Satz  mit  Hülfe  von 
Continaitaisbetrachtnngen :  er  zeigte,  dass  bei  einer  unendlich 
kleinen  Verschiebung  der  Integrationscurve  mit  Festhaltung 
der  Endpunkte  das  obige  Integral  nur  um  eine  unendlich  kleine 
Grösse  zweiter  Ordnung  geändert  wird,  oder  anders  ausge- 
sprochen,^) dass  die  Variation  des  Integrals  den  Werth 
Null  hat.  Die  Beweise,  die  sich  in  der  Mehrzahl  franzö- 
sischer Lehrbücher  für  jenen  Satz  finden,  sind  im  Wesent- 
lichen einfache  Reproductionen  oder  Modificationen  dieses 
Caaehy*schen  Beweises.  Meiner  Ansicht  nach  haftet  allen 
diesen  Beweisen,  nach  dem  Maassstabe  moderner  analytischer 
Anschauungen  gemessen,  ein  mehr  oder  weniger  erhebliches 
Manco  von  überzeugender  Strenge  an.  Entweder  sie  wenden 
die  Principien  der  Variationsrechnung,  deren  strenge  Be- 
gründung zu  den  schwierigsten  Problemen  der  Infinitesimal- 
rechnung gehört,  mit  einer  Unbedenklichkeit  an,  die  durch 
das  Maass  der  gemachten  Voraussetzungen  kaum  gerecht- 
fertigt ist.*)    Oder  sie  suchen  mit  Umgehung  der  Variations- 

wieder  darauf  snrflckgekommen,  und  es  scheint,  dass  sich  auch  in 
seinem  Nachlasse  keinerlei  Aufzeichnungen  hierOber  vorgefunden 
haben.  Man  wird  daher  wohl  Krone ck er  nur  Recht  geben  können, 
wenn  er  hieran  anknüpfend  a.  a.  0.  folgendes  bemerkt:  .Es  ist  doch 
ein  grosser  Unterschied,  ob  Jemand  eine  mathematische  Wahrheit 
mit  Tollem  Beweise  und  der  Darlegung  ihrer  ganzen  Tragweite  ver- 
öffentlicht oder  ob  ein  Anderer  sie  nur  so  nebenher  einem  Freunde 
unter  Discretion  mittheilt.  Desshalb  können  wir  den  Satz  mit  Recht 
als  das  Cauchj'sche  Theorem  bezeichnen/ 

')  a.  a.  0.  p.  6 :  ,Ainsi  la  d^monstration  du  principe  ci-dessus 
^nonc^  repose  sur  cette  seule  Observation,  que  la  Variation  de  Tintä- 
srale  est  nulle/ 

^)  Man  sehe  z.  6.  Briot  et  Bouquet,   Fonctions  doublement 

riodiqnes  (1869)  p.  20.  —  Bertrand,  Calcul  integral  (1870)  p.  295. 

Laurent,  Fonctions  elliptiques  (1880)  p.  6;  desgl.  Trait^  d' Analyse 

888)   T.  m,  p.  210.  —  Picard,   Trait^  d'Analyse  (1891/98)  T.  I, 

77;  T.  II,  p.  4. 
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rechnang  deren  Princip  durch  eine  direete  Infinitesimal- 
betrachfcung  zu  ersetzen,  imputiren  aber  dabei  der  Function 
f{£f)  eine  für  alle  diese  Beweise  unentbehrliche  Eigenschaft 
ziemlich  complicirter  Natur,  welche  entweder  ganz  direct  in 
die  Voraussetzung  aufgenommen  oder  zuvor  auf  Eigenschaften 
einfacherer  Art  zurückgeführt  werden  müsste.    Es  ist  dies  die 

Annahme,  dass  der  Diflferenzenquotient  — 1 — -  für 

alle  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  a  gleichmässig 
nach  f'  (ß)  convergirt,  d.  h.  dass  nach  Vorgabe  einer  be- 
liebig kleinen  positiven  Grösse  £  sich  eine  positive  Grösse  q 
angeben  lässt,  sodass: 


<  t   wenn  nur:  |  A  1  <  ^ 


für  alle  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  »y)  Nimmt 
man  diese  Eigenschaft  ohne  weiteres  in  die  Voraussetzung 
des  Satzes  auf,  so  verliert  derselbe  vollständig  seinen  ein- 
fachen  und    elementaren   Charakter.      Man   müsste  also  vor 


^)  Ohne  diese  Annahme  fdllt  z.  B.  der  überhaupt  wenig  streng 
gehaltene  Beweis  bei  Camille  Jordan,  Gonrs  d'Analyse,  T.  II  (1888) 
p.  275;  aber  auch  der  sorgfältiger  durchgeführte  Beweis  von  Briot 
et  Bouquet,  Th^rie  des  fonctions  elliptiqaes  (1875),  p.  128—132, 
and  ein  mit  dem  eben  genannten  nahe  verwandter  von  Mittag- 
Leffler:  Göttinger  Nachrichten  1875,  p.  65—73.  (Ein  in  dem  letzt- 
genannten Aufsatze  angeführter,  angeblich  vollkommen  strenger  Be- 
weis von  Malmsten  war  mir  leider  bisher  nicht  zugänglich,  da  er 
nur  in  schwedischer  Sprache  erschienen  ist  (1865)). 

Der  gleiche  Vorwurf  triift  auch  den  anscheinend  sehr  einfachen 
Beweis,  den  Herr  Qoursat  im  4.  Bande  der  Acta  mathematica 
(1884)  veröffentlicht  hat.  Uebrigens  wird  die  scheinbare  Kürze  dieses 
Beweises  auch  noch  dadurch  ziemlich  illusorisch,  dass  die  von  vorn- 
herein   als    erwiesen    angenommene   Qiiltigkeit   des   C au  chy 'sehen 

Satzes  für  ^dZy  J^zde  in  Wahrheit  eine  Grenzbetrachtnng  erfordert, 

die  nicht  wesentlich  einfacher  ausfällt,  als  die  in  §  2  dieses  Aufsatzes 
allgemeiner  durchgefQhrte. 
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Allem  Tersuchen,  dieselbe  etwa  ans  der  vorauszusetzenden 
Stetigkeit^)  von  f'{e)  abzuleiten,  ein  Unternehmen,  das, 
wenn  überhaupt  durchführbar,  zweifellos  auf  ziemlich  schwie- 
rige und  umständliche  Betrachtungen  führt,  da  es  sich  bei 
dem  obigen  Differenzenquotienten  in  Wahrheit  um  eine 
Fanction  von  4  Veränderlichen  (nämlich :  jer  =  a?  +  y  t, 
Ä  =  f  +  jy  i)  handelt. 

Eine  völlig  andere  Methode  schlug  bekanntlich  Rie- 
mann  beim  Beweise  des  in  Rede  stehenden  Satzes  ein,  in- 
dem er  denselben  auf  einen  Specialfall  des  6reen*schen 
Satzes  gründete,  nämlich  auf  die  Reduction  eines  über  ein 
gewisses  Ebenenstück   zu  erstreckenden  Doppelintegrals  von 

der  Form    j  1  (^-^  —  g— )  ^^  •  äy  auf  ein  einfaches  Integral 

jiP^dx-]^  Q'dy)  erstreckt  über  die  Begrenzung.^)  Dieser 
Beweis  ist  ziemlich  unverändert  in  fast  alle  einschlägigen 
deutschen  Lehrbücher,')  aber  auch  in  viele  ausländische^) 
übergegangen  und  wird  ganz  allgemein  ausdrücklich  als  der 
,Riemann*sche'  Beweis  des  Cauchy*schen  Satzes  bezeichnet: 
wie   mir  scheint,   mit  einigem  Unrecht.     Denn   wenn  auch 


^)  Bei  der  grossen  Mehrzahl  der  angeführten  Beweise  wird  so- 
gar nur  die  Endlichkeit,  nicht  die  Stetigkeit  von  f  {e)  voraus- 
gesetst,  wodurch  deren  Grundlagen  noch  problematischer  werden. 

^)  Grundlagen  f&r  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen  etc. 
(Inaugaraldissertation,  1861). 

*)  Man  vgl.  z.  B.  die  Lehrbücher  über  Functionen theorie  oder 
elliptische  besw.  Abersche  Functionen  von  Dur^ge,  Thomae, 
Königs  berger,  Neu  mann,  sowie  die  Oompendien  der  Analysis 
von  Schlümilch,  Lipschitz,  Harnack. 

*)  Man  sehe  z.  B.  HouSl,  Thäorie  ^^mentaire  des  qnantit^  com- 
^lexes;  desgl.  Calcul  infinitesimal,  T.III.  —  Hermite,  Gours  d' Analyse 
(rÄl.  par  Andoyer).  —  Casorati,  Teorica  delle  funzione.  —  Auch 
mehrere  der  schon  oben  genannten  Oompendien  (Bertrand,  Laurent), 
welche  den  Beweis  neben  dem  Cauchy*schen  ausdrücklich  als  den 
tiem  an  n 'sehen  anführen. 
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derselbe  erst  durch  Riemann's  Darstellan^  allgemeine  Ver- 
breitung gefunden  bat,  so  lässt  sich  doch  mit  unbestreitbarer 
Sicherheit  nachweisen,  dass  Cauchy  bereits  fQnf  Jahre  vor 
dem  Erscheinen  der  Riemann*schen  Dissertation  ihn  nicht 
nur  gekannt,  sondern  in  der  Hauptsache  auch  publicirt 
hat.  Da  ich  nach  dem  Gesagten  wohl  annehmen  darf,  dass 
diese  Thatsache  bisher  völlig  unbemerkt  geblieben  ist,  so 
möchte  ich  an  dieser  Stelle  folgendes  darüber  mittheilen: 

Im  23.  Bande  der  Gomptes  Rendus  findet  sich  auf 
S.  251  eine  Note  von  Cauchy  mit  dem  Titel:  »Sur  les 
integrales  qui  s^etendent  ä  tous  les  points  d'une 
courbe  ferm^e.'    In  dieser  Note  wird  zunächst  das  Integral 

(S)  =jk  •  ds  erstreckt  ober  die  Begrenzung  einer  Fläche  S 
bei  beliebiger  Anzahl  von  Variablen  bezw.  Dimensionen 
definirt,    alsdann    aber    heisst    es    wörtlich    folgendermassen 

(S.  254): 

„Lorsque,  la  surface  S  ^tant  plane,  x^y  se  re- 
duisent  ä  deux  coordonnees  rectilignes,  ou  polaires, 
ou  de  toute  autre  nature,  propre  ä  determiner  la 
Position  d'un  point  dans  le  plan  de  la  surface  5, 
alors,  en  designant  par  X,  T  deux  fonctions  continues 
des  variables  x^y  et  supposant 

k=^X'D,x  +  Y'Dsy 

on  a 

(S)  =  ±//(i>»X  -D,Y)dx  dy 

rintegrale  double  s'etendant  ä  tous  les  points  de  la 
surface  5.* 

Nun  folgt  eine  Bemerkung  über  die  Bestimmung  des 
zweifelhaften  Vorzeichens,  worauf  Cauchy  folgendermassen 
fortfährt: 

„Dans  le  cas  particulier  oii  la  somme 

XdX'\'Y  dy 
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est  one  diff^rentielle  exacte,  on  a 

et  la  formule   qai  determine  la  valeur  de  (S)   se  re- 
duit  ä  requatioD  d^jä  trouvee 

{S)  =  0/ 

Das   ist   aber   in    der   Tbat   ganz  genau   der   fragliche 
«Riemann'sche*    Beweis    mit    dem    einzigen    Unterschiede, 
dass    die   Rechnung,    welche    zur    Rediiction    des    doppelten 
Ini^rals  auf  das  einfache  dient,  an  dieser  Stelle  nicht  mit- 
getheiit  wird.^)     Cauchy  setzt  eben  diese  Reductionsformel 
einfach  als  bekannt  voraus,   und   das  war  sie  ja  auch  da- 
mals schon  seit  längerer  Zeit.*)    Wirklich  neu  ist  nur  ihre 
äusserst  sinnreiche  Anwendung  auf  den  vorliegenden  Fall, 
deren  Priorität  man  bisher  fälschlich  Riemann  zugeschrieben 
hat.     Riemann   selbst   hat   wohl   niemals  jenen  Beweis  als 
sein   specielles  Eigenthum   in  Anspruch   genommen,   und   es 
erscheint  auch  relativ  bedeutungslos,  darüber  Vermuthungen 
anstellen  zu  wollen,   ob   er   die   citirte  Note   gekannt  haben 
möge  oder  nicht.    Hingegen  halte  ich  es  für  nicht  unwichtig, 
an    dieser    Stelle   einmal   die    Frage    aufzuwerfen,    ob   denn 


1}  Im  Eiogange  der  betreffenden  Note  theilt  Cauchy  der 
Akademie  mit,  dass  er  sich  an  dieser  Stelle  auf  einen  kurzen  Anszn^ 
beschränke,  da  er  die  eigentliche  Abhandlang  demnächst  in  seinen 
Exercices  d^Analjse  et  de  Phjsique  math^matiqne  publi- 
etren  wolle.  Dies  ist  indessen  aas  mir  anbekannten  Qrfinden  unter- 
blieben, und,  soriel  ich  feststellen  konnte,  ist  die  angekündigte  Ab- 
handlang auch  an  keiner  anderen  Stelle  gedruckt  worden.  Hierfiber 
hesw.  ob  sich  dieselbe  rielleicht  in  Cauchy's  Nachlasse  vorgefunden 
hat,  werden  vielleicht  die  noch  im  Erscheinen  begriffenen  Oeuvres 
compl^tes  Aafkl&rang  bringen. 

^)  Die  Abhandlang  von  Green:  »An  essay  on  theapplication 
/f  mathematical  analysis  to  the  theories  of  electricity 
•nd  magno tism*,  auf  welche  man  ja  bekanntlich  die  fragliche 
'ormel  tnrfickznf&hren  pflegt,  ist  schon  im  Jahre  1828  erschienen. 
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zwischen  den  Arbeiten  Cauchy's  und  Riemann^s  berQhmter 
Dissertation  überhaupt  kein  nachweisbarer  Zusammen- 
hang besteht?  Es  muss  doch  sicherlich  sehr  merkwürdif; 
erscheinen,  dass  der  Name  Cauchy's  in  jener  Schrift  mit 
keiner  Silbe  erwähnt  wird,  wenn  man  bedenkt,  dass  zu  jener 
Zeit  nicht  nur  Gauchy  nächst  Qauss  wohl  unbestritten  als 
der  bedeutendste  unter  den  lebenden  Mathematikern  galt, 
sondern  dass  auch  gerade  er  von  seinem  ersten  Auftreten 
an  einen  grossen  Theil  seiner  gesammten  literarischen  Pro- 
duction  ganz  speciell  der  consequenten  Einführung  der 
complexen  Grössen  in  die  Analjsis  gewidmet  und  auf 
diesem  Gebiete  damals  eine  ganze  Reihe  von  Resultaten 
bereits  publicirt  hatte,  die  für  die  Entwickelung  der  Func- 
tionen theorie  in  der  von  Riemann  verfolgten  Richtung  als 
fundamental  anzusehen  sind;  ich  nenne  ausser  dem  hier 
in  Rede  stehenden  Satze  nur  die  Einführung  des  Begriffes 
der  monogenen  d.  h.  mit  einem  von  der  Differentiations- 
richtung unabhängigen  Differentialquotienten  versehenen  Func- 
tion,*) ihre  Entwickelbarkeit  in  Potenzreihen,*)  die  Definition 
der  Periodicitätsmoduln  („indices  de  periodicite*^)  eines 
Integrals  und  die  hieraus  resultirende  Periodicität  der  Um- 
kehrungsfunctionen.')  Obschon  die  Priorität  Cauchy's  in 
diesen  und  einer  Reihe  daran  anknüpfender  Fragen  wohl 
niemals   ernstlich    bestritten  worden  ist,   so   erschien  es  mir 


1)  Nonv.  Exerc.  T.  IV  p.  846  (1847).  Hier  findet  sich  wohl  sam 
ersten  Male  der  Aasdruck  „monogen*  und  dessen  Definition  durch 
die  Bedingung: 

dx^  i'dy' 

^)  Zuerst  in  einem  1882  zu  Turin  herausgegebenen  lithogra- 
phirten  Memoire  (wieder  abgedruckt  1841  im  2.  Bande  der  Nout. 
Exerc.  p.  BO).    In  anderer  Form:  Nouv.  Exerc.  T.  I  p,  269  (1840). 

8)  C.  R.,  T.  28  p.  689  (1846).  Diese  Abhandlung  enth&lt  that- 
süchlich  die  Tollständige  Grundlage  für  die  moderne  Theorie  der 
elliptischen  und  Aberschen  Functionen. 
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dennocli  angemessen,  bei  dieser  Gelegenheit  einmal  aus- 
drücklich hierauf  hinzuweisen,  da  sich  neuerdings  eine  ge- 
wisse Tendenz  bemerkbar  gemacht  hat,  die  mit  Recht  ausser- 
ordentlich hohe  Schätzung  der  Verdienste  Riemann*8 
um  die  Entwickelung  der  Funetionentheorie  bis  zur  Ueber- 
schätzung  auf  Kosten  nicht  minder  verdienstvoller  Mathe- 
matiker auszudehnen. 

Lässt  sich  nun  auch  gegen  die  Stichhaltigkeit  des  zu- 
letzt besprochenen  Beweises  keine  Einwendung  machen  (falls 
man    noch  die  Stetigkeit  oder   wenigstens  Integrabilität  von 

dY     d  X 

~ — ,  '- —    in    die  Voraussetzung   aufnimmt),    so   scheint   mir 

c  X      o  y 

derselbe  in  Bezug  auf  Einfachheit  und  Natürlichkeit  der 
Methode  noch  keineswegs  denjenigen  Anforderungen  zu  ge- 
nQgen,  welche  man  an  den  Beweis  eines  so  grundlegenden, 
gleichsam  im  Anfange  einer  ausgedehnten  Disciplin  stehen- 
den Satzes  stellen  möchte.  Die  Herbeiziehung  des  Doppel- 
integrals wird,  rein  methodisch  betrachtet,  immer  als  ein 
nicht  hinlänglich  za  raotivirender  Umweg  erscheinen  und 
wirkt  erfahrungsgemäss  bei  der  Einführung  in  das  Studium 
der  Funetionentheorie  für  den  Anfänger  äusserst  erschwerend.^) 
Ich  habe  daher  versucht,  einen  neuen  und,  wie  ich 
glaube,  sowohl  hinlänglich  einfachen,  als  strengen  Beweis 
abzuleiten,^)  dessen  Mittheilnng  den  Hauptzweck  des  vor- 
liegenden Aufsatzes   bildet.     Ich   benütze   diese  Gelegenheit, 

^)  Die  Schwierigkeit,  welche  die  Ableitung  der  Green *8chen 
Reductionsformel  dem  Anfllnger  zu  bereiten  pflegt,  hat  Ero necker 
(cf.  Berliner  Sitzun  gab  erlebte  von  1886  p.786  und  Vorlesungen 
Über  Integrale  p.  37 — 41)  dadurch  zu  vermindern  gesucht,  dass 
er  die  fragliche  Formel  zunächst  für  ein  Dreieck  oder  ein  Rechteck 
beweist  und  sodann  das  allgemeine  Resultat  mit  Hülfe  eines  Grenz- 
überganges darans  zusammensetzt. 

^)  Derselbe  berührt  sich  in  mancher  Beziehung  mit  den  Be- 

nhchtongen,    welche    Herr   Thomae    über    die    Integration    zwei- 

tedriger   Differentialien   angestellt   hat   (s.  Einleitung   in    die 
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um  etwas  genauer  auf  die  Definition  eines  Integrals  der  Form 
fP^dx-^-  Q*dy^  erstreckt  über  eine  Curve,  einzugehen  und 
dabei  gewisse  Punkte  zur  Sprache  zu  bringen,  die  vielleicht 
vielfach  bekannt,  aber  meines  Wissens  noch  niemals  scharf 
präcisirt  worden  sind. 

Schliesslich  will  ich  nur  noch  bemerken,  dass  die  im 
Folgenden  benützten  Methoden  auch  eine  Verallgemeinerung 
für  die  Betrachtung  ein-  und  mehrfacher  Integrale  mit  mehr 
als  zwei  Variablen  gestatten,  worauf  ich  vielleicht  bei  späterer 
Gelegenheit  zurückzukommen  gedenke. 

§  1.    Definition  und  allgemeine  Eigenschaften  eines 

Gurven-Integrals. 

Es  sei: 

(1)  V^9  (f) 

für  das  Intervall  Xq^S<,x  eine  eindeutige  und  stetige 
Function  von  f  und  zwar  insbesondere: 

ferner  P{^,yj)  eine  gleichfalls  eindeutige  und  stetige 
Function  von  (f,  rj)  für  alle  Werthe  f  des  genannten  Inter- 
valles  und  die  durch  Gl.  (1)  zugeordneten  Werthe  von  i;. 
Alsdann  hat  das  bestimmte  Integral: 

einen  festen  endlichen  Werth  und  soll  bezeichnet  werden 
als  das  Integral  von  P(|,  ??)•£?!,  genommen  über  den 
Integrationsweg  G  in  der  Richtung  Xq,..x^  in  Zeichen: 


Theorie  der  bestimmten  Integrale  p.  86  ff.).  Doch  wird  da- 
selbst von  einer  Definition  des  unbestimmten  Integrals  von 
(P-dx-^-Q'dy)  ausgegangen,  wodurch  die  ganze  BeweisfÜhnmg  sehr 
wesentlich  an  Einfachheit  und  Durchsichtigkeit  verliert. 
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X 


wenn  C  diejenige  Punktreihe  bedeutet,  welche  der  Gleichung 
'y  =  9^  (f)  bezogen  auf  irgend  ein  Coordinatensystem  —  etwa, 
wie  wir  der  Einfachheit  halber  annehmen  wollen,  ein  ge- 
wohnliches rechtwinkeliges  —  entspricht,  während  die  Be- 
leicbnung  (+  C)  andeuten  soll,  dass  diese  Punktreihe  bei 
der  Integration  in  der  Richtung  der  wachsenden  x  durch- 
laufen werden  soll.  Wir  pflegen  diese  Punktreihe  schlecht- 
hin als  Integrations-Curve  und  das  betreifende  Integral  als 
ein  Curven-Integral  zu  bezeichnen,  obschon  hierbei  keines- 
wegs stets  an  eine  , eigentliche"  Curve  d.  h.  eine  im  allge- 
meinen mit  einer  bestimmten  Tangente  versehene  stetige 
Linie  zu  denken  ist:  denn  thatsächlich  genügt  fQr  die  Existenz 
des  obigen  Integrals  die  blosse  Stetigkeit  von  9?  (I),  ohne 
dass  man  genöthigt  wäre,  über  das  Vorhandensein  eines  im 
Allgemeinen  bestimmten ,  endlichen  DifiFerentialquotienten 
irgendwelche  Voraussetzung  zu  machen.^) 

Bezeichnet   man   mit  ( —  C)    die  nämliche  Curve,   falls 
die  Integration    in    der   entgegengesetzten  Richtung    vorge- 


^)  Gerade  aas  diesem  Grande  gebe  ich  dem  hier  eingeschlagenen 
Wege  den  Vorzog  vor  dem  fast  allgemein  üblichen,  wobei  das  Inte- 
gral zunächst  als  Grenzwerth  einer  Samme  definirt  und  sodann 
dessen  Existenz  mit  Hülfe  einer  Parameterdarstellung  von  der  Form: 

nachgewiesen  wird.  JBei  diesem  Verfahren  ist  die  Voranssetzang 
eines  integrablen  Differentialqnotienten  q>'  {t)  und  ebenso  für  das  so- 
gleich noch  einzuführende  Integral  /*ö  (^t »?)  *  <^  »7  die  analoge  Voraus- 

aetsung  bezüglich  y>'  {t)    unerlässlich ,   was   mir   aus   dem   Grunde 

— iig  wflnscbenswerth  erscheint,  weil  hierdurch  die  Vorstellung  von 

i  Zustandekommen  eines  solchen  Integrals  nicht  nur  eine  zu  eng 

renzte,  sondern  in  gewissem  Sinne  geradezu  eine  principiell  nn- 

itige  wird,  wie  später  noch  des  näheren  erörtert  werden  soll. 

»5.  MaÜL-phya.  01.  1.  ^ 
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nommen  wird,  so  folgt  ohne  Weiteres  aus  der  obigen 
Definition,  dass: 

(3)  fP{S.v)'d=^fP{lrj)dS 
(-0  (+0 

und  ferner,  wenn  man  die  Curve  C  in  eine  beliebige  Anzahl, 
in  dem  gleichen  Sinne  wie  C  zu  durchlaufender  Theilcurven 
Cy  (v  =  1,  2,  •  •  •  n)  zerlegt  denkt: 

(4)  fP  (^.V)'di  =  ^vfP  (l  V)'dl 

Schliesslich  erkennt  man  auch,  dass  das  Integral  (2) 
einer  ganz  analogen  Mittel werthrelation  genügt,  wie  die  ge- 
wöhnlichen bestimmten  Integrale  einer  Veränderlichen, 
nämlich : 

(5)  /P  (I,  ^)  .  df  =  P  (S\  ri) .  {X  -  X,) 

wo  {^yT})  ein  passendes  Werthepaar  aus  dem  Oebiete: 

also  einen  gewissen  Punkt  der  Curve  C  bedeutet.  Diese 
Beziehung  lehrt  insbesondere,  dass  der  Integralwerth  gleich- 
zeitig mit  {x  —  x^  gegen  Null  convergirt  (d.  h.  zunächst 
immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  ^  =  ^  (f )  eine  ein- 
deutige Function). 

Hat  die  Gleichung  t]  =  (p(S)  die  specielle  Form  t}  =  y^, 
wo  Pq  eine  Constante  bedeutet,  d.  h.  reducirt  sich  die  Curve  C 
auf  eine  zur  X-Axe  parallele  Gerade,  so  folgt  ohne  Weiteres 
aus  der  Definition,  dass: 

(6)  fP(i,r,).di=fP(^,i,,).d^ 

wird.  Dagegen  ist  der  Fall,  dass  C  sich  auf  eine  Parallele 
zur  IT-Axe  reducirt,  in  der  oben  gegebenen  Definition  nicht 
enthalten.     Denkt   man   sich  jedoch  als  Integrationscurve  C 
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zunächst  eine  beliebige  andere  Gerade  XqX.  so  lehrt  der 
Mitteiwerthsatz  (5),  dass  der  betreffende  Integral v^rerth  be- 
liebig klein  ^vrird,  sobald  die  Neigung  der  Geraden  gegen 
die  y-Axe  der  ^ull  zustrebt,  und  man  wird  daher  der  bis- 
her gegebenen    Definition  noch  die  Gleichung: 

(7)  fP(i,v)'dS  =  0 

als  consequente  Erweiterung  hinzuzufügen  haben,  für  den 
Fall,  dass   die    Carye  G  in  die  fragliche  Yerticale  übergeht. 

Die  61.  C^)  kann  sodann  dazu  dienen,  um  den  vor- 
Hegenden  Integralbegriff  auf  solche  Fälle  auszudehnen,  in 
denen  tj  =  <p  C^)  ®^°®  mehrdeutige  stetige  Function  von 
f  darstellt,  sofern  dieselbe  nur  der  Beschränkung  unterworfen 
wird,  dass  sich  das  Intervall  {x^x)  in  eine  endliche  Anzahl 
theilweise  oder  gänzlich  sich  überdeckender  Intervalle  (a7j,a?i)--- 
(x^-i  x{)  -  -  •  (:Kf.— 1  ^n)*)  umformen  lässt,  für  welche  dann  die 
Gl.  ri  =i  q?  (^)  ersetzt  werden  kann  durch  ein  Gleichungs- 
sTstem  von    der    Form: 


(8  a) 


V  =  ^1  (^)      för:       a:^  ,<  f  <  a?, 


Xi_^<S<X;i 


Xn-\  <  f  <  a?, 


wo  jetzt  9?4  (^)  durchweg  eindeutige  Functionen  bedeuten. 
Hierbei  ist  noch  zulässig,  dass  für  eine  endliche  Anzahl  von 
Wertben  x  die  Variable  rj  in  der  Weise  unendlich  viel- 
deutig wird,  dass  sie  bei  constantem  ^  =  x^  eine  continuir- 
licbe  Werthenreihe  y^  •  •  •  y^  durchläuft  (geometrisch  ge- 
«^proeben,    dass    einzelne  Stücke   der  Integrationscurve  C  aus 

^)  Dabei  kann  also  insbesondere  ^X-i  beliebig  oft  mit  Xq,  desgl. 
r;^  xnit  X  losamni  anfallen. 
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aus  verticalen  Greraden  bestehen),-  sodass  also  zu  den  Glei- 
chungen (8  a)  noch  eine  endliche  Anzahl  von  Beziehungen 
der  Form: 

(8b)  y^<r)<y'^  für:    ^  =  x^ 

hinzutreten  würde. 

Eine  Function  rj  =i  q){ß)^  welche  den  ebengenannten 
Bedingungen  genügt,  soll  in  Zukunft  nach  bekannten  Analogien 
als  abtheilungsweise  eindeutig  bezeichnet  werden. 

Bedeutet  dann  wiederum  G  diejenige  Curve,  welche  der 
Gleichung  ^  =  9?  (f )  zugehört,  Cv  diejenigen  Theilcurven, 
welche  den  Beziehungen  (8  a)  und  (8  b)  entsprechen,  so  soll 
die  Definitionsgleichung  gelten: 

(9)  fP{^.ri)'d^  =  ^vfP(^.ri)^d^ 

(^  1        (Cy) 

sofern  als  Integrationsrichtung  für  die  einzelnen  Curven  Cv 
diejenige  festgehalten  wird,  welche  sich  bei  stetiger  Durch- 
laufung  der  Oesammtcurve  C  in  dem  einmal  vorgeschriebenen 
Sinne  ergibt. 

Die  Gl.  (9)  kann  ferner  auch  zur  Definition  des  frag- 
lichen Integrals  dienen,  falls  die  bisher  auf  (C)  als  durch- 
weg stetig  angenommene  Function  P{^,r])  in  x^^x^^-'-Xn 
endliche  Unstetigkeiten  besitzt,  und  es  hat  keine  Schwierig- 
keit diese  Definition,    nach  genau  denselben  Principien,  wie 

X 

für  Integrale  der  Form  S*f{S)'dS,  auf  den  Fall  auszudehnen, 

dass  jene  Stellen  Xj,  ajj,  •  •  •  gewisse  unendliche  (sog.  unaus- 
gedehnte) Punktmengen  bilden:  hierauf  soll  indessen  nicht 
näher  eingegangen  werden,  da  eine  derartige  Betrachtung  mir 
keinerlei  besonderes  Interesse  zu  bieten  scheint.^) 

')  Aach  übergehe  ich  hier  den  Fall,  dass  P  (^,  rj)  an  einzelnen 
Stellen  unendlich  gross  wird,  und  verweise  in  dieser  Hinsicht  auf 
die  allgemein  übliche  Behandlungsweise. 
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£s  bedeate  nun  ferner  $  =^y^  (rj)  eine  für  das  Intervall 
yo<f7<y  stetige  und  schlechthin  oder  abtheilungs- 
weise  eindeutige  Function  von  »y,  Q(S,f])  eine  für  die 
eben  genannten  Werthe  (l>  f/)  eindeutige  und  schlecht- 
hin oder  abtheilungsweise  stetige  Function  von  {$,ri)^ 
so  ist  aus  dem  zuvor  gesagten  vollständig  klar,  was  unter 
einem  Integral  von  der  Form: 

zu  verstehen  ist,  falls  C'  die  der  Gl.  S  =  y^(v)  zugehörige 
Carve  bedeutet,  und  man  erkennt  ohne  Weiteres,  dass  dieses 
Integral  ganz  analogen  Gesetzen  gehorcht,  wie  das  unmittel- 
bar zuvor  betrachtete.     Insbesondere  wird: 

(10)  fQ{S>v)dv=!tQ{Xo.ri)dr) 

bezw.    fQ  (f ,  ^)  •  d  iy  ==  0, 

falls  sich  die  Integrationscurve  0'  auf  die  zur  F-Axe  parallele 
Gerade  f  =  x^^  bezw.  auf  irgend  eine  Parallele  zur  X-Axe 
redncirt. 

Man  habe  nun  schliesslich  gleichzeitig: 

....  i   r]  =  (p(S)     für:  x,<^J<x 

^    ^  l   S  =  y^{rj)     für:  y^<in<y 

(sodass  also  yj  die  inverse  Function  von  (p  —  vice  versa), 
^^  ^(^)i   V  (^)   ^^  ^^™   bezeichneten    Umfange    durchweg 
stetige  und  schlechthin   oder  abtheilungsweise   ein- 
deutige   Functionen    ihrer    Argumente    bedeuten.      Ferner 
*en  P  (f ,  Yi\  Q  (f ,  fj)   zwei   für   sämmtliche   durch  die  Be- 
igungen    (11)    definirten   Werthepaare   (S,r})    eindeutige 
d  schlechthin  oder  abtheilungsweise  stetige  Func- 
'nen  von  {S,rj)>     Alsdann  definiren  wir: 
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falls  C  die  durch  jede  der  beiden  Gleichungen  (11)  darge- 
stellte, jedesmal  in  demselben  Richtungssinne  zu  nehmende 
Curye  bedeutet.  Dabei  lässt  sich  die  auf  die  Stetigkeit 
und  Eindeutigkeit  der  beiden  Functionen  99  (f)  und  yj  (t]) 
bezügliche  Voraussetzung  leicht  so  umformen,  dass  schliess- 
lich nur  von  irgend  einer  dieser  beiden  Functionen  darin 
die  Rede  ist.  Damit  nämlich  die  im  Intervalle  Xy__i  ^^^x^ 
eindeutige  und  stetige  Function  7]  =^(p^  (f)  eine  im  Inter- 
valle y^-i  =  9^  (^y-i)  bis  y^  =  (p{x^)  eindeutige  und 
stetige  ümkehrung  f  =  Vv(f)  besitze,  ist  offenbar  noth- 
wendig  und  hinreichend,  dass  rj  =  (py{S)  mit  vrachsen- 
den  Werthen  von  |  monoton  zu-  oder  abnehme  —  vice 
versa.  Hiernach  lässt  sich  aber  die  oben  ausgesprochene 
Bedingung  einfacher  folgend ermassen  formuliren:  Es  muss 
eine  der  beiden  Functionen  9?  (f ),  y^  (rj)  stetig,  endlich- 
vieldeutig und  abtheilungsweise  monoton  sein  —  wo- 
bei nach  dem  früher  Gesagten  rj  oder  f  für  eine  endliche 
Anzahl  endlicher  Intervalle  auch  constant  sein  darf. 

Wenn  in  Zukunft  von  einem  „beliebigen"  Integrations- 
wege die  Rede  ist,  so  soll  immer  ein  solcher  darunter  ver- 
standen werden,  welcher  die  eben  näher  bezeichneten  Eigen- 
schaften besitzt.  Dabei  sei  aber  auch  hier  wieder  ganz  aus- 
drücklich hervorgehoben,  dass  die  obigen  Bedingungen  wieder- 
um noch  keinerlei  Voraussetzung  bezüglich  der  Existenz  von 
(p  (f)  bezw.  y/  (rj)  involviren.  Denn  es  gibt  thatsächlich 
stetige  und  beständig  monoton  zu-  oder  abnehmende 
Functionen  (also  auch  ohne  sog.  Invariabilitätszüge) ,  die 
nichtsdestoweniger  für  unendlich  viele  Stellen  jedes  Inter- 
valles  (z.  B.  alle  rationalen)  entweder  unendlich  grosse 
oder  überhaupt  keine  bestimmten  Differentialquotienten  be- 
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sitzen.^)  Mir  scheint  dies  insofern  von  Interesse,  als  von 
der  Existenz  eines  zum  Mindesten  integrablen  DiflFerential- 
qnotienten  q/  (f),  oder  genauer  gesagt  von  der  Integrabilität 

des  Ausdruckes  yi  4- 9>'*(f)  •  <ifi  die  Existenz  einer  be- 
stimmten Bogenlänge  der  Curve  in  dem  gewöhnlich  accep- 
tiiten  Sinne*)  abhängt,  und  sich  hiernach  die,  wie  ich  glaube, 
ziemlich  vielfach  verbreitete,  auf  der  üblichen  Parameter- 
darstellung der  Integrationscurve  beruhende  Annahme  als 
irrig  erweist,  dass  die  Existenz  eines  bestimmten  Werthes 
fSr  ein  Curvenintegral  wesentlich  mit  derjenigen  einer 
bestimmten  Bogenlänge  (Rectiiicir barkeit)  der  Integrations- 
corTe  zusammenhänge.  Wie  die  hier  angestellte  Betrachtung 
zeigt,  ist  die  Existenz  einer  bestimmten  Bogenlänge  för  das 
Int^ral  völlig  belanglos.  Weiterhin  wird  sich  aber  auch 
noch  ergeben,    dass  in  Fällen,    wo   eine   solche  Bogenlänge 

exisiirt,  ihr  Werth  auf  denjenigen  des  IntegralsJ  P-df  +  Q'dtj 

überhaupt  keinen  merklichen  Einfluss  ausübt,  genauer  ge- 
sagt, dass  Curven  mit  angebbarer,  endlicher  Längedifferenz 
Integrale  liefern  können,  deren  Werthe  einander  beliebig 
nahe  kommen  (NB.  ohne  dass  über  P  (|,  rj)^  Q  (f ,  rj)  irgend- 
welche weitere  Voraussetzung  gemacht  wird). 


^)  8.  z.  B.  Cantor,  Condensation  der  Singnlaritäten.  Math. 
Ann.  Bd.  19,  p.  591.  Ferner:  Dini,  Theorie  der  Functionen  etc., 
Obers,  yon  Löroth-Schepp,  §112*.  Ein  anderer  Typus  von  der- 
artigen Functionen:  ebendaselbst  §  182. 

2)  cf.  Du  Bois-Beymond,  Erläuterungen  zu  den  Anfangs- 
gxünden  der  Var.-Bechnung.  Math.  Ann.  Bd.  15,  p.  285.  Bekannt- 
lieh hat  Scheeffer  (Acta  math.  Bd.  5,  p.  50)  für  den  Fall  der  Nicht- 

X 

exiBten«  von  jYd  ^  -\-  dtjl^  eine  erweiterte  Definition  der  Bogen- 

jfe  gegeben.  Doch  lassen  sich  dagegen  Einwendungen  erheben 
Dn  Boia-Beymond,  Acta  math.  Bd.  6,  p.  167),  welche  bisher  nicht 
erlegt  worden  sind. 
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§  2.  Angenäherte  Darstellung  eines  beliebigen  Curven- 
integrals  durch  ein  sogenanntes  Treppenintegral. 

Eine  gebrochene,  beliebif^^  auf-  und  absteigende  Linie, 
deren  Stücke  den  Coordiuatenaxen  wechselsweise  parallel 
laufen,  soll  im  Folgenden  schlechthin  als  eine  Treppe  und, 
falls  der  Endpunkt  mit  dem  Anfangspunkte  zusammenfällt, 
als  eine  geschlossene  Treppe  oder  als  ein  Treppen- 
poljgon  bezeichnet  werden.  Ein  Integral,  dessen  lutegrations* 
weg  eine  solche  Treppe  ist,  soll  dann  kurz  ein  Treppen- 
integral heissen. 

Es  sei  nun  8  diejenige  Treppe,  welche  durch  die  Eck- 
punkte: 

(^01  yo)i  i^v  yo)»  K»  Vi)^  •  •  •  •  i^n-u  y~-i),  {xn,  y«-i),  (a?«,  y») 

bestimmt  wird,  so  hat  man  mit  Benützung  der  Gleichungen  (6), 
(7),  (10)  ofiPenbar: 


(13) 


fP  (i,  r,).di  =  ^vfP  (I,  y^_,)  •  d  I 


^y—l 


n       yy 

JQ  {l  V)  •  d  V  =  J2-fQ  (^.,  ^])  •  d  rj. 


Es  soll  nun  gezeigt  werden,  dass  sich  jedes  Curven- 
integral  mit  beliebig  vorzuschreibender  Annäherung 
durch  ein  solches  Treppenintegral  ersetzen  lässt, 
sobald  sich  die  Stetigkeit  von  P  (f ,  ri) ,  Q  (f ,  rf)  noch  auf 
eine   gewisse  Nachbarschaft  der  Integrationscurve  erstreckt. 

Ich  nehme  als  Integrationscurve  G  zunächst  eine  von 
Xq  bis  X  monoton  verlaufende,  etwa,  um  die  Anschauung 
zu  fixiren,  beständig  aufsteigende  Curve.  Ferner  sei 
P(^,r])  eine  eindeutige  und  stetige  Function  von  (S,  f]) 
nicht  nur  auf  der  Curve  (7,  sondern  noch  für  ein  gewisses 
benachbartes    Gebiet    zum   Mindesten    auf  einer  Seite  der 
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CurTe  z.  B.  der  rechten:  dieses  Gebiet  mag  bei  Xq  bezw.  x 
durch  ein  gerades  Linienstück  parallel  zur  X-  bezw.  F-Axe, 
im  Uebrigen  seitlich  durch  eine  beliebige  Curve  begrenzt 
sein,  und  zw^ar  sollen  diese  Grenzen  mit  zum  Stetigkeits- 
bereiche von  P  {^,  7})  gehören.  Alsdann  ist  nach  einem  be- 
kannten Satze  JP  (^S,  rj)  för  das  definirte  Gebiet  gleicbmässig 
stetig,  d.  h.  nach  Vorgabe  einer  beliebig  kleinen  positiven 
Grosse  a  lässt   sieb  eine  positive  Grösse  d  so  bestimmen,  dass: 

(U)    I  P  (^,  v^  —  P{^,r,)\<o    für:  { |5  ~  f !  1  <  <J, 

sofern  (^,  rf),  (ß'y  v)  ^^^  fraglichen  Gebiete  einschliesslich 
seiner   Grenzen   angehören. 

Man  theile  nun  das  Intervall  (Xq  x)  durch  Einschaltung 
der  Tbeilpunkte  3ifi\  x^^\  •  •  •  äc(*-')  in  irgendwelche  Theil- 
intervalle ,  deren  Länge  durchweg  <  d  sein  soll.  Es  seien 
ferner  y^*^,  3/^^\  •  • "  y^"*"*^  die  zugehörigen,  auf  der  F-Axe 
verzeichneten  Curvenordinaten.  Sind  dann  unter  den  Inter- 
vallen (y^*""'*  y»*^)  solche  vorhanden,  deren  Länge  y^*^  —  y^*""^^ 
<  d,  so  kann  man  durch  weitere  Theilung  erzielen,  dass 
schliesslich  nur  Intervalle  <  d  vorhanden  sind.  Die  auf 
diese  Weise  zum  Vorschein  kommenden  y-Werthe  (d.  h.  die 
früheren  y^''^  und  die  etwa  noch  eingeschalteten)  mögen,  der 
Grosse   nacb    geordnet,  bezeichnet  werden  mit: 

und   die    zugehörigen  Curvenabscissen   (unter  denen  also  die 
ursprünglichen  x^^^  mit  enthalten  sind)  seien: 

Akdann   denke   man   sich   diejenige   Treppe   construirt, 
welche  durch  die  Punkte: 

(«01  yo)i  i^v  ^o)»  i^v  Vi)^  • "  •  (^n-u  yn-i),  (x,  y„-i),  (x,  y) 
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bestiniint  wird,  und  bezeichne  die  Theilcurven,  in  welche  G 
durch  die  Punkte  (xv,  yv)  (v  =  1,  2,  •  •  •  (n  —  1))  zerlegt  wird, 
alle    in    der    Richtung    der    wachsenden    f   gerechnet,    mit 

Man  hat  nun: 


n 


(fl  1       (c^) 

n 

1 

(NB.    a;^  =  x) 

wo: 

a;y_i  <  f  y  <  o;,/  y^.i  <C  i;,.  <  j/y. 

Andererseits  ergibt  sich: 


n 


1 

(NB.     Xn  =  x) 

wo: 

Xv-i  <  f  <-)  <  «V. 

Hieraus  folgt  zunächst: 
3o  -  3s  =  2"  {^  (^"^  '?*')  -  -P  (^'''*'  2""-')^  •  (*-  -  ^"-«^ 

1 

und  da  offenbar: 

I  |r  —  f ^''^    i  S-  ^*'  —  ^«'-i  <  ^ 

j  j^i/  —  yv-i  I  <i  yv  —  yv-i  <  i 

so  findet  man  schliesslich  mit  Berücksichtigung  von  üngl.  (14): 
(15)         ;  /  P-d  f  -  /P  .  rff  [  <  a  .  (x  -  ar,). 

((?)  (5) 
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Ganz  analog  ergibt  sich: 

(16)  1  fQ  'dri-fQ  'dv\<oiy-yo) 

und  aus  der  Zusammenfassung  beider  Resultate: 

(17)  (O  ts) 

Da  aber  jeder  beliebige  Integrationsweg  in  eine  endliche 
Anzahl  solcher  Garven  C  zerlegt  werden  kann,  so  folgt 
schliesslich  ganz  allgemein  die  Richtigkeit  des  oben  ausge- 
sprochenen Satzes.^) 

Das  vorstehende  Resultat  wurde  zwar  hier  wesentlich 
desshalb  abgeleitet,  weil  dasselbe  gestattet,  den  eigentlichen 
Beweis  des  Cauchy 'sehen  Satzes  auf  ein  Rechteck  zu  be- 
schranken. Dasselbe  kann  indessen  auch  dazu  dienen,  um 
die    am    Schlüsse    des    vorigen    Paragraphen    gemachte   Be- 


^)  Der  analytische  Begriff  des  »Treppenintegrals*  und  die  eben 
bewiesene  Beziehnng  zwischen  beliebigen  Cur7enintegra1en  and  solchen 
Treppenintegralen  ist  natürlich  völlig  anabhängig  von  der  hier  ledig- 
lich der  grosseren  Anschanlichkeit  halber  and  namentlich  mit  Rück- 
sicht auf  die  Übliche  Darstellung  einer  complexen  Variablen  ge- 
wählten Auffassung  von  f  und  tf  als  rechtwinkligen  Coordinaten 
eines  Punktes.    Ein  Treppenintegral  ist  lediglich  eine  Summe  von 

Quadraturen  der  Form  jP(^,  y)dSj    jQi^iV)^V*   wobei  im  ersten 

Integral  y  =  yy^i  bezw.  =  y^,  im  zweiten  x  =  Xy  bezw.  =  Xy^i  zu 

setzen  ist.    und  der  obige  Satz,  von  jeder  geometrischen  Vorstellung 

«.» 
'iflgelöst,  besagt,  dass  ein  Integral  der  Form  J^P 'd^  +  Q-dij^  wo 

:wischen  S  und  rj  eine  Beziehung  von  den  näher  definirten  Eigen- 
schaften besteht,  stets  mit  beliebiger  Annäherung  durch  eine  endliche 
inzahl  solcher  Quadraturen  ersetzt  werden  kann. 
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raerkung  in  sehr  einfacher  und  anschaulicher  Weise  zu  er- 
läutern. 

Nimmt   man   nämlich  als  Integrationscurve  G  eine  die 
Punkte  Xq  und  x  verbindende  Gerade,  deren  Länge  also  den 

Werth  y  (x  —  Xq)*  +  (y  —  ^o)*  besitzt,  so  kann  man  nach 
dem  eben  Gesagten  das  betreflfende  Integral  mit  beliebiger 
Annäherung  durch  ein  solches  über  eine  Treppe  ersetzen, 
welche  offenbar  die  unveränderliche  Länge  \x — Xq\  +  jy — yoi 
besitzt,  wie  klein  man  auch  die  Abstände  ihrer  Eckpunkte 
wählen  mag.  Mit .  anderen  Worten :  Bei  unbegrenzter 
Verkleinerung  der  Treppenstufen  convergirt  der  Werth 
des  Treppenintegrals  genau  gegen  denjenigen  des  gerad- 
linigen Integrals,  obschon  die  beiden  Integrationswege  die 
unveränderliche  Längendifferenz  \  x  —  ^o  I  "H  I  ^  —  tfo  \ 
y  (x  —  x^)^  +  {y  —  y^)*    besitzen. 

§  3.    Aufstellung  einer  nothwendigen  Bedingung  für 

die  Unabhängigkeit  des  Integrals  J(P  •  d f  +  Q  -  ärj 

vom  Integrationswege. 

d  p  a  g  . 

Es  seien  P  (a?,  y\  Q  (a?,  y),  -z — ,  v~  innerhalb  eines  ge- 

c  y      a  x 

wissen  (ein-  oder  mehrfach)  zusammenhängenden  Gebietes  T 
eindeutige  und  im  Allgemeinen  stetige  Functionen  von 
(x^y).     Alsdann  gilt  der  Satz: 

*;? 
Soll  das  Integral  jP-d^-^Q^d?])  erstreckt  über 

eine  beliebige  innerhalb  T  verlaufende  Curve  einen 
lediglich  von  den  Grenzen,  aber  nicht  vom  Inte- 
grationswege abhängigen,  bestimmten  Werth  be- 
sitzen, so  muss  für  jede  Stelle  (x\y')  in  deren  Um- 
gebung die  oben  genannten  Functionen  stetig  sind, 
die  Beziehung  bestehen: 
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dP  _dQ 

Beweis.  Soll  das  fragliche  Integral  vom  Integrations- 
wege unabhängig  sein,  so  muss  offenbar  jedes  über  eine  ein- 
fach geschlossene,  innerhalb  T  verlaufende  Linie  erstreckte 
Integral  J  (P  •  d f  +  Q-  dt])  verschwinden. 

Sei  nun  {x\  y')  ein  beliebiger  Punkt  innerhalb  T  von 
der  Beschaffenheit,  dass  die  vier  genannten  Functionen  filr 
eine  gewisse  Umgebung  derselben  stetig  sind.  Alsdann  denke 
man  sich  parallel  zu  den  Coordinatenaxen  ein  Rechteck  R 
construirt,  welches  einschliesslich  seiner  Begrenzung  (ü)  noch 
in  die  beireffende  Umgebung  des  Punktes  {x\y')  hineinfallt 
and  diesen  selbst  im  Innern  enthält.  Bezeichnet  man  so- 
dann irgend  einen  Eckpunkt  (etwa  den  linken  unteren)  von 
R  mit  (^o«yo)i  dagegen  mit  {x^y)  jeden  beliebigen  Punkt 
im  Innern  (einschliesslich  des  Punktes  (x\  y'))  und  mit  r  jedes 
durch  die  Punkte  (jr^,  y^  (x^  y)  bestimmte,  zu  den  Coordinaten- 
axen parallele  Rechteck,  so  muss  offenbar  die  Beziehung 
stattfinden : 

(r) 

d.  h.  man  hat  für  alle  Werthe  (j?,  y)  des  genannten  Gebietes: 
fP{S^yo)'dS+yQ{x,f])'drj+fPiS,y)'dS 

tfo 

y 
oder  anders  geschrieben: 

(18)  W,ix,y)  =  W,(x,y) 
enn  gesetzt  wird: 

(19)  W,  {X, !/)  =fP  (S,  yo)  • «?  I  +  /<?  (^,  r])-d>i 
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1 

Vo 


(20)  W,(x,y)  =  SQ(3:o^V)'dv\-SP(ly)-dl 


Xo 


Aus  Gl.  (19)  folgt  sodann  durch  Differentiation  nach  y: 


(21) 


d  W 

7y  = « (^'  y^ 


und  aus  Gl.  (20)    mit  Berücksichtigung  von  61.  (18)   durch 
Differentiation  nach  x: 


(22) 


und  hieraus  durch  weitere  Differentiation: 


(23) 


X\dy  J 


IQ 

dx 

dJP 


Da   aber  die  Gleichungen  (21)— (23)   lehren,   dass  mit 

P(^.y),    Qi^^y),    -r-,     ^-    auch     — *,    ~—\    —  (— M, 

dy      dx  dx       dy      dy\dx/ 

(^  --  )  stetig  sind,  so  gilt  die  Beziehung: 


d  X 


dy\dx  )       dx\  dy  ) 
und  raan  findet  somit  nach  Gl.  (23): 


(24) 


dP 

^y 


dQ 

d  X 


für  alle  Werthe  {x,y)  im  Innern  des  Rechteckes  JB,  ins- 
besondere also  für  x  =  x\  y  =  y  —  womit  der  oben  aus- 
gesprochene Satz  bewiesen  ist. 
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§  4.    Der  Cauchy'sche  Satz. 

Hauptsatz.     Sind  P  (a;,  ty),  Q(x^y)^  -r— i  ^  inner- 

d  y    d  X 

halb  eines  gewissen  (ein- oder  mehrfach)  zusammen- 
hängenden Gebietes  T  durchweg  eindeutige,  end- 
liche und  stetige  Functionen  von  (:r,  v)»^)  welche  der 
Bedingung  genügen: 

d  P      dQ 


(24) 


dy        dx 


so  yerschwindet  das  Integral  J(P«df  +  Q'drj)  er- 
streckt über  die  vollständige  Begrenzung  jedes  in- 
nerhalb T  liegenden  zusammenhängenden  Flächen- 


i8tjr(p. 


Stückes.     Und  es  ist  J(P-df+C'^^)  ^^^  a^l^  inner- 

halb  eines  einfach  zusammenhängenden  Gebiets- 
theiles  von  T  verlaufenden  Integrationswege  eine 
eindeutige  und  stetige  Function  W(x^y)  mit  den 
partiellen  Differentialquotieuten: 

dW  dW 

3^  =  P(^,»),  ä^  =  e(^,y). 

Beweis.  Zunächst  lässt  sich  zeigen,  dassJ(P*df  +  ^'^v) 
erstreckt  über  die  Begrenzung  eines  vollständig  innerhalb  T 
liegenden  Rechtecks  B  den  Werth  Null  hat. 

Es  seien  (ar^,  y^),  (x^.  y^),  (x^,  y^\  (x^.  y^)  die  Eckpunkte 
von  B,  (a;,  y)  irgend  einer  und  jeder  beliebige  Punkt  i  m 
Innern  oder  auf  der  Begrenzung  von  jR.  Alsdann 
definire  ich  für  dieses  Gebiet  R  zwei  Functionen   W^  (a?,  y), 


^)  Es  sind  somit  die  genannten  Functionen  gleichmässig 
tetig  im  Innern  und  auf  der  Begrenzang  jedes  innerhalb  T  liegen- 
ien  Gebietes  T\  wobei  man  die  Begrenzung  von  T  derjenigen  von 
r  beliebig  nahe  bringen  kann. 
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W^  (Xy  y)   als    diejenigen   besonderen   Werthe   des   Integrals 

J(P  •  df  +  Q  •  d  77),  welche   sich  ergeben,   wenn  man  eiii- 

mal  auf  den   Schenkeln    des   rechten  Winkels   über  (a;,  y^), 
das  andere  Mal  über  {x^^y)  bis  (a;,  y)  integrirt,  also: 


(a) 

(25) 

(b) 


'X  y 


W,(x,y)  =  §  P  ilri^)  ■  d  S  +  S  Qix.r,) .  dv 


»0  yo 


W,  ix,  y)  =  X  (2  («0, »?)  .  d  ^  +  X  P  (I,  y)  •  d  I. 

Es  sind  hiernach  W^  (a?,  y),  W^  (a?,  y)  für  das  betreflfende 
Gebiet  eindeutig  definirte,  lediglich  von  (x^y)  abhängende 
Functionen,  und  zwar  hat  man  offenbar  insbesondere: 

(26)  W,  (a?o,  yo)  =  W,  (^o^  Vo)  =  0- 

Man  erkennt  ferner  leicht,  dass  Wi(a?,y),  W^(x^y)  stetige 
Functionen  der  beiden  Variablen  (a;,  y)  sind.  Bezeichnet  man 
mit  A,  Je  zwei  beliebige  (positive  oder  negative)  Incremente 
von  x^y  (wobei  die  Stelle  (aj  +  A,  x -{- k)  auch  eventuell 
ausserhalb  von  R  fallen  kann,  in  welchem  Falle  A,  &  von 
vornherein  so  klein  anzunehmen  sind,  dass  das  durch  die 
vier  Eckpunkte:  (a;^,  y^),  {x  +  h,  y^),  (a;  +  A,  y+Ä),  (x^y  y  +  k) 
definirte  Rechteck  noch  innerhalb  T  liegt),  so  wird: 

x+h  ff+k 

W,(x-\-h,  y  +  k)  =  SP{lyo)dS-\-SQ(x-\-  h,^j).dr, 

und  daher: 

W,{^  +  h,  y  +  A)->r,(a;,y)  =  JP(|,y,).df 

=  h-  P  {x  -\-  j%h,y,)  +  k  ■  Q  (x  +  h,y  -j-  »'.k) 

.+   i-{Q{x-\-h,y,  +  r-A)  -  Q  (X,  y„  +  »"..i)} 
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wo:  J  =  y  —  y^  und  d,  i>',  i?"  in  den  Grenzen  0  •  •  •  1  liegen. 
Da  die  Stellen: 

Bämmtlich  dem  Gebiete  T  angehören,  so  können  die  beiden 
eisten  Glieder  der  rechten  Seite  wegen  der  Endlichkeit 
Ton  P(|,  17),  Q  {Sf  v)i  d*8  dritte  wegen  der  Stetigkeit  von 
ö(f,  ly)  durch  Wahl  einer  oberen  Grenze  für  Ä  und  Tc  be- 
lieb^ klein  gemaclit  werden,  womit  die  Stetigkeit  von  TF^  (x^y) 
in  dem  behaupteten  Umfange  erwiesen  ist.  Ganz  analog  er- 
kennt man  aber  auch  die  Stetigkeit  von   W^  (x^  y). 

Ferner  ergibt  sich  durch  Differentiation  von  GL  (25  a) 
nach  y  und  Gl.  (25b)  nach  x  unmittelbar: 

o  y  c  X 

nnd  sodann  aus  (25a)  durch  Diffisrentiation  nach  x  zunächst: 

-f-^  =  P  ix,y^)  ^- f-J  Q  (*,  r,) .  dfj. 

O  X  ^  X  y^ 

In  Folge  der  gleichmässigen  Stetigkeit  von  Q  (x^  rj)  als 
Fnnction  der  beiden  Veränderlichen  (o;,  tj)  darf  man  im 
letzten  Gliede  die  Reihenfolge  der  Differentiation  und  Inte- 
gration vertauschen  und  erhält  daher  mit  Berücksichtigung 
der  nach  Voraussetzung  bestehenden  Beziehung  (24): 


SQM-äv-^S'-^J-'^-äv 


3  X  y,  ff,       d  X 


» 


3  P  (x,  rj) 


=^P{x,y)-P  (x,  yo) 

18».  MatlL-idiTB.  Ol.  1.  5 
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und  somit: 

(28  a)  ^'  =  P(a;,y). 

Analog  ergibt  sich: 

(28  b)  ^«  =  «(-c,y). 

dy 

Die  Gleichungen  (27),  (28)  lehren  also,  dass  für  alle 
(dp,  y),  welche  dem  Innern  oder  der  Begrenzung  von  B  an- 
gehören, die  Beziehungen  bestehen: 

(29)  3^1  =  !Z.       925  _aZ« 

^  ^  dx        dx  dy        dy 

und  es  können  daher  die  ffir  das  nämliche  Werthegebiet  als 
stetig  erkannten  Functionen  W\  (x,  y),  TF,  (o?,  y)  nach  einem 
bekannten  Satze  höchstens  um  eine  additive  Constante  ver- 
schieden sein,  welche  aber  offenbar  den  Werth  Null  haben 
muss,  da  nach  Gl.  (26)  W^  {x^^  y^)  =  W^  {Xq^  y^)  ist.  Man 
findet  somit  schliesslich  insbesondere: 

(30)  TT,  {X,,  y,)  =  W,  (»„  y,) 

d.  h.   das  Integral  j  (P'di  -{-  Q'dtj)   erstreckt  über  je  ein 

Paar  anstossender  Rechteckseiten  hat  den  gleichen  Werth, 
oder  anders  ausgesprochen:  Das  Integral,  continuirlich  er- 
streckt über  die  Begrenzung  des  Rechtecks,  hat  den  Werth  Null. 

Angenommen  nun,  man  habe  ein  innerhalb  T  liegendes, 
von  einem  oder  mehreren  Treppenpolygonen  volltsändig  be- 
grenztes zusammenhängendes  Flächenstück  £>,  so  lässt  sich 
ein  solches  stets  mit  Hülfe  einer  endlichen  Anzahl  von 
Parallelen  zu  den  Ooordinatenaxen  in  eine  endliche  Anzahl 
von  Rechtecken  rv  (v  =  1,  2,  •  •  •  n)  zerlegen,  deren  Begren- 
zung theils   von  den  einzelnen  Stücken  der  ursprünglichen 
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Treppenbegrenznng,  theils  tod  Sfcücken  jener  Hülfslinien 
gebildet  wird,  und  zwar  gehört  jedes  StGck  der  ursprüng- 
lichen Begrenzung  nur  einem  einzigen  (ry)^  dagegen  jedes 
Stiick  einer  Hül&linie  stets  zwei  benachbarten  (ry)  gleich- 
xeitig  an.     Man  hat  nun  zunächst: 

(31)  ^vS{Pdi  +  Q'dri)  =  0 

liry) 

da  jedes  einzelne  dieser  Rechtecksintegrale  verschwindet. 
Führt  man  hierbei  alle  Integrationen  in  demselben  Sinne  aus, 
etwa  dem  sog.  positiven,  wo  also  die  Fläche  jedes  einzelnen 
r^  bei  der  Integration  über  den  umfang  zur  Linken  bleibt, 
so* wird  offenbar  über  jedes  Stück  einer  Hilfslinie  genau 
zweimal  und  zwar  in  entgegengesetzter  Richtung  inte- 
grirt:  es  beben  sich  also  die  betreffenden  Integralbestand- 
theile  vollständig  heraus,  während  nur  die  auf  die  Stücke 
der  ursprünglichen  Begrenzung  {8)  bezüglichen  Integrale 
mit  einer  bestimmten,  eindeutig  vorgeschriebenen  Integrations- 
richtung zurückbleiben.  Durch  Addition  dieser  Theilintegrale 
geht  dann  61.  (31)  in  die  folgende  über: 

(32)  SiPdS+Qdrj)^0 

wobei  offenbar  die  Integration  in  dem  Falle,  dass  (8)  aus 
mehreren  Treppenpolygonen  besteht,  über  das  äussere 
Polygon  in  der  schlechthin  als  positiv  geltenden  (d.  h.  in 
der  Richtung  der  wachsenden  Winkel  fortschreitenden),  über 
jedes  innere  Polygon  in  der  entgegengesetzten  Richtung 
aoszufthren  ist. 

Hat  man   schliesslich   ein  dem  Gebiete  T  angehöriges, 

wa  einer  oder  mehreren  Randcurven  vollständig  begrenztes, 

""nammenhängendes  Flächenstück  T',   so   kann   man   diesen 

kndcurven   zunächst   nach   §  2   eine  entsprechende  Anzahl 

1  Treppenpolygonen   mit  der  Gesammtbegrenzung  (S)  zu- 

Inen,  dergestalt,  dass  die  DiCFerenz: 

6* 
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S  {P'd$  +  Q'dtj)  —  J  (P.df  +  Q'df}) 

beliebig  klein  wird.  Und  da  das  zweite  Integral  den 
Werth  Null  hat,  das  erste  aber  einen  bestimmten  Werth 
haben  muss,  so  folgt,  dass  auch: 

(38)  J(P-df+«-di;)  =  0 

sein  muss. 

Bedeutet  sodann  U  irgend  ein  einfach  zusammen- 
hängendes in  T  liegendes  Flächenstuck,  und  sind  (Xq^Pq), 
(^vVO  2^®^  beliebige  Punkte  in  U,  so  werden  irgend  zwei 
innerhalb  U  zwischen  (aj^,  y^)  und  (a?j,  y^)  verlaufende  Curven 
C  und  C\  die  sich  weder  selbst  noch  gegenseitig  schneiden, 
einen  Plächentheil  von  U  vollständig  begrenzen,  sodass  also 
das  betreffende  Integral  über  diese  Begrenzung  verschwindet. 
Man  erhält  somit,  wenn  man  als  Integrationsrichtung  auf 
C  und  C  die  von  {x^^y^  nach  (a?,  y)  festhält: 

(34)        X  (P.df  +  Q^dri)  =  S  {P'd^  +  Q'dri). 

Dieses  Resultat  wird  aber  offenbar  durch  das  Auftreten 
etwaiger  Doppelpunkte  bei  C  und  C  in  keiner  Weise 
alterirt,  da  die  Integrale  über  die  auf  diese  Weise  entstehen- 
den Schleifen  nach  61.  (33)  jedesmal  verschwinden. 

Wenn  endlich  die  Curven  G  und  (f  sich  auch  gegen- 
seitig schneiden,  sodass  sie  also  mehrere  nur  in  diesen 
Schnittpunkten  zusammenstossende  Flächentheile  vollständig 
begrenzen,  so  werden  zunächst  die  Integrale  über  die  be- 
treffenden Einzelbegrenzungen  verschwinden  müssen.  Wählt 
man  daher  die  einzelnen  Integrationsrichtungen  in  der  Weise, 
dass  über  die  Theile  der  Curve  C  jedesmal  in  der  Richtung 
(^0»  Vo)  '  *  •  (^'  y)i  ^^^^  diejenigen  von  C  in  entgegengesetzter 
Richtung  integrirt  wird,  so  ei^bt  sich  durch  Addition  der 
betreffenden  T heilintegrale  und  schliessliche  Umkehrung  der 
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Integrationsrichtung  für  alle  auf  Stücke  von  G'  zu  erstrecken» 
den  Int^rale  wiederum  die  Richtigkeit  der  Beziehung  (34). 

Hieraus  folgt  aber,  dass  das  Integral    }{Pdi+Qdrj) 

innerhalb  des  Gebietes  U  einen  yom  Integrationswege  un- 
abhängigen, eindeutig  bestimmten  Werth  besitzt,  sodass  also 
in  diesem  Gebiete: 

(35)  Wix.y)  =  JiP'dS  +  Q'drj) 

bei  yariablem  {x^  y)  und  constantem  (rr^,  yj  eine  eindeutige 
Function  von  {x^  y)  darstellt.  Bildet  man  sodann  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  Stelle  x-^-h^  9  4~  ^)  gleichfalls  dem 
Gebiete   U  angehört: 

W{x+h,  y+k)  =  J  (P.df  +  Q'dri) 

ScSfo 

80  kann  man  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  den 
Integrationsweg  dieses  Integrals  über  (o;,  y)  fQhren  und  erhält 
also  durch  Subtraction: 

Tr(a;+A,y  +  Ä)-Tr(a:,y)  =  X(P.df  +  (2.d^) 

and  da  man  auch  diesem  Integrale  ohne  Beschränkung  der 
Allgemeinheit  einen  speciellen  Integrationsweg  zutheilen 
kann,  nämlich  die  Horizontale  von  (rc,  y)  bis  (^+^1  y)i  ^^^^ 
die  Verticale  von  (j?+ä,  y)  bis  (^+ä,  y+Ä)  (wobei  nur  Ä,  h 
▼on  vornherein  so  klein  anzunehmen  sind,  dass  dieser  Weg 
noch  dem  Gebiete  U  angehört),  so  folgt: 

W{x  +  hy^k)  —  W{x,y) 

P(f,y)da?  +  J'«(a;+A,»?)d.7 

=  A-P  (»+dA,  y)  +  Ä. « (»+ A, )?  +  ^'*) 
h.  W{Xyy)  ist  eine  stetige  Function  Ton  {x,y). 
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Aus  der  letzten  Gleichang  ergibt  sich  dann  spedell  fGLr 
Ä  =  0,  bezw.  k  =  0: 

und  hieraus  durch  üebergang  zur  Grenze  Ä=0,  bezw.  ft=0: 

Hiemit  ist  aber  der  ausgesprochene  Satz  in  allen  Theilen 
bewiesen. 

Zusätze.  1)  Der  Satz  erleidet  keine  Aenderung,  wenn 
die  ursprünglich  als  ausnahmslos  vorausgesetzte  Stetigkeit 

d  p   d  Q        , 

von  P,  Q^  ^— ,  :r—   gewisse  Unterbrechungen  erleidet  oder 

a  y      a  X 
dp        d  Q 

die  Relation  - —  =  - —  nicht  durchgängig  erfüllt  ist.     Man 

zeigt  dies  in  der  bekannten  Weise,  indem  man  die  Ausnahme* 

9  P 
stellen,   die   für  P,  Q   nur  in   einzelnen  Punkten,   für  ^r — , 

dQ  ^y 

- —   (d.  h.   sowohl   hinsichtlich  der  Stetigkeit  dieser   beiden 

ap     dQ\ 

Functionen,  als  auch  in  Bezuff  auf  die  Relation:  :r—  =  ;r-'  I 

°  dy        oxf 

auch  in  einzelnen  Linien  bestehen  dürfen,  zuächst  durch 
beliebig  nahe  anzuschmiegende,  zur  Gesammtbegrenzung  von 
T*  hinzuzufügende  Gurven  ausschliesst  und  sodann  nach- 
weist, dass  die  Integrale  über  jede  dieser  Gurven  beliebig 
klein  gemacht  werden  können,  also  das  Gesammtresnltat 
nicht  alteriren.*) 

^)  Der  auf  der  Redactioii  des  Doppelintegrals 
beruhende  Beweis  gestattet  freilich  in  Besng  auf  w^,  "^  von  vom- 
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2)  Erstreckt  sich  die  gleicbmäasige  Stetigkeit  von  P,  Q 
mit  eYentaellem  Ausschluss  einzelner  Punkte  auch  noch  auf 
die  Begrenzung  von  T,  so  yerschwindet  das  Integral 
J  (Pdf -f-  Q  -diy),  auch  wenn  man  es  über  die  Begrenzung  (T*) 
erstreckt.  Man  erkennt  dies,  indem  man  zunächst  ein  Treppen- 
polygon {8}  construirt  denkt,  dessen  Ecken  abwechselnd  auf 
der  Begrenzung  und  im  Innern  von  T  liegen,  und  sodann 
durch  Verbindung  der  freien  Eckpunkte  ein  gewöhnliches 
offenbar  ganz  innerhalb  T  liegendes  Polygon  (P)  her- 
stellt. Bei  hinlänglicher  Verkleinerung  der  Treppenstufen 
imterscheidet  sich  dann  das  Treppenintegral  über  {S)  beliebig 
wenig  von  den  beiden  Integralen  über  (T)  und  (P),  also 
kann  auch  die  Differenz  der  beiden  letzteren  Integrale  be- 
liebig klein  gemacht  werden.  Und  da  das  Integral  über  (P) 
Yerschwindet,  daqenige  über  (T)  jedenfalls  einen  bestimmten 
Werth  haben  muss,  so  folgt,  dass  dieser  Werth  gleichfalls 
Null  sein  muss. 


kereiii  eine  etwas  allgemeinere  Fassnog  der  betreffenden  Bedingungen, 

intofem  für  die  Gültigkeit  des  Satzes  nicht  die  Stetigkeit,  sondern 

dP  dQ 
anr  die  Integrabilitftt  von  ^~*  ^«  genau  gesagt  die  eindeutige 

^-  dx  dy,     I    I  g—  dxdy  in  Frage  kommt.  Die 
genauere  Feststellang  der  faiefOr  noch  zulässigen  Unstetigkeiten  von 

AT,  -^  fahrt  indessen  auf  Betrachtungen,   mit  deren  Hülfe  man 

ebeoaognt  auch  den  hier  gegebenen  Beweis  in  analoger  Weise  ver- 
allgemeinem  konnte.    In  der  That  braucht  ja  die  Bedingung 

dx  ^  dx  9y  "■  dy 

keineswegs  fOr  ein  gewisses  Gebiet  £  als  ausnahmslos  erfüllt  voraus- 

Besetzt  werden,  um  daraus  die  XJebereinstimmung  der  beiden  stetigen 

ictionen  W^  {x,  y\  W^  {x,  y)  (bis  auf  eine  additive  Constante)   zu 

chliessen.     Ich  gehe  indessen  auf  derartige  Verallgemeinerungen 

T  nicht  ein,   da  mir  dieselben  für  die  Theorie   der  Functionen 

iplezer  Variablen  keine  sonderliche  Bedeutung  zu  besitzen  scheinen. 


1 
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3)  Kennt  man  eine  innerhalb  irgend  eines  einfach  za- 
sammenhängenden  Flächenstückes  U  von  T  eindeutige  and 
stetige  Function  F  (^,  y)  mit  den  partiellen  Differential- 
quotienten: 

so  muss  offenbar  für  jeden  innerhalb  ü  verlaufenden  Inte- 
grationsweg die  Beziehung  bestehen: 

F(x.y)  =  f(PdS  +  Qdrj)  +  C\ 

da  das  rechtsstehende  Integral  mit  F{x^y)  innerhalb  U  die 
Stetigkeit  und  die  partiellen  Differentialquotienten  P  (x,  y), 
Q  (x^y)  gemein  hat.  Da  aber  das  Integral  für  x  =  Xq^  9  =  ^0 
verschwindet,  so  folgt: 

also  schliesslich: 


liPd^ 


+  Qdri)  =  Fix,y)  -  F(Xa,  y,). 

So.Sfo 
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Sitxniig  Tom  9.  Februar  1896. 

1.  Herr  Kabl  Göbel  hält  einen  Vortrag:  ,üeber 
directe  Anpassung/  Wird  an  einem  anderen  Orte  ver- 
öffentlicht. 

2.  Herr  Nikolaus  ROdinqkr  spricht:  ^Ueber  Leuco- 
eytenwandernng  in  den  Schleimhäuten  des  Darm- 
kanales." 

3.  Herr  ALFRED  PbingshEIM  macht  eine  Mittheilung: 
«lieber  die  Entwickelung  eindeutiger  analytischer 
Functionen  in  Potenzreihen.' 

4.  Herr  Walter  Dtck  legt  zwei  Abhandlungen  vor: 
Eine  von  dem  correspondirenden  Mitgliede  der  Glasse  Herrn 
Max  Nöther  in  Erlangen:  ^Die  7-Systeme  von  Kegel- 
schnitten, welche  durch  die  Berührungspunkte  der 
Doppeltangenten  einer  ebenen  Curve  vierter  Ord- 
nung gehen«; 

und  eine  weitere  von  Herrn  Eduard  v.  Weber  in 
München:  ,Ueber  simultane  partielle  Differential- 
gleichungen II.  0.  mit  drei  Variabein." 

5.  Herr  W.  v.  Oühbel  tiberreicht  eine  Abhandlung  des 
auswärtigen  Mitgliedes  der  Glasse  F.  v.  Sandberger  in 
Würzburg:  , lieber  Blei-  und  Fahlerzgänge  in  der 
Gegend  von  Weilmünster  und  Runkel  in  Nassau.« 


75 


üeber  die  Entwickelnng  eindeutiger  analytischer 

Functionen  in  Potenzreihen. 

Von  Alfred  Piingsheim« 

Begründet  man  die  Theorie  der  Functionen  einer  com- 
plexen  Veränderlichen  auf  die  Gauchy'sche  Definition  der 
monogenen  Functionen  und  ihrer  Integrale,  so  ergibt 
sich  die  EntwicVelbarkeit  einer  für  0^|a?|<iJ  bezw.  ftlr 
Rq'<\x\<CR  eindeutigen  und  monogenen  Functionen 
nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  (der  «Cauchy'sche* 
Satz),  bezw.  nach  positiven  und  negativen  ganzen  Po- 
toDzen  von  x  (der  .Laurenfsche'  Satz)  sowie  der  wahre 
Convergenz-  und  Geltungsbereich  der  betreffenden  Ent- 
wickelangen ganz  unmittelbar  aus  den  bekannten  Cauchy- 
schen  Tntegralsätzen.  Wesentlich  anders  liegt  die  Sache,  wenn 
man  die  Eigenschaften  der  im  Sinne  des  Herrn  Weierstrass 
analytischen   und   monogenen,   d.  h.   durch  ein  „Func* 

tionenelement''   von  der  Form  ^^iv  a^  ■  {x — x^Y  und  dessen 

0 

analytische  Fortsetzungen  definirten  Functionen  auf  elemen- 
tarem Wege,  also  insbesondere  ohne  Anwendung  der  com- 
^^lexen  Integration  ableiten  will.     Gestaltet  sich  hier  schon 
le  Feststellung  des  wahren  Gonvergenzbezirkes  für  die 

ntwickelung  "^y  a^  {x — a?^)*'  einer  innerhalb  eines  einfach 

0 
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zusamroenhängenden ,  die  Stelle  Xq  enthaltenden  Gebietes 
eindeutigen  und  analytischen  Function  ziemlich  umständlich/) 
so  bietet  die  Erkenntniss  der  blossen  Möglichkeit,  eine 
in  einem  Ringgebiete  um  die  Stelle  Xq  eindeutige  und 
analytische  Function  nach  positiven  und  negativen  Po- 
tenzen von  (x — Xq)  zu  entwickeln,  bei  dem  jetzigen  Stande 
der  Theorie  ganz  unverhältnissmässige  Schwierigkeiten:  man 
erschliesst  dieselbe  entweder  nach  dem  Vorgange  des  Herrn 
Mittag-Leffler*)  aus  einem  von  Herrn  Weierstrass  ab- 
geleiteten Hül£9satze  von  ziemlich  verwickelter  Beschaffen- 
heit,") oder  etwas  kürzer  mit  Hülfe  einer  von  Scheeffer 
herrührenden,  im  Grunde  genommen  zwar  auf  denselben 
Principien  beruhenden,  aber  directeren  Beweismethode.*)  In- 
dessen selbst  dieser  auf  den  ersten  Blick  relativ  einfach  er- 
scheinende Scheeffer 'sehe  Beweis  setzt  doch  eine  Reihe 
von  Vorkenntnissen,  namentlich  über  die  Eigenschaften 
mehrdeutiger  Functionen  voraus,  welche  es  unmöglich 
machen,  den  betreffenden  Satz  an  der  für  einen  natür- 
lichen und  consequenten  Aufbau  der  elementaren  Functionen- 
theorie  erforderlichen  Stelle  erscheinen  zu  lassen. 

Hiernach  dürfte  es  nicht  ohne  Interesse  erscheinen,  wenn 
ich  im  Folgenden  einen  neuen  Beweis  für  die  fragliche  Ent- 
wickelungsform  einer  analytischen  Function  mittheile.  Die 
Grundlagen  der  hierbei  von  mir  angewendeten  Methode 
finden  sich  zwar  schon  im  Wesentlichen  in  einer  Cauchy- 
schen  Abhandlung:  „Considerations  nouvelles  sur  la 
theorie  des  suites  et  sur  les  lois  de  leur  conver- 
gence'^):    allein  abgesehen  davon,    dass    die   dort  gegebene 


1)  Cf.  Stolz,  Vorlesangen  über  all^.  Arithmetik,  Bd.  II,  p.  180. 
Bi ermann,  Theorie  der  analjt.  Functionen,  p.  166. 

2)  Acta  mathematica,  Bd.  IV.  p.  80. 

3)  Abhandl.  aas  der  Functionenlehre,  p.  28. 
*)  Acta  mathematica,  Bd.  IV.  p.  876. 

B)  Exercices  d* Analyse  et  de  Phjsiqne  math^matique,  T.  I,  p.  269. 
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Darstellung  sich  nur  auf  die  Entwickelung  einer  Function 
nach  positiven  Potenzen  bezieht,  so  enthält  dieselbe  auch 
Yerschiedene  Lücken  principieller  Natur,  und  hierin  mag 
wohl  der  Grund  davon  zu  suchen  sein,  dass  man,  soviel  ich 
weiss,  auf  jene  Methode  nicht  wieder  zurückgekommen  ist,^) 
deren  Kern  in  der  Anwendung  gewisser  Mittelwerthe  an 
Stelle  der  sonst  bei  der  Goefficientendarsteliung  üblichen 
Integrale  liegt.    Derartige  Mittelwerthe  —  nämlich  Grenz- 


werthe  von  der  Form  lim 


«=(» 


i3fi'..)\ 


wo  die  Xn^y  für 


jedes  n  und  v  arithmetisch  wohl  definirte  Zahlen  von 
der  Beschaffenheit  bedeuten,  dass  |a:„y^i — a?„y|  mit  wach- 
sendem n  beliebig  klein  wird  —  kann  man  natürlich  stets 
auch  als  specielle  Fälle  von  bestimmten  Integralen  auffassen. 
Immerhin  haben  dieselben  mit  dem  Infinitesimalbegriff 
in  Wahrheit  absolut  nichts  zu  thun,  da  es  sich  bei  ihrer 
Bildung  keineswegs  um  eine  Summe  schliesslich  „unendlich 


^)  Ich  bin  nachträglich  durch  Herrn  Dyck  darauf  anfmerktam 
gemacht  worden,  dass  sich  in:  Serret,  Gonrs  de  calcul  diffären- 
tiel  et  integral,  T.  I,  p.  670  (in  der  deutschen  Ausgahe  von  Har- 
nack,  T.  I,  p.  627)  gleichfiEblls  die  Ahleitung  der  Mac  LaurinWhen 
Reihe  mit  Hülfe  von  Mittelwerthen  fiadet.    Die  dort  gegebene  Dar- 
steilang  ist  im  Wesentlichen  eine  Reproduction  der  im  Texte  citirten 
Canchj^schen,  bei  welcher  die  erwähnten  Lücken  vermieden  sind; 
allein   der  fragliche  Beweis  hat  hierbei  vollständig  seinen  elemen- 
taren Charakter  verloren.    Die  dabei  benützten  «Mittelwerthe*  sind 
in  Wahrheit  nur  umständlicher  geschriebene  bestimmte  Integrale  mit 
veränderlichen  Grenzen,   die  ausserdem   noch  von   einem   ver- 
änderlichen Parameter  abh&ngen.     Nach  beiden  Grössen  wird 
differenzirt,  wobei  der  Satz  von  der  Differentiation  eines  be- 
stimmten Integrals  nach  der  oberen  Grenze,   sodann   auch 
derjenige    von    der   Yertauschbarkeit   der    Differentiations- 
eihen folge  in  Anwendung  kommt;   kurzum  dieser  Beweis  gehört 
'ollst&ndig  der  Infinitesimalrechnung  an  und   erscheint  in  der  That 
Teit  einfacher  und  durchsichtiger,  wenn  man  statt  der  benützten 
Cittelwerthe  die  Üblichen  Integralbezeichnnngen  anwendet. 
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klein^  werdender,  sondern  lediglich  um  eine  Summe  wohl 
definirter,  stets  endlich  bleibender  Grössen,  dividirt 
durch  deren  Anzahl,  handelt.  Hiernach  ist  aber  ein  solcher 
Mittelwerth  genau  in  demselben  Sinne  , elementar'  wie 
jeder  gewöhnUche,  von  einer  positiv  wachsenden  ganzen 
Zahl  abhängige  Orenzwerth,  z.  B.  wie  die  sogenannte  Summe 
einer  unendlichen  Reihe  (die  man  ja  schliesslich  auch  stets 
als  speciellen  Fall  eines  bestimmten  Integrales  auffassen 
kann),  sodass  gegen  die  Einführung  derartiger  Mittelwerthe 
in  die  elementare  Functionentheorie  irgendwelche  princi- 
pielle  Bedenken  schwerlich  erhoben  werden  können,  zumal 
die  fraglichen  Sätze  auf  diesem  Wege  eine  Einfachheit  und 
Abrundung  erhalten,  welche  die  mit  Hülfe  der  complexen 
Integration  erzielte  noch  merklich  übertrifft;.  So  lässt  sich 
insbesondere  der  für  diese  ganze  Betrachtung  grundlegende 
Satz,  dass  der  Mittelwerth  einer  eindeutigen  analytischen 
Function  f{x)  für  die  Stellen  |aj|  =r  einen  von  r  unab- 
hängigen bestimmten  Werth  besitzt,  weit  leichter  völlig 
streng  begründen,  als  der  entsprechende  Gauchy*sche  Inte- 
gral-Satz für  monogene  Functionen  (im  Gauchy^schen 
Sinne);  und  es  gestaltet  sich  die  Darstellung  der  Entwick- 
lungscoefficienten  einer  Potenzreihe  durch  solche  Mittel- 
werthe wesentlich  einfacher  und  natürlicher  als  die  be- 
treffende Integral- Darstellung,  welche  die  Einführung  des 
völlig  fremdartigen,  d.  h.  zu  der  Potenzentwickelung  einer 
beliebigen   analytischen  Function   in  gar  keiner  nothwen- 

digen  Beziehung  stehenden  Factors  ^ — :  nach  sich  zieht. 

Im  üebrigen  habe  ich,  um  der  folgenden  Betrachtung 
einen  mögliehst  elementaren  Charakter  zu  wahren,  absichtlich 
davon  Abstand  genommen,  die  Lehre  von  den  Einheits wurzeln 
oder  gar  deren  Darstellung  durch  trigonometrische  Func- 
tionen, ja  selbst  auch  nur  den  Satz  von  der  Wurzelexistenz 
einer  algebraischen  Gleichung  zu  benützen.    Vielmehr  stütze 
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ich  mich  lediglich  auf  den  elementaren  Satz,  dass  eine  qua- 
dratische Gleichung  von  der  Form  x^  s*sz  ß  -{^  yi  stets  zwei 
und  nur  zwei  verschiedene,  yermittelst  reeller  Qaadratwurzel- 
ftosziehungen  zu  berechnende  Wurzeln  besitzt. 


§  1. 

Ist  y  >  0,  ß  beliebig,  so  hat  man  bekanntlich: 

(1)  Vß+y'i 

WO  sammtliche  Quadratwurzeln  auf  der  rechten  Seite  positiv 
zu  nehmen  sind.  Dabei  soll  derjenige  Wurzelwertb,  welcher 
resultirt,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  als  Gesammt Vor- 
zeichen das  positive  wählt,  der  Kürze  halber  schlechthin 
als  der  positive  Werth  von  Yß  +  yi  bezeichnet  werden. 

Sei    nun   ferner   N  =  2",    so   lassen    sich   offenbar    die 
sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung 

(2)  x^^l 

mit  Hülfe  von  n  snccessiven  Quadratwurzelausziehungen  be- 
rechnen, dergestalt,  dass  allgemein: 


(3)    x^±y ±|/±--±|/±i/ 1 

(wobei  die  Indices  an  den  einzelnen  Wurzelzeichen  lediglich 
zur  Charakterisirung  ihrer  Anzahl  dienen).    Daraus  folgt  zu- 
nächst, dass  die  Anzahl  der  verschiedenen  Wurzelwerthe 
ar  ^2*,  also  ^  N  sein  kann. 

Unter   den  auf  diese  Weise   sich   ergebenden   Wurzeln 
i  eine  besonders  ausgezeichnet,  welche  aus  yl  =  +  t  ent- 
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steht,  wenn  man  bei  jeder  weiteren  Wurzelausziehung  die 
im  obigen  Sinne  definirte  positive  Wurzel  beibehält.  Be* 
zeichnet  man  dieselbe  durch: 

(4)  a^  =  ß^^  yj 

so  ergibt  sich  mit  Hülfe  der  Formel  (1): 


ß^-Vi^iVi^-^iVi^iy^ 


(5)    1 


2  «-8 


»-2 


■■=Yi-\Vk+-+iVi+kYl 


n-8  ,|_2 

Man  erkennt  alsdann  leicht: 

1)  dass  keine  Wurzel  der  Gl.  (2)  mit  positiv  reellem 
und  positiv  imaginärem  Theile  existirt,  welche  näher  an 
der  positiven  Einheit  liegt  als  a»; 

2)  dass  die  Potenzen  a»,  ai,  •  •  •  a»~^  durchweg  von 
einander  verschieden  sind  und  der  Gl.  (2)  genügen,  also 
die  sämmtlichen  Wurzeln  dieser  Gleichung  darstellen; 

3)  dass  diesen  JY-Werthen  ebenso  viele,  in  der  gleichen 
Anordnung  auf  einander  folgende,  aequidistante  Punkte  auf 
dem   Einheitskreise  entsprechen,    deren   constanter   Abstand 

1 — On]  der  Bedingung  genügt: 


(6)  |l-a..,<(VD''-». 

Nun  bedeute  f(x)  eine  für  alle  x  mit  dem  absoluten 
Betrage  {  x  |  s=r  eindeutig  definirte  und  im  Allgemeinen 
stetige  Function,  so  soll  gesetzt  werden: 


(7)  m^{f(r))  =  ^JJirna:.r), 
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sodass  also  STc«  {f{r))  das  arithmetische  Mittel  aus  den 
Werthen  bedeutet,  welche  f{x)  an  den  -^T-Stellen  x=^an-r 
(v  =  0,  1,  •••  N — 1)  annimmt.  Aus  der  vorausgesetzten 
Stetigkeit  von  f(x)  längs  des  Kreises  |  a;  i  =r  und  der  Be- 
ziehung (6)  ergibt  sich  sodann,  dass  9TC^  (fi^))  i^it  unbe- 
grenzt wachsenden  Werthen  von  n  einer  festen  Grenze  zu- 
strebt, sodass  die  Bezeichnung: 

(8)  6JTt(/'(»-))  =  lim9U:.(/(»')) 


MST  00 


einen  bestimmten  Sinn  besitzt.  Zugleich  erkennt  man  un- 
mittelbar aus  der  Definition  von  f)T^(/(^)),  dass: 

(9)  m.{K-f{r))  =  K^m.{f(r)), 

wenn  K  einen  beliebigen  für  alle  x  mit  dem  absoluten  Be- 
trage r  Constanten  Factor  bedeutet;  und  ferner: 

«nc  (/",  w  +  -  • -f- A  w) 

wenn  man  mit  f^  (a;) .  . .  /i  (x)  Functionen  von  analoger  Be- 
schaffenheit wie  f(x)  bezeichnet. 

Ist  jetzt  <p(x)  eindeutig  und  analytisch  für  alle  x 
des   Gebietes   IiQ<^\x\<^R  (wobei  eventuell   auch   J?^  =  0 

sein  kann),  so  besteht  der  Satz,  dass  STC  ((p  (r))  für  RQ^r<R 
einen  bestimmten  von  r  unabhängigen  Werth  besitzt,  so- 
dass also: 

SIL  (?'  (r))  =  e^{<p  {r% 

wenn  ^o  ^  ^  <  *"'  ^  ^• 

Der  Beweis  dieses  Satzes  beruht  auf  einem  Hülfssatze  ^) 

*s  Inhalts,    dass   der  Differenzenquotient  — x 

^)  Beweis  dieses  HQlfssatzes  s.  am  Ende  von  §  1. 
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für  alle  x  des  betreffenden  Gebietes  und  hinlänglich  kleine 
Werthe  von  h  eine  gleich  massig  stetige  Function  von  h 
ist,  d.  h.  man  kann  jeder  beliebig  kleinen  positiven  Grösse  e 
eine  positive  Grösse  d  so  zuordnen,  dass  für  alle  x  des  Ge- 
bietes: Iio^\x\<B  die  Beziehung  besteht: 


(10) 


(p{x-\-h)  —  (p{x)        q>(x  +  k) — <p(x) 


falls 


{iil) 


k 


<^, 


<d. 


Angenommen  nun,  man  habe  r  >>  0  beliebig  klein 
fixirt,  so  bestimme  man  zunächst  eine  positive  ganze  Zahl  m 
so,  dass  die  positive  Grösse: 


r  — r 
m 


=  d 


klein  genug  wird,  um  die  Gültigkeit  der  Ungleichung  (10) 
^^  1*15^^1  l^i^^  2U  sichern.  Wählt  man  hierauf  die 
positive  ganze  Zahl  n  bezw.  jN^=2*  gross  genug,  dass: 

r'-  I  1 — a„  I  ^6     (also  a  fortiori  r-\  1 — a^  |  <  (J), 
so  hat  man: 


9^(qH<»'+^))  — y(q»rr)  _  (p  [aV"^ '  r)  —  cp  [al-r) 

a«(a  — l).r 


a^'d 


oder    nach   Multiplication   mit  d   und   Berücksichtigung   von 


««  =  1 : 


.»'+1 


(a —  l)r 


d'E 


Setzt  man  der  Reihe  nach  v  =  0,  1, . . .  (JV—l)  und  addirt 
die  resultirenden  Ungleichungen,  so  heben  sich  offenbar  alle 
von   dem  dritten  Gliede  der  linken  Seite  herrührenden  Be- 
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standiheile   YoUsiandig  heraas    (NB.   es   ist  ja  insbesondere 
a^'r  =  an'r)^  und  es  ergibt  sieb: 


<JY^-ae 


oder  nach  Division  mit  N: 

I  ejrC»  (V  (»■  + «»))  -  SR«  (?'  (r))  I  <  a-e 
ond  daher,  wenn  mau  r  ins  Unendliche  wachsen  lässt: 

Schreibt  man  in  dieser  Ungleichung  r-\-{/i  —  1)  ^  statt  r 
(wo:  r-\-(fi  —  l)-d<Cr'  {Qr  ft  =  l,2, . , .  m  —  also  auch: 
{r+(/*  — 1)(J).|1— a,|  <<J),  80  wird: 


and  wenn  man  die  ftir  /i  =  1,  2, . . .  m  hieraus  resultirenden 
Ungleichungen  addirt  und  beachtet,  dass:  m-(J  =  r' — r, 
schliesslich : 

I  StC  {<P  (♦•'))  -  STK?'  W)  I  <  ir'-r)e. 

Da   aber  e   von  vornherein   beliebig  klein  angenommen 

werden  kann,  und  andererseits  9TL  (<p  (r')),  STC.  (9)  (r'))  ein- 
deutig bestimmte  Werthe  besitzen,  so  muss  geradezu: 

(11)       I  gm:  (<p  (O)  -  9TL  (<?'(♦•))  I = 0 

sein,  womit  die  ausgesprochene  Behauptung  bewiesen  ist. 

Beweis  des  Hülfssatzes.     Für  jede  Stelle  x  des  Be* 
Hohes  -Bo^l^lS-'^  8^^^  ®^^®  Entwickelung  von  der  Form: 


^(.+i,=ij,öi).,- 


0 

6* 
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deren  wahrer  CoQTergenzradius  bekanntlich  eine  mit  x  stetij^ 
veränderliche,  positive  Grösse  ist  und  demnach  ein  bestimmtes 
von  Null  verschiedenes  Minimum  q  besitzen  muss.  Fixirfc 
man  nun  eine  positive  Grösse: 


so  ist  fiir  alle  x  und  h  des  Bereiches:  Rq<^\x\^R  und 
|Ä|<(J  die  Reihenentwickelung  (12)  gültig  und  absolut  con- 
vergent,  und  daher  auch  in  dem  gleichen  Umfange: 


Da  aber  für  den  angegebenen  Werthebereich  9?  (x+A) 
eine  stetig  veränderliche  Function  ihres  Argumentes  ist,  so 
besitzt  daselbst  |9?"(^  +  A)|  ein  bestimmtes  endliches  Maxi- 
mum g,  und  es  ist  daher  nach  einem  bekannten  Satze: 


(13) 


<P 


(v+2) 


(£).;,' 


V! 


9 


für 


■r 


R.<\x\<R 


\  —. 


h\<d. 


Setzt  man  nun  Gl.  (12)  in  die  Form: 


h 


80  hat  man  für  Ä<  5  mit  Benützung  von  üugl.  (13): 


<p{X'\-h)  —  (Pix) 


(p'{x)    <^-|^lS' 

0 

d.h.  <^|A| 


1 


{y\-\){v^2) 


und  daher,  wenn  auch  |Ä|<^  angenommen  wird: 
(p{x-\-h)  —  q)  (x)       (pix-^-k)  —  (p  [x) 


(U) 


h  k 

<g{\h\  +  \k\}^2g.d, 
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sodass  also  die  fragliche  Differenz  unter  £  herabsinkt,  wenn 
Ton  vornherein  d  <  —  angenommen  wird. 


§2. 

Lehrsatz.      Ist   f(x)    eine    eindeutige    und    ana- 
lytische  Function  für  alle   Stellen   x  des   Gebietes 

^o'^I^I^J^i    ^^    g^l^    för    dieses    Gebiet    die    Ent- 
wickelung: 

+  00 


—  00 


wo: 


af^=?!(\l{r-f*'f{r)) 


und  r  einen  beliebigen  Werth  des  Inter  valles  ItQ'^r<R 
bedeutet.  Ist  insbesondere  i2^  =  0,  so  reducirt  sich 
die  obige  Entwickelung  auf  die  folgende: 

OP 

0 

Beweis.  Bezeichnet  man  mit  Xq  irgend  eine  willkür- 
lich gewählte  Stelle  im  Innern  des  fraglichen  Bereiches, 
sodass  also  Bq<  \Xq\  <.R  und  setzt  man: 

so  ist  9?  (x)  f&r  alle  x  des  Bereiches  Rq<,x^R  gleichfalls 
eindeutig  und  analytisch.  Man  erkennt  dies  ohne  Weiteres 
f&r  jede  ron  Xq  verschiedene  Stelle  x\  in  der  Umgebung 
'3r  Stelle  x^  hat  man  aber: 

1  r" 


1 
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1  A*' 

d.  h.  q?  (x)   ist  dort  gleichfalls  analytisch.     In  Folge  dessen 
ist  nach  dem  Satze  des  vorigen  Paragraphen: 

\  Mq  Xq  /  \  li  Xq  / 

oder  mit  BerQcksichtigung  von  Gl.  (9)  und  (10)  des  §  1 : 


(15) 


Nun  ist: 


(16) 


B 


R-x. 


(17)        ^0 


Äo— «0 


und  daher: 
(17) 


=S(|)"+(|)"t^. 


m— 1 


=  2,911  (B-".  AÄ))-<  +  <•  9tt  (-^J. 


Da  nun: 


(18) 


«.ejTC/     fiJi) 


\B'"(l—%)J 


«0 


m 


F(B) 


^  Iß 


wenn  i^(i2)  das  Maximum  der  absoluten  Beträge  von  f(x) 
für  |a:{==i2  bezeichnet,   so  folgt,   dass   dieser   letztere  Aus- 
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druck    mit    nnbe^enzt   wachsenden  Werthen   7on  m   gegen 
Null  conver^rt,   nnd  zwar,  wenn  r  <[  i2  angenommen  wird, 
offenbar  ^leichmässig  für  alle  x^^  welche  der  Bedingung 
genSgen:   \x^\  ^f»     Lässt   man  also  in  Gl.  (17)   m  ins  Un- 
endliche  wachsen,  so  wird: 

(19)  9R:(^«J)  =  2^6nt(B-''.AÄ-^ 

wobei  diese  Reihe  zunächst  unbedingt  und  gleichmässig 

eonrergirt    fQr    l^ol^^^-'^'     ^^   ^^^  ^^^'^   indessen  leicht 
zeigen,  dass   dies  auch  noch  für  \Xq\  =  i2  der  Fall  sein  muss. 
Da  nämlicli    f  (jx)    nach   Voraussetzung  noch   für   |a;|  =  ü 
analytiscli     sein     sollte,    so    gehört    zu   jeder    Stelle   x     des 
Kreises    mit    dem  Radius  R   eine  angebbare  Umgebung,  für 
welche  f(jc)    nach   Potenzen   von  {x — x)   entwickelbar  ist. 
Diese  Umgebung   muss   dann  ein   gewisses,   von  Null   ver- 
schiedenes Minimum  q  besitzen.     Nimmt  man   alsdann   eine 
posiiiYe  Grösse  d<,Q  an,  so  folgt,  dass /"(a:)  auch  noch  für 
,i\^Il-l-d    analytisch  ist.     Alsdann  besteht  aber  eine  Be- 
liehung   von   der  Form  (19),   sofern   man  daselbst  2J    durch 
fi  -\~  ^  ersetzt,  und  diese  muss  nach  dem  Gesagten  unbedingt 
und  gleichmässig  convergiren  für  |a?ol  <r  <  ü-f-(J,  also  insbe- 
sondere für  la:^!  =2J.    Da  aber  nach  dem  Satze  des  vorigen 
Paragraphen: 

m.  ((B+  S)-''f{R  -f-  <5))  =  9Tt  {R-'''f(M> 

so  ist  die  zuletzt  genannte  Entwickelung  von  der  in  Gl.  (19) 
nicht   verschieden,    sodass   also    diese   letztere    in    der   That 
noch    für  |a;^|=sjB   unbedingt   und   gleichmässig  convergirt. 
Analog  ergibt  sich  aus  Gl.  (17): 


(20) 


^(^f) 


*  So 


88 
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Da  aber: 
(21) 


Xr 


— m 


«0 


X. 


m 


F{Ro) 


1  — 


«0 


(wenn  wiederum  F(Rq)  das  Maximum  von  \f  (x)\  für  |x|  =  JZ^j 
bezeichnet),  und  da  dieser  Ausdruck  wegen  |a?Q|>i2^  mit 
unendlich  wachsendem  m  gegen  Null  convergirt,  so  hat  man : 

(22)   9TL(Mf^) X>^(^Aß))-*-''. 

Diese  Reihe  convergirt  dann  zunächst  wieder  unbedingt 
und  gleichmässig  für  |a7Q|>JSQ:  es  folgt  aber  genau  wie 
oben,  dass  dies  auch  noch  für  I^qI^^Bq  der  Fall  sein  muss, 
sofern  man  vorläufig  Rq>  0  annimmt.  (Der  Fall  Rq=  0 
wird  weiter  unten  besprochen  werden). 

Da  die  in  den  Entwickelungen  (19)  und  (22)  als  Coeffi- 
cienten  auftretenden  Mittelwerthe  nach  dem  Satze  des  vorigen 
Paragraphen   (in   dem   durch    die  analytische  Beschaffenheit 

von  f(x)  bezw.  x'^'fix)  gegebenen  Umfange)  von  R  bezw. 
Rq  unabhängig  sind,  so  kann  man  die  Gleichungen  (19) 
und  (22)  auch  durch  die  folgenden  ersetzen: 


(23) 


0 


wo  r  einen  ganz  beliebigen  Werth  des  Intervalles  -Bq  f^  **  S  -^ 
bedeutet.  Ersetzt  man  jetzt  in  (23)  f{x)  durch  die  Einheit, 
so  folgt  insbesondere: 


(24), 


\^^{R%)-=i^'^^^~''y<   (^«=  w<5) 


^(7?^J  =  -£'^('^)-*r''   (wo:W>Äo) 
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Nun   ist  aber  für  /^  >  1  —  falls  n    von  Tornherein   so 
gewählt  wird,  dass  ^=2**>/*: 

®  1— a;r 

also  auch: 

Dagegen  für  /i  =  0,  offenbar: 

9K:^  (ro)  =  1,    also  auch:  91^  (r«)  =  1, 
sodass  die  Gleichungen  (24)  sich  auf  die  folgenden  reduciren: 


(25) 


^  (Ä)  -  »■ 


Mit  Benützung  der  in  Gl.  (23)  und  (25)  enthaltenen 
Resultate  geht  dann  Gl.  (15)  —  wenn  man  statt  Xq  jetzt  x 
schreibt  —  in  die  folgende  über: 


00  w 


/■(*)  =  S"  STtir-"./-«).*^  4-  ^  ^^if^-myx-" 


1 


(26)  +00 


— ot> 


wobei  also  diese  Entwiekelung  unbedingt  und  gleichmässig 
convergirt  für  JJ^  5^  |  a;  i  5^  2?,  und  die  in  den  Coefficienten 
auftretende  Grösse  r  einen  beliebig  zu  wählenden  Werth  des 


Intervalles  Rq^t^R  bedeutet. 


Ist  jetzt  speciell  Hq  :=  0,  so  kann  man  zunächst  in  den 
Coefficienten  von  der  Form  ©TC(r^-/"(0)  für  fi>\  r  =  0 
setzen.     Alsdann  wird  aber: 
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9TlH(^-/'W)r=o  =  0     also  auch:  9tL(/*./-(r))  =  0 
sodass  Gl.  (26)  sich  auf  die  folgende  reducirt: 

(27)  f{x)^'^ff(C  {r-^-m) .  a/* 

0 

Dabei  würde  nach  dem  oben  Gesagten  diese  Entwicke- 
lung  zunächst  gültig  sein  für  0  <C\x\^R.  Man  erkennt 
aber  unmittelbar,  dass  sie  auch  noch  fdr  x  =  0  besteht.  Im 
Falle  a?  =  0  geht  nämlich  die  rechte  Seite  über  in: 

9TC  ifir)) 

und  da  man  hier  wiederum  r  =  0  setzen  darf,  so  folgt: 

9R.(/-(r))  =  lim  ejlt»  (f(r))r=o  =  /"(O) 

«£=00 

d.  h.  61.  (27)  gilt  in  der  That  auch  für  x  =  0. 

Damit  ist  aber  der  oben  ausgesprochene  Satz  bewiesen. 


Zusatz  I.  Ist  f(x)  nur  für  das  Gebiet  Bq  <  |x|  <  JB 
eindeutig  und  analytisch,  so  gilt  die  Entwickelung  (26)  zu- 
nächst für  jedes  Gebiet  Rq  ^  |a;|  ^iJ',  sofern  nur  iZ^,  R'  der 
Bedingung  genügen :  Rq<.  B^<Z  R'  <C  R:  sie  gilt  somit 
schliesslich  für  alle  x  des  Gebietes  Rq<.\x\<Z R.  Sind  also 
|a;|  =  -K  bezw.  \x\  =  Rq  die  wahren  Convergenzgrenzen  der 
betreffenden  Entwickelung,  so  muss  f{x)  für  |a;|  =  i2  bezw. 
|a;|=i2o  mindestens  eine  singulare  Stelle  besitzen. 

Bleibt  f(x)  beim  Uebergange  von  Werthen  mit  dem 
absoluten  Betrage  \x\<iR  bezw.  \x\'^Rq  zu  solchen  mit 
dem  absoluten  Betrage  |a;|=7J  bezw.  \x\  =  Rq  noch  im 
allgemeinen  gleichmässig  stetig,  und  ist  f{x)  für 
|a;|  =  i2  hezw.  \x\=^  Rq  durchweg  endlich,  so  kann  man 
offenbar  die  in  den  Coefficienten  auftretende  Grösse  r  eventuell 


A.Pringtheim:  Entwiekelung  eindetU.  analyt,  Functionen,     91 

aach   durch  R  bezw.  R^  ersetzen,   da  in   diesem  Falle  die 
Differenzen: 

m^iR^'-fiR))  -  91t(JB''*./'(B')) 
bezw.  9R:  (iJ^. rCBo)  -  ©TL  (R^^fiK)) 

beliebig  klein  gemacht  werden  können. 

Zusatz  IL     Man  erkennt   leicht,    dass    der    bewiesene 
Satz  aneb  umkehrbar  ist,  d.  h.  wenn  die  Reihe: 

S» «/.  a?^  =  fix) 


—00 


zum  Mindesten  für  alle  x  mit  dem  absoluten  Betrage  {x|  =  r 
gleichmässig  convergirt,  so  hat  man: 

a^=fftl{r-''.f{r)). 

Hieraus  ergibt  sich  dann  die  Eindeutigkeit  einer  der- 
artigen Entwickelung  zunächst  in  dem  Umfange,  dass  aus 
dem  Bestehen  der  Gleichung: 

+00  +00 


—  00  —X 


zum  Mindesten  für  alle  x  mit  einem  gewissen  absoluten 
Betrage  \x\  =  r,  fßr  welche  jene  Reihen  gleichmässig 
conyergiren,  deren  Identität  folgt.  Auch  hat  es  keine 
besondere  Schwierigkeit,  diesen  Identitätsbeweis  auf  den  Fall 
auszudehnen,  dass  die  Gleichheit  der  beiden  Reihensummen 
nur  ffir  irgend  eine  unendliche  Punktmenge  feststeht. 

Fehlen  in  der  betrachteten  Reihe  die  negativen  Potenzen, 
odass  also: 


QO 


/(*)  =  S.««/*-^ 
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so  hat  man  offenbar: 

9Tt(r-''./-(r))=i/^)(0). 

Jene  Mittelwerthe   stellen  also  in  gewissem  Sinne  eine 
Verallgemeinerung  der  Ableitungen  von  f{x)  für  x=0  dar. 
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Die  7-Systeme  von  Kegelschnitten,  welche  durch 

die  Beriihiimgspunkte  der  Doppeltangenten  einer 

ebenen  Cmve  4.  Ordnung  gehen. 

Von  M.  Nother  in  Erlangen. 

{BingOaitf&n  9.  Ftbruar.) 

Für  die  315  Kegelschnitte,  welche  eine  Curve  4.  Ord- 
nung in  den  Berührungspunkten  von  vier  ihrer  Doppel- 
tangenten treffen,  hat  0.  Hesse  zuerst  angegeben  (Creile's 
Joum.,  Bd.  40),  dass  man  aus  ihnen  T-Systeme  bilden  kann, 
die  je  durch  die  Berührungspunkte  aller  28  Doppeltangenten 
hindurchgehen.  Auf  die  von  ihm  (Cr.  J.  49)  gestellte  Frage 
nach  allen  derartigen  7-Systemen  bin  ich  in  Bd.  15  der 
Mathem.  Annalen*)  so  weit  eingegangen,  dass  ich  einmal 
135  irreductible  T-Systeme  mit  .Tripeleigenschaft"  nachwies, 
sodann  315.24  uneigentliche  Systeme  construirte,  in  welchen 
je  einer  der  Kegelschnitte  ausgezeichnet  war.  Aus  Anlass 
der  von  der  k.  b.  Akad.  d.  Wiss.  demnächst  erfolgenden 
Herausgabe  der  gesammelten  Abhandlungen  Hessens  möchte 
ich  die  Frage  hier  vollständig  beantworten. 

1.  Bezeichnungen  und  Beziehungen.     Ich  bediene 

mich    der  Bezeichnung  (ift),    wo  i^Jc  von  1,  2, , . .  8   gehen, 

^t,  für  die  Doppeltangenten  (.Dtgn.*)  und  der  in  dem  ge- 


^)  ,Ueber  die   Gleichungen   achten  Grades   und   ihr  Auftreten 
i  der  Theorie  der  Gnrven  vierter  Ordnung." 
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nannten  Aufsatz,  oder  auch  in  Abhandl.  d.  bayer.  Akad. 
d.  Wiss.,  Bd.  17,^)  auseinandergesetzt-en  Rechenregeln.  Von 
diesen  übrigens  nur  der  folgenden:  In  einer  Combination 
zu  //,  tj  Zcj  tg  ^2  •  •  •  V  ^ui  ^^^  ^^®  Anordnung  der  Zahlen 
gleichgültig  und  zwei  gleiche  Zahlen  beben  sich  gegenseitig^ 
auf.  Ist  jüL  gerade,  so  gelangt  man,  indem  man  [12 ...  8]  ^  0 
setzt,  zu  den  63  gleichberechtigten  Steiner^schen  Gruppen 
(aSt.  Gr.")  [ifc],  [iklm];  für  ungerades  /i  zu  den  28  (ik) 
und  zu  36  unter  einander  gleichberechtigten  {iklm)  und 
(12  ...  8).  Jede  St.  Gr.  [a]  lässt  sich  auf  6  Arten  in  Paare 
der  Art  ij  k^.  ig  k^  zerlegen,  und  jede  der  zwölf  entsprechen- 
den Dtgn.  (ik)  heisst:  .in  [a]  enthalten.*  Zwei  St.  Gr.  [a], 
\b]  heissen  ,syzygetisch"  (Ausdruck  von  Frobeuius),  wenn 
[b]  sich  gegen  die  beiden  Dtgn.  eines  Paares  von  [a]  gleich- 
massig  verhält,  d.  h.  beide  enthält  oder  beide  nicht  enthält- 
Drei  syzygetische  St.  Gr.  [a],  [6],  [ab']  von  der  Combination 
[abab]—^Oy  mögen  ein  „Steiner'sches  Tripel*  heissen;  sie 
enthalten  vier  Dtgn.  gemeinsam,  deren  Berührungspunkte 
auf  einem  Kegelschnitt  ft  liegen;  die  315  Kegelschnitte 

ft  =  i^k^  •  fg/Cj  •  tji,  •  i^k^,  wo  [i^k^  igig  i^k^  t^ij  ^  0, 

und  die  315  Steiner'schen  Tripel 

entsprechen   sich   so  eindeutig;    zu  jedem  Ä  , gehören"    drei 
St.  Gr.  eines  Tripels. 

Die  Beziehungen  zwischen  zwei  Kegelschnitten  A  sind 
von  mir  Math.  Ann.  15  gegeben  worden,  ausführlicher  von 
Pascal,^)  der  auch  die  Beziehungen  zwischen  dreien  der  A 
abgeleitet  hat.     Ich  benütze  davon  Folgendes: 


^)  „Zar  Theorie  der  BerÜhrungscarven  der  ebenen  Carve  vierter 
Ordnung." 

2)  Rendiconti  d.  R.  Accad.  dei  Lincei,  1892  Nr.  11, 12;  1893  Nr.  1. 
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Zwei  Kegelschnitte  St  und  fi',  welche  keine  Doppel- 
tangente  gemeinsam  haben,  stehen  in  .Beziehung  erster 
Art*  (ftfi'),  oder  , zweiter  Art"  (ftft')^,  je  nachdem  die 
beiden  zu  ft  und  St'  gehörigen  St.'schen  Tripel  eine  St.  Gr. 
gemeinsam  haben  oder  nicht.  Zu  einem  ft  gibt  es  18  A\ 
für  welche  (ftft')i  gilt,  144  Ä',  für  welche  (Äft')2  ist.  Aus 
dem   , Zerlegungsschema''  eines  ft,  nämlich  aus 

i"  =  12  .  34  •  56  .  78 

[1234]  =  13-24,     14-23,     57-68,  58-67 

[1256]  ^  15-26,     16-25,     37-48,  38-47 

[1278]  =rH  17-28,     18-27,     35-46,  36  •  45, 

erhält  man  die  K\  für  welche  {KE!\^  indem  man  zwei  Paare 
einer  Horizontalreihe  zusammenfasst,  wie  etwa  13-24-14-23; 
nnd  die  iT",  für  welche  {KK'\^  indem  man  aus  zwei  der 
drei  Reihen  je  zwei  ih  so  herausnimmt,  dass  die  Gesammt- 
combination  0  ergibt,  wie  13-14-37-47.  Die  18  ersteren 
K'  zerfallen  dem  zu  Grunde  gelegten  K  gegenüber  in  9  Paare, 
indem  ein  solches  Paar  K^  K^  eine  Horizontalreihe  von  K 
erschöpft;  solche  drei  Kegelschnitte  K^  K^^  K^  bilden  ein 
, Tripel  erster  Art*  {KK^K^^^  dessen  Glieder  gleichartig 
eingehen  und  alle  derselben  St.  Gr.  [a]  zugeordnet  sind, 
während  umgekehrt  eine  St.  Gr.  [a]  auf  15  verschiedene 
Tripel  der  Art  {KK^K^^  führt.  Von  letzteren  existiren  63-15. 
Auch  die  144  K"  zerlegen  sich  K  gegenüber  in  72  Paare, 
der  Art  {K[  JE^J)i,  indem  ÄJ  jene  4  Dtgn.  enthält,  welche 
die  4  Dtgn.  von  K\  in  den  beiden  ausgezeichneten  St.  Gr. 
von  K  zu  Paaren  ergänzen.  Einem  Paar  2.  Art  (KK*'\^ 
ist  ein  Kegelschnitt  E!  „conjugirt*,  für  welchen  {KK'\^ 
(K" K'\  ist;  derselbe  kann  dadurch  erhalten  werden,  dass 
man  aus  den  beiden,  gegen  einander  syzygetischen ,  St.  Gr. 
on  K  und  E"^  von  welchen  die  erstere  keine  Dtg.  von  Jf ", 
le  zweite  keine  Dtg.  von  K  enthält,  die  vier  gemeinsamen 
>tgn.  herausnimmt. 


96  Sitzung  der  tnath.-phys.  Claase  vom  9,  Februar  1895. 

Im  obigen  Beispiel  bilden 
K,  JEj  =  13  .  24 .  14  •  23,         Ä^  =  57  •  68  •  58  •  67 

ein  Tripel  erster  Art; 

K;  =  13  .  14  .  37  .  47,        K;  =  24  .  23  .  48  .  38 

sind  zweiter  Art  gegen  K  und  gegen  K  gepaart;  durch  JSÜ 
und  K'  sind  die  St.  Gr.  [1278],  [34]  ausgezeichnet,  welche 
zu  dem,  zu  (KKl\  conjugirten  5^'  =  35  •  36  •  45  •  46  führen. 

2.  Siebentripelsysteme.  Ein  solches  System  entsteht 
aus  E*,  indem  man  aus  jeder  der  drei  St.  Gr.  von  K  diesen 
Kegelschnitt  zu  einem  Tripel  erster  Art  ergänzt;  aber  so,  dass 
nur  Beziehungen  erster  Art  entstehen.  Durch  das  erste  Tripel 
ist  das  Quadrupel  der  vier  übrigen  Kegelschnitte  schon  be- 

stimmt.     So  gibt  es  — = —  =  135    solcher    Systeme,   je    7 

Tripel  enthaltend. 

Einem  solchen  System  entspricht  ein  Tripelsystem 
von  7  Steiner'schen  Gruppen  und  zwar  je  den  Elementen 
des  einen  Systems  die  Tripel  des  anderen  (vergl.  das  System  /S, 
Math.  Ann.  15,  pag.  95).  Man  erhält  dasselbe  einfach  aus 
drei  syzygetischen  St.  Gr.  [a],  [&J,  [c],  für  welche  [abc] 
nicht  ^^^  0  ist,  in 

[a],  [6],  [c],  [ab],  [ac],  [ftc],  [abc]. 

3.  Eigentliche  Siebensysteme  zweiter  Art.  Es 
gibt  5!  36  «8  eigentliche  (irreductible)  Systeme  zweiter  Art 
von  je  7  Kegelschnitten  ft,  deren  Glieder  alle  in  Beziehung 
zweiter  Art  zu  einander  stehen.  Jedes  solches  System  führt 
auf  eine  Galois'sche  (also  algebraisch  lösbare)  Gleichung 
7.  Grades.  Dieselben  sind,  je  zu  120,  den  36 «8  Aronhold- 
schen  7 -Systemen  von  Dtgn.  zugeordnet. 
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Ein  solches  T-fi-System  ist  z.  B. 

K^=  12  .  34 .  56  •  78 
jr,==  14.27-35.68,  Jj;  =  15.36.47.28,  Jr3  =  16.24-57.88, 
i,=  13.25.67.48,  ^5  =  26.37.45.18,  JT^^  17-23.46.58. 

um  die  Eigenschaft  desselben  zu  erkennen,  dass  aus 
irgend  zwei  der  7  Kegelschnitte  die  übrigen  sich  eindeutig 
ergeben,  beachte  man,  dass,  Kq  gegenüber,  sich  die  übrigen  6 
in  3  Paare  K^  K^^  K^  JT^,  K^  K^  ordnen,  derart,  dass  der 
einem  Paare  {K^  K^^  »conjugirte*  Kegelschnitt  ft^^  mit  K^ 
(und  nur  mit  K^  zwei  Doppeltangenten  gemein  hat;  ebenso 
bez.  {K^K^^  und  bez.  {K^K^^,  Dieselben  sechs  ft  ordnen  sich, 
Kq  gegenüber,  auch  in  zwei  Cyklen  2.  Ordnung,  K^  K^  K^ 
und  K^K^K^\  insofern  man  von  {K^  K^^  auf  iC^,  von 
{K^  K^^  auf  Jfj,  von  {K^  K^^  auf  K^^  und  ebenso  von 
[K,K,\  auf  ir„  von  {K^K^)^  auf  K^,  von  {K^K^\  m( K, 
kommt,  genau  so  wie  vorher  von  {K^  Kq\  auf  Kq.  Und 
analog  ist  es,  wenn  man,  statt  von  if^,  von  einem  der  übrigen 
sechs  St  ausgeht. 

Die  Gleichung  7.  Grades,  welche  dem  7-Sy8teme  ent- 
spricht, bat  also  für  die  Indices  i  der  7  Kegelschnitte  die 
metacyklische  Substitutionsgruppe 


(i'  ßi  +  a). 


i  =  0, 1, ...  6 

a  =  0,  1, ...  6 

^^  =  1,2, ...  6^ 


mod.  7. 


Ferner  ist  für  das  obige  System  in  K^  die  Dtg.  (78)  vor 
den  übrigen  dreien  insofern  ausgezeichnet,  als  in  den  3  Kegel- 
schnitten Jt|0,  649,  9,5,  welche  je  den  obigen  drei  Paaren 
(JST,  K^\^  {K^  JC3),,  (jBTj  JEj),  conjugirt  sind ,  jedesmal  die 
Dtg.  (78),  aber  nur  je  eine  der  drei  übrigen  Dtgn.  von  K^  vor- 
kommt; und  auch  dadurch,  dass,  wenn  man  die  6  Kegelschnitte 
Ü4, . . .  K^  auf  andere  Weise  paarweise  zusammennimmt  und 
jedesmal  den  conjugirten  ft  aufstellt,  (78)  niemals,  die  übrigen 
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drei  DtgD.  von  K^  aber  je  zweimal  vorkommen.  Auf  diese 
Weise  ist  in  dem  obigen  System  das  hervorgehobene  Aron- 
hold'sche  7-System  von  Dtgn.  ausgezeichnet,  das,  combinirt, 
(12345678)  liefert 

Zugleich  folgt,  dass  mittelst  des  Siebenkegelschnittsystems 
die  28  Dtgn.  alle  eindeutig  bestimmt  sind,  und  da  die 
Gleichung  für  diese  Dtgn.  eine  Gruppe  von  8!  36  Substi- 
tutionen besitzt,  das  7-ft-System  aber  eine  solche  von  7«C 
Substitutionen,  so  existiren  5!  86  «8  der  genannten  7-Systeme. 
Man  erhält  dieselben  sämmtlich  aus  dem  obigen  speciellen, 
indem  man  etwa  erst  auf  die  Doppeltangentenindices  1, 2, ...  5 
alle  120  Yertauschungen  ausübt,  was  das  zugehörige  Aron- 
hold^sche  7-System  nicht  ändert,  und  indem  man  dann  noch 
diejenigen  Substitutionen  vornimmt,  welche  letzteres  System 
in  die  36*8  AronhoId*schen  7-Systeme  überzuführen  erlauben. 

4.  Uneigentliche  Siebensysteme. 

a)  Man  ergänzt,  wie  in  Nr.  2,  K  aus  jeder  der  drei  St.  Gr. 
von  K  zu  einem  Tripel  erster  Art;  aber  so,  dass  die  drei 
Paare  JLj  A^^  B^  B^^  G^  C^  gegenseitig  in  Beziehung  zweiter 
Art  stehen;  z.  B. 

E-=  12.34.56.78,  ^^  =  13.24.57.68,  ^,«=14.23.58.67, 

J8i=  15.26.16.25,  B,  =  37.48.38.47, 
Gl  =  17.28.36.45,    C,  =  18.27.35.46. 

In  diesem  System  ist  K  ausgezeichnet.  Es  gibt  315.6  der- 
artige Systeme. 

b)  Man  verfahrt  wie  in  a),  nur  dass  zwei  der  drei 
Paare  gegen  einander  in  Beziehung  erster  Art,  gegen  das 
dritte  in  Beziehung  zweiter  Art  stehen.  So  erhält  man  aus 
dem  System  a)  ein  System  b),  wenn  man  nur  B^  B^  ersetzt 
durch 

-Bi  =  15.26.37-48,  B^  =  16.25*38.47. 
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Auch  in  diesem  S78tem  ist  K  ausgezeichnet,  nnd  es  gibt 
315-18  derartige  Systeme. 

la  a)  und  b)  zusammen  hat  man  die  in  Math.  Ann.  15 
angegebenen  315*24  uneigentlichen  Systeme. 

c)  Zu  K  nimmt  man  drei  Paare  erster  Art,  die  aber 
aUe  gegenüber  K  in  Beziehung  zweiter  Art  stehen.  Dieselben 
stehen  dann  auch  gegenseitig  in  Beziehung  zweiter  Art;  so 
dass  K  wiederum  ausgezeichnet  auftritt;  z.  B. 

ä:=  12.34.56.78,  J[j  =  13.57.26-48,  -43  =  15.37.24.68, 

5j  =  16.38.27-45,  J8,  =  18.36-25.47, 
Ci  =  14.67.28.35,  C,  =  17-46.23.58. 

Von   dieser   Art   gibt  es   315-192  Systeme;   und   zu  ihnen 
gehört  auch  das  von  Hesse,  Gr.  J.  49,  angef&hrte. 

d)  Zu  K  nimmt  man  ein  Paar  Ä^  Ä^.  das  mit  K  ein 
Tripel  erster  Art  bildet;  ferner  B^  J?,,  die  K  gegenüber  in 
Beziehung  zweiter  Art  und  gepaart  stehen,  und  welche  zu- 
gleich mit  A^  A^  in  Beziehung  2.  Art  sind;  endlich  die  G^  C,, 
welche  noch  in  Beziehung  erster  Art  (nicht  gepaart)  zu  K 
stehen ;  z.  B. 

ir=  12.34.56.78,  ^  =  13.24-57-68,  ^  =  14.23-58.67, 

B,  =«15.16.35.36,  Bj  =  25. 26. 45-46, 

C,  =  37-38-47-48,  C,  =  17-18-27-28. 

Auch  hierbei  ist  K  ausgezeichnet;  und  es  gibt  315-144  der- 
artige Systeme. 

e)  Zu  einem  Tripel  erster  Art  {KA^A^^  nimmt  man 
eines  der  am  Anfange  von  Nr.  2  erwähnten  Quadrupel 
(2?,  B^  Oj  6g)j,  das  aber  nicht,  wie  dort,  zu  {KA^  A^^  gehört, 
sondern  durchaus  mit  diesem  in  Beziehung  zweiter  Art  stehe; 
wie  etwa: 

:==  12.34-56-78,  .4,  =  13-24. 57-68,  Ji,  =  14-23.58-67, 

Bi  =  15.38.27-46,  B,  =  18-35-26  47, 
0^  =  1637.28.45,  C,  =  17-36  25-48. 
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Jedem  Tripel  zugeordnet,  hat  man  hier  8  Quadrupel; 
da  in  dem  System  ein  Tripel  erster  Art  ausgezeichnet  ist, 
so  gibt  es  63*15*8  derartige  Systeme. 

Die  bezeichneten  Systeme  erschöpfen  alle  existirenden 
Siebenkegelschnittsysteme,  wie  man,  von  dem  Zerlegungs- 
schema von  K  ausgehend,  leicht  beweist. 
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üeber  simaltane  partielle  Differentialgleichungen 

n.  0.  mit  3  Variabein. 

Von  Eduard  t*  Weber* 

(Bingtlouflm  9»  F^^ruar.) 

Die  Frage  nach  den  gemeinsamen  Integralen  zweier 
partieller  Differentialgleichungen  2.  0.  in  3  Variabein  ist 
von  den  Herren  Valyi*)  und  Bianchi*)  untersucht  worden. 
Nach  einer  neuen,  sehr  einfachen  Methode,  welche  nament- 
lich mehrere  der  Bianchi^schen  Fallunterscheidungen  un- 
nöthig  macht,  leiten  wir  im  Folgenden  die  Hauptergebnisse 
der  genannten  Untersuchungen  noch  einmal  ab,  und  wenden 
uns  dann  zum  Studium  eines  besonderen  Falles,^)  der  in 
der  allgemeinen  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
höherer  Ordnung  eine  bekannte^)  wichtige  Rolle  spielt. 

I. 

Wir  bezeichnen  wie  üblich  mit  pq,  rst,  uvwco  bez. 
die  ersten,  zweiten,  dritten  Ableitungen  von  z  nach  x  und  y. 
Jedes  gemeinsame  Integral  der  beiden  Gleichungen: 


»)  Crelle's  J.,  Bd.  96,  p.  99  f. 

^)  Atti  d.  R.  Acc.  dei  Lincei,  Rendiconti  (4)  11,  Nota  I  p.  218, 
II  p.  237,  N.  III  p.  307. 
^  Bianchi  1.  c,  Nota  II. 
*}  Vgl.  Darboux,  Ann.  de  TEc.  Norm.  7,  1870. 
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F  (xyepqrst)  =  G  (1) 

F'  {xyepqrat)  =  C  (2) 

wo  C)  C'  willkürliche  Conatante  bezeichnen,  befriedigt  dann 
auch  ein  System  Pfaif 'scher  Gleichungen  von  der  Form: 

de  =:  pdx  -^  q  dy,     dp  =  r  dx  -{-  s  dy^ 
d q  =  s dx  -\-  tdy 

dr  =:  udx  -{-  V dy^    da  =  vdx  -\r  u) dy^ 
dt  =  wdx  -j-  cbäy 


(3) 


(4) 


worin  unter  uvw&  gewisse  Functionen  von  x . . .  t  zu  ver- 
stehen sind,  die  den  Gleichungen 

M  +  Bu  -{-  8v  -\-  Tw              =0  (5) 

N             -i-Bv  +  Su)  +  Tä>   =  0  (6) 

M' 4-  B'u  +  S'p-h  T'w               =0  (7) 

ir             +B'v-\-  S'w  +  T'öi  «  0  (8) 

genügen;  dabei  ist 
M  =  X  +  pZ-^rP  +  aQ;   2V  =  7+ gZ+ sP  +  <Q 


M'  =  X'-\-...,    2r=T-\-...,    X  = 


dF 

dx 


r= 


Sind  die  Gleichungen  (5) . .  (8)  linear  unabhängig,  hat 
man  aber  identisch: 


B   8   T  a 
OBST 

B'  s'  r  0 
0  B'  s'  r 


0, 


(9) 


80  existirt  augenscheinlich  kein  gemeinsames  holomorphes 
Integral  von  (1),  (2).  Besteht  (9)  nicht  identisch,  so  sind 
ti. . .  d>  vermöge  (5)..  (8)  als  Functionen  von  x.^^t  bestimmt, 
und  die  Bedingungen  dafür,  dass  das  System  (3),  (4)  un- 
beschränkt integrabel  sei,  lauten 

Z),(v)— Dy(M)  =  Dj(^w)—D^{v)  =  D,(a>)—Dy{w)  =  0    (10) 


E.  c.  Wthtr:  Simultane  fort.  DifferefUicUgleichungen  IL  0,    103 
worin 


dy^^dg^     dp^     dq 


^.(f)=    H  +  «H+«if:+< 


gesetzt  ist. 

Indem  man  aber   (5)  mit  Dy,   (6)  mit  D«   differentiirt 
und  subtrahirt,  erhält  man  zofolge  einfacher  Rechnung: 

B  {D^{u)  -  D.W)  +  S  {Dy{v)  -  D^H 

+  T  {Dyiy})  -  D^isb)  ^—  0.  (11) 

ebenso  ans  (7)  und  (8): 

R\Dy{u)  -  BM)  +  S\D,{v)-BM) 

+  T\By{w)  -  D^iß))  =^  0  (12) 

sodass  die  Bedingungen  (10)  nur  mit  einer  einzigen  äquiyalent 
sind.  Diese  eine  Bedingung,  welche  die  2.  Ableitungen  von 
F  und  F'  nach  x . . .  i  linear  enthält,  ist  nothwendig  und 
hinreichend  dafdr,  dass  jede  der  00^  Gleichungen  (1)  mit 
jeder  der  00^  Gleichungen  (2)  ein  Integral  mit  4  Constanten 
gemein  habe;  dieses  Integral  ergibt  sich  durch  Integration 
von  (3),  (4)  unter  Berücksichtigung  der  aus  (1),  (2)  folgen- 
den Anfangsbedingungen.  Die  willkürliche  Annahme  von  0' 
liefert  dann  f&r  jede  der  Gleichungen  (1),  die  von  C  für  jede 
eichnng  (2)  ein  vollständiges  Integral. 

Verschwinden  dagegen  alle  4-gliedrigen  Determinanten 
Matrix  von  (5) . .  (8)  identisch,  was  wir  durch 
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M  B  S  T  0 
N  0  R  S  T 
M'  B'  S'  T'  0 
N'   0  B'  S'  T' 


=  0  (13) 


ausdrücken,  ohne  dass  jedoch  alle  3-gliedrigen  ünterdeter- 
minanten  von  (9)  zu  Null  werden,  so  können  wir  aus  (5) . .  (8) 
drei  der  Grössen  u..  d)  durch  eine  unter  ihnen,  etwa  d>,  aus- 
drücken. Die  eine,  in  (10)  enthaltene  Bedingung  stellt 
dann  eine  partielle  Differentialgleichung  I.  0.  mit  der  unbe- 
kannten Function  d)  und  den  unabhängigen  Variabein  x..  t 
dar;  ist  deren  allgemeines  Integral  gefunden,  so  bleibt  noch 
(3),  (4)  zu  integriren;  also: 

„Das  identische  Bestehen  der  Relationen  (13) 
hat  zur  Folge,  dass  die  Gleichungen  (1),  (2)  ein  ge- 
raeinsames Integral  besitzen,  das  von  einer  will- 
kürlichen Function  abhängt  und  durch  Integra- 
tion gewöhnlicher  Differentialgleichungen  gefunden 
werden  kann/ 


II. 

Ehe  wir  in  die  genauere  Untersuchung  des  Falles  (13) 
eintreten,  schicken  wir  einige  Hilfsbetrachtungen  voraus. 

Zwei  Flächenelemente  II.  0.*)  E{x,,t)  und  E'  {x  +  6x,. 
t'\'dt)  heissen  nach  Lie  vereinigt  liegend,  wenn  sie  die 
Relationen 

da  =i pdx-^-qdy^  dp  =  rdx-\-sdy^  öq  =^  sdx-\-tdy  (14) 

befriedigen;  eine  Serie  von  oo^  Elementen  ILO.,  deren  jedes 
mit  einem  benachbarten  vereinigt  liegt,  heisst  ein  Streifen 
II.  0.    Eine  infinitesimale  Transformation  X  (/')  der  Elemente 


^)  Vgl.  meine  Arbeit:  Theorie  der  Flächenelemente  des  Raumes 
von  3  DimensioneD,  Math.  Ann.,  Bd.  44,  p.  458  if. 


i 
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x..t  des  Banines  heisse  eine  infinitesimale  Streifen- 
transformation, wenn  sie  jedes  Element  in  ein  benach- 
bartes mit  ihm  vereinigt  übendes  überführt.  Definiren  wir 
fortan  das  Symbol  d  durch  die  Identität 

df-Xif)dX,  (15) 

80  hat  man  identisch: 

ds  =  pdx-\-qdy;  dp=^rdx+sdy;  dq  =  sdx+tdij  (16) 
und  X{f)  hat  die  Form 

X(n^iMn  +  V^,(f)-\-Ql-^-\-ol^^  +  r^/^        (17) 

wo  ^fjQox  Functionen  von  x,,t  bedeuten.  Die  oo'' Streifen, 
welche  sich  durch  Integration  der  Gleichungen: 

dx :  dy :  dz :  dp :  dq :  dr  :  ds  :  dt  .-^^ 

ergeben,  sollen  die  Bahnstreifen  von  X(f)  heissen. 

Zwei  vereinigte  Elemente  x .  .t  und  x  -}-  dx  .  .t  '\'  dt 
werden  durch  X(f)  in  benachbarte  Elemente  x-\-dx,.  und 
x-\'dx-\-d(x-\'dx) . . .  übergeführt,  welche  wieder  vereinigt 
liegen,  wenn  man  hat: 

dda  =  dpöx  -{■  dqdy  -{-  pddx  -\-  qddy 

ddp  ==  drdx  -j-  dsöy  +  rdöx  +  sdöy  \       (19) 

döq  =  dsdx  -|-  dtöy  +  sdöx  -f-  tddy 

Subtrahirt  man  von  diesen  Gleichungen  bez.  die  folgen- 
den drei: 

dÖM  =  öpdx  4-  dqdy  +  pddx  +  qdötj 

ddp  =  drdx-^  dsdy  +  rddx  +  sddy  \       (20) 

ddq  =  dsdx  +  dtdy  +  $ddx  +  tddy 
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welche  ausdrücken,  dass  die  Elemente  x  -\-  dx,.  t  -{-  dt  und 
X  +  da;  +  d  (o;  +  dx) . . .  <  +  <J/  +  d  (^-f"  ^0  vereinigt  liegen, 
so  folgen  die  Beziehungen: 

dpdx — dpdx  +  dqdy — dqdi/  =  0 
drdx  —  drdx  -j-  dsöy  —  dsdy  =  0 
dsSx  —  ösdx  -{-  dtdy  —  dtdy  ==  0 

von  denen  die  erste  wegen  (14),  (16)  von  selbst  erfüllt  ist. 
Die  andern  beiden  schreiben  wir  abkürzend: 

{dd\  =  0,         (dd\  =  0.  (21) 

Da  umgekehrt  aus  (21)  wegen  (20)  die  Relationen  (19) 
folgen,  so  haben  wir  den  Satz: 

„Damit  die  infinitesimale  Streifen transformation  X(f) 
2  benachbarte  vereinigt  liegende  Elemente  wieder  in  solche 
überführe,  ist  noth wendig  und  hinreichend,  dass  jene  Ele- 
mente den  Bedingungen  (21)  genügen,  wo  d  durch  (15) 
definirt  ist.* 

Es  erhebt  sich  nun  die  Frage:  Wie  muss  X(f)  be- 
schaffen sein,  damit  irgend  2  benachbarte  Elemente,  die 
(14),  (21)  befriedigen,  in  benachbarte  vereinigte  Elemente 
übergeführt  werden,  die  wiederum  den  Relationen  (21) 
genügen?  Dazu  ist  noth  wendig  und  hinreichend,  dass  man 
identisch  habe: 

unter  X^  . .  jll^  unbestimmte  Factoren  der  Grössenordnung  dX 
verstanden.  Führt  man  die  Differentiationen  links  mit  Rück- 
sicht auf  (14),  (15)  aus,  und  vergleicht  die  Coefficienten  von 
dx^  öy^  dr^  08^  dt  auf  beiden  Seiten,  so  folgt,  wenn  partielle 
Differentialquotienten  durch  untere  Indices  angedeutet  werden : 


(23) 


(24) 
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Xa  +  Q^y(S)  —  S^yio)  +  oAy  (fj)  —  rjAj,(a) 

—   Xf  4-  Q^r  —  SQt  +  Orjr  —  TJOr    =    —  XJ 

—  Xi]  +  Q^t  —  Sq$  +  or],—  fjO^  =  —  i^tj  ^ i^( 

Qh  —  igt-i-ofii  —  tiot   =  — -It^J 

Xo  +  aJ,(|)  -  SA^ia)  +  Tj.(iy)  -  ly  J«(t) 
Xt  +  aJy(l)  —  SAy(o)  +  TAy(rj)  —  rjAj,(r) 

—  Xf  +  oit  —  f  a,  +  Tiy,  —  lyr,  =3  —  ^jiy  —  /i^f 

—  Xt]  +  aSt  —  Sot  +  rrjt  —  lyr«  =  —  /^jiy. 

Da  es  sich  augenscheinlich  um  eine  Eigenschaft  der 
Bahnstreifen  handelt,  so  kann  man  unbeschadet  der  All- 
gemeinheit |:=  1  setzen,  wodurch  sich  obige  Formeln  etwas 
Tereinfachen. 

Genügen  die  f ,  17,  q^  a,  r  identisch  den  Relationen,  welche 

durch   Elimination    von  >lx^8/^i/S   ^^^  (^^)  (^^)  folg^^^f  ^o 
hat  das  Bahnstreifensystem  (18)  offenbar  folgende  Eigenschaft: 

.Hat  man  einen  beliebigen  Streifen  5,  der  den 
Differentialgleichungen  (21)  genügt,  so  bilden  die 
00^  Streifen  des  Systems  (18),  welche  bez.  von  den 
cc^  Elementen  von  S  auslaufen,  eine  Fläche,  da  ja 
je  2  aufeinanderfolgende  dieser  Streifen  nach  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  vereinigt  liegen/ 

Wir  nennen   ein  solches  System   von  00''  Streifen    ,ein 
nbeschränkt  integrables  Streifensystem/ 
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Wir  setzen  in  (17)  1=1,  rj  =  A,  und  legen  der  im 
üebrigen  beliebigen  Streifentransformation  X  (ß  nur  die 
Bedingung  auf,  dass  die  2  totalen  Differentialgleichungen  (21) 
eine  integrable  Combination  liefern  sollen,  d.  h.  eine  Relation 
der  Form: 

dF-  Q,{dd\-{-Q,(dd),  (25) 

erfüllt  sei,  worin  F  eine  Funktion  von  x..t  bedeutet,   und 
unter  Gebrauch  der  Abkfirzungen  pag.  102: 

dF  --^  Mdx  +  Ndy  +  Bdr  +  SSs  +  Tot 

gesetzt  ist;   @,  q^   sind   unbestimmte  Faktoren   der  Grössen- 
ordnung  \:dX. 

Indem  man  in  (25)  die  Goefficienten  der  willkürlichen 
Differentiale  auf  beiden  Seiten  gleichsetzt  und  @,,  q^  eliminirt, 
folgen  die  Bedingungen 

BÄ^  —  8A+T  =  0,  (26) 

dy 


dz 


=  ^,  (27) 


(28) 


Dies  sind  aber  zusammen  mit 

nichts  anderes  als  die  Charakteristikengleichungen  der  par- 
tiellen Dififerentialgleichung  (1).  Da  aus  (26),  (27),  (28) 
umgekehrt  (25)  folgt,  so  gilt  der  Satz: 
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«Die  BedingoDg,  dass  die  Gleichungen  (21)  eine 
integrable  Combination  dF  zulassen,  ist  äquivalent 
mit  der  andern,  dass  die  Bahnstreifen  YonX{f)  den 
Charakteristikengleichungen  von  F^=sC  gentigen/ 

Die  Gleichungen  (28)  sind  völlig  äquivalent  mit  den 
folgenden : 

^  =  «+f^,     ^  =  v+tcA,     II  =  w+^A   (29) 

unter  u.  .6j  die  allgemeinsten  Funktionen  von  x..t  ver- 
standen, die  (5),  (6)  befriedigen;  berechnet  man  nämlich 
uvw  aus  (29)  und  substituirt  in  (5),  (6),  so  kommen  gerade 
wieder  die  Gleichungen  (28);  umgekehrt,  sind  die  letzteren 
befriedigt,  so  genügen  alle  Werthsysteme  uvtocb^  die  (29) 
erfüllen,  auch  den  Relationen  (5),  (6). 

Des  weiteren  verlangen  wir  jetzt,  dass  die  Gleichungen  (21) 
noch  eine  zweite,  von  (25)  unabhängige  integrable  Com- 
bi nation  zulassen,  d.  h.  dass  man  ausser  (25)  noch  habe: 

ÖF"  '^Q[{dd\-he'AdS\  (30) 

mit  der  Bedingung 

Qx  e;  -  e»  e;  4=  o  (3i) 

Es  folgt  zunächst,  dass  die  Gleichung 

B'Ä^  -  S'^  +  T'  =  0  (32) 

mit  (26)   eine  Wurzel   gemein   hat,   die   wir  gerade  mit  A 
bezeichnen  wollen;  es  besteht  also  (9)  identisch.  Ferner  müssen 
alle   Systeme  von  Funktionen  u . .  d>,  die  (29),  mithin  nach 
obiger  Bemerkung  auch  (5),  (6)  erfüllen,  nun  auch  den  Rela- 
tionen (7),  (8)  genügen;  da  die  Gleichungen  (5). .  (8)  somit  eine 
r  Grössen  u..(b  ganz  willkürlich  lassen,  müssen  überhaupt 
le  4-gIiedrigen  Determinanten  (13)  verschwinden.     Umge- 
hrt,   ist    letzteres   der    Fall,   ohne   dass    alle   3-gliedrigen 
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Determinanten  von  (9)  null  werden,  so  kann  man  aus  dreien 
der  Gleichungen  (5) . .  (8),  etwa  aus  (5),  (6),  (7)  die  uvw 
in  der  Form  berechnen: 

t/  =  ij  —  J.3ft>,  t;  =  Äg  +  A^o)^  ic  =  Jc^  —  A(b    (33) 

wo  A  die  wegen  (9)  vorhandene  gemeinsame  Wurzel  Yon 
(26),  (32)  bedeutet;  man  erkennt  dies  leicht  durch  Anwendung 
von  Sylvester^s  dialytischer  Eliminationsmethode  auf  (26),  (32). 
Setzt  man  jetzt 

Q  =  Jc^  +  Ak^,    o  =  Ä,  +  JÄ3,    T  =  *8  (3*) 

so  genügt  das  Streifensystem,  das  durch  die  Gleichungen 

dy        j      dz  .      dp  ,      j 

^  ^  j  j.  (35) 

aq  ,  ^  j       dr  da  dt  ^' 

definirt  ist,  wegen  (34),  (33)  den  Relationen  (29),  worin 
jetzt  u,.(b  Funktionen  von  x,,t  bedeuten,  die  sowohl  (5), 
(6),  als  auch  (7),  (8)  befriedigen.    Wir  haben  somit  den  Satz: 

„Das  identische  Bestehen  der  Relationen  (13)  ist 
die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
dass  die  beiden  Differentialgleichungen  (1),  (2)  ein 
System  von  oo'' Charakteristiken  miteinander  gemein 
haben;  dieses  System  ist  durch  (35),  (34),  (33)  ein- 
deutig festgelegt.* 

Setzt  man  in  (27),  (27a),  (29)  för  A  die  zweite  Wurzel*) 
A^  von  (26),  so  erhält  man  die  Definitionsgleichungen  dee 
zweiten  Gharakteristikensystems  von  F,  Nennen  wir  einen 
Streifen  der  die  Differentialgleichung  d  E'  ^^  0  befriedigt, 
kurz  einen  Streifen  von  F\  so  gilt  der  Satz! 

^)  Dass  die  GleicbuDgen  (20),  (82)  keine  verschwindenden  Dia- 
kriminanten  besitzen,  ist,  wie  man  leicht  sieht,  eine  nothwendige 
VoraassetKung  fOr  die  Gültigkeit  obiger  Entwickelangen. 
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.Die  Relationen  (13)  sind  die  nothwendigen  und 
hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  alle  charakte- 
ristiscben  Streifen  des  2.  Systems  von  F  Streifen  von 
y^  sowie  alle  cbarakt.  Streifen  des  2.  Systems  von  F' 
Streifen  von  F  seien/  Wegen  des  völligen  Reciprocitäts- 
verhälbiisses  zwischen  F  and  F*  genügt  es,  den  ersten  Theil 
der  Behauptung  zu  erweisen. 

Wir  haben  zu  zeigen,  dass  jede  der  Gleichungen  (5), 
(6)  und: 

eine  Folge  der  beiden  andern  ist  Rändert  man  aber  die 
Matrix  dieser  3  Gleichungen  mit  der  Horizontalreihe  JST,  0, 
R\  S\  T\  und  der  Verticalreihe  0,  0,  0,  1,  so  folgen  nach 
leichter  Umformung  die  Bedingungen: 


=  0 


M    R   S    T    (i        0 
N     0   B   8    T        0 

M'  R'  s'  r  0  —A^ 

IT    0  R'  8'  T*        1 1 

welche,  wie  leicht  ersichtlich,  mit  (13)  völlig  äquivalent  sind, 
w.  z.  b.  w. 

Wir  behaupten  nun: 

.Das  gemeinsame  Gharakteristikensystem  (35) 
von  (1),  (2)  ist  ein  unbeschränkt  integrables  Streifen- 
system.' 

Es  genügt  zunächst  den  beiden  Identitäten  (25),  (30); 
ersetzt  man  darin  die  dx,,  durch  die  dx.,^  so  folgt: 

dF  ^-  0,  dF'  =  0  (36) 

Di£Ferentiirt  man  jet^t  (25),   (30)   mit  dem  Symbol  d 
und  beachtet  die  für  jedes  f  geltende,  leicht  zu  verificirende 
^ntität 

d{df)-d  {df)  ^  1^  {dd\ + 1^  (d<j)„ 
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ao  folgt  wegen  (36): 

Q,ä{dd\^-Q^d{dd\-\-{dQ-P){dd\-\-(dQ,-q){dd>>  =  0 

Q\d{d8\  +  Q;d{dd\  +  {de[  -r){dd\MdQ--Q%dd\  --  0 

woraus  sich  wegen  (31)  zwei  Identitäten  der  Form  (22)  er- 
geben, w«  z.  b.  w.  Die  gemeinsamen  Integralflachen  von 
(1),  (2)   werden  demnach  durch  folgenden  Process  erhalten: 

«Man  bestimme  einen  Streifen  II.  0.  jS^,  der  den 
Differentialgleichungen  (14),  (21)  genögt,  worin  die 
d  durch  (35)  definirt  sind,  oder  auch  (was  wegen 
(25),  (30),  (31),  auf  dasselbe  herauskommt)  irgend 
einen  gemeinsamen  Streifen  von  F  und  jF*;  sodann 
durch  Integration  von  (35)  die  oo*  Streifen,  welche 
bez.  von  den  einzelnen  Elementen  von  S  auslaufen 
und  durch  sie  bez.  eindeutig  festgelegt  sind.  Diese 
00^  Streifen  ordnen  sich  dann  zu  eiuer  gemeinsamen 
Integralfläche  von  (l),  (2)  zusammen,* 

Wir  können  für  den  Ausgangsstreifen  S  y  und  z  als 
willkürliche  Funktionen  von  x  annehmen,  femer  in  einem 
beliebigen  Punkte  der  so  definirten  Raumcurve  ein  Werth- 
system  j),  g,  das  die  Relation  de  =  pdX'\-  qdy  befriedigt, 
was  00^  Möglichkeiten  bietet;  endlich  können  wir  noch  für 
st  beliebige  Anfangswerthe  festsetzen,  wodurch  dann  auch 
der  Anfangswerth  von  r  bestimmt  und  vermöge  (14),  (21) 
der  Raumcurve  entlang  ein  Streifen  festgelegt  ist.     Also: 

, Bestehen  die  Relationen  (13),  so  gehen  durch 
jede  Raumcurve  oo^  Integralflächen  von  (1),  (2)  hin- 
durch." 

Soll  eine  Integralfläche  von  (1)  auch  (2)  befriedigen, 
so  müssen  die  auf  ihr  verlaufenden  oo^  Streifen  des  1.  Cha- 
rakteristikensystems von  (1)  der  Gleichung 

dF'  =  0  (37) 

genügen;   da   aber   das  System   der  Relationen   (27),   (27a), 
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(28),  (87)  augenacheinlicb  auf  (35)  zurückführt,  so  schliesst 
man  leicht,  dass  durch  unsere  Methode  alle  gemeinsamen 
Integrale  von  (1),  (2)  geliefert  werden. 

Das  Bemerkenswerthe  dieser  Methode  besteht  darin,  dass 
sie  ein  vollkommenes  Analogon  zu  der  von  Ijagrange,  Ghar- 
pit,  Monge  begründeten,  von  Lie  geometrisch  präcisirten 
integrationsmethode  der  partieUen  Differentialgleichungen  1. 0. 
darstellt.  In  der  That  läset  sich  auch  ein  grosser  Theil  der 
an  die  genannte  Methode  sich  anschliessenden  geometrischen 
Sätze  auf  unsern  Fall  übertragen,  was  indes  hier  nicht  weiter 
ausgeführt  werden  soll.  Worauf  es  uns  hier  vor  Allem  an- 
kam, war,  den  Begriff  des  unbeschränkt  integrabeln  Streifen- 
sjstems  aufzustellen  und  an  einem  besonders  einfachen  Falle 
zu  erläutern. 
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üeber  Blei-  und  Fahlerz-Gänge  in  der  Gegend  von 
Weilmünster  nnd  Rnnkel  in  Nassau.  0 

Von  F«  T«  Sandberger* 

Die  fragliche  Gegend  gehört  zu  der  dem  nordwestlichen 
Abhänge  des  Taunosgebirges  vorgelagerten  Hfigellandschaft, 
welche  vielfache  Gesteinswechsel  bemerken  lässt.  Dachschiefer 
der  oberen  Abtheilung  des  ünterdevons  (Orthoceras-Schiefer) 
sind  an  vielen  Orten  entwickelt  und  werden  bei  Langhecke 
seit  Jahrhunderten  abgebaut.  Nur  zuweilen,  z.  B.  bei  Lützen- 
dorf  nächst  Weilmünster,  Eufingen  und  Niederselters  ent- 
halten sie  Leitversteinerungen  (Orthoceras  trianguläre  und 
commutatumf  Goniatites  compressus  u.  a.),  die  freilich  auch 
auf  grossen  Strecken  fehlen.  Graugrüne  ganz  in  Schalstein 
umgewandelte  Diabastuffe  sind  ebenfalls  sehr  häufig  und 
ebenso  wie  eruptive  dichte  Diabase  für  das  Vorkommen  der 
Erze  von  hervorragender  Bedeutung. 

Eine  grosse  Anzahl  von  aufgelassenen  Gruben,  sowie 
einige  noch  im  Gange  befindliche  sind  in  diesen  Gesteinen 
unter  eigenthümlicben  Verhältnissen  betrieben,  wie  Verfasser 
z.  Th.  noch  selbst  gesehen  hat.  Dieselben  liegen  fast  sämmt* 
^'''h  in  einem  von  NO  nach  SW  von  Weilmünster  bis  Weyer 

^)  BehoÜB  der  geographischen  Orientirong  empfiehlt  sich  die  der 
lehreibong  des  Bergreviers  Weilbarg  von  Fr.  Wenckenbach, 
«in  1879,  beigefügte  Ueberaichtskarte. 

8* 
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Yerlaufenden  Zuge.  Am  besten  beobachtet  wurde  das  Vor- 
kommen von  Weyer  bei  Runkel,^)  welches  längere  Zeit  von 
dem  um  den  nassauischen  Bergbau  hochverdienten  Geh.  Berg- 
rath  Fr.  Odernheimer  geleitet  und  erst  1846  aufgelassen 
wurde.  Die  Schichten  streichen  hier  h.  4 — 5,  die  drei  Gänge 
aber  h.  7 — 9,  jenseits  h.  9  hörte  die  Erzführung  auf.  Die 
Erze  waren  grossblättriger  Bleiglanz  mit  geringem  und  Fahl- 
erz  mit  höherem  Silbergehalte.  Als  Gangarten  traten  Braun- 
spath  und  Quarz  auf,  an  letzteren  waren  die  Erze  gebunden. 
Bleiglanz  fand  sich  hauptsächlich,  wo  der  Thonschiefer  an 
dichten  Diabas  anstiees,  Fahlerz  dagegen,  wo  er  mit  aufge- 
lockertem Schalsteine  wechselte,  seltener  kamen  beide  Erze 
gemengt  vor.  In  der  Teufe  legten  sich  die  Schichten  ganz 
flach  und  der  Diabas  wurde  immer  mächtiger  und  dichter, 
während  die  Gangspalte  ganz  zusammengedrückt  und  nur 
als  Besteg  erschien.  Es  unterliegt  wohl  keinem  Zweifel, 
dass  der  in  höherer  Teufe  vorgefundene  Diabas  nur  Aus- 
läufer eines  Stockes  in  der  Teufe  darstellte,  welcher  noch 
keine  Auslaugung  erfahren  hatte  und  daher  auch  keine  Erze 
liefern  konnte.  Was  ich  in  der  letzten  2^it  des  Betriebs 
(1840)  selbst  auf  der  Grube  Mehlbach  gesehen  habe,  stimmt 
ganz  mit  Odemheimer^s  Bericht  über  Weyer  überein,  auch 
hier  erschien  der  damals  betriebene  Erzgang  in  dichtem 
Diabase,  dessen  Klüfte  zuweilen  mit  Verwachsungen  von 
blauem  Asbest  und  Kalkspath  ausgefüllt  waren,  völlig  zer- 
drückt und  nur  als  Besteg.  Es  unterliegt  also  keinem  Zweifel, 
dass  beidemale  die  Aufreissung  der  Gangspalte  in  dem  über- 
aus zähen  Diabase  aus  mechanischen  Gründen  unmöglich 
war  und  selbstverständlich  auch  eine  Injection  der  Mineralien 
der  Erzgänge  von  imten  im  Sinne  der  damals  noch  allgemein 
angenommenen   Erzgang-Theorie   ganz  unzulässig  erscheint. 


^)  Odernheimer  in  s.  Zeitschr.    Das  Berg-  und  Hüttenwesen 
im  Herzogthum  Nassau.    I.   S.  90  f. 
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Durchaus  analog  verhalten  sich  die  Fahlerz  führenden 
6än^e  der  Gmhen  Eduard  und  Alter  Mann  bei  Langhecke, 
Goldkante  bei  Weinbach,  vielleicht  auch  der  Grube  Laubus 
bei  Hainteben. 

Die  Grube  Alter  Mann  resp.  die  zu  ihr  gehörende 
Grobe  Rothenküppel  bietet  das  einzige  mir  bekannte  Beispiel 
fOQ  höflichem,  d.  h.  mit  Erzen  imprägnirtem  Nebengestein. 
Der  Scfaalstein  im  Hangenden  des  Bleiglanzganges  enthält 
nimlich  eingesprengte  und  angeflogene  Kupfererze,  besonders 
Kupferlasur^)  in  Menge;  doch  kommen  auch  kleine  Partien 
vor,  welche  ganz  den  Habitus  von  aus  Fahlerz  entstandenem 
Ziegelerz  besitzen,  wie  ich  s.  Z.  selbst  gesehen  habe. 

Die  Mineralien  der  Gänge  zeigen  keine  bestimmte  Reihen- 
folge, besonders  der  Braunspath,  welcher  in  der  Regel  unter, 
aber  wie  auch  anderwärts  stellenweise  auch  über  dem  Quarze 
erscheint.     Im  Ganzen  kommen  folgende  vor: 

1.  Braunspath  in  schwachgekrümmten  Rhomboedern 
von  2,94  spec.  Gew.  oder  derben  Massen,  im  frischen  Zu- 
stande von  rein  weisser  Farbe.  Auf  den  Halden  geht  die 
Farbe  sehr  bald  in  das  Gelbliche  und  schliesslich  Tiefbraun 
über,  weil  Eisen-  und  Manganoxydul  in  höhere  Oxydations- 
stufen umgewandelt  werden.  Nach  dem  spec.  Gew.  würde 
der  Braunspath   Breithaupt^s   Tautoklin   zunächst  stehen. 

2.  Ealkspath  findet  sich  sparsam  in  kleinen  wasser- 
hellen Krystallen  R*.  R  über  dem  Braunspath.  Ich  bin  sehr 
geneigt,  ihn  für  ein  Zersetzungsprodukt  des  letzteren  anzu- 
sehen, welches  bei  der  Oxydation  der  übrigen  Bestandtheile 
abgeBchieden  worden  ist. 

3.  Quarz.    Ist  einer  der  wichtigsten  Bestandtheile  der 
"Inge  und  findet  sich  entweder  derb  und  von  grauweisser 


^)  Wenckenbach,   Jabrb.   d.   nass.  Vereins   für  Naturkunde. 
LXI  B.  XXXn.    S.  100. 
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Farbe  oder  in  farblosen  kleinen  Krystallgruppen  oo  R.  J^  K, 
welche  nicht  selten  krystallisirtes  Fahlerz  umscbliessen. 

4.  Fahlerz  häufig  krystallisirt  in  den  Formen  -^'—^r-'^^* 

202      • 
wozu  selten   noch r—  hinzukommt,  oder  derb.    Das  Mi- 

neral  von  4,82  spec.  Gewicht  ist  stahlgrau  mit  rein  schwarzem 
Strich.  Es  gibt  vor  dem  Löthrohre  sehr  deutliche  Beactionen 
auf  Antimon,  Arsen  und  schwache  auf  Wismuth;  Kobalt  ist 
in  demselben  nicht  enthalten,  sondern  nur  Kupfer,  Eisen, 
Zink  und  wechselnde  Quantitäten  von  Silber,  welche  zuweilen 
bis  zu  Iproc.  steigen.  Es  handelt  sich  daher  um  ein  Antimon- 
Arsen -Fahlerz,  welches  den  Vorkommen  von  Musen  bei 
Siegen  und  Brixlegg  zunächst  stehen  dürfte.  Wie  ersteres 
zeigt  es  auch  zuweilen  einen  dünnen  üeberzug  von  Kupfer- 
kies, über  dessen  Bedeutung  ich  mich  wiederholt  ausge- 
sprochen habe.*)  Von  den  Producten  der  Oxydation  des  Fahl- 
erzes wird  später  die  Rede  sein. 

5.  Antimonsüberblende  (dunkles  Rothgültigerz).  Kry- 
stalle  dieses  stets  über  Fahlerz  auftretenden  Erzes  sind  sehr 
selten,  doch  fand  ich  deutliche  Säulenflächen  an  Stücken 
von  Grube  Mehlbach,  aber  die  Enden  waren  nicht  gut  aus- 
gebildet. Derbes  Rothgültigerz  ist  in  früheren  Jahrhunderten 
offenbar  auf  mehreren  Gruben  getroffen  worden.  So  berichtet 
Wenckenbach*)  nach  den  Acten  über  eine  2*/a  Centner 
schwere  Masse,  welche  um  1600  auf  der  Grube  Altermann 
bei  Langhecke  eingebrochen  ist.  Von  Weyer  wird  kein 
Rothgültigerz  erwähnt. 

6.  Bleiglanz.  Das  Mineral  ist  auf  allen  Gängen  und 
zwar  in  grossblättrigen  Aggregaten  vorgekommen,  aber  in 
grösserer  Menge  nur  zu  Weyer  am  Contacte  von  Thonschiefer 

^)  Untersnchongen  über  Erzgänge.    IT.    S.  289  f. 
'^)  Jahrb.   d.  naas.  Vereins   f.   Naturkunde.     XXXI.  u.  XXXII. 
S.  196. 
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mit  dicbiem  Diabas,  sowie  in  faustgrossen  Knollen  in  Braun* 
spath  eingewachsen  auf  der  Grube  Goldkante  bei  Weinbach 
unweit  Weilburg;  auf  der  Grube  Mehlbach  hat  er  nur  eine 
untergeordnete  Rolle  gespielt.  Krystalle  sind  mir  nicht  zu 
Gesicht  gekommen.  Der  Silbergehalt  ist  gering,  nur  1  Loth 
im  Centner. 

7.  Kupferkies.  In  geringer  Menge  derb  und  zuweilen 
in  Terzerrten  quadratischen  Sphenoiden  krystallisirt  auf  Quarz, 
sowie  sehr  selten  als  dünner  Deberzug  auf  Fahlerzkrystallen 
aaf  Onibe  Mehlbach.  Eine  bergmännische  Wichtigkeit  hat 
er  nicht  besessen. 

Zersetzniigs-Prodacte. 
a)  von  Fahlerz. 

8.  Gelbeisenerz.  Wie  an  vielen  anderen  Orten  beginnt 
auch  an  den  Fahlerzen  der  hier  besprochenen  Erzgänge  die 
Zersetzung  mit  der  Bildung  einer  Menge  von  Elüftchen,  in 
welchen  schwefelsaures  Eisenoxydul  und  Eupferoxydul  ent- 
halten ist  und  durch  destiUirtes  Wasser  ausgezogen  werden 
kann.  Das  Erz  geht  dann  in  eine  matte  schmutziggrüne 
Masse  und  schliesslich  in  eine  ockergelb  gefärbte  erdige 
Substanz  über,  welche  weder  Eupferoxyd,  noch  Arsen  oder 
Antimon  enthält,  wohl  aber  Eisenoxyd  und  viel  Wasser, 
daher  als  Gelbeisenerz  bezeichnet  werden  muss.  Es  ist  der 
letzte  Rest  des  Erzes,  aus  welchem  auch  Arsen  und  Antimon 
durch  alkalische  Gewässer  ausgelaugt  worden  sein  müssen; 
Ziegelerz  kommt  nicht  vor. 

9.  Eupferschaum  in  blätterigen  Partien  bedeckt  zu- 
weilen die  eben  erwähnte  graugrüne  Schicht  des  Fahlerzes, 
H  aber  bisher   nur  auf  der  Grube  Mehlbach  als  Seltenheit 

jfunden  worden. 

10.  Thrombolifh«    Aus  dem  Gemenge  mit  arsensaurem 
ipferoxyd  scheidet  sich  stellenweise  ein  mattgrünes,  halb« 
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erdiges  Mineral  aus,  welches  aus  Eupferoxyd,  Antimonsäare 
und  Wasser  mit  wenig  Eisenozyd  besieht  und  ganz  mit  dem 
Thrombolith  von  Rezbanya  übereinstimmt. 

11.  Eupferlasur.  Ueberdeckt  die  gelbe  Zersetzungs- 
schicht  in  kugeligen  und  traubigen  Aggregaten,  die  zuweilen 
in  deutliche  Krystalle  ooPoo-OP«  —  P«ooP  auslaufen.  Be- 
sonders schön  von  Grube  Eduard  bei  Langhecke. 

12.  Malachit  in  kleintraubigen  Aggregaten  findet  sich 
in  geringerer  Menge  zwischen  und  über  der  Kupferlasur  nnd 
muss  als  jünger  wie  diese  gelten.  Die  kohlensauren  Eupfer- 
oxyde  sind  daher  sehr  spät,  vermuthlich  durch  Zersetzung 
des  Vitriols  durch  kohlensauren  Kalk  des  Braunspaths  aus- 
gefallt worden. 

13.  Eupfermanganerz  von  schwarzer  Farbe  und  brau- 
nem Strich  tritt  ebenfalls  in  kleintraubiger  Form  als  jüngstes 
Eupfererz  über  den  bisher  erwähnten  Mineralien  auf,  genau 
so  wie  bei  Saalfeld,  Eamsdorf  und  Freudenstadt. 

b)  von  Bleiglanz. 

14.  Weissbleierz.  Ist  auf  Grube  Mehlbach  in  kleinen 
bündelartig  zusammengehäuften  Aggregaten  in  geringer  Menge 
gefunden  worden. 

15.  Ghrttnbleierz.  In  dünnen  grünen  Ueberzügen  auf 
Quarz  gleichfalls  auf  Grube  Mehlbach. 

16.  Mennige  in  deutlichen  Pseudomorphosen  nach  Weiss- 
bleierz, welche  in  zerfressenem  Quarze  eingewachsen  waren. 
Ich  habe  diese  merkwürdige  und  seltene  Pseudomorphose 
schon  1845*)  bekannt  gemacht,  mich  aber  einer  Erklärung 
derselben  enthalten.  Auch  jetzt  bin  ich  noch  nicht  zu  einer 
solchen  gelangt,  da   ich  mich  den  von  Blum^)  gegen  eine 


1)  Jahrb.  f.  Min.    1845.   S.  677. 

^)  I.  Nachtrag  zo  den  PsendomorphoBen.    S.  92. 
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ElntBtebang  derselben  durch  Einwirkung  von  Hitze  vorge- 
bracht»! Bedenken  nicht  verschliessen  kann.  Dass  in  ur- 
alter Zeit  einmal  Betrieb  durch  Feuersetzen  stattgefunden 
haben  könnte,  ist  ja  nicht  zu  leugnen,  aber  eine  so  schöne 
Erhaltung  der  Form  nur  denkbar,  wenn  die  Wärme  all- 
mählich auf  das  Yon  Quarz  umschlossene  Weissbleierz  ein- 
gewirkt hätte.  Leider  besitze  ich  das  Belegstück  nicht  mehr. 
Solche  Yon  anderen  Fundorten,  die  ich  untersucht  habe, 
leigen  keine  Erscheinungen,  welche  auf  Einwirkung  hoher 
Temperatur  deuten. 

Wenn  man  sich  die  Art  der  AusfOllung  der  Gänge  klar 
zu  machen  sucht,  so  ist  es  vor  Allem  nothig,  die  Bestand- 
theile  der  Nebengesteine  in  Betracht  zu  ziehen. 

In  erster  Linie  sind  die  Schalsteine  näher  zu  charakteri- 
siren.     Von    diesen    liegt   zwar   eine   Anzahl   von   Analysen 
Yon   Neubauer  und  Dollfus*)   vor,   wobei   aber   nur   die 
bei  gewohnlichen  quantitativen  Analysen  übliche  Menge  von 
1 — 1*/»  g  untersucht  wurde;    Schwermetalle,   Antimon   und 
Arsen  sind  in  diesen  gewohnlich  nicht  berücksichtigt.    Allein 
das  constante  Auftreten  von  Beschlägen  secundärer  Kupfer- 
erze in  den  Schalsteinen  und  das  Gebundensein  der  Kupfer- 
kiei^nge  an   sie   hatte   mich  schon  1852^)  veranlasst,   den 
Kupfergehalt  des   Nebengesteins    als   Quelle    dieser  metalli- 
schen Ausscheidungen  zu  bezeichnen.     Dieser  ist  nun  durch 
Analysen  mit  10 — 12  g  Substanz  unzweifelhaft  nachgewiesen 
worden,    aber    daneben    auch    in    einigen    ein    solcher    von 
Antimon,    Arsen   und  Zink,  d.  h.   sämmtliche  Bestandtheile 
des    Kupferkieses   und    des    Fahlerzes.     Um    auf  Silber    zu 
prüfen,   hätte   noch   eine   weit  grossere  Menge  Schalstein  in 
Arbeit  genommen  werden  müssen,  da  es  auch  in  den  Fahl- 
rzen  nur  in   geringer  Menge  auftritt.     Trotzdem   ist  aber 


^)  Jahrb.  d.  nass.  YereiiiB  f.  Naturkunde.    X.   S.  49  ff. 
^  Jahrb.  d.  nass.  VereiiiB  f.  Naturkunde.    VIII.   S.  6. 
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sein  Vorkommen  nicht  zweifelhaft  und  seine  locale  Goncen- 
tration  zu  Kotbgültigerz  augenfällig.  Dass  das  Fahlerz  in 
den  Gangen  an  SchaLstein  als  Nebengestein  gebunden  war, 
ergibt  sich  aus  obigen  Bemerkungen  als  noth wendig.  Das 
zur  Umwandlung  der  Oxyde  in  Schwefelmetalle  nothige 
schwefelsaure  Natron  fehlt  in  keinem  Schalstein  und  organi- 
sche Substanz  ist  ja  in  allen  vorbanden,  welche  einiger- 
massen  zersetzt  erscheinen. 

Anders  verhält  sich  der  Bleiglanz,  welcher  vorzugsweise 
da  einbrach,  wo  Thonschiefer  das  Nebengestein  bildete.  Es 
erscheint  auffallend,  dass  die  Schalsteine  kein  Blei  enthalten, 
während  dasselbe  doch  in  Kalkspathklüftchen  jüngerer  Diabase 
z.  B.  in  der  Gegend  von  Weilburg  und  Diez  häufig  genug 
als  Bleiglanz  in  Begleitung  von  Zinkblende  und  Kupferkies 
beobachtet  wird,  aber  die  Thatsache  bleibt  desshalb  doch 
bestehen.  Dagegen  ist  Blei  in  den  Orthocerasschiefern  und 
auch  älteren  (Rhipidophyllen-)Schiefern  der  Lahngegend  sehr 
verbreitet,  während  Kupfer  in  diesen  nur  untergeordnet  auf- 
tritt. Es  wird  das  wohl  der  Grund  sein,  warum  Bleiglanz 
vorzugsweise  in  den  Gangklüften  zwischen  Thonschiefer  und 
dichtem  Diabase  auftrat  und  nur  ausnahmsweise  mit  Fahlerz 
zusammen  vorkam. 

Betrachtet  man  femer  die  Gangarten,  so  lässt  sich  im 
Allgemeinen  behaupten,  dass  Braunspath  schon  in  einer  frühen 
Periode  der  Auslaugung  des  Nebengesteins  reichlich  gebildet 
wurde,  da  er  schon  als  solcher  in  dem  Schalstein  vorhanden 
war,  während  Quarz  erst  bei  sehr  starkem  Angriffe  des 
Nebengesteins  aus  dessen  Silicaten  abgeschieden  werden  konnte, 
wobei  auch  die  schwermetallischen  Bestandtheile  desselben 
in  Freiheit  gesetzt  und  auf  bekannte  Weise  in  Schwefel- 
metalle umgesetzt  wurden.  Dass  dieselben  in  der  Regel  erst 
mit  dem  Quarze  auf  der  Gangspalte  erscheinen,  ist  also  sehr 
erklärlich. 

Vergleicht  man  andere   Gänge,  so   erscheint  das  hier 
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geschilderte  Vorkommen  gewissermassen  als  eine  Miniatur- 
ausgabe der  an  Diabas  mit  silberhaltigem  Augit  (0,001  Silber) 
gebundenen  weltberühmten  Gänge  von  Andreasberg  am  Harze; 
8Qcb  mit  Pfibram  bestehen  gewisse  Analogien.  Entfernter 
sind  schon  diejenigen  mit  dem  Wolfacher  Wenzelgange,  da 
zwar  die  Art  der  Ausfüllung,  nicht  aber  auch  die  Lagerungs- 
Terhältnisse  mit  den  nassanischen  Uebereinstimmung  bemerken 
lassen. 

Die  Ausbeute  war  im  vorigen  Jahrhundert  nicht  unbe- 
trächtlich and  yermuthlich  durch  häufige  Einbrüche  von 
Rothgultigerz  bedingt,  die  aktenmässig  festgestellt  sind;  von 
der  Grube  Mehlbach  gibt  es  auch  eine  hübsche  Ausbeute- 
mQDze  mit  dem  Bilde  des  damaligen  Regenten,  Fürsten  Carl 
August  von  Nassau -Weilburg.  Gegenwärtig  würde  eine 
Wiederaufnahme  des  Bergbaues  angesichts  des  ungünstigen 
Verhaltens  der  Gfönge  in  der  Teufe  und  des  tiefgesunkenen 
Preises  des  Silbers  keine  Aussicht  auf  Erfolg  haben. 
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Üeber  Lencocytenwandernng  in  den  Schleimhäuten 

des  Darmkanales. 

(Mit  17  Figaren  auf  Taf.  I  u.  U.) 
Von  H«  BtldiBger« 

{Mingdot^  6,  Aprtl.) 


L  ümwandlimg  der  lieberktthn'schen  Drüsen  durch 

Lencocyten  beim  Hunde. 

In  meinem  Aufsatz  über  die  Umbildung  der  Lieberkühn- 
schen  Drüsen  beim  Menschen^)  habe  ich  zu  zeigen  versucht, 
dass  überall  dort  in  der  Darmschleimhaut,  wo  Leucocyten- 
follikel  vorhanden  sind,  die  Lieberkühn'schen  Drüsen  voll- 
standig  fehlen.  Ich  sachte  zu  zeigen,  dass  die  Follikel  der 
Darmschleimhaut,  indem  dieselben  aus  der  Tunica  propria 
mucosae,  sich  vergrössernd,  vorrücken,  die  Lieberkühn'schen 
Drüsen  derart  umwandeln,  dass  aus  den  Gylinderepi- 
thelien  der  Drüsen  Rundzellen  werden,  die  sich  von 
den  Leucocyten  nur  äusserst  schwer  unterscheiden  lassen. 

Diesem  Vorgang,  der  sich  in  dem  Dünn-  und  Dickdarm 
des  Menschen,  insbesondere  in  dessen  Wurmfortsatz  unaus- 
gesetzt  vollzieht,    konnte   erst  dann   eine  Bedeutung  zuge- 
orochen   werden,    wenn   ein   ähnliches  Verhalten    zwischen 


^)  Sitzungsberichte  der  math.-phys.  Classe  der  E.  b.  Akademie 
er  Wiss.  1891,  Bd.  XXI. 
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den  Leucocyten   und  den  Lieberkühn^schen  Drüsen  auch  bei 
den  Thieren  nachgewiesen  ist. 

In  meinen  Figuren  12  und  13  habe  ich  dieselben  Ver- 
änderungen, die  sich  in  der  Schleimhaut  des  Darmes  beim 
Menschen  vorfinden,  in  genauer  Copie  vom  Hundedarm  zur 
Darstellung  gebracht. 

An  der  Abbildung  (Fig.  12)  zeigte  ich  im  Hundedarm, 
und  zwar  im  Wurmfortsatz,  eine  Schleimhautbucht  mit  normal 
besetzten  Cylinderepithelien  an  der  freien  Oberfläche  (Fig.  12, 
Zahl  1.)  An  die  Epithelien  der  Bucht  grenzt  ein  Leucocyten- 
haufen  an,  der  bis  zur  Cylinderepithellage  vorgerückt  ist  (2). 
Während  zu  beiden  Seiten  der  WanderzeUengruppe  viele 
normale  Lieberkühn^sche  Drüsen  auf  dem  Quer-  oder  Schief- 
schnitt getroffen  sind,  sieht  man  in  dem  Leucocytenhaufen 
nur  vier  Lieberkühn^sche  DrQsen,  welche  kein  normales  Aus- 
sehen darbieten.  Dieselben  sind  vergrössert,  weil  ihr  Zellen- 
material in  Unordnung  gerathen  ist.  Die  Gylinderzellen  sind 
theilweise  gelockert  und  ihre  Kerne  liegen  nicht  mehr  in 
einer  Reihe,  sondern  sie  sind  unregelmässig  angeordnet 
(Fig.  12,  Zahl  5,  6  und  7). 

Dass  die  Wanderzellen  schon  in  der  Nähe  durch  die 
Darmschleimhaut  durchgedrungen  sind,  erkennt  man  an  jener 
Masse,  welche  bei  der  Zahl  8  und  9  angegeben  ist.  Die- 
selbe zeigt  bedeutende  Verkleinerungen  und  Zerfall  der  Ijm- 
phoiden  Zellen. 

Von  einer  anderen  Stelle  des  Hundedarmes  wurde  die 
Fig.  13  gewonnen.  Die  Leucocyten  dringen  ebenfalls  gegen 
die  Darmschleimhaut  vor,  und  nachdem  dieselben  die  Lieber- 
kühn^schen  Drüsen  erreicht  haben,  beginnt  durch  das  Ein- 
dringen derselben  zwischen  die  Cylinderepithelien  der  Drüsen 
zunächst  die  Lockerung.  Die  Kittsubstanz  löst  sich  und  die 
Epithelcylinder  werden  zu  Rundzellen. 

Während  an  der  Schleimhautseite  bei  der  Zahl  1  und  2 
die    Gylinderzellen    noch    geordnet    neben    einander    stehen, 
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seiften  sich  die  gegenüberstehenden  Gruppen  schon  so  yer- 
ändert,  dass  dieselben  kaum  mehr  als  OyUnderepithelzellen 
erkannt  werden.  Bei  der  Zahl  3  sind  fast  alle  Epithelien 
»  formell  umgeändert,  dass  dieselben  einen  ovalen  Kranz 
Ton  mehr  oder  weniger  vollständig  umgewandelten  Rund- 
ttUen  darstellen.  Man  darf  wohl  sagen,  dieselben  haben 
Leococyten-Eigenschaften  angenommen.  Bei  der  Zahl  2  ist 
die  Tunica  propria  der  Drüsen  mit  ihren  Kernen  im  halben 
Umkreise  noch  erhalten,  während  die  übrigen  beiden  Drüsen 
fast  vollständig  ihren  normalen  Charakter  verloren  haben. 

Die  ganze  übrige  Umgebung  ist  von  Leucocyten  durch- 
setzt und  bei  einem  Vergleich  dieser  mit  den  Rundzellen, 
die  aus  den  Epithelzellen  hervorgegangen  sind,  besteht  der 
wesentliche  Unterschied  darin,  dass  die  Kerne  der  Rundzellen 
viel  grösser  sind  als  jene  der  Leucocyten,  ein  Verhalten,  das 
ganz  gut  in  der  Abbildung  zum  Ausdruck  kommt.  Ein 
weiterer  Unterschied  besteht  auch  noch  darin,  dass  die  Kerne 
der  Leucocyten  etwas  intensiver  gefärbt  erscheinen,  als  jene 
der  Epithelzellen,  insbesondere  dann,  wenn  man  blaue  Farb- 
stoffe anwendet. 

Auf  Grund  der  Studien  an  einer  grösseren  CoUection 
von  Darmpräparaten  vom  Hunde  kam  ich  zu  der  Ueber- 
Zeugung,  dass  die  Umwandlungen  der  Lieberkühn- 
schen  Drüsen  durch  Leucocyten- Einwanderungen 
sich  beim  Hunde  ebenso  vollziehen,  wie  es  für  den 
Menschen  schon  früher  von  mir  beschrieben  wurde, 
insbesondere,  wenn  ein  grosser  und  reifer  Follikel 
sieh  den  Drüsen  nähert. 

Ich   will  zur  Zeit  nicht  den  Satz  aussprechen,   dass  die 

Cylinderzellen  der  Lieberkühn'schen  Drüsen  direkt  zu  Leueo- 

evten    umgewandelt  werden.      Diese   Anschauung   würde  ja 

;en  die  herrschende  Schulmeinung  gerichtet  sein,  und  doch 

Lge  ich  zn  behaupten,  dass  zwischen  den  Leucocyten 

der  Darmschleimhaut  und  den  aus  den  Zellen  der 
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Lieberkühn^schen  Drüsen  entstandenen  Rundzellen 
kein  wesentlicher  formeller  Unterschied  besteht. 

W.  Flemming^)  sagt:  »Wenn  Wanderzellen  ebenso 
aussehen,  sich  ebenso  bewegen,  ebenso  wechselnde 
und  polymorphe  Kernformen  und  wechselnden  Kern- 
inhalt  zeigen,  wie  ausgewanderte  Blutleucocyten 
oder  Lymphzellen,  wie  will  man  dann  beide  noch 
auseinander  halten?'* 

Ohne  mich  hier  in  die  vielumstrittene  Frage  über  die 
verschiedenen  Arten  von  Leucocyten  näher  einzulassen,  kann 
ich  doch  nicht  umhin,  auf  die  beschriebenen  Beziehungen 
zwischen  den  wandernden  Leucocyten  der  Darmschleimhaut 
und  dem  Epithel  der  Lieberkühn^schen  Drüsen  wiederholt 
hinzuweisen,  weil  ich  an  der  Anschauung  festhalte,  dass  im 
Darm  bedeutungsvolle  Vorgänge  sich  abspielen,  die  noch 
weitere  Studien  erforderlich  machen. 

II.  Dnrchwandenmg  der  Leucocyten  nach  den 

Gallenwegen. 

Soweit  ich  die  Literatur  kenne,  sind  in  der  Schleimhaut 
der  Gallenblase  Durchwanderungen  von  Leucocyten 
noch  nicht  beobachtet  worden. 

Ich  konnte  von  einem  Enthaupteten  eine  normale  Gallen- 
blase einlegen  und  ihre  Erhärtung  gelang  sehr  gut.  Zu- 
nächst soll  die  eigenartige  Beschaffenheit  der  Schleimhaut 
der  Gallenblase  eine  kurze  Erörterung  finden.  Mir  schien 
es  von  Werth  zu  sein,  dass  man  die  geöffiiete  Gallenblase 
sofort  in  Sublimat  oder  in  eine  andere  erhärtende  Flüssigkeit 
bringt,  damit  so  viel  als  möglich  das  Secret  mit  der  Schleim- 
hautfläche in  Berührung  bleibt.  Die  Schnitte  zeigen  dann 
stellenweise  den  Secretbeleg  in  unversehrtem  Zustande.  Da 
ich  mich  an  keine  gute  Abbildung  von  einem  Querschnitt 

^)  Archiv  für  mikroskopische  Anatomie,  Jahrg^g  1891,  S.  261. 
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der  Gallen  blasen  wand  emnnere,  so  habe  ich  einen  solchen 
(ä.  Fig.  14)  abbilden  lassen.  Jedermann  kennt  die  zierlichen 
Schleinihautfalten  der  Gallenblase,  welche  unter  Flüssigkeit 
mit  Hilfe  schwacher  Vergrösserangen  schon  klar  übersehen 
werden.  Zunächst  erkennt  man  die  der  Längsachse  der 
Bbse  entsprechend  angeordneten  etwas  grosseren  Längsfalten, 
welche  durch  quer  oder  schief  gestellte  Falten  mit  einander 
rerbunden  sind.  So  entstehen  die  vieleckigen  Felder,  in 
welchen  kleinere  secundäre  Falten  in  verschiedener  Grösse 
iiikI  Richtung  sich  erheben.  An  der  Abbildung  (Fig.  14) 
erkennt  man  die  höher  vorspringenden  Falten  und  dazwischen 
die  kleineren  secundären  einfachen  oder  auch  die  verzweigten 
Erhebungen,  die  sich  dadurch  auszeichnen,  dass  die  Binde- 
sobstanz  zwischen  je  zwei  Epithelreihen  einer  Falte  äusserst 
8{ärlich  ist.  Alle  Anordnungen  sprechen  dafQr,  dass  die 
gitterartige  Faltenbildung  darauf  berechnet  ist,  möglichst 
grosse  Epithelflächen  zu  Stande  zu  bringen  mit  sehr 
wenig  Bindegewebe  zwischen  denselben,  in  welchem  nur 
Baum  f&r  Blut-  und  Lymphgefasse  und  insbesondere  für 
wandernde  Leucocyten  vorhanden  ist.  Auch  in  den  grösseren 
Gallengängen  und  in  den  Buchten  derselben  tritt  ebenso,  wie 
io  der  Gallenblase,  ein  hohes  Cylinderepithel  auf.  Weder 
am  Körper  noch  am  Fundus  der  Gallenblase  finden  sich 
Schleimdrüsen  vor. 

Da  sich  meine  Besprechung  nur  auf  das  Epithel  und 
die  Dorchwanderung  der  Leucocyten  in  demselben  beziehen 
soll,  so  will  ich  nicht  näher  auf  die  specielle  Gewebsbetrach- 
lang  der  Gallen wege  eingehen. 

In    der  Fig.  17    erscheint   das  Epithel  an   dem  oberen 

Ende  der  Abbildung  einschichtig,  abwärts  an  derselben  mehr- 

achichtig.     Ich   halte  die   letztere  Stelle   für  das  Ergebniss 

tes  Schiefschnittes,    an   welchem   mehrere  Zellen   auf  der 

hnittfläche  getroffen  sind,   während   alle  die  reinen  Quer- 

tmitte  nur  ein  einschichtiges  Epithel  zeigen. 

m.  Maih.-pfay8.  Ol.  1.  9 
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Die  Leucocytendarchwanderung  findet  an  allen  von  der 
Gallenblase  gewonnenen  Präparaten  statt.  Die  lymphoiden 
Zellen  bewegen  sich,  eingebettet  in  den  schmalen  Falten 
zwischen  den  Epithelien,  in  jener  spärlichen  Bindesnb- 
stanz,  welche  diese  Epithellagen  mit  einander  vereinigt.  Dass 
man  an  den  Falten  der  Gallenblasenschleimhaut  nicht  von 
einer  Schleimhaut  im  Sinne  der  Darmschleimhaut  sprechen 
darf,  wird  sofort  an  jedem  Schnitt  erkannt.  Schwer  lasst 
sich  feststellen,  ob  das  Cylinderepithel  auf  einer  Basalmembran 
aufgepflanzt  ist,  ähnlich  wie  im  Darmrohr.  Eine  Begrenzung 
des  Epithels  durch  eine  Basalmembran  ist  wahrscheinlich 
vorhanden;  allein  mit  Bestimmtheit  konnte  ich  dieselben 
nicht  constatiren.  Man  sieht  an  einzelnen  Stellen  hie  und 
da  Grenzlinien  an  der  Aussenseite  der  Epithelzellen,  jedoch 
von  einer  scharf  begrenzten  Basalmembran  konnte  ich  mich 
nicht  überzeugen.  Die  etwas  konische,  kleiner  werdende 
Beschaffenheit  der  Cylinderzellen  an  der  Aussenseite,  wo  der 
gegenseitige  Contact  der  Epithelzellen  fehlt,  ist  wohl  der 
wesentliche  Grund,  dass  man  über  die  Basalmembran  nicht 
leicht  Aufschluss  gewinnen  kann. 

Die  Leucocyten  im  Epithel. 

Ueber  die  Art  der  Durchwanderung  der  Leucocyten 
bedarf  es  nur  weniger  Angaben.  Man  findet  die  Leucocyten 
ganz  vereinzelt,  oft  zu  zweien  hinter  einander  oder  zwei 
Zellen,  welche  nur  durch  eine  oder  zwei  Epithelzellen  von 
einander  getrennt  werden,  durchwandernd.  Stellenweise  be- 
gegnet man  ganzen  Gruppen  und  ich  konnte  in  einem  Falle 
6  und  in  einem  andern  annähernd  25  Wanderzellen  zahlen. 
Grössere  Zerstörungen  der  Cylinderepithelschichte  kommen 
nicht  zur  Beobachtung.  Massenweises  Durchtreten  der  Leuco- 
cyten, wie  etwa  im  Darmrohr,  kommt  in  der  Galleublase 
nicht   vor  und    wie   dieselben   in   dem  grossen  Schleimhaut- 
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gebiet  isolirt  wandern,  so  treten  sie  auch  meist  vereinzelt 
zwischen  den  Gylinderepithelien  durch. 

Die  Art  nnd  Weise  des  Durchtrittes  geschieht  in  Form 
von  stiftartigen  Gebilden,  die  sich  langgestreckt  zuspitzen 
und  an  ihrem  der  Blasenhöhie  zugekehrten  Ende  eine  Yer- 
llngerang  zeigen,  welche  als  feinkörnige  Masse  die  Epithelien 
aoseinanderdrangt. 

Unzweifelhaft  stellt  dieser  langgestreckte  Fortsatz  des 
nindlich  langen  Kerns,  der  sich  durch  seine  dunkle  Färbung 
auszeichnet,  die  Zellenmembran  und  das  Protoplasma  des 
Leucocyten  dar,  die  dem  Kern  ebenfalls  in  Stiftform  voraus- 
eilen und  die  Epithelzellen  auseinander  drängen. 

Ist  ein  Leucocyt  zwischen  die  Cjlinderzellen  eingedrungen? 
80  benützt  ein  zweiter  oder  mehrere  den  jetzt  präformirten 
Spaltranm  und  rficken  nach,  so  dass  man  auch  zwei  und 
mehrere  hintereinander  gelagert  beobachten  kann. 

Sind  die  Leucocyten  an  den  inneren  Enden  der  Epithel- 
zellen angekommen,  so  drängt  sich  ihre  Zellmembran  mit 
dem  Protoplasma  als  bläschenförmiges  Gebilde  nach  dem 
Blasenraum  vor  und  man  kann  beide  gut  übersehen.  Der 
Kern  ist  in  diesem  FaUe  noch  nicht  ganz  durchgetreten, 
sowie  derselbe  aber  seinen  engen  Kanal  zwischen  den  Cylinder- 
Zellen  verlassen  hat,  nimmt  er  sofort  die  ursprüngliche  runde 
Form  an  und  man  wird  in  dieser  Hinsicht  an  die  Kern- 
Teränderangen  erinnert,  welche  die  Blutkörperchen  in  engen 
Passagen  erfahren,  indem  diese  ebenfalls,  nach  dem  Durch- 
gang durch  enge  Kanäle,  ihre  normale  plattrunde  Form 
wieder  annehmen.  Wenn  auch  der  Kern  eines  Leucocyten 
gross,  das  Protoplasma  gering  ist  und  die  Zellenmembran 
zuweilen  nur  einen  geringen  Abstand  vom  Kern  zeigt,  so 
""nss  man  doch  ihre  Fähigkeit,  die  Form  zu  ändern,  be- 
mdem. 

Haben  die  Wanderzellen  ihren  Durchgang  zwischen  den 
linderzellen  vollbracht,   so   trifft   man  dieselben  in  einem 

9* 
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Secret  von  gleichmässiger  gelber  Färbung,  in  dem  sich  nur  die 
Leucocyten  als  geformte  Elemente  vorfinden.  In  grösserer 
Entfernung  von  der  Schleimhaut  begegnet  man  den  Wander- 
zellen nicht  mehr  und  ich  habe  vielfache  Gründe,  anzunehmen, 
dass  dieselben  sich  vollständig  auflösen,  so  dass  man  zuweilen 
noch  zerfallenen  Bruchstücken  der  Kerne  begegnet.  Schliess- 
lich sieht  man  im  Secret  der  Gallenblase  eine  gleichmässig 
homogene  Masse,  in  der  gar  keine  geformten  Elemente  mehr 
vorhanden  sind. 

Nachdem  man  eine  massenhafte  Einwanderung  der  Leu- 
cocyten in  die  Gallenblase  beobachtet  hat,  in  der  Nähe  der 
Schleimhaut  dieselbe  vorfindet,  dann  aber  in  dem  amorphen 
Secret  keinen  Zellen  mehr  begegnet,  so  ist  man  wohl  be- 
rechtigt, aus  diesen  Thatsachen  den  Schluss  zu  ziehen,  dass 
alle  in  die  Gallenblase  eingewanderten  Leucocyten  sich  voll- 
ständig auflösen  und  von  hier  an  nur  durch  die  ihnen 
eigenthümlichen   chemischen   Stoffe   zur  Wirkung  gelangen. 

Zieht  man  die  Grösse  der  Oberfläche  der  Gallenblase 
und  die  zahllosen  Mengen  der  Leucocyten  in  Betracht,  welche 
einwandern,  so  muss  die  Secretmenge,  wenn  ich  mich  so  aus- 
drücken darf,  welche  durch  sie  entsteht,  als  eine  sehr  be- 
deutende bezeichnet  werden.  Kann  man  die  Leucocytenein- 
wanderung  in  die  Gallenblase  als  einen  constanten  normalen 
Vorgang  ansehen,  so  darf  die  Gallenblase  nicht  mehr  als  ein 
einfaches  Reservoir  für  die  Galle,  sondern  als  ein  bedeutungs- 
voller secretorischer  Apparat,  der  die  Leucocyten  zur  Galle 
durchtreten  lässt,  angesehen  werden. 

Ueber  den  Werth  der  Leucocytensubstanzen  in  den 
Secreten  des  Darmkanales  lässt  sich  selbstredend  auf  Grund  der 
bis  jetzt  bekannten  Thatsachen  kaum  eine  Andeutung  machen. 

Dass  in  der  Gallenblase  höchst  wahrscheinlich,  wie  in 
allen  übrigen  Drüsen,  eine  periodische  Steigerung  und  Ver- 
ringerung der  Leucocyten  und  ihrer  Durchwanderung  vor- 
handen sein  mag,  darf  a  priori  angenommen  werden. 
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in.  Hasseneinwanderung  der  Leucocyten  aus  den 
Solit&rfollikeln  in  den  Darmkanal. 

Im  letzten  Decennium  hat  Herr  College  Stöhr  in 
mehreren  yorzQglichen  Aufeätzen  den  sicheren  Nachweis  er- 
bricht, ,dass  aus  der  adenoiden  Substanz  unmittel- 
[  bar  unter  dem  Epithel  (der  Schleimhäute)  eine  normale 
Auswanderung  der  Leucocyten  statt  hat,  vorwiegend 
dorch  jenes  Epithel,  welches  die  Kuppen  der  Lymph- 
knötchen  deckt,  und  so  die  Leucocyten  in  die  Darm- 
hohle  wandern*. 

Dieser  Vorgang  in  der  Darmschleimhaut  ist  nach  dem, 
was  bis  jetzt  von  verschiedenen  Autoren  über  denselben 
bekannt  geworden  ist,  als  unzweifelhafte  Thatsache  anzu- 
isehen.  Im  Vorausgehenden  wurde  schon  erwähnt,  dass  in 
der  Gallenblase  und  den  Gallenwegen  Leucocytendurchwande- 
rang  stattfindet,  und  ich  will  nur  noch  hinzufügen,  dass  das 
Gleiche  auch  in  der  Tuba  Eustachii  zu  beobachten  ist. 

In  den  folgenden  Zeilen  will  ich  die  Beobachtungen 
mittheilen,  welche  ich  an  den  solitären  Follikeln  des  Darm- 
kanales  und  des  Processus  vermiformis  des  Menschen  gemacht 
habe. 

üeber  das  Verhalten  der  DarmfoUikel  liegen  zwei  spe- 

cielle  Arbeiten  von  v.  David  off  und  Ph.  Stöhr  vor.     Die 

Angabe  von  His,  dass  in  der  Schleimhaut  des  Dünn-  und 

Dickdarmes  an  jenen  Stellen,  welche  Follikel  einschliessen,  die 

Lieberkühn*schen  DrQsen  fehlen,  wurde  oben  schon  erwähnt. 

Die  Follikel   drängen   sich   nicht  einfach    zwischen  die 

Lieberkühn^schen   Drüsen    hinein   und  verdrängen  dieselben, 

sondern  die  genannten  Drüsen  gehen  zu  Grunde  und  indem 

*  re  Cylinderzellen   sich   zu   Rundzellen   umbilden   und   sich 

t  den  Leucocyten  mischen,   entsteht   fdr   den  jetzt  ausge- 

deten  Follikel  genügend  Raum,  sodass  derselbe  als  convexer 

Igel  gegen  das  Darmlumen   vorspringt.     Beim  Kaninchen 
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sind  die  Follikel  in  Buchten  der  Schleimhaut  eingeschlossen, 
sodass  der  die  Lieberkühn*schen  Drüsen  führende  Theil  der 
Schleimhaut  über  die  Zotten  hervorragt.  Wenn  die  Schleim- 
haut etwas  neben  der  Kuppe  des  Follikels  getroffen  wird, 
so  macht  derselbe  den  Eindruck,  als  sei  er  vollständig  von 
einer  Schleimhautkapsel  umhüllt.  Jeder  Follikel,  gleich- 
viel ob  er  einfach  abgerundet  ist,  oder  zwei  bis  drei  secun- 
däre  Hügel  besitzt,  ragt  in  das  Lumen  des  Darmrohres  in 
der  erwähnten  Weise  hinein.  Die  Follikel,  welche  die  freie 
Schleimhautiläche  erreicht  haben,  stellen  beim  Kaninchen 
sämmtlich  kleine  runde  Erhöhungen  dar.  Von  hier  aus  ist 
die  ganze  Mucosa  bis  zur  Muscularis  propria  des  Wurmfort- 
satzes erfüllt  von  Follikeln. 

Beim  Menschen  ist  das  Verhalten  der  Follikel  wesentlich 
verschieden  von  jenem  im  Wurmfortsatz  des  Kaninchens. 

Dort  drängt  sich  der  Leucocytenhaufen  gegen  die  freie 
Oberfläche  der  Schleimhaut  und  bildet  an  derselben  ein  con- 
vexes  Knötchen.  Die  Entwickelung  geht  von  der  äusseren 
Schleimhautzone  aus  und  wenn  der  Follikel  eine  gewisse 
Grösse  erlangt  hat,  so  rückt  derselbe  bis  in  die  Submucosa 
hinein  und  berührt  selbst  die  Muscularis  propria  des  Darmes. 
Der  gewöhnliche  Vorgang  ist  jedoch  der,  dass  der  Follikel 
bald  gegen  die  Lieberkühn'schen  Drüsen  vorrückt,  diese  in 
der  angegebenen  Weise  umwandelt  und  das  Epithel  der 
Schleimhautoberfläche  erreicht. 

Der  Druck,  welcher  von  Seite  des  Follikels  auf 
das  Epithel  ausgeübt  wird,  verdünnt  dasselbe  derart,  dass 
seine  Cylinderzellen  immer  niedriger  werden.  Während  an 
den  seitlichen  Flächen  des  Hügels  die  Cylinderzellen  ihre 
normale  Form  beibehalten  und  direkt  in  jene  der  Lieber- 
kühn'sehen  Drüsen  sich  fortsetzen,  schreitet  die  Verkürzung 
der  Zellen  auf  der  Kuppe  des  Hügels  (s.  Fig.  1)  immer 
weiter  fort  und  schliesslich  ist  aus  der  Gvlinderzelle  eine 
ganz   platte,   aber   immer  noch   vierseitige  Zelle  geworden, 
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welche  sich  endlich  loslöst.  Der  Follikel  ist  nach  dem 
Darmlumen  hin  geöffnet  und  die  Leucocjten  dringen  massen- 
weise ans  demselben  in  den  Darm  ein  (s.  Fig.  2  und  3). 
Dass  die  Perforation  standig  Tor  sich  geht,  kann  man  un- 
schwer beobachten.  Ich  besitze  Präparate  von  einem  Ent- 
haupteten, welcher  im  Darmkanal  keinerlei  pathologische 
Veränderungen  zeigte.  Es  ist  anzunehmen,  dass  diese  Er- 
öffnung der  solitaren  Follikel  eine  periodische  ist  und  wohl 
abhängig  sein  mag  Ton  den  Verdauungsvorj^ngen  im  Darm. 

Was  soll  das  Vorröcken  der  Follikel  nach  der  freien 
Oberfläche  der  Darmschleimhaut,  die  allmähliche  Verdünnung 
des  hohen  Gylinderepithels  und  die  endliche  Zerstörung  des- 
selben bedeuten,  wenn  alle  diese  Vorgänge  nicht  die  Frei- 
legung der  Leucocytenhaufen  und  die  endliche  Einwanderung 
der  Wanderzellen  aus  ihm  in  den  Darmkanal  das  Endziel  der- 
selben wäre? 

Ich  besitze  Präparate,  welche  gar  keinen  Zweifel  auf- 
kommen lassen,  dass  diese  Vorgänge  an  allen  Follikeln  in  der 
besprochenen  Weise  sich  abspielen.  Wir  sehen,  dass  die 
Einwanderung  der  Leucocjten  ins  Darmrohr  durch  diesen 
massenhaften  Eintritt  der  Leucocjten  in  dasselbe  noch  ge- 
steigert wird  und  so  eine  Quantität  von  Material  in  die  Ver- 
daunngswege  gelangt,  welches  dort  unzweifelhaft  eine  Rolle 
spielt,  deren  Bedeutung  noch  erst  ermittelt  werden  muss. 

Das  Secret  der  Tonsille  und  der  Follikel,  die  Einwande- 
rung der  Leucocjten  in  der  Form,  welche  uns  Stöhr  zuerst 
kennen  gelehrt  hat,  sowie  die  Durchwanderung  der  Leuco- 
cjten in  der  Gallenblase  und  den  Gallenwegen  kann  un- 
möglich zwecklos  fQr  die  phjsiologischen  Vorgange  im  Darm- 
rohr stattfinden. 

Die  chemischen  Produkte  der  Leucocjten  mflssen  im 
^rm  dne  Bedeutung  haben,  eine  Annahme,  die  umsomehr 
(erechtigung  hat,  wenn  man  nachweisen  kann,  dass  die 
ingewanderten   Zellen   sich  alle  auflösen,   indem   dieselben 
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in  dem  Inhalt  des  Darmrohres  verschwinden  und  bei  der 
Behandlung  mit  Farbstoffen  stellenweise  eine  amorphe  Ma^e 
in  dem  Inhalt  des  Darmrohres  jene  Färbung  annimmt,  welche 
die  Kerne  der  Leucocyten  zeigen. 

Nach  allem,  was  ich  beobachten  konnte,  verlieren  alle 
Leucocyten,  welche  aus  der  Schleimhaut  ausgetreten  sind, 
ihre  normalen  Eigenschaften.  Das  erste,  was  man  beobachten 
kann,  ist  der  Zerfall  der  Kerne. 

Zwei,  vier  und  mehr  Kerne  entstehen  aus  dem  grossen 
Kern  eines  Leucocyten  und  dieselben  treten  endlich  verein- 
zelt (s.  Fig.  10)  in  der  Nähe  der  Schleimhautoberfläche  auf. 
Sobald  dieselben  sich  aber  mit  dem  Darminhalt  vermischt 
haben,  gehen  die  geformten  Eigenschaften  verloren  und  es 
können  nur  die  von  ihnen  abstammenden  chemischen  Sub- 
stanzen eine  Bedeutung  haben. 

St  Öhr  sagt  am  Schlüsse  seiner  Abhandlung  im  Archiv 
für  mikroskopische  Anatomie  mit  Recht:  «Wir  stehen  hier 
noch  vor  einer  ganzen  Reihe  offener  Fragen,  deren  Beant- 
wortung weiteren  Untersuchungen  vorbehalten  ist.**  Je  mehr 
man  hier  die  einzelnen  speciellen  Vorgänge  kennen  lernt, 
um  so  klarer  erkennt  man,  dass  noch  eine  Anzahl  von  Pro- 
blemen der  Lösung  harren.  Ich  begnüge  mich  vorläufig 
mit  der  Mittheilung  der  Thatsachen  und  enthalte  mich, 
Hypothesen  zu  erörtern. 

IV.  DnrchwanderuDg  der  Leucocyten  an  der  Tonsille. 

Die  zweite  Mittheilung,  welche  den  Durchgang  der 
lymphoiden  Zellengruppen  in  der  Tonsille  betrifft, 
erfordert  zunächst,  dass  ich  ziemlich  weit  zurückgreife  in 
die  Literatur  jener  Zeitperiode,  in  der  die  ersten  genauen 
Angaben  über  den  Bau  der  Tonsillen  überhaupt  gemacht 
worden  sind.  Wenn  auch  Langenbeck  und  E.  H.  Weber 
die   besten    und   eingehendsten   Beschreibungen    der  Balg- 
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drüsen  der  Zungenwarzel  geliefert  haben,  so  muss  man 
doch  mit  Eölliker  einverstanden  nein,  wenn  er  im  Jahre 
1852  angibt,  dass  noch  von  keinem  Autor  die  Balgdrüsen 
an  der  Znngenwurzel  der  Natur  entsprechend  geschildert 
worden  seien.  Eölliker  gab  damals  schon  an,  dass  es  beim 
Mensehen  in  sehr  vielen  Fällen  ganz  unmöglich  sei,  begrenzte 
Follikel  in  den  Wänden  der  Tonsillen  aufzufinden,  eine 
Angabe,  welche  der  Autor  damals  auf  die  sehr  häufigen 
Erkrankungen,  denen  die  Tonsillen  unterworfen  seien,  zurück- 
fahrte. gEs  scheinen',  sagt  Kolliker,  «bei  den  Entzün- 
dangen  des  Organes  und  ihren  Folgen  diese  Follikel  anzu- 
schwellen, in  ihrem  Inhalte  sich  zu  ändern  und  dann  zu 
bersten'  und  so,  meinte  dieser  Forscher,  werde  in  den  Wänden 
der  Mandeln  der  normale  Bau  nicht  mehr  erkannt. 

Die  Frage   nach  der  normalen  und  pathologischen  Be- 
schaffenheit des  Tonsillengewebes    dürfte   unzweifelhaft   am 
einfachsten  zu  beantworten  sein,  wenn  man  die  thierischen 
Mandeln  studirt,   bei   denen  die  krankhaften  Veränderungen 
gewiss  viel  seltener  vorkommen,  als  bei  dem  Menschen,  ob- 
schon  auch  hier  fast  ganz  constant  Eigenthümlichkeiten  sich 
zeigen,  die  wegen  der  Gonstanz  ihres  Vorkommens  nicht  als 
pathologische   gedeutet   werden  können.     Schon   1852   gibt 
auch  Eölliker  an,  dass  das,  was  beim  Menschen  schwer  sich 
gewinnen  lasse,  bei  Thieren  mit  Leichtigkeit  zu  erlangen  sei. 
Was  die  Zahl  und  die  Grösse  der  Follikel  in  den  Ton- 
sillen  anlangt,    so   wissen   wir  heute,    dass   die   Ijmphoiden 
Zellen  in  den  Schleimhäuten  innerhalb  physiologischer  Grenzen 
sehr  wechselnd  sind.     Man  kann  bei  dem  einen  Individuum 
eine  bedeutende  Ansammlung  von  Leucocyten  und  lymphoiden 
Zellengruppen  beobachten,  bei  einem  anderen  treten  dieselben 
sehr   spärh'ch    auf.      Die   Querschnitte    des    Wurmfortsatzes 
lassen   bei   dem   einen   Menschen    doppelt    so   viele   Follikel 
zählen,    als   bei   einem   anderen,    ohne   dass   nennenswerthe 
Organerkrankungen  im  Eörper  nachgewiesen  werden  könnten. 
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Ein  verhungerter  Affe  zeigte  im  Dünndarm,  Dickdarm 
und  Wurmfortsatz  äusserst  wenige  SchleimhautfoUikel,  eine 
Thatsache,  welche  von  mehreren  Forschem  schon  beobachtet 
wurde  und  die  zweifellos  für  die  Annahme  spricht,  dass  der 
Keichthum  der  lymphoiden  Zellen  im  Wirbelthier  wesentlich 
abhängig  ist  von  der  Emährung  desselben. 

Wenn  Eölliker  schon  im  Jahre  1852  mittheilen  konnte, 
dass  in  der  Tonsille  des  Ochsen  die  Follikel  minder  deutlich, 
oft  gar  nicht  auftreten,  so  stimmt  diese  Angabe  ganz 
und  gar  überein  mit  den  zahlreichen  späteren  Beobachtungen, 
nach  denen  der  Follikel  überhaupt  nicht  immer  als  ein  scharf 
begrenztes  Gebilde,  sondern  auch  als  ein  diffuses  Infiltrat 
von  lymphoiden  Zellen  in  der  Schleimhaut  auftreten  kann. 
Wenn  auch  in  den  mehr  oder  weniger  dichtgedrängten 
Zellengruppen  eigenartige  «Keimcentra"  auftreten  und  um 
diese  herum  die  lymphoiden  Zellen  in  concentriscfaen  Reiben 
sich  gruppiren,  so  ist  doch  zur  Zeit  festgestellt,  dass  auch 
die  einzelnen  Follikel  niemals  scharf  von  einander  abgegrenzt 
sind,  sondern  an  ihrer  Peripherie  in  einander  übergehen. 
Die  lymphoiden  Zellen  treten  nur  als  ein  Infiltrat  in  der 
reticulären  Bindesubstanz  der  Schleimhaut,  der  ^conglobirten 
Drüsensubstanz **  Henle's  auf.  Neben  dem  Eeimcentrum  und 
der  dichtgedrängten  Randzone  der  Leucocyten  befindet  sich 
in  jedem  Follikel  ein  peripheres  Zellenstratum,  das  ohne  nach- 
weisbare Grenze  in  ähnliche  Zellenstrata  anderer  Follikel  über- 
geht und,  wie  Eölliker  sich  ausdrückt,  , formlose  Massen*, 
die  Henle'sche  „conglobirte  Drüsensubstanz'  darstellt.  Man 
kann  g^enwärtig  als  feststehend  annehmen,  dass  in  yer- 
schiedenen  Abschnitten  des  Verdau ungstractus  diffuse  Infiltrate 
von  lymphoiden  Zellen  ohne  FoUikelbildung  vorkommen. 
Selbst  in  der  Tonsille  sind  nicht  immer  ausgebildete  Follikel 
nachweisbar,  während  an  der  Zungenwurzel,  im  Dickdarm 
und  im  Wurmfortsatz  die  Leucocyteninfiltrationen  meist  in 
Form  von  Follikeln  auftreten.    Auch  in  dieser  Hinsicht  will 
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Kölliker  zwei  Gruppen,  constante  und  variable,  unterscheiden. 
Die  coDstanten  seien  in  den  Mandeln,  dem  Pharynx,  in  den 
Zimgenbalgdrüsen,  der  Milz,  den  Peyer'schen  Haufen  und 
in  dem  Dickdarm  vorhanden ;  während  die  weniger  constanten 
in  dem  Magen  und  dem  Dünndarm  sich  vorfinden  (s.  Dis- 
cussion  nach  dem  Vortrag  von  Stohr  in  der  physikalisch- 
medicinischen  Gesellschaft  in  Wtirzburg  1883).  Aber  auch 
die  weniger  constanten  lymphoiden  Follikel  hält  EöUiker 
für  normale  Gebilde. 

Von  den  Pathologen  sind  schon  seit  längerer  Zeit  Angaben 
vorhanden,  nach  welchen  sowohl  durch  Cylinderepithel,  als 
auch  durch  Plattenepithel  die  Durchwanderung  der  lymphoiden 
Zellen  beobachtet  wurde  und  selbst  in  Geschwülsten  hat  man 
die  Lencocyten  in  grosser  Zahl  beobachtet.  In  einer  unter 
der  Leitung  von  Prof.  0er tel  bearbeiteten  Dissertation  von 
Dr.  Lange  wird  auch  darauf  hingewiesen,  dass  in  einem 
papillären  Epitheliom  das  Epithel  von  zahllosen  Leucocyten 
darebsetzt  gewesen  sei,  und  zwar  insbesondere  in  den  obersten 
Lagen. 

Die  Zahl  der  Beobachtungen  über  den  Durchgang  der 
lymphoiden  Zellen  durch  das  Epithel  der  Tonsillen  in  dem 
Isthmus  faucium  ist  sehr  gross,  so  oft  aber  diese  Thatsache 
zur  Beobachtung  kam,  wurde  dieselbe  meist  als  eine  patho- 
logische Erscheinung  zurückgedrängt.  Man  suchte  den  Ge- 
danken, dass  möglicherweise  doch  ein  normaler  Vorgang 
Ton  hoher  Bedeutung  vorliege,  stets  zu  bekämpfen. 

Die  Forschungsergebnisse  Stöhr's  über  die  Durch- 
wanderung der  Leucocyten  durch  die  Schleimhäute  waren 
ganz  und  gar  geeignet,  die  vielumstrittene  Frage  über  die 
Bedeutung  der  zahllosen  lymphoiden  Zellen  in  den  Schleim- 
häuten des  Tractus  intestinalis  ihrer  Lösung  näher  zu 
bringen.  Die  lymphoiden  Zellen  wandern  durch  das  ver- 
schiedenartigste Epithel  der  Schleimhäute  durch  und  gesellen 
ich,  wo  ein  Inhalt  sich  befindet,  diesem  bei,  oder  dieselben 


140       Sitzung  der  mathrphys.  Glosse  vom  9.  Februar  1895. 

mischen  sich  mit  dem  Secret  der  Drüsen  in  den  Respirations- 
wegen und  werden  aus  dem  Körper,  als  Aaswurfsprodukte, 
entfernt. 

Zuerst  hatte  Stöhr  lymphoide  Zellen  zwischen  den 
Cylinderepithelien  der  Magenschleimhaut  beobachtet.  Obschoa 
beiläufig  gemachte  Beobachtungen  bekannt  waren,  aber  keine 
Deutung  erfuhren,  verfolgte  Stöhr  die  am  Magen  gemachte 
Beobachtung  auch  an  anderen  Schleimhäuten  und  stellte  fest, 
dass  an  den  Tonsillen,  den  Balgdrüsen,  an  den  soli- 
tären  und  conglobirten  Drüsen  des  Darmes,  in  der 
Bronchialschleimhaut  normalerweise  eine  massen- 
hafte Durchwanderung  lymphoider  Zellen  zwischen 
dem  Epithel  (nach  dem  Innern  des  Lumens)  statt- 
findet. Ich  will  noch  weiter  hinzufügen,  dass  die 
lymphoiden  Zellen  nicht  nur  zwischen  den  Epithel- 
zellen durchwandern,  sondern  in  die  Plattenepi- 
thelien  an  der  Tonsille  eindringen,  diese  lockern 
und  zerstören  und  Lücken  in  der  Epithellage  her- 
vorrufen, durch  welche  eine  massenhafte  Einwande- 
rung der  Leucocyten  aus  der  Schleimhaut  in  das 
Darmrohr  erfolgt. 

Was  meine  eigenen  Beobachtungen  an  der  Tonsille  des 
Menschen  anlangt,  so  wurden  dieselben  mit  Rücksicht  auf 
die  Einwendungen,  dass  die  Mandel  beim  Menschen  häufig 
pathologisch  verändert  sei,  auch  auf  die  Thiere  ausgedehnt. 
Soviel  ich  bis  jetzt  ersehen  konnte,  sind  in  den  wesentlichen 
Punkten  so  auffallende  Uebereinstimmungen  in  den  Ergeb- 
nissen, welche  an  der  Tonsille  des  Menschen  und  der  Säuge- 
thiere  gewonnen  wurden,  vorhanden,  so  dass  man  sagen 
kann,  die  Resultate  an  der  Mandel  des  Menschen  wurden 
mit  einem  gewissen  Yorurtheil  entgegengenommen. 

Indem  ich  meine  Beobachtungen  in  Folgendem  mit- 
theile,   will    ich    mich    auf  jene   Figuren   beziehen,    welche 
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theils    von  menschlichen,   fcheils   yon   thierischen  Präparaten 
gewonnen  sind. 

Dass  der  Reichthum  an  lymphoiden  Zellen  in  der  Mandel 
indiyiduell  wechselnd  erscheint,  wurde  von  verschiedenen 
Autoren  schon  constatirt  und  von  mir  oben  schon  hervorge* 
hoben ;  allein  in  der  Tonsille  sind  sowohl  die  Follikel,  als  auch 
die  lymphoide  Infiltration  viel  constanter,  als  in  den  übrigen 
Schleimhäuten.  Die  Zahl  und  Grösse  der  lymphoiden  Zellen 
wechseln  im  Dünn-  und  Dickdarm  yiel  mehr,  als  in  den 
Mandeln.  Es  sind  auch  in  ganz  kleinen,  atrophischen  Mandeln 
immer  noch  yiele  Leucocyten  vorhanden.  Im  Darnikanal 
dagegen  kann  man  Objekten  begegnen,  in  welchen  die 
lymphoiden  Zellen  überraschend  gering  an  Zahl  sind. 

Prüft  man  eine  Reihe  von  Schnitten,  so  findet  man  an 
einzelnen  Stellen  die  Plattenepithellage  ganz  unversehrt. 
Die  idefete  Zellenlage  ist  ganz  regelmässig  gebildet.  Die 
hohen  mehr  cylinderförmigen  Zellen  stehen  als  tiefste  Lage 
so  geordnet  nebeneinander  (s.  Fig.  5),  dass  selbst  ihre  Kerne 
keinerlei  Abweichungen  von  einander  erkennen  lassen.  Jeden- 
falls moss  es  auffallen,  dass  man  solchen  regelmässigen  An- 
Ordnungen  der  tiefsten  Zellenlagen  im  Verhältniss  zu  den 
angleich  dicken  und  irregulären  Bildungen  nur  vereinzelt 
b^egnet.  Die  abwechselnde  Dicke  des  Epithels,  und  die 
Unregelmässigkeit  aller  Zellenschichten  des  Plattenepithels 
ist  an  den  Tonsillen  ungewöhnlich  häufig  zu  beobachten, 
eine  Erscheinung,  die  einer  besonderen  Aufmerksamkeit  werth 
erscheint,  wenn  man  dieselbe  vergleicht  mit  Präparaten  der 
äussern  Haut,  der  Speiserohre  oder  des  Darmkanales.  Die 
Darmschleimhaut,  welche  keine  Leucocyten  eioschliesst,  zeigt 
im  Allgemeinen  in  der  Anordnung  des  Cylinderepithels,  der 
Becherzellen  u.  dgl«  eine  nur  ganz  geringe  formelle  Yer- 
^hiedenheit.  Während  Hunderte  von  Schnitten,  die  von  der 
)ünn-  oder  Dickdarmschleimhaut  gewonnen  werden,  einander 
ehr  ähnlich   sind,   zeigen   die  Tonsillenpräparate   von  ver- 
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schiedenen  und  von  einem  und  demselben  Objekte  auffallende 
Unterschiede.  Die  verschiedene  Dicke  des  Epithels,  die  regellose 
Anordnung  ihrer  einzelnen  Epithelschichten  wird  durch  das 
Verhalten  der  Leucocyten  in  der  Tonsille  hervorgerufen. 
Solange  die  Follikel  in  der  Tonsille  nicht  gross  sind,  haben 
sie  von  der  tiefsten  Zellenschichte  des  Epithels  einen  geringen 
Abstand.  In  dem  Verhältniss  aber,  als  sich  ein  Follikel 
vergrössert,  rückt  er  der  Epithellage  immer  näher  und  bei 
seiner  Annäherung  ist  der  erste  Vorgang  der,  dass  die  Zellen 
des  Bete  Malpighii  in  Unordnung  gerathen;  ihre  Verbin- 
dung wird  gelockert  (s.  Fig.  6),  was  sofort  an  der  veränderten 
Stellung  der  Kerne  erkannt  wird.  Sehr  bald  bemerkt  man, 
dass  die  Verschiebung  der  Zellen  durch  das  Vordringen  ein- 
zelner Leucocyten  zwischen  dieselben  bedingt  wird.  Ist  einmal 
die  tiefste  Zellenlage  in  Unordnung,  dann  scheint  das  massen- 
hafte Vordringen  der  lymphoiden  Zellen  ganz  rasch  vor  sich 
zu  gehen.  Während  des  Vordringens  vereinzelter  Zellen, 
d&s  man  vielfach  beobachten  kann,  findet  keine  Veränderung; 
der  Epithelien  statt.  Die  Leucocyten  drängen  sich  in  diesem 
Falle,  indem  sie  eine  langgestreckte  Form  annehmen,  zwischen 
den  Plattenepithelien  bis  zur  freien  Oberfläche  durch  und 
hier  sieht  man  sie  vereinzelt  oder  auch  in  kleinen  Gruppen, 
entweder  frei  in  einer  Tonsillenspalte,  oder  sie  kleben  noch 
an  der  Oberfläche  der  glatten  Epithelien,  die  keine  wesent- 
lichen Veränderungen  zeigen,  fest. 

War  der  Angriff  von  Seite  eines  grossen  Follikels  ein 
intensiver,  so  gehen  die  tiefsten  Epithelzellen,  welche  mehr 
runde  Formen  annehmen,  zu  Grunde  und  in  den  weiteren 
Zellenlagen  kann  man  beobachten,  dass  der  Leucocyt  in  die 
Epithelzelle  eindringt  und,  wie  ich  vermuthe,  zunächst  das 
Protoplasma  der  Zelle  und  dann  diese  selbst  zerstört.  Die 
Epithelzelle  wird  bald  hell,  der  Raum,  wo  die  Zelle  lag,  wird 
grösser  und  schliesslich  findet  man  lichte,  grosse  Lücken 
mit   Zellen   und   mehreren    runden,   kleinen   Kernen   erföllt, 
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welche  durch  mitotische  Vermehrung  der  Leucocyten  (Flem- 
ming)  bei  dem  Zerfall  der  Epithelzellen  entstanden  sind. 

Dass  eine  theilweise  Isolirnng  und  auch  eine  Zerstörung 
der  Epithelzellen  stattfindet,  unterliegt  keinem  Zweifel.  Man 
muss  viele  derartige  Präparate  studirt  haben,  um  die  Ueber* 
Zeugung  zu  gewinnen,  dass  das  Plattenepithel  in  der  ge- 
schilderten Weise  eine  Zerstörung  und  Vemichtang  erfährt. 
In  den  Tonsillenspalten  findet  man  auch  Epithelien  als  einzelne 
Zellen  oder  abgerissene  Gonglomerate  mehrerer  Epithelzellen 
von  Leucocyten  umringt  (s.  Fig.  10). 

An  gelungenen  Präparaten,  welche  den  Durchbruch  der 
Epithellage  nicht  ganz  vollständig  zeigen,  kann  man  die 
Art  der  Zerstörung  des  Plattenepithels  sehr  gut  übersehen. 
Jene  tiefere  Zone  der  Epithellage,  welche  zuerst  der  Angriffs- 
punkt fdr  die  Leucocyten  war,  zeigt  nur  vereinzelt  eine 
Plattenepithelzelle,  während  in  dem  Randgebiet  des  Epithels 
die  Zellen  noch  zahlreich  vorhanden  sind,  aber  nicht  mehr 
geordnet  erscheinen.  In  die  einzelnen  Epithelzellen  sind  die 
Leucocyten  eingedrungen,  und  man  erkennt  die  Zerstörung 
dann  erst,  wenn  die  Protoplasmazone  der  Epithelzelle  heller, 
der  Kern  derselben  zackig,  unregelmässig  und  kleiner  geworden 
ist.  Wenn  auch  der  Kern  ganz  vernichtet  ist,  treten  kleine, 
runde  Leucocyten  in  Gruppen  miteinander  verbunden  auf. 
Diese  Erscheinung  ist  so  constant,  dass  es  nicht  gewagt  er- 
scheint, den  Vorgang  so  zu  deuten,  dass  die  Epithelzellen 
durch  die  Leucocyten  zerstört  werden  und  zwar  zunächst 
das  in  denselben  noch  vorhandene  Protoplasma,  dann  auch 
der  Kern  und  schliesslich  eine  Theilung,  eine  Vermehrung 
der  Wanderzelle  im  Innern  der  Epithelzelle  erfolgt.  Bei 
dem  weiteren  Wachsthum  der  Theilstücke  entstehen  ganze 
Lencocytennester  an  jener  Stelle,  wo  die  Epithelzelle  sich 
efand. 

Hat  die  vollständige  Durchwanderung  stattgefunden, 
iann   zeigt   sich    an  einzelnen  Schnitten   die  Tonsiilenspalte 
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ganz  erfüllt  yon  Epithelien,  Leucocyten  und  auch  unter- 
mischt mit  Riesenzellen. 

Da  aus  der  FoUikelzone  das  Zellenmaterial  immer  nach- 
rückt, so  muss  dasselbe,  wie  aus  dem  Ausführungsgang  einer 
Drüse,  an  der  Oberfläche  der  Mandel  zum  Vorschein  kommen. 
Dass  die  Tonsillenspalten  eine  gewisse  Regel mässigkeit  zeigen, 
ergeben  die  Horizontalschnitte  durch  jene.  An  einer  und 
derselben  Spalte  findet  der  Durchbruch  in  bestimmten  Ab- 
ständen statt,  welcher,  wie  mir  scheint,  von  der  jeweiligen 
Reife,  resp.  der  Grösse  des  Follikels  abhängig  ist. 

Wenn  in  den  Spalten  der  Tonsille  viele  vereinzelte  oder 
auch  zusammenhängende  Gruppen  der  Plattenepithelien  vor- 
handen sind,  dann  scheint  der  Durchbruch  rasch  stattgefunden 
zu  haben,  wobei  Epithelgruppen  zusammenhängend  mit 
Leucocyten  losgerissen  wurden;  in  jenem  Falle  dagegen,  in 
welchem  der  Durchbruch,  wie  anzunehmen  ist,  langsam 
erfolgt,  beobachtet  man  sehr  wenige  Epithelzellen  und  zahl- 
reiche Gruppen  von  Leucocyten  mit  kleinen  runden  Kernen. 

Je  tiefer  man  in  alle  diese  Vorgänge  einzudringen  sucht, 
umsomehr  zeigt  sich  die  Schwierigkeit  auf  alle  die  auftauchen- 
den Fragen  eine  befriedigende  Antwort  zu  geben. 

Von  besonderem  Interesse  erscheint  die  Lücke,  welche 
in  dem  Epithel  an  der  Stelle  des  Durchbruchs  entstanden 
ist.  Wollte  man  für  die  einzelnen  Stellen  die  entstandene 
Oeffnung  nachbilden,  so  bekäme  man  einen  Trichter,  dessen 
engstes  Gebiet  der  freien  Oberfläche  des  Epithels,  das  weiteste 
dorthin,  wo  der  Follikel  war,  gerichtet  ist.  Die  Zerstörung 
der  Epithellage  nimmt  nach  der  Tiefe  zu  und  die  ganze 
Umrandung  stellt  eine  zerklüftete  Wand  dar.  In  dem  Lehr- 
buch der  Histologie  des  Menschen  von  Böhm  und  Davidoff 
befindet  sich  auf  S.  165  die  Abbildung  Fig.  115,  an  dem 
zerklüfteten  unterminirten  einen  Rand  der  Oeffnung  auf  dem 
Durchschnitt  sehr  klar  zur  Darstellung  kam  (s.  auch  in 
meiner  Fig.  8). 
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Noch  aadere  Wege  der  Einwanderang  der  Lenco» 
ejten  in  der  Epithellage  kann  man  beobachten.  Man 
begegnet  an  den  Tonsillenechnitten  Hänfen  von  Leaoocyten, 
welche  zapfenformig  oder  inselartig  im  Epithel  stecken.  Die*- 
selben  yerhalten  sich  zum  Plaitenepithel  geradeso,  wie  die 
beschriebenen  Follikel.  Das  Endresultat  dieser  Zapfen  ist 
auch  das  Vorr&cken  gegen  die  freie  Oberfläche  und  die  Ans-* 
Wanderung  ihrer  lympboiden  Zellen  in  die  Mandelspalten. 
Nach  eingehendem  Stndium  musste  man  die  Ueberzeugang 
gewinnen,  dass  die  Zapfen  an  den  stellenweise  spärlich  yor^ 
kandenen  Papillen  in  dem  Epithel  entstehen,  indem  die 
Lencocyten  von  der  Basis  der  Papillen  ans,  nach  der  Spitze 
hin  Torrücken  nnd  die  Epithelsellen  ebenso  zerstören,  wie 
das  papillenfreie  Epithel,  das  viel  mehr  Widerstand  entg^en-* 
setzt,  als  die  mehr  oder  weniger  ausgebildeten  Papillen  an 
der  Mandel.  Die  inselartig  auftretenden  Leooocjtengruppen 
zeigen  sich  an  Schiefischnitten,  an  welchem  der  Zusammenhang 
der  Inselgruppe  an  einem  Schnitt  unterbrochen  worden  ist. 
Hat  man  lückenlose  Schnittreihen  zur  Verfügung,  so  iässt 
sich  der  Znsammenhang  des  Leucocytenhaufens  mit  jenen 
anter  dem  Epithel  befindlichen  Ghruppen  stets  leicht  nach* 
weisen. 

Eine  besondere  Aufmerksamkeit  schenkte  ich  den  Per« 
forationszonen  und  der  Art  ihrer  Verschliessung.  Man  kann 
hier  nur  aus  dem  wechselnden  Yerhalten  der  Epithellage 
an  den  yersehiedenen  Stdlen  einen  Schlnss  ziehen  auf  die 
Regeneration  des  Epithels.  Fasst  man  diese  Stellen  an  der 
Tonsillenoberfläche  oder  in  den  Spalten  ins  Auge,  wo  unter 
der  Epithellage  keine  oder  nur  wenige  Leucocyten  vorhanden 
sind,  so  zeigt  sich  die  EjHthellage  normal,  gleicbmassig  dick 
'd  mit  Papillen,  wenn  auch  nicht  ^eichmässig,  durchsetzt, 
rt  jedoch,  wo  lymphoide  Zellengruppen  au  das  Epithel 
7-enzen,  treten  die  variablen  Veränderungen  der  Deck- 
ichte  auf.    Was  man  aus  einem  Vergleich  der  Präparate 
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entnehmen  kann,  ist,  dass  eine  Vermehrung  der  Epithelien 
au  der  Peripherie  der  Perforationsöffnung  als  wahrscheinlich 
anzunehmen  ist.  unzweifelhaft  werden  hier  ganz  ähnliche 
Vorgänge  stattfinden,  wie  bei  jeder  Wnndheilung,  die  am 
Plattenepithel  der  Mundhöhle  oder  der  äusseren  Haut  ein- 
treten. Von  den  vorhandenen  normalen  Epithelzellen  der 
Umgebung  einer  Lücke  schieben  sich  die  Zellen  vor  und 
bilden  anfanglich  eine  dünne  Epithellage,  die  weder  den 
Charakter  der  Plattenepithelien,  noch  jenen  der  Zellen  des 
Rete  Malpighii  tragen.  Solange  die  Leucocyten  oder  die 
zu  Follikel  umgewandelten  Gruppen  fehlen,  behält  die  Epithel- 
lage ihre  normale,  gleichmässig  dicke  Beschaffenheit  bei. 
Treten  stärkere  Ansammlungen  in  der  Tunica  propria  des 
Epithels  auf,  so  beginnt  auch  sofort  die  beschriebene  Ein- 
wirkung auf  die  Epithelschichte.  Bei  diesem  unausgesetzt 
wechselnden  Vorgang  an  dem  Epithel,  welcher  abhängig 
ist  von  der  Neubildung  der  Leucocjrten,  beobachtet  man  auch 
normale  Epithellagen,  welche  mit  zerstörten  abwechseln  an 
allen  Stellen  der  Mandel,  gleichviel  ob  dieselbe  an  der 
freien  Aussenseite  oder  in  den  Spalten  untersucht  wird. 

Je  bedeutender  der  Defect  am  Piattenepithel  ist,  um 
so  reicher  hat  sich  das  Material  in  den  Mandelspalten 
angesammelt.  Dass  der  Inhalt  der  Spalten  (s.  Fig.  10), 
welcher  an  Präparaten  von  Thieren  und  dem  Menschen  ge- 
prüft wurde,  nicht  entfernt  an  pathologische  Bildungen,  an 
zerfallene  Massen  erinnert,  ist  leicht  zu  constatiren. 

Schlussbemerkung. 

Wir  sehen,  dass  an  der  Mandel  zweierlei  Vorgänge 
sich  abspielen.  Der  eine  Vorgang  besteht  in  der  von  Stöhr 
beschriebenen  Durchwanderung  von  einzelnen  Leucocjten 
zwischen  den  Epithelzellen  ohne  Zerstörung  der  Epithel- 
schichte.  Waren  auch  durch  Arnstein,  Edinger,  Franken- 
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häciser,  Räuber,  Bonnet  und  Toldt  die  Durchwanderungen 
der  Leacocyten  schon  bekannt,  so  muss  man  doch  Stöhr  das 
Verdienst  zuschreiben,  diesen  Vorgang  als  einen  constanten, 
normalen  zuerst  festgestellt  zu  haben. 

Der  zweite  Vorgang  ist  der  der  Epithelzerstörung 
au  der  Mandel  durch  die  Leucocjten  und  massen«' 
hafter  Einwanderung  derselben  nach  dem  Isthmus 
faucium.  Diese  massenhafte  Einwanderung  in  den  Schluck- 
apparat hat  eine  Entleerung  der  Leucocyten  aus  dem  Stratum 
proprium  und  aus  dem  Epithel  zur  Folge  und  nachherige 
Regeneration  der  ganzen  Schleimhaut.  Dass  die  Mandeln 
mit  ihren  Spalten,  wenn  dieselben  von  Leucocyten  erfüllt 
sind,  beim  Schluckakt  unter  dem  Einfluss  einer  ganz  kräftigen 
Mnskelcontraction  stehen,  unterliegt  gar  keinem  Zweifel.  Die 
Compreesionswirkung  des  Muse,  glosaopalatinus  und  pharyngo- 
palatinus,  welche  eben  keine  isolirten  Muskelzüge,  sondern  nur 
Yorspringende  Partien  der  verticalen  Längszüge  des  Pharynx 
darstellen  ,^i9i  eine  yon  verschiedenen  Autoren  längst  festgestellte 
Thatsache.  Die  ganze  Muskelnische  in  Verbindung  mit  dem 
Gaumensegel  muss  bei  jedem  Schluckakt  eine  Compression  der 
Handel  herTorbringen  und  dieselbe  muss,  wenn  Oeffhungen  im 
Mandelepithel  Torhanden  sind,  die  Leucocyten  mit  auspressen. 
Warum  sind  die  Mandeln  an  der  freien  Oberfläche  der 
Sehleimhaut  am  Isthmus  faucium  zwischen  den  beiden  Muskel* 
areaden  eingebettet?  Hätten  dieselben  keine  besonderen 
Beziehungen  zum  Verdauungsapparat,  sondern  nur  zu  den 
Lymphgefassen,  so  könnten  sie  ähnlich  den  Lymphdrüsen 
an  den  yerschiedensten  Eörperstellen  angebracht  sein.  Müssten 
die  VfTanderzellen  in  den  Mandeln  nur  die  Wege  nach  den 
Lymphbahnen  au&uchen,  so  wäre  ihre  topographische  Lage 
'^^^rchaus  nicht  an  der  freien  Oberfläche  der  Schleim» 

ut  des  Schluckapparates  erforderlich. 
Die  Lage    der  Mandeln,   ihre   Einbettung  in   Muskel- 

^/hen  und  die  EröfEhungen  ihrer  Follikel  nach  der  freien 
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Fläche  und  den  Mandelspalten  oder  BuchteD  deraelben  legen 
denn  doch  die  Frage  nahe,  ob  hier  nicht  drüsige  Organe 
vorli^en,  die  ihren  Inhalt  an  den  Bissen  al^eben  und  die 
Annahme  gestatten,  dass  die  Milliarden  von  Leacocyten, 
in  denen  man  schon  .Nucleinsäure*  constatirt  hat,  eine 
physiologische  Verwendung  im  Darmkanal  finden. 

Fasst  man  alle  Thatsachen :  den  Durchbruch  der  Leuco«* 
cjten  an  den  Mandeln,  die  Eröffiiung  der  Sollitarfollikel  im 
Darmkanal,  die  Darchwandernng  sahlloser  Leucocyten  an  der 
gefalteten  grossen  Oberfläche  der  Gallenblasenschleimhaut  n.  A. 
zusammen,  so  muss  man  sich  sagen,  dass  alle  diese  erwähnten 
Vorgänge  nur  sehr  schwer  die  Annahme  begründen  lassen, 
dass  ein  so  reiches  Material,  welches  der  Nahrung  im  Darm 
beigegeben  wird,  nur  als  ein  Auswurfsprodukt  gedeutet  werden 
kann.  Da  kein  Beweis  hiefßr  erbracht  ist,  so  ist  gewiss  die 
Vermuthung  berechtigt,  dass  die  grossen  Massen  der  Lieuco* 
cjten,  welche  Tom  Schlundkopf  und  dem  Isthmus  faucium 
an  bis  hinab  zum  Mastdarm  in  den  I>armkanal  eintreteo, 
in  diesem  eine  physiologische  Rolle  zu  spielen  bestimmt  sind, 
oder  wie  Kolli ker  schon  meinte,  dass  diese  Zell^i  nach 
ihrem  Austritt  aus  der  Schleimhaut  möglicherweise  noch 
Verwendung  finden. 

Jedenfalls  ist  die  Frage  über  die  Einwanderung  der 
Leucocyten  in  den  Darm  eine  Frage  von  hoher  Bedeutung, 
gleichTiel  ob  dieselbe  durch  weitere  Forschungen  in  dem 
einen  oder  anderen  Sinne  entschieden  werden  mag. 

Unterlassen  will  ich  es  nicht,  noch  auf  eine  andere  Seite 
der  vorliegenden  Betrachtung  hinzuweisen,  die  für  patho- 
logische Vorgänge  besondere  Beachtung  verdient.  Ich  meine 
die  in  Folge  des  Durchbruches  der  Leucocyten,  insbesondere, 
wenn  derselbe  massenhaft  erfolgt,  entstandenen  Schleim- 
hautdefecte,  wie  sie  sowohl  an  der  Tonsille,  als  auch 
an  den  solitären  und  Peyer*schen  Drüsen  im  Darm 
Yorkonunen. 
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Hier  werden  Schleimhaiitdefecte  erzeugt,  welche  wie  bei 
einer  Haut-  oder  Schleimhautwunde  eine  gewisse  Zeit  zur 
R^eneration  erfordern.  Sollen  diese  Scbleimhautzerstörungen 
nicht  als  offene  Pforten  anzusehen  sein,  durch  welche  patho- 
gene  Ursachen  yon  aussen  her  eindringen  können?  Ich  meine, 
es  sei  berechtigt  zu  fragen,  warum  die  Diphtherie  gerne  an 
den  Mandeln  und  dem  Pharynx,  bei  dem  Abdominal-Tjphus 
die  pathologischen  Veränderungen  an  den  solitären  und  den 
Peyer^schen  Drüsen  vorwiegend  auftreten?  Hier  wie  dort 
sind  stets  kleine,  zahlreiche  Schleimhautdefecte  vorhanden, 
mit  einer,  wenn  auch  nur  vorübergehenden  Zerstörung  der 
epithelialen  Schichte  und  der  Basalmembran.  Wenn  nun 
pathogeoe  Ursachen  mit  den  Schleimhaufcstellen ,  welche 
vorübergehend  keine  epitheliale  Deckschichte  besitzen,  in 
imniittelbaren  Gontact  kommen,  so  erscheint  doch  die  An- 
nahme plausibel,  dass  Einwirkungen  ebenso  zu  Stande  kommen, 
wie  an  jeder  Wunde,  wie  auch  beispielsweise  an  einem 
Uteras,  der  in  Folge  einer  Geburt  an  seiner  Schleimhaut 
verwundet  ist.  Auch  hier  ist  die  Zerstörung  der  Uterus- 
schleimhaut und  deren  Neubildung  ein  physiologischer  Vor- 
gang, ebenso,  wie  die  Veränderungen  am  Graaf^schen 
Follikel  des  Eierstockes  und  der  Schleimhaut  des  Uterus  bei 
jeder  Menstruation. 
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V.  Beschreibung  der  Figuren 

(auf  Tafel  I  u.  II). 

Fig.  I.  Querschnitt  eines  lymphoiden  Follikels  aua 
dem  Processus  vermiformis  des  Menschen. 

1.  Lieberkuhn'Kche  Drüse,  welche  an  der  Schnittfläche  den  Follikel 
an  beiden  Seiten  umrahmen.  Ich  hebe  hier  besonders  hervor,  dass 
die  grossen  Drüsen  nicht  verdrängt  erscheinen,  sondeirn  mit  ihren 
Längsdurchmessern  zur  Oberfläche  der  Schleimhaut  eine  mehr  recht- 
winkelige Stellung  einnehmen.  2.  Fundus  der  Lieberkühn^schen  Drflsen 
mit  hohen  Cylinderepithelien.  8.  An  der  freien  convexen  Seite  des 
Follikels,  welcher  stark  an  der  Oberfläche  der  Schleimhaut  vorspringt, 
ist  das  Cylinderepithel  ganz  im  Yerhältniss  der  Vergrösserung  des 
Follikels  niedrig  geworden.  Bei  noch  mehr  erhöhtem  Druck  von 
Seite  des  Follikels  auf  das  Epithel  entstehen  allmählich  ganz  dünne 
Platten,  deren  Querdurchmesser  den  ehemaligen  Höhendurchmesser 
des  Cylinders  sehr  bedeutend  überwiegt.  4.  Einzelne  Lieberkühn*8che 
Drüsen.  6.  Helleres  Keimcentram  des  Follikels.  6.  Periphere  dunkle 
Zone  des  Follikels. 

Fig,  II.  Ein  Follikel  aus  dem  Wurmfortsatz,  an  wel- 
chem das  Epithel  durchbrochen  ist. 

1.  Ziemlich  hohes,  normales  Cylinderepithel  am  Rande  des 
Follikels.  2.  Niedriges  Epithel  an  dem  am  meisten  vorspringenden, 
convexen  Abschnitt  des  Follikels,  welches  bei  8.  ganz  zerstört  ist  und 
den  Follikel  freigelegt  hat.  Die  Begrenzungsmembran  des  Epithel« 
ist  noch  stellenweise  erhalten,  allein  auch  diese  geht  verloren.  Die 
Zahl  der  Leucocyten  hat  an  der  offenen  Region  des  Follikels  be- 
deutend abgenommen.  4.  Lieberkühn*sche  Drüsen,  welche,  soweit 
der  Follikel  reicht,  vollständig  fehlen.  6.  Centrale  helle  Zone  des 
Follikels. 

Fig.  III.  Solitärfollikel  vom  Wurmfortsatz  des  Men- 
schen mit  den  ausgewanderten  Leucocyten. 

1.  Mündungen  der  Lieberkühn'schen  Drüsen.  2.  Epithel  an  dem 
nach  dem  Darmrohr  prominirenden  Abschnitt  des  Follikels,  welches 
bei  8.  durchbrochen  ist.  4.  Fundus  einer  Lieberkühn*schen  Drüse. 
5.  Follikel  ohne  LieberkÜhn*sche  Drüse.  6.  Die  in  das  Lumen  des 
Wurmfortsatzes  eingewanderten  Leucocyten,  welche  ihre  speciflscken 
Eigenschaften  noch  nicht  geändert  haben. 
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Fig.  IV.    Follikel  aus  der  ToDsilie  vom  Hunde. 

1.  Plattenepithelschichte,  durchseist  von  Leucocjten.  2.  Zer- 
störte und  losgelöste  Plattenepithelien.  S.  Geöffneter  Follikel  mit 
vereinzelt  erhaltenen  Epithelzellen.  4.  Follikel  nach  der  freien  Schleim- 
hautfl&che  prominirend.  6.  Die  ausgewanderten  Leucocjten  hängen 
noch  gruppenweise  zusammen;  dieselben  haben  sich  jedoch  schon 
Tom  Follikel  entfernt. 

Fig.V.  Vollständig  normales  Epithel  an  einer  Stelle 
der  Tonsille,  wie  man  es  sowohl  an  deren  Oberfläche,  als 
aach  in  den  Tonsillenspalten  stellenweise  antrifft.  An 
dem  gezeichneten  Abschnitt  waren  nur  zwei  lymphoide  Zellen  zwischen 
den  Epithelien  nachweisbar. 

1.  Oberflächlichste  Epithellage  mit  ganzen  Plattenzellen  an  der 
Oberfläche.  2.  Diel  tiefere  Schichte  mit  polygonalen  Zellen.  8.  Das 
onterste  Stratum  mit  den  cylindrischen  basalen  Zellen  grenzt  das 
Stratum  Malpighii  gegen  das  Stratum  snbepitheliale  ab.  4.  Die  an 
die  basalen  2iellen  angrenzenden  Leucocyten.  5.  Vereinzelte  Leuco- 
cjten zwischen  den  polygonalen  Epithelzellen. 

Fig,  VI,  Epithellage  der  Tonsille  mit  ein-  und  durchgewanderten 
Leucocyten.  (Die  Figuren  6,  7  und  8  sollen  in  der  Aufeinanderfolge 
die  Art  der  Durchwanderung  und  der  Veränderungen  des  Epithels 
demonstriren.) 

1.  Oberflächlichste  Schichte  des  Epithels,  welches  zwischen  den 
Zellen  und  an  der  Oberfläche  vereinzelte  Leucocyten  und  Leucocyten- 
^ruppen  zeigt.  2.  Die  mittlere  Epithelschiohte  erscheint  mehr  von 
Leucocjten  durchsetzt,  als  die  tiefste  Zellenlage  mit  den  Basalzellen. 
Wird  die  Fig.  6  verglichen  mit  der  Fig.  6,  so  föllt  sofort  die  Un- 
regelmässigkeit der  basalen  Zellen  auf,  welche  in  Folge  der  Durch- 
wanderung der  Leucocyten  ihre  geordnete  normale  Anordnung  ver- 
loren haben  (3).  4.  Die  im  Stratum  subepitheliale  befindlichen  Leuco* 
cytengruppen. 

Fig.  VIL  Ein  Abschnitt  des  Epithels,  in  welchem  die  Leuco- 
cyten in  das  Epithel  eingedrungen  sind  und  als  Gruppen  von  kleinen 
nmden  Kernen,  an  dem  schwer  eine  Zellenmembran  zu  unterscheiden 
ist,  auftreten. 

1.  Oberflächlichste  Plattenepithellage.  2.  Die  Epithelzellen  zeigen 
lieser  Schichte  stellenweise  einen  grösseren  Abstand  von  einander. 
die  banalen  Zellen  zeigen  bei  4.  ein  irreguläres  Verbalten  gerade 
t,  wo  die  grösseren  Massen  der  Leucocyten  im  Eindringen  begriffen 
I.  6.  Leucocyten,  welche  mehr  und  mehr  in  das  Epithel  eintreten. 
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Fig,  VIII.  An  diesem  Objekt  sind  die  Lenoocyien  massenhaft 
in  das  Epithel  eingewandert.  Die  lichten  Stellen  werden  von  den 
Wanderzellen  eingenommen,  während  die  Epithelzellen  an  den  lichten 
Stellen  immer  mehr  abgenommen  haben. 

1.  Oberflächliche  Plattenepithelien,  welche  ihre  frei  ebene  Ober- 
fläche verloren  haben.  2.  Leucocytengruppen  und  Epithelgruppen 
annähernd  in  gleichem  Yerhältniss  auftretend.  8.  Eine  zasammen- 
hängende  Epithelgruppe.  4.  Zusammenhängende  Leucocytengruppen. 
5.  Lencocytenmassen  unterhalb  der  ursprünglich  vorhandenen  Basal- 
zellen, welche  als  solche  nicht  mehr  zu  erkennen  sind.  6.  Leucocyten, 
welche  an  der  freien  Oberfläche  angekommen  sind  und  die  Durch- 
Wanderung  vollbracht  haben. 

Fig,  IX.  Querschnitt  eines  grossen  DrOsenausfEIhrnngsganges 
am  Schlundkopf.  Auch  an  dem  Ausführungsgang  dringen  die  Leuco- 
cyten in  grosser  Zahl  zwischen  dem  Cylinderepithel  hindurch  und 
gesellen  sich  schliesslich  zu  dem  Secret  im  AusfUhrungsgange. 

1.  Weites  Lumen  des  Ganges.  2.  Cylinderepithel  desselben. 
8.  Leucocyten  an  der  Aussenseite  des  Ganges.  4.  Leucocyt  in  einer 
etwas  tingirten  Secretmasse.  5.  Leucocyten,  welche  in  das  Lumen 
eindringen. 

Fig,  X,  Die  in  einer  Tonsillenspalte  befindliche  Secret- 
masse. 

1.  Epithelzellen  von  bedeutender  GrOsse.  2.  Epithel zellen  mit 
mehreren  Kernen.  8.  Einfache  Epitbelzelle.  4.  und  6.  Vier  Epithel- 
zellen und  zwei  Leucocyten,  dann  eine  Epithelzelle  und  eine  Wander^ 
zelle.  6.  Vereinzelt  auftretende  Leucocyten.  7.  Leucocyten  mit  mehr- 
facher Eerntheilung,  welch  letztere  auch  vereinzelt  auftreten. 

Fig,  XI.  Tonsillenepithel  vom  Hunde  mit  zapfenförmif; 
vorspringenden  Leucocytenhaufen.  In  dem  Epithel  selbst 
sind  nur  wenig  eingedrungene  Leucocyten  sichtbar. 

1.  Epithel  an  der  Oberfläche.  2.  Fast  vollständig  durchbrochene 
Epithellage.  8.  Lencocytenmassen  unter  dem  Epithel.  4.  Kleiner 
abgerundeter  Portsatz.  5.  Grösserer  Fortsatz,  welche  beide  den  Pa- 
pillen entlang  sich  entwickelt  haben  und  von  den  Basalstellen  der- 
selben aus  in  verschiedener  Richtung  in  das  Epithel  eingedrungen  sind. 

Fig,  XII.   Abschnitt  eines  Wurmfortsatzes  vom  Hunde. 

1.  Normales  Verhalten  des  Epithels  an  der  Oberfläche  der 
Schleimhaut  2.  Tiefe  Bucht  zwischen  zwei  Schleimhautfalten. 
3.  Lieberkühn'sche  Drüsen.    4.,  5.,  6.  und  7.  stellen  Lieberkühn'sche 
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Drüsen  dar,  welche  durch  die  Einwirkuog  der  Leucocyten  in  der 
YerändeniDg  begriffen.  An  der  einen  Wand  einer  Drtlse  sind  die 
Cjlinderzellen  schon  za  Rundzellen  umgewandelt,  während  sie  an 
der  andern  noch  in  regelmässiger  Ordnung  gestellt  sind.  8  und  9. 
Frei  im  Darmrohr  befindliche  Leucocyten,  welche  sich  allmählich 
anflOsen  und  endlich  als  gleichm&ssige  Masse  auftreten. 

Fig.  XIII.  Drei  Lieberköhn'sche  Drüsen  vom  Wurm- 
fortsatz des  Hundes,  wekhe  in  der  charakteristischen  Veränderung 
durch  Einwirkung  der  lymphoiden  Zellen  begriffen  sind. 

Bei  Fig.  1,  2  und  3  zeigen  sich  die  Veränderungen  ganz  ebenso, 
wie  ich  dieselben  am  menschlichen  Processus  vermiformis  beschrieben 
habe.  1  und  2  sind  die  Gylinderepithelien  noch  in  regelmässiger  An- 
ordnong.  Bei  3  ist  kaum  mehr  eine  charakteristische  Cylinderzelle 
sichtbar.  Die  Mehrzahl  derselben  sind  Rundzellen  geworden  und  nur 
schwer  von  den  Leucocyten  zu  unterscheiden.  4.  Die  Tunica  propria 
der  Drüse  ist  an  jener  Seite,  wo  die  Leucocyten  den  Angriff  vollzogen 
haben,  zerstört.  5.  Leucocytengruppe  an  der  Stelle,  wo  die  Lieber- 
kühn'sche  Druse  gewesen  ist.  6  und  7  stellen  Leucocytengruppen 
von  verschiedener  Dichtigkeit  der  Zellen  dar. 

Fig.  XIV,  Querdurchschnitt  der  Wand  der  Gallenblase 
des  Menschen. 

1.  Muscnlaris  der  Gallenblase,  deren  Schichtung  eine  abwechselnde 
ist.  2.  Grössere  Zweige  der  Art.  cystica.  3.  Die  Submucosa  der  Gallen- 
blase  ist  sehr  schwach,  kaum  nennenswerth  ausgebildet,  und  vielfach 
reicht  die  Muscnlaris  direkt  an  die  Schleimhaut  an.  4,  6,  6  und  7 
zeigt  die  zierlichen,  nicht  verstreichbaren  Falten  der  Schleimhaut, 
welche  das  bekannte  ziemlich  regelmässig  angeordnete  Faltennetz 
darstellen.  Man  erkennt  die  Falten  als  isolirte,  zusammenhängende 
und  netzartig  verbundene  Erhebungen  (5),  welche  eine  sehr  bedeutende 
Oberfläche  zu  Stande  bringen. 

Fig.  XV.  Schleimhautfalte  der  Gallenblase  durch- 
schnitten. 

1.  Ein  Abschnitt  der  Falte,  an  welchem  die  Cylinderzellen  mit 

ihren  Kernen  eine  grosse  Regelmässigkeit  zeigen.    Jede  einzelne  Zelle 

tritt  an  der  freien  Oberfläche  etwas  gewölbt  hervor.    Die  nach  der 

Tiefe  gerichteten  Enden  stehen  häuflg,  konisch  zulaufend,  etwas  von 

jander  ab.    2.  Der  Zwischenraum   zwischen  den  Epithelreihen  ist 

isserst  gering.   In  der  Bindesubstanz  befinden  sich  fixe  Bindegewebs- 

irperchen  und  Leucocyten.   Zwischen  den  Epithelzellen  erkennt  man 

1  diesem  Präparat  keine  durchwandernden  Leucocyten. 
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Fig.  XVI.  Querschnitt  einer  SchleimhaatfiEilte  mit  darch- 
wandemden  Leucocyten. 

1.  Vollständig  normale  Epithelzellen.  2.  Ein  Leucocyt  mit 
langgestrecktem  Kern,  der  zwischen  zwei  Cjlinderzellen  eingetreten 
ist.  S.  Ein  Leucocyt,  der  in  der  Mitte  der  Cylinderzellen  steckt, 
und  an  dem  die  Zellenmembran  an  der  freien  Epithelseite  sichtbar 
wird.  4.  Leucocyt,  welcher  im  Austreten  begriffen  ist.  5.  Bei  allen 
jenen  Zellen,  welche  im  Austritt  begriffen  sind,  wird  die  sich  ab- 
rundende Zellenmembran  leicht  sichtbar.  6.  Leucocyten  nach  dem 
Durchtritt,  welche  stets  die  urspritnglich  runde  Form  annehmen. 

Fig.  XVII.  Schleimhaut  des  Ductus  cysticus  vom 
Menschen. 

1.  Stratum  subepitheliale  mit  Leucocyten.  2.  Cylinderzellen  des 
Ausführungsganges.  3,  4  und  5  zeigen  die  Durchwanderung  der 
Leucocyten  in  verschiedenen  Stadien,  vom  Eintritt  zwischen  die 
Cylinderepithelien  an  bis  zum  Austritt  derselben. 


Sitzungsberichte 

der 

kOnigl.  bayer.  Akademie  der  Wissenschaften. 


Oeffentliche  Sitzung 

zur  Feier  des  186.  Stiftungstages 
am  28.  M&rz  1895. 

Der  Präsident  der  Akademie,  Herr  M.  v.  Pettenkofer, 
eröffnet  die  Sitzung  mit  folgenden  Worten  zum  Gedächtniss 
zweier  Ehrenmitglieder  der  Akademie: 

Der  28.  März  heute  ist  der  Stiftungstag  der  k.  bayer. 
Akademie  der  Wissenschaften,  welcher  jährlich  durch  eine 
öffentliche  Festsitzung  gefeiert  wird.  Diese  Stiftungsfeier 
dient  herkömmlich  dazu,  jener  unsrer  Mitglieder  zu  gedenken, 
welche  während  des  abgelaufenen  Jahres  verstorben  sind. 

Ich  habe  zweier  verstorbener  Ehrenmitglieder  zu  ge- 
denken. 

Adolf  Friedricli  Graf  von  Schack. 

Am    14.   April   1894    starb    zu    Rom    Seine   Excellenz 
Adolf  Friedrich  Graf  von  Schack,  geboren  am  2.  Au- 
gust 1815  zu  Schwerin,  am  15.  Juli  1856  von  der  Gesammt- 
kademie  zum  Ehrenmitgliede  gewählt.    Der  Vorschlag,  von 
iserem  verstorbenen   Mitgliede   Markus    Müller  ausgehend, 
otet  wörtlich: 

'8»5.  lbUi..|diya.  Ol.  2.  11 
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9  Als  Edelmann,  Diplomat  und  Freund  der  höchsten 
Person  des  Staates  nimmt  Adolf  Friedrich  Graf  von  Schack 
eine  ausgezeichnete  sociale  Stellung  ein,  und  als  Gelehrter 
und  Dichter  steht  er  auf  gleicher  Stufe  mit  den  ersten 
Grössen  unseres  Vaterlandes. 

Seine  Geschichte  der  dramatischen  Literatur  und  Kunst 
Spaniens  (3  Bände  1845)  ist  ein  Meisterwerk  literarisch- 
historischer Forschung  und  zeugt  ebenso  von  tiefen  Studien 
wie  von  einer  seltenen  Schärfe  und  Besonnenheit  der  ür- 
theile  und  einer  gediegenen  Vollendung  des  Geschmackes. 
Daran  reiht  sich  sein  spanisches  Theater  (2  Bände  1845), 
in  welchem  er  mehrere  der  spanischen  Dramas  von  Buiz 
Alarcon,  Cervantes,  Lope  de  Vega  und  Calderon  in  deutschem 
Gewände  dem  Publikum  geschenkt  hat,  mit  einer  Gewandt- 
heit der  Sprache  und  Schönheit  und  Adel  des  Ausdrucks, 
die  ihn  neben  die  ersten  Meister  der  Uebersetzungskunst 
stellt.  Dasselbe  gilt  von  seiner  Uebersetzung  der  epischen 
Gedichte  des  Firdusi,  in  welcher  er  ebenso  durch  gründliche 
Kenntniss  des  persischen  Idioms,  wie  durch  den  feinen  poeti- 
schen Sinn  und  Trefflichkeit  der  Uebertragung  glänzt.* 

Die  Akademie   trat    einstimmig  diesem  Vorschlage  bei. 

Adolf  Friedrich  von  Schack  hat  sein  Leben  lang  der 
Wissenschaft  und  der  Kunst  getreulich  gedient.  Es  liegt 
nun  ein  Leben  geschlossen  vor  uns  da,  welches  allen  materia- 
listischen Verlockungen  widerstrebend  stets  idealen  Zielen 
geweiht  war.  Sein  Lebensgang  ist  merkwürdig.  Neben 
seinen  juristischen  Studien  an  den  Universitäten  Bonn,  Heidel- 
berg und  Berlin  (1834  bis  1838)  betrieb  er  eifrig  das  Studium 
der  europäischen  Literaturen  und  der  orientalischen  Sprachen, 
machte  in  den  Ferien  Reisen  für  wissenschaftliche  Zwecke, 
trat  dann  in  die  Dienste  des  Grossherzogs  von  Mecklen- 
burg und  begleitete  denselben  als  Kammerherr  und  Legations- 
rath  auf  seinen  Reisen  nach  Italien  und  Konstantinopel. 
Dann    wurde   er  nach  Frankfurt  am  Main  zum  Bundestage, 


V.  Pettenhofer:  Nekrolog  auf  ÄMf  Friedrieh  Graf  v.  Schock,     157 

wo  sein  Vater  mecklenburgischer  Gesandter  war,  versetzt, 
ond  1849  kam  ^r  als  BeToUmächtigter  seines  Souveräns^ 
dann  als  Geschäftsträger  nach  Berlin.  Von  Haus  aus  reich 
begütert  und  schon  in  einem  Alter  von  34  Jahren  zu  einer 
ehrenvollen  diplomatischen  Stellung  gelangt,  lag  Herrn 
Ton  Schack  ein  weiterer  glänzender,  genussreicher  Lebens- 
lauf vor,  den  wohl  die  meisten  Menschen  gerne  weiter  ge- 
wandelt wären.  Aber  der  junge  Adolf  Friedrich. von  Schack 
Terzichtete  1852  auf  seine  amtliche  Stellung  und  ging  als 
Privatmann  nach  Spanien,  um  dort  über  die  Geschichte  und 
Cnltor  des  Landes  und  der  spanischen  Araber  weiter  zu 
forschen.  Er  hatte  sich  dafür  durch  eingebendes  Studium 
der  orientalischen  Sprachen,  namentlich  des  Sanskrit,  Arabi- 
schen und  Persischen  vorbereitet  Im  Jahre  1856  folgte  er 
einer  Einladang  unseres  damaligen  Protektors  Konig  Maxi« 
milian  U.,  nach  München  überzusiedeln,  wo  er  sich  in  der 
Briennerstrasse  ein  Wohnhaus  kaufte,  welches  später  nach 
den  Plänen  des  Architekten  und  Bildhauers  Lorenz  Gedou 
umgebaut  wurde,  in  welchem  Anwesen  er  auch  die  von  ihm 
gegründete,  berühmte  Bildergalerie  unterbrachte.  Diese 
Galerie  «nthält  Meisterwerke  von  damals  lebenden,  aber  viel- 
fach nach  verkannten  Künstlern  (Qenelli,  Feuerbach,  Böck- 
lin  etc.)  und  dazu  auch  Copien  von  hervorragenden  Werken 
anerkannter  alter  Meister  (Tizian,  Velasquez,  Murillo  etc.)- 
Diese  Schack-Galerie  ist  zur  Zeit  eine  vielbesachte  Sehens- 
würdigkeit Münchens.  Ihr  Gründer  vermachte  sie  letztwillig 
Seber  Majestät  dem  Deutschen  Kaiser,  welcher  sie  aber  in 
holdvollster  Weise  nicht  nach  Berlin  verpflanzte,  sondern  in 
München  beliess.  Die  Gründung  dieser  Galerie  und  die 
wissenschaftlichen  und  poetischen  Leistungen  ihres  Gründers 
▼«»^nlassten  Seine  Majestät,  Herrn  von  Schack  in  den  Grafen* 
nd  zu  erheben,  und  veranlassten  auch  den  Magistrat 
Inchen,  ihn  zum  Ehrenbürger  zu  ernennen. 

Ueber  Scbacks  Bedeutung  als  Gelehrter  hat  sich  Markus 

11» 
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Müller  in  dem  eben  verlesenen  Antrage  bezeichnend  aus- 
gesprochen, und  habe  ich  dem  nichts  beizufügen ;  über  seine 
Bedeutung  als  Dichter  theilt  mir  ein  sachyerständiges  Mit- 
glied unserer  Akademie  folgendes  mit: 

9  Wie  uns  Schack  in  seinen  meisterhaften  Uebersetzungen 
die  fremde  Welt  der  Inder,  Perser  und  Araber  näher  ge- 
bracht hat,  so  liebt  er  es  auch  in  seinen  zahlreichen  eigenen 
Dichtungen,  uns  in  die  verschiedensten  Welttheile,  die  ver- 
schiedensten Zeiten  zu  versetzen  und  weitschanenden  Blicks 
die  geistige  Entwicklung  der  Menschheit  bis  zur  lebendigen 
Gegenwart  zu  verfolgen  mit  prophetischem  Hinweis  auf  eine 
kommende  Verbrüderung  aller  Völker.  Er  ist  der  Oultur- 
dichter  im  vollen  Sinne  des  Wortes  mit  all  seinen  Licht- 
und  Schattenseiten,  kein  unmittelbar  wirkender  Lyriker,  aber 
ein  tief  und  vielseitig  gebildeter  Geist,  der  erhabene  Gedanken 
und  edles  Streben  in  klangvoller  Sprache  zum  Ausdruck 
bringt  und  die  mannigfaltigsten  Kunstformen  mit  sicherer 
Meisterschaft  beherrscht.* 

Unsere  Akademie  wird  des  Verblichenen  stets  ehrend 
gedenken. 

Ismail  Pascha. 

Ein  anderes  Ehrenmitglied,  Ismail  Pascha,  früher  Ghediv 
von  Aegypten,  geboren  am  81.  Dezember  1830  zu  Kairo, 
starb  jüngst  am  2.  März  1895  in  Konstantinopel  und  wurde 
am  12.  März  in  Kairo  feierlich  bestattet.  Er  war  der  erste 
Muhamedaner,  der  unserer  Akademie  angehörte,  am  18.  Juni 
1874  gewählt.  Der  Vorschlag  zu  seiner  Wahl  ging  von 
unserem  verstorbenen  Mit^liede  Franz  von  Kobell  aus  und 
lautet  wörtlich:  ^Der  Unterzeichnete  erlaubt  sich  zum  Ehren- 
mitglied der  Akademie  Seine  Hoheit  den  Vicekönig  von 
Aegypten  Ismail  Pascha  vorzuschlagen.  Dieser  Herr  hat 
sich    durch    die    liberale   Unterstützung    der  geographischen 
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Expedition  von  Baker  und  Schweinfurt  und  durch  die  glän- 
zende AasrüstuDg  der  Rohlf  sehen  Expedition  zur  Erforschung 
der  libyschen  Wüste  wesentUche  Verdienste  um  die  Wissen- 
schaft erworben.  An  htzterer  Expedition  hat  auch  unser 
Mitglied  Professor  Zittel  Theil  genommen  und  die  paläonto- 
logLsche  Sammlung  des  Staates  ist  von  ihm  durch  interessante 
Erwerbungen  bereichert  worden.  Der  Vicekönig  hat  sehr 
liberal  gestattet,  dass  die  auf  der  Reise  gemachten  natur- 
historischen Sammlungen  überhaupt  den  betreffenden  Samm- 
Inogen  in  Berlin  und  München  einverleibt  werden.  Es  dürfte 
daher  vollkommen  gerechtfertigt  sein,  dass  dem  hohen  Herrn 
▼on  Seite  unserer  Akademie  ein  Zeichen  der  Anerkennung 
geboten  werde.* 

Die  Akademie   trat   diesem  Vorschlage   einstimmig  bei, 
Ismail  Pascha   musste   bekanntlich   von   der  Regierung 
zurücktreten.     Darüber   weiss   ich  nichts  Besseres  und  Ent- 
sprechenderes zu  sagen,   als  was  der  berühmte  Aegyptologe 
Professor   Dr.   Georg   Ebers,    welcher   länger   in    Aegypten 
weilte  und  mit  Ismail  Pascha  persönlich  verkehrte,  uns  mit- 
getheilt    hat.      ,Die    verschwenderische    Rücksichtslosigkeit, 
mit  der  der  jüngst  verstorbene  Chediv  Ismail  über  die  reichen 
Mittel  seines  Landes  verfügte,  musste  er  in  der  Verbannung 
bussen.      Die  Bevorzugung,   die   den  Europäern   so   deutlich 
and  lange  durch  ihn  zu  Theil  ward,   hatte  die  national  ge- 
sinnten   ünterthanen   gegen   ihn    aufgebracht,   und   es   mag 
dahingestellt   bleiben,    in    wie    weit   ihn    die   Hoffnung    auf 
Vermehrung   seiner   Einkünfte    und    der   Wunsch    sich    in 
Europa  Berücksichtigung   und  Lob   zu  erwerben,  antrieben, 
sich  als  Förderer  der  Cultur  zu  bewähren.    Jedenfalls  besass 
er  Eigenschaften  und  bethätigte   er   seinen  Qeist  und  seine 
THatkrafl  durch  Handlungen  und  Werke^  die  es  einer  wissen- 
lafilichen  Körperschaft,  deren  Bestrebungen  er  gelegentlich 
^standnissvoU   und  freigebig  unterstützt  hatte,    nahe  legen 
fte,  ihrer  Anerkennung  auch  äusserlich  Ausdruck  zu  geben. 
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Von  seinem  Grossvater  Mohammed  Ali,  dem  Erneuerer  Aegyp- 
tens,  hatte  er  den  lebhaften,  der  europaischen  Cultur  ge- 
neigten Geist,  Ton  seinem  Vater  Ibrahim,  dem  Sieger  von 
Nisibi,  wo  unser  Moltke  gegen  ihn  focht,  den  unternehmen- 
den Sinn  geerbt.  Seinen  französischen  Erziehern  verdankte 
er  eine  Bildung,  die,  obwohl  sie  nicht  tief  ging,  ihm  doch 
gestattete,  die  Bedeutung  und  Würde  der  Wissenschaft  za 
erkennen.  Neue  Gedanken  und  Entwürfe,  die  man  ihm 
mittheilte  und  vorlegte,  begriff  er  und  verstand  es  ihnen  za 
folgen  und  ihnen  das  für  seine  Zwecke  Brauchbare  zu  ent* 
nehmen.  Darum  wurde  es  auch  Herrn  von  Lesseps  leicht, 
den  Chediv  Ismail  für  die  unter  seinem  Vorganger  begonnene 
Durchstechung  der  Landenge  von  Suez  zu  gewinnen,  so  viele 
Millionen  sie  auch  wieder  und  wieder  in  Anspruch  nahm. 
Ebenso  glückte  es  dem  französischen  Alterthumsforscher 
Auguste  Mariette,  den  Chediv  für  die  Denkmäler  aus  der 
Pharaonenzeit  zu  interessiren  und  von  ihm  die  Mittel  zu 
Ausgrabungen  in  grossem  Stil,  zur  Herausgabe  von  nützlichen 
Publicationswerken  und  endlich  jfür  die  Anlage  jenes  Antiqui- 
jlÄtenmuseums  in  Kairo  zu  erlangen,  das  schon  bei  Ismails 
Verjaguug  seinesgleichen  nicht  hatte.  Als  Gerhard  Kohlfs 
und  Karl  Zittel  die  Erforschung  der  libyschen  Wüste  unter- 
nahmen, schenkte  er  dieser  ergebnissreichen  Expedition,  so- 
wie der  früheren  von  Baker  und  Schweinfurt  nicht  nur 
materielle  Unterstützung,  sondern  auch  verständnissvoUe 
Theilnahme.  Auch  vielen  anderen  Forschern  gewährte  er 
thatkräftige  Unterstützung.  So  dem  Astronomen  Mahmud  Be 
(später  Pascha)  bei  seinen  der  Topographie  des  alten  Ale- 
xandrien  gewidmeten  Arbeiten,  und  Ernst  Haeckel,  indem 
er  ihm  für  seine  zoologischen  Untersuchungen  im  Rothen 
Meere  einen  Dampfer  zur  Verfügung  stellte.  Die  Bibliothek 
im  Palast  Derb-el-Gamamiz  zu  Kairo  dankt  ihm  die  Ent- 
stehung und  ihre  tüchtige  Verwaltung  durch  deutsche  Ge- 
lehrte (Dr.  Stern  und  Dr.  Spitta).    Jetzt  steht  ihr  Dr,  Völlers 


V.  Voit:  Nekrolog  auf  Carl  Maximilian  v.  Bauernfeind.      161 

ror.  Herr  Dor,  ein  tüchtiger  Schweizer  Pädagog,  richtete 
seine  Aufinerksamkeit  auf  das  Erziehungswesen  des  Landes. 
Mit  schöner  Duldsamkeit  unterstützte  der  Chediv  die  Errich- 
tung auch  christlicher  Schulen  und  Kirchen.  Die  Neu- 
gestaltung des  ägyptischen  Medicinal-  und  Gerichtswesens 
ging  gleichfalls  yon  ihm  aus.  Was  er  für  die  Bewässerung 
seines  Reiches,  für  den  Verkehr  durch  Anlage  von  Eisen- 
bahnen und  Telegraphen,  für  die  Wohlfahrt  der  Unterthanen 
durch  die  Pflanzung  Schatten  spendender  Bäume  in  gross- 
artiger Menge  that,  verdient  so  gewiss  der  Erwähnung,  wie 
dass  er  die  Zwangsarbeit  aufhob  und  den  Sklavenhandel 
beschrankte.' 

Also  Segen  auch  seinem  Angedenken! 


Der  Classensecretär,  C.  v.  Voit,  gedenkt  der  seit  dem 
letzten  Stiftungstage  gestorbenen  Mitglieder  der  Classe. 

Die  mathematisch  -  physikalische  Classe  hat  im  ver- 
flossenen Jahre  zwei  ordentliche  Mitglieder:  Carl  Maximilian 
V.  Bauernfeind  und  Carl  v.  Haushofer,  ferner  vier  aus- 
wärtige Mitglieder:  Die  Physiker  August  Eundt  und  Her- 
mann y.  Helmholtz  in  Berlin,  den  Botaniker  Nathanael 
Pringsheim  in  Berlin  und  den  Anatomen  Josef  Hyrtl  in 
Wien  durch  den  Tod  verloren. 

Carl  Maximilian  von  Bauemfeind. 

Am  3.  August  vorigen  Jahres  endete  das  Leben  eines 
Mannes,  der  in  rastloser  fruchtbarer  Thätigkeit  nur  durch 
eigene  Kraft  und  Tüchtigkeit  sich  zu  angesehenster  Stellung 
emporgearbeitet,  die  Geodäsie  und  Ingenieurkunde  mächtig 
«Gefordert  und  durch  die  glückliche  Organisation  des  techni- 
hen  Unterrichtes  seinem  Vaterlande  die  grössten  Dienste 
^leistet  hat 

Carl  Maximilian  Bauernfeind   wurde   am   28.  No- 
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vember  1818  in  dem  Städtchen  Arzberg  im  Fichtelgebirge 
als  Sohn  eines  Schmiedmeisters  geboren.  Die  an  Kindern 
reichen,  an  Mitteln  armen  Eltern  waren  nicht  in  der  Lage 
den  Knaben,  dessen  besondere  Begabung  sich  früh  zeigte, 
einen  regelmässigen  Studiengang  durchmachen  zu  lassen. 
Er  wurde  in  die  Lateinschule  nach  dem  benachbarten  Wun- 
siedel  geschickt,  dann  in  die  Gewerbeschule  und  die  poly- 
technische Schule  nach  Nürnberg,  woselbst  er  drei  Jahre 
(von  1836  bis  1838)  verblieb.  Aber  gerade  die  entgegen- 
stehenden Schwierigkeiten  stählten  seinen  Willen  und  trieben 
ihn  zu  ernster  Arbeit. 

Er  hatte  das  grosse  Glück,  dass  an  der  polytechnischen 
Schule  zu  Nürnberg  damals  als  Professor  der  Mathematik 
und  Physik  Georg  Simon  Ohm,  gleich  bedeutend  als  Forscher 
wie  als  Lehrer,  wirkte.  Bauernfeind  schildert  ihn  in  einer 
am  28.  Juli  1882  gehaltenen  Gedächtnissrede  als  unver- 
gleichlichen Lehrer,  an  welchem  die  Jugend  einen  begeistern- 
den Führer  nicht  bloss  im  Bereiche  der  Mathematik  und 
Physik,  sondern  des  Wissens  überhaupt  fand,  von  dessen 
Geiste  Jeder  eine  innerliche  Wirkung  verspürte.  Ohm  war 
sich  klar  darüber,  dass  die  gewohnliche  Lehrweise  durch 
Vorträge  in  den  Naturwissenschaften  nicht  ausreichend  sei; 
er  suchte  die  Schüler  in  ununterbrochenem  lebendigem  Ver- 
kehr durch  Fragen  und  Uebungen  an  der  Tafel  zu  selb- 
ständigem Denken  anzuregen.  Bauemfeind  stand  mit  seinem 
geliebten  Lehrer  noch  länger  in  Briefwechsel  und  verkehrte 
später  nach   dessen  Berufung  nach  München   viel  mit  ihm. 

Auf  diese  Weise  vortrefflich  vorbereitet,  bezog  Bauem- 
feind (1838)  die  Universität  München,  wo  damals  noch  die 
technischen  Beamten,  die  Architekten,  Ingenieure  etc.  ihre 
Ausbildung  empfingen;  er  war  daselbst  während  zweier  Jahre 
als  Studirender  der  Industrie  inscribirt  und  hörte  mathe- 
matische ,  naturwissenschaftliche  und  Staats wirthschaftliche 
Vorlesungen. 


V,  VoU:  Nekrolog  auf  Carl  Maximilian  v,  Bauernfeind.      163 

Hier  wurde  für  sein  Leben  die  Begegnung  mit  einem 
herTorragenden,  ganz  eigenartigen  Manne  der  Technik,  mit 
Josef  V.  Utzschneider,  entscheidend.  Dieser  »edelste  Vater- 
landsfrennd',  wie  ihn  die  Grabschrift  nennt,  hatte  sich  um 
die  Staats-  und  Yolkswirthschaft  in  Bayern  in  höchstem 
Grade  verdient  gemacht:  ihm  verdankt  man  die  Reform  der 
Finanzverwaltung,  des  Steuerkatasters  und  der  Staatsschulden- 
tilgung, femer  die  Durchführung  einer  für  die  damalige 
Zeit  musterhaften  Landesvermessung,  die  Anbahnung  einer 
rationellen  Forst-  und  Landwirthschaft,  die  ersten  Versuche 
mit  dem  Runkelrübenbau  während  der  Continentalsperre,  die 
Cultivirung  ausgedehnter  Moosflächen,  die  Verbesserung  des 
Salzbergbaues  und  des  Sudwesens;  er  machte  ferner  mit 
Georg  Reichenbach  und  Josef  Fraunhofer  München  durch 
Gründung  der  mathematisch  -  mechanischen  und  optischen 
Institute  zur  Pflanzstätte  für  Feinmechanik;  und  ward  nach 
seinem  Rücktritte  vom  Staatsdienste  als  Bürgermeister  Mün- 
chens in  uneigennützigster  Weise  der  Begründer  einer  In- 
dustrie der  Stadt  durch  bedeutende  Unternehmungen:  durch 
Anlage  einer  Lederfabrik,  einer  Tuchfabrik,  einer  Spiritus- 
fabrik, einer  Glashütte,  einer  ersten  grossen  Brauerei  etc. 
An  diesen  merkwürdigen  Mann  hatten  Bauernfeind  seine 
Nürnberger  Lehrer  empfohlen,  der  den  Werth  und  das 
Streben  des  jungen  Mannes  alsbald  erkannte,  ihm  die  zur 
Fortsetzung  seiner  Studien  nöthigen  Mittel  gewährte,  ihm 
Wohnung  in  seinem  Hause  in  Obergiesing,  dem  jetzigen 
Warthofe,  gab  und  ihn  bis  zu  seinem  im  Jahre  1840  er- 
folgten Tode  ein  wahrer  väterlicher  Freund  und  Rathgeber 
blieb. 

Utzschneider  hatte  ein  besonderes  Geschick  die  rechten 
Leute  zu  finden  und  sie  auf  den  ihren  Talenten  passenden 
Platz  zu  stellen.  So  bestimmte  er  seinen  Schützling,  sich 
dem  Ingenieurfach  zu  widmen.  Damals  (1840)  wurde  eben 
der  vierte   Jahreskurs   der  hiesigen  polytechnischen   Schule 
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in  einen,  von  dem  trefflichen  Friedrich  Aagust  Padi,  dem 
späteren  Oberbaudirektor,  geleiteten  Ingenieurcurs  verwandelt, 
in  welchen  Bauernfeind  eintrat.  Schon  ein  Jahr  darauf 
bestand  er  die  Staatsprüfung  für  das  Ingenieurfach  mit  Aus- 
zeichnung und  kam  alsbald  als  Baupraktikant  zu  der  Eisen- 
bahnbaucommission  nach  Nürnberg  und  dann  zu  der  Eisen- 
bahnbausektion nach  Hof,  woselbst  er  mit  den  Projectirungs- 
arbeiten  und  der  Bauleitung  für  die  dortigen  schwierigen 
Bahnbauten  beschäftigt  war. 

Diese  für  seine  fernere  Laufbahn  äusserst  nutzbringende 
praktische  Thätigkeit  wurde  (1844)  unterbrochen  durch  die 
Einberufung  als  Hilfslehrer  des  Ingenieurcurses  nach  München, 
an  welchem  er  drei  Jahre  vorher  noch  Schüler  war.  Neben- 
bei erhielt  er  (1846)  die  Stelle  eines  functionirenden  In- 
genieurs der  Direction  der  Eisenbahnen.  Im  Jahre  1849 
erfolgte  seine  Anstellung  als  zweiter  Professor  der  Ingenieur- 
wissenschaften an  der  polytechnischen  Schule,  1851  die  als 
erster  Professor,  womit  er  die  Stellung  als  Bauingenieur 
wieder  aufgab. 

Damit  begann  für  Bauernfeind  eine  durch  fast  50  Jahre 
fortgesetzte  fruchtbare  Lehrthätigkeit  in  der  gesammten  In- 
genieurkunde: im  Strassen-,  Brücken-  und  Eisenbahnbau, 
sowie  in  der  Geodäsie;  er  war  ein  ganz  vorzüglicher,  klarer 
und  gewissenhafter  Lehrer,  dem  alle  bayerischen  Ingenieure 
ihre  Ausbildung  verdanken,  nicht  nur  die  theoretische,  son- 
dern auch  die  praktische  durch  den  Unterricht  in  der  prakti- 
schen Geometrie  und  im  Gebrauche  der  Messinstrumente. 
Zu  dieser  Zeit,  wo  seine  Stellung  fest  begründet  war,  begann 
er  auch  sich  mit  wissenschaftlichen  Problemen  zu  befassen. 
In  Folge  davon  hat  ihm  (1853)  die  Erlanger  Universität, 
besonders  für  seine  Arbeit  über  die  Planimeter,  den  Titel 
eines  Doktors  der  Philosophie  verliehen.  Doch  wurde  er 
(1858)  noch  einmal  in  den  praktischen  Dienst  gerufen  durch 
die  Ernennung   zum  Baurath    bei  der  obersten  Baubehörde, 
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wo   er   während   zehn  Jahren   das  Referat  über  Eisenbabn- 
nnd  Brückenbauten  hatte. 

Mittlerweile  war  ein  wichtiger  Abschnitt  in  dem  Leben 
Bauernfeind^s  herangekommen.  Seit  längerer  Zeit  (1857) 
befasste  man  sich  in  Bayern  mit  dem  Plane  einer  Neu» 
Organisation  der  technischen  Lehranstalten,  aber  man  konnte 
über  die  Principien  nicht  einig  werden.  Keine  Geringeren 
wie  Georg  Beichenbach  und  Josef  Fraunhofer  hatten  schon 
im  Jahre  1823  eine  Denkschrift  dem  Ministerium  vorgelegt, 
worin  sie  för  alle  technischen  Studien  eine  auf  wissenschaft- 
licher Grundlage  aufgebaute  Hochschule  verlangten.  Erst 
der  Minister  t.  Schlör  griff  diesen  Gedanken  wieder  auf 
und  fand  in  Bauernfeind  einen  für  die  Aufgabe  begeisterten, 
ebenso  sachkundigen  wie  energischen  Bathgeber.  Nicht  eine 
Anstalt  zur  empirischen  Abrichtung  und  zur  Erlernung  ge* 
wisser  Begeln  sollte  entstehen,  sondern  eine  Sfcätte  der  Wissen- 
schaft, in  welcher  die  Schüler  befähigt  werden  zu  denken 
und  in  den  einzelnen  Fällen  selbst  zu  entscheiden,  was  das 
Richtige  ist.  Es  stand  bei  ihm  fest,  dass  die  Mathematik 
und  die  Naturwissenschaften  wie  Physik,  Mechanik,  Chemie, 
Geognosie,  Physiologie  etc.  ebenfalls  zu  einer  allgemeinen 
Bildung  führen,  indem  sie  die  Befähigung  geben,  in  fremde 
Gebiete  mit  klarem  Blicke  zu  schauen  und  deren  Beziehungen 
zu  dem  eigenen  Berufe  zu  erfassen.  Ihm  wurde  nach 
manchen  Kämpfen  die  ganze  Organisation  der  neuen  Hoch- 
schule anvertraut,  er  wählte  mit  grossem  Geschick  die  ersten 
Lehrer  derselben  aus,  und  er  wurde  zum  Professor  der 
Ingenieurwissenschaften  und  der  Geodäsie,  sowie  zum  Director 
während  der  sechs  ersten  Jahre  ernannt.  Als  im  Jahre 
1868  die  Hochschule  in  dem  prächtigen  Neubau  eröffnet 
wurde,  da  konnte  man  sagen,  dass  ein  gelungenes  Werk 
vorliege  und  dass  Bauemfeind  sich  um  dasselbe  das  grösste 
Verdienst  erworben  habe.  Im  Jahre  1874  erhielt  er  den 
Titel    und    Bang    eines    Directors    der    technischen    Hoch- 
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schule,  und  von  1880  bis  1889  ftihrte  er  abermals  das  Amt 
eines  Directors  derselben.  Solange  die  technische  Hoch- 
schule bestehen  bleibt,  wird  man  sich  dankbar  des  Mannes 
erinnern,  der  das  Meiste  zu  ihrer  Gründung  und  zu  ihrem 
Gedeihen  gethan  hat. 

Noch  an  einer  andern  bedeutungsvollen  Aufgabe  konnte 
sich  der  Geodät  Bauemfeind  betheih'gen,  an  der  europäischen 
Gradmessung.  Dieses  grossartige  wissenschaftliche  unter- 
nehmen hatte  im  Jahre  1861  der  k.  preuss.  Generallieutenant 
J,  J.  Baeyer,  der  Schüler  BesseFs,  ins  Leben  gerufen;  fast 
alle  Staaten  Europas  betheiligten  sich  an  demselben,  so  dass 
es  später  zu  einer  internationalen  Erdmessung  erweitert 
wurde.  Zur  Durchführung  der  für  die  Zwecke  der  euro- 
päischen Grfldmessung  in  Bayern  vorzunehmenden  Arbeiten 
wurde  (1868)  eine  bayerische  Commission,  bestehend  aas 
Mitgliedern  der  math.-phys.  Classe  der  Akademie,  gebildet. 
Bauemfeind  wurde  ständiger  Secretär  und  Stellvertreter  des 
Vorstandes  dieser  Commission.  Dieselbe  sollte  darüber  wachen, 
dass  alle  auf  Bayern  treffenden  Gradmessungsarbeiten  nach 
den  Beschlüssen  der  allgemeinen  Gonferenzen  und  der  per- 
manenten Commission  der  europäischen  Gradmessung  voll- 
zogen werden.  Sie  hatte  zunächst  die  zur  Durchführung 
der  Gradmessung  in  Bayern  nöthigen  Arbeiten  einzuleiten; 
Bauemfeind  fielen  die  geometrischen  Nivellements  erster 
Ordnung  zu,  wozu  er  die  Instrumente  wählte  und  die  Me- 
thoden der  Nivellirung,  sowie  die  Berechnung  der  Resultate 
angab,  eine  Arbeit,  die  ihn  bis  an  seine  letzten  Lebenstage 
beschäftigte.  Im  Jahre  1871  trat  er  in  die  aus  den  be- 
deutendsten Fachmännern  zusammengesetzte  permanente  Com- 
mission ein,  in  welcher  er  an  der  Seite  Baeyer *8  zum  Vice- 
präsidenten  gewählt  wurde. 

Indem  wir  uns  nach  diesem  Ueberblicke  über  den  Lebens- 
gang Bauernfeind*s  zu  seiner  wissenschaftlichen  Thätigkeit 
wenden,  muss  zur  Charakterisirung  derselben  bemerkt  werden, 
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dass  dieselbe  sich  stets  als  Bedfirfniss  für  seine  praktischen 
Arbeiten  als  Geodät  und  Ingenienr  ergab;  er  verfolgte  damit 
den  Zweck,  die  letzteren  za  fordern  und  genauer  zu  gestalten. 
Eine  seiner  ersten  Veröffentlichungen  (1846)  war  der 
Beitrag  zur  Theorie  der  Brückengewölbe.  Pauli  hatte  bei 
seinen  Vortragen  im  Ingenieurcurs  eine  wahrscheinlich  aus 
englischen  Quellen  geschöpfte  höchst  einfache  graphische 
Behandlung  der  in  einem  Gewölbe  thätigen  Kräfte  mitge- 
theilt;  an  Stelle  dieses  graphischen  Verfahrens  setzte  nun 
Bauernfeind  das  analytische  und  erweiterte  so  die  Gewölbe- 
theorie. Die  erste  von  Pauli  construirte  Fachwerkbrücke  über 
die  Günz  entsprach  nicht  ganz  den  Anforderungen,  was  Bauem- 
feind (1856)  veranlasste  ein  anderes  Tragersystem  zu  berech- 
nen, woruach  die  von  Gerber  ausgeführte  Oonstruction  bei 
der  Grosshesseloher  Brücke  zur  erstmaligen  Anwendung  kam. 
Das  von  ihm  (1851)  angegebene  Prismenkreuz,  ein 
neues  Messinstrument  zum  Abmessen  von  Winkeln  für  In- 
genieure und  Geometer,  hat  eine  weite  Verbreitung  gefunden; 
indem  er  statt  der  Spi^el  Glasprismen  als  reflectirende 
Flächen  anwendete,  gelang  es  ihm  in  Folge  der  Durch- 
sichtigkeit der  letzteren  die  Bilder  zweier  Gegenstände  in 
grösserer  Ausdehnung  zur  Deckung  zu  bringen,  als  es  bei  den 
Spi^eln  möglich  ist,  und  so  eine  genauere  Messung  zu  erzielen. 
Seine  Besprechung  der  drei  damals  (1853)  existirenden, 
aber  noch  wenig  bekannten  Planimeter  von  Ernst,  Welti 
und  Hansen  hat  zur  Anwendung  dieser  Instrumente  in  der 
Praxis  viel  beigetragen. 

Bauernfeind^s  Elemente  der  Vermessungskunde,  ein  Lehr- 
buch der  praktischen  Geometrie  in  zwei  Bänden  (1856  in 
erster,  1890  in  siebenter  Auflage  erschienen)  sind  wohl  sein 
bedeutungsvollstes  Werk,  welches  zu  seiner  Zeit  nur  von  ihm 
t>earbeitet  werden  konnte.  Dieses  ungemein  klar  und  ver- 
itandlich  geschriebene,  von  wissenschaftlichem  Geiste  erfüllte 
Lehrbuch  hat  durch  die  systematische  Zusammenfassung  der 
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damaligen  Eenntniese  die  Erlernung  der  Methoden  der  Ver- 
messungskunde angemein  erleichtert. 

Auch  die  von  Bauernfeind  herausgegebenen  Vorlage- 
blätter zur  BrQckenbaukunde,  zur  Strassen-  und  Eisenbahn- 
baukunde und  zur  Wasserbaukunde  haben  fdr  die  Ausbildung 
des  Ingenieurs  grossen  Nutzen  gebracht 

Die  seit  Anfang  des  Jahrhunderts  in  Bayern  vorgenom- 
mene Landesvermessung  hatte  zunächst  eine  nach  wissen- 
schaftlichen Principien  ausgeführte  Triangulation  ausgeführt, 
welche  für  jene  Zeit  als  musterhaft  anerkannt  war:  Schiegg 
hatte  sich  an  der  Ausführung  betheiligt,  Soldner  die  Methoden 
der  Berechnung  geliefert  und  Utzschneider  die  Einrichtungen 
gemacht;  die  besten,  aus  den  Werkstätten  von  Beichenbach 
und  Ertel  und  von  Fraunhofer  hervorgegangenen  geodätischen 
und  astronomischen  Instrumente  waren  zur  Verwendung  ge- 
langt. In  dem  von  der  k.  b.  Steuerkatastercommission  und 
dem  k.  b.  topographischen  Bureau  (1873)  herausgegebenen 
grossen  Werke:  Die  bayerische  Landesvermessung  in  ihrer 
wissenschaftlichen  Grundlage  prüfte  Bauernfeind,  ob  diese 
Triangulirung  auch  den  höheren  Anforderungen  einer  Grad- 
messung genüge,  wobei  sich  zeigte,  dass  dieselbe,  nach  Er- 
gänzung des  Hauptdreiecknetzes  durch  eine  Anzahl  neuer 
Winkelmessungen  und  nach  Umrechnung  der  Resultate  eines 
Theils  des  Hauptnetzes  sehr  wohl  der  europäischen  Grad- 
messung eingefügt  werden  durfte. 

In  Verbindung  mit  der  europäischen  Gradmessung 
wurden  ferner  in  Bayern  ausgedehnte  Präcisions-Nivellements 
unter  Bauemfeind's  Oberleitung  durch  die  Assistenten  der 
bayerischen  Gradmessungscommission  ausgeführt.  Diese  Ni- 
vellements längs  der  Eisenbahnen  und  Landstrassen,  durch 
welche  die  Meeresspiegel  an  den  Küsten  Europas  verbunden 
und  in  allen  Ländern  eine  grosse  Anzahl  genau  nivellirter 
Marken  als  Grundlagen  für  weitere  Höhenmessungen  zu 
technischen  und  wissenschaftlichen  Zwecken  geschaffen  werden 
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sollten,  gehören  zu  dem  Besten,  was  die  neuere  Zeit  auf 
diesem  Gebiete  geleistet  hat. 

Für  geodätische  Höhenbestimmnngen  benützt  man  be-> 
kanntlich  das  Barometer  and  die  trigonometrische  Messung; 
die  letztere  ist  genauer,  die  erstere  aber  bequemer.  Die 
barometrischen  Bestimmungen  erwiesen  sich  durch  noch  un<* 
bekannte  Einflüsse  als  unsicher.  Dies  führte  Bauemfeind 
dazu,  umfassende  Untersuchungen  über  die  Genauigkeit  der 
barometrischen  Höhenmessungeu  anzustellen.  Er  liess  zu 
dem  Zwecke  (1857)  den  grossen  Miesing  genau  geometrisch 
nirelliren  und  dann  an  fünf  in  HohenabsiÄnden  Ton  270  m 
befindlichen  Punkten  yon  10  Schülern  gleichzeitig  Beobach- 
tungen  über  die  Aenderungen  des  Druckes,  der  Temperatur 
und  des  Wassergehaltes  der  Luft  mit  der  Höhe  machen. 

Daran  schlössen  sich  seine  beiden  Untersuchungen  über 
die  atmosphärische  Strahlenbrechung  (1864  und  1866)  an. 
In  der  ersteren  über  die  astronomische  Strahlenbrechung 
stellte  er  die  Besserschen  mittleren  Refractionen  bis  zu 
90^  Zenithdistanz  fest;  in  der  zweiten  über  die  terrestrische 
Strahlenbrechung  ermittelte  er  auf  theoretischem  Wege  die 
Abnahme  der  Coefficienten  derselben  mit  der  Höhe  als  eine 
nothwendige  Folge  der  früher  aus  seinen  barometrischen 
Messungen  aufgestellten  Luftdichtigkeitsformel.  Später  (1877) 
wurden  auf  Veranlassung  der  Gommission  der  europäischen 
Oradmessung  noch  weitere  Beobachtungen  der  terrestrischen 
Refraction  im  Fichtelgebirge  und  dann  zwischen  dem  Schlier- 
see und  dem  Chiemsee  unter  seiner  Leitung  gemacht. 

Aus    allen    diesen   Beobachtungen    erkannte   er   in   der 

Wärmestrahlung  des  Erdbodens  die  Ursache,  warum  bei  den 

barometrischen  Messungen  tägliche  Perioden  auftreten,  indem 

Hittags   grossere,   Morgens  und  Abends   kleinere  Höhen   als 

ie    wirklichen    erhalten    werden.      Er    entwickelte    ferner 

-leichungen   für   die  die   verschieden   dichten  Schichten  der 

tmosphäre   durchdringenden   Lichtstrahlen   und   wies   auch 
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für  die  trigonomeixische  Höhenmessung  einen  Einfluss  der 
Wärmestrahlung  des  Erdbodens  in  taglichen  Perioden  nach. 
Für  die  Geodäsie,  die  barometrischen  Höhenbestimmungen, 
sowie  auch  für  die  Meteorologie  waren  diese  Arbeiten 
Bauernfeind^s  von  Belang;  er  hat  sie  für  seine  bedeutendste 
Leistung  gehalten. 

Es  ist,  wie  man  ersieht,  nicht  die  reine  Mathematik 
oder  die  Physik,  welche  Bauernfeind  durch  neue  Erkennt- 
nisse bereicherte;  er  hat  vielmehr  durch  die  Anwendung 
derselben  für  die  wissenschaftliche  Ausbildung  der  Geodäsie 
und  Ingenieurkunde  Bedeutsames  geleistet  und  ist  dadurch, 
sowie  durch  die  mit  Geschick  organisirten  und  geleiteten 
gemeinschaftlichen  Messungen  seiner  Schüler  zu  einem  der 
angesehensten  Vertreter  in  seinem  Fache  geworden.  Das 
hohe  Ansehen  und  die  Achtung,  welche  er  sich  allseitig  er- 
rungen hat,  zeigte  sich  besonders  bei  der  Feier  seines 
70.  Geburtstages  am  28.  November  1888,  den  er  noch  in 
voller  Rüstigkeit  im  Amte  beging. 

So  ist  der  aus  dem  Volke  hervorgegangene  Sohn  des 
Schmiedes  durch  eigene  Kraft  seines  Glückes  Schmied  ge- 
worden. Der  mächtige  Kopf  mit  den  ausdrucksvollen  scharfen 
Zügen  liess  alsbald  den  bedeutenden  Mann  von  festem  Cha- 
rakter erkennen,  welcher  genau  wusste,  was  er  wollte,  und 
mit  umsichtiger  Klugheit  durchsetzte,  was  er  anstrebte. 
P^ine  vornehme  Erscheinung  von  gemessenem  Wesen  ver- 
langte er  Beachtung  seiner  Stellung  und  zeigte,  dass  er  zu 
herrschen  gewohnt  war. 

Ein  Jahr  nach  seinem  70.  Geburtstage  legte  er  die  Ge- 
schäfte eines  Directors  der  technischen  Hochschule  nieder, 
da  sich  Symptome  des  Nachlassens  der  Kräfte  bemerklich 
machten;  1890  trat  er  auch  vom  Lehramte  zurück.  Es 
stellten  sich  die  Anfange  eines  schweren  Leidens  ein,  dessen 
Qualen  er  mit  Heldenrauth  ertrug.  Klaren  Geistes  nahm  er 
Abschied  von  seiner  Familie  und  seinen  Freunden  mit  dem 
Bewusstsein  sein  Leben  gut  angewendet  zu  haben. 


f>.  VoU:  Nekrolog  auf  Kart  r.  Maushof  er.  171 

Earl  von  Haushofer. 

Die  mathematdsch-physikalische  Glasse  beklagt  den  alizu- 
frühen  Tod  eines  verdienten,  reich  veranlagten  und  höchst 
liebenswürdigen  Collegen,  welcher  wissenschaftliche  und  künst- 
lerische Befähigung  in  gleichem  Grade  iu  sich  vereinigte. 

Earl  Haushofer  erblickte  am  28.  April  1839  zu  München 
als  Sohn  des  Landschaftsmalers  Max  Haushofer  das  Licht 
der  Welt.  Letzterer  gehörte  zu  denjenigen  hiesigen  Malern, 
welche  damals  begannen  im  bayerischen  Gebirge  Studien 
nach  der  Natur  zu  machen;  es  war  eine  idyllische  Zeit  voll 
Frohsinns  und  freudigen  Schaffens.  In  der  Sorge  um  seine 
Familie  verliess  er  1844  mit  schwerem  Herzen  die  Heimath, 
am  einen  Ruf  als  Professor  an  die  Kunstakademie  zu  Prag 
anzunehmen,  woselbst  der  Sohn  die  Jugendjahre  verbrachte. 
Letzterer  hatte  von  dem  Vater  das  Verständniss  für 
die  Schönheit  der  Natur  und  das  Talent  für  die  künstlerische 
Darstellung  geerbt.  Frühzeitig  fing  er  an  zu  zeichnen  und 
zu  malen,  und  zwar  Alles,  was  ihm  vorkam,  Landschaftliches 
and  Figürliches.  Dieser  aufs  Feinste  ausgebildete  Farben- 
ond  Formensinn  und  das  Talent  des  Zeichnens  kam  ihm 
später  bei  seinen  wissenschaftlichen  Arbeiten,  bei  den  von 
ihm  entworfenen  geologischen  Wandtafeln  und  bei  den  Vor- 
lesungen sehr  zu  Statten.  Die  Liebe  zur  Naturschönheit 
wurde  gepflegt  und  entwickelt  durch  den  Aufenthalt  an  dem 
Chiemsee,  wo  die  Eltern  Haushofer's,  an  beständigem  Heim- 
weh nach  der  bayerischen  Heimath  leidend,  alljährlich  zwei 
Sommermonate  zubrachten.  Die  Bilder  jener  Landschaft: 
See,  Wald  und  Hochgebirge  senkten  sich  tief  in  die  Seele 
des  Knaben  und  noch  in  späteren  Jahren  suchte  er  dorten, 
biü  kurz  vor  seinem  Tode,   Erholung   nach  den  Mühen  der 

beit. 
In  Pr^  besuchte  er  das  deutsche  Gymnasium   auf  der 

einseite  (1849 — 1856),   an   welchem  einsichtsvolle  Lehrer 

8»&.  ]Utli.-p]i7S.  Cl.  2.  13 
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wirkten.  Auch  die  Naturwissenschaften  wurden  daselbst 
eifrig  gepflegt:  Physik,  Botanik,  Zoologie  und  Mineralogie 
waren  obligate  Lehrgegenstände.  Der  junge  Haushofer  nahm 
das  grösste  Interesse  daran  und  beschäftigte  sich  auch  zu 
Hause  mit  physikalischen  und  chemischen  Experimenten. 
Besondere  Neigung  brachte  er  der  Mineralogie  entgegen; 
der  Vater  besass  eine  nicht  unbedeutende  Mineraliensamm- 
lung, welche  dem  Sohn  zur  Anregung  diente,  so  dass  er 
schon  als  Gymnasiast  jedes  ihm  yorkommende  Mineral  be* 
stimmen  lernte. 

Nur  ungern  hatte  sich  der  Vater  yon  seinen  beiden 
Söhnen  (1856)  getrennt,  um  dieselben  in  Bayern  das  Gym- 
nasium absolviren  zu  lassen,  da  er  wünschte,  dass  sie  in  der 
alten  Heimath  ihren  künftigen  Lebensweg  suchen  sollten, 
nicht  in  Böhmen,  wo  schon  damals  die  Nationalitätenfrage 
das  Dasein  immer  unerquicklicher  gestaltete.  So  absolvirfce 
der  junge  Haushofer  (1857)  das  Maximilians-Gymnasium  zu 
München  und  trat  dann  an  die  hiesige  Universität  über. 

Es  war  fast  selbstverständlich,  dass  die  Liebe  zur  Natur 
und  die  schon  erlangten  Kenntnisse  ihn  bestimmten,  sich 
den  Naturwisvsenschaften,  insbesondere  der  Mineralogie  und 
Geognosie  zuzuwenden.  Nachdem  er  noch  ein  Semester  in 
Prag  zugebracht  hatte,  ging  er  (1859)  an  die  sächsische 
Bergakademie  zu  Freiberg.  Der  Berghauptraann  v.  Beust 
war  damals  der  Leiter  dieser  in  höchstem  Ansehen  stehenden 
Anstalt,  an  welcher  Studirende  aus  allen  Welttheilen  sich 
zusammenfanden;  unter  der  Führung  des  alten  Weishaupt 
wurden  berg-  und  hüttenmännische  Studien  neben  Chemie 
und  Mineralogie  betrieben. 

Nach  Vollendung  der  Freiberger  Studien  musste  er 
sich  entscheiden,  ob  er  der  Theorie  oder  dem  praktischen 
Bergwesen  sich  zuwenden  sollte.  Namentlich  auf  eine  An- 
regung aus  den  Kreisen  von  Prager  Grossindustriellen  hin 
und   auch   in    der  Hoffnung   bälder   zu    einem  selbständigen 
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Erwerb  zn  gelangen,  enischloss  er  sich  dazu,  sich  dem 
Eisenhüttenwesen  zn  widmen.  Er  trat  (1861)  in  eines  der 
grossten  böhmischen  Eisenhüttenwerke,  in  die  Hermannshütte 
bei  Stab  nächst  Pilsen,  ein,  nm  mit  dem  einfachsten  Arbeiter 
die  harte  Arbeit  bei  der  Gluth  des  Puddelofens  zu  theilen. 
Obwohl  er  bald  zum  Walzmeister  und  Betriebsassistent  yor- 
rückte,  war  es  dem  wissensdurstigen,  feinfühlenden  jungen 
Manne  nicht  möglich  eine  solche  Beschäftigung  und  die  Auf- 
sicht über  400  Arbeiter  weiter  zu  führen.  Todmüde,  mit 
Kohlenstaub  bedeckt  und  häufig  mit  Brandwunden  an  den 
Händen  Ton  der  Arbeit  nach  Hause  kommend,  rermochte  er 
nicht  mehr  ein  Buch  zu  lesen  und  sich  weiter  zu  bilden. 

Der  Vater  war  sehr  bestürzt,  als  er  bei  einem  Besuche 
der  Hütte  eine  gewisse  Verwahrlosung  des  Sohnes  bemerkte; 
er  drang  in  ihn,  die  aufreibende  praktische  Laufbahn  und 
die  schon  erlangte  gute  Stellung  zu  rerlassen  und  zu  der 
Wissenschaft  zurückzukehren.  Die  in  der  Hütte  erworbenen 
Erfahrungen  waren  jedoch  für  ihn  nicht  verloren;  er  konnte 
sie  für  seine  späteren  Vorlesungen  an  der  technischen  Hoch- 
j^hale  gut  verwerthen. 

Er  kam  wieder  an  die  Universität  München,  hörte  Vor- 
lesungen bei  Liebig  und  JoIIy,  und  arbeitete  namentlich  bei 
Kobell,  welcher  ihn  als  Assistenten  aufnahm  und  den  ihm 
in  seinem  ganzen  Wesen  sympathischen  und  in  vielen  Stücken 
gleichgesinnten  jungen  Forscher  lieb  gewann;  er  blieb  ihm 
ein  allzeit  wohlwollender  Gönner  und  Freund. 

Im  Jahre  1864  löste  Haushofer  eine  von  der  philosophi- 
schen   Facultät    gestellte   Preisfrage    physikalischen   Inhalts: 
,ünter8uchungen    über   die    bei    Auflösung    von    Salzen    in 
Wasser  eintretenden  Temperatur-Erniedrigungen".    Die  Auf- 
f—be   war   von  Jolly  gestellt   und   in   seinem    Laboratorium 
arbeitet   worden.     Nun    promovirte   Haushofer,    habilitirte 
b  (1865)  als  Privatdozent  an  der  Universität  für  das  Fach 
'  Mineralogie,    und   wurde,   als  die  technische  Hochschule 

12* 
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(1868)  dahier  gegründet  wurde,  Professor  für  Mineralogie 
und  Eisenhüttenkunde  an  derselben.  Als  solcher  hatte  er 
die  mineralogische  und  hüttenmännische  Sammlung  und  das 
mineralogische  Laboratorium  einzurichten.  Er  war  ein  vor* 
züglicher,  pflichtgetreuer  Lehrer,  beföhigt  durch  ausgebreitete 
theoretische  und  praktische  Kenntnisse  in  seinem  Fache. 

Durch  diese  seine  Eigenschaften  und  durch  sein  ein* 
nehmendes  Wesen  erwarb  er  sich  bald  das  Vertrauen  seiner 
Collegen,  die  ihn  wiederholt  zum  Vorstande  der  chemisch- 
technischen AbtheiluDg  erwählten.  Qnd  als  im  Jahre  1889 
der  Geh.  Rath  v.  Bauernfeind  das  Directorium  der  technischen 
Hochschule  niederlegte,  kam  Haushofer  an  seine  Stelle,  welche 
er  bis  zu  seinem  Lebensende  behielt.  Er  hat  die  in  ihn  ge- 
setzten Erwartungen  erfüllt ;  als  ein  gerechter,  friedliebender, 
umsichtiger  Vorstand  hat  er  sein  schwieriges  Amt  verwaltet, 
nur  das  Wohl  der  Anstalt  berücksichtigend. 

Die  nicht  sehr  zahlreichen  wissenschaftlichen  Arbeiten 
Haushofer^s  zeichnen  sich  durch  feine  Beobachtung  aus.^) 

In  seiner  Habilitationsschrift  (1865)  beschäftigte  er  sich 
mit  den  regelmässigen  Vertiefungen,  welche  durch  Aetzung 
mit  Säuren  auf  den  Flächen  des  Kalkspaths  entstehen,  und 
den  durch  Brewster  entdeckten  Lichtfiguren,  welche  derartige 
geätzte  Platten  hervorbringen.  Nachdem  er  in  den  folgenden 
Jahren  verschiedene  Mineralanalysen  und  die  trefflichen 
, Hilfstabellen  zur  Bestimmung  der  Gesteine'  veröffentlicht 
hatte,  wandte  er  im  Jahre  1873  sein  Interesse  der  schwie- 
rigen Frage  der  chemischen  Constitution  der  natürlichen  Sili- 
kate zu.  In  einer  Abhandlung  in  den  Annalen  der  Chemie 
und  in  einer  besonderen  Schrift  (1874)  versuchte  er,  die  mo- 
dernen chemischen  Anschauungen  auf  die  in  der  Natur  vor- 
kommenden kieselsauren  Verbindungen  anzuwenden  und  für 


1)  Die  Notizen   über  Hanshofer's  wissenschaftliche   Thfttigkeit 
verdanke  ich  der  Güte  des  Herrn  Cdllegen  Groth. 
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dieselben  Gonstitutionsformeln  aufzustellen,  welche  den  geneti* 
sehen  Beziehungen  derselben  Rechnung  tragen.  Da  diese 
letzteren  die  einzige  thatsächliche  Grundlage  einer  solchen 
Anstellung  bilden,  so  können  die  so  erhaltenen  Formeln 
nicht  denjenigen  Grad  von  Wahrscheinlichkeit  besitzen,  welche 
den  Formeln  von  organischen  Verbindungen  zukommt,  di«i 
entweder  durch  Synthese  aus  Constitutionen  bekannten  Kör- 
pern gewonnen  oder  durch  allmählichen  Abbau  in  einfachere 
Verbindungen  zerlegt  werden  können.  Dazu  kommt,  dass 
die  damalige  Eenntniss  der  empirischen  Zusammensetzung 
der  DatQrlichen  Silikate  noch  vielfach  eine  ungendgende  war 
ond  in  zahlreichen  Fällen  noch  heute  nicht  zu  einem  Ver- 
suche, auf  die  Constitution  derselben  zu  schliessen,  berechtigt. 
Immerhin  finden  sich  in  Haushofer^s  Zusammenstellungen, 
welche  er  selbst  nur  als  einen  .Versuch**  bezeichnet,  manche 
Auffassungen,  die  auch  jetzt  noch  als  richtig  anerkannt  werden 
müssen. 

Auf  dem  Gebiete  der  Erjstallographie  veröffentlichte 
Haushofer  eine  Reihe  kleinerer  Mittheilungen,  meist  Unter- 
suchungen über  die  Erystallformen  organischer  Substanzen, 
theiLs  in  der  Zeitschrift  für  Erystallographie,  theils  in  den 
Arbeiten  der  Chemiker,  welche  jene  Eörper  dargestellt  hatten, 
seit  dem  Jahre  1877  bis  zu  seiner  letzten  Erkrankung. 

Daneben  gingen  her  Versuche  über  das  Verhalten  des 
Dolomits   g^en   Säuren,    besonders    aber  seit  1880  Studien 
über  die  mikroskopischen  Erystallformen  in  Niederschlägen. 
Der  Gedanke,  die  Gegenwart  gewisser  Elemente  durch  mikro- 
skopische Beobachtung  der   Erystallform   von  Verbindungen 
zu  erkennen,  war  zuerst  von  einigen  Petrographen  zu  mikro- 
skopischen Reactionen   auf  Bestandtheile   der   Mineralien  in 
'^^««steinen  benutzt  worden.    Haushofer  wandte  denselben  nun 
Hfil&mittel  der  qualitativen  chemischen  Analyse  auf  eine 
ihe  von  Stoffen  an,   für  welche  es  an  empfindlichen  Re- 
*onen   fehlt,   und  zeigte,   wie  man   auf  diesem  Wege  in 
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vielen  Fällen,  selbst  bei  sehr  geringen  Mengen  verfügbarer 
Substanz  noch  den  einen  oder  anderen  darin  enthaltenen  Be- 
standtheil  sicher  nachweisen  könne.  Namentlich  bei  den  so- 
genannten seltenen  Erden  ist  durch  ihn  die  mikroskopische 
Methode  ein  wichtiges  Hültsmittel  bei  der  chemischen  Ana* 
lyse  geworden.  Eine  systematische  Zusammenstellung  der 
mikroskopischen  Reactionen,  als  Anleitung  zur  Erkennung 
verschiedener  Elemente  und  Verbindungen  unter  dem  Mikro- 
skope und  als  ein  Supplement  zu  den  Methoden  der  quali- 
tativen Analyse,  gab  er  im  Jahre  1885  heraus;  auch  führte 
er  zahlreiche  junge  Chemiker  durch  ein  von  ihm  abgehal- 
tenes Practicum  in  diese  Methode  ein. 

Seine  rege  Theilnahme  an  dem  deutschen  und  öster- 
reichischen Alpenverein,  zuerst  als  Redacteur  der  Vereins- 
zeitschrift, dann  als  Präsident  der  Section  München,  bat  auch 
der  Wissenschaft  Nutzen  gebracht,  denn  er  war  stets  bemüht, 
dem  Verein  wissenschaftliches  Interesse  zu  verleihen,  die  Ver- 
öffentlichungen in  der  Zeitschrift  gediegen  zu  gestalten  und 
die  bildliche  Ausstattung  derselben  zu  veredeln :  seine  Gebirgs- 
landschaften zeichnen  sich  durch  die  scharfe  Charakteristik  der 
Bergprofile  und  seine  Hochgebirgskarten  durch  ein  besonderes 
landschaftliches  Verständniss  aus.  Er  wird  auch  in  der  Ge- 
schichte der  Erschliessung  der  Ostalpen  genannt  als  einer 
der  ersten,  welche  die  Zillerthaler  Eispässe  begingen,  zu  einer 
Zeit,  wo  das  Führer wesen  und  der  Wegbau  noch  in  den 
Anfingen  waren. 

Sowie  in  der  Natur  suchte  er  auch  im  Leben  das  Rechte 
und  Schöne.  Er  war  ein  ideal  denkender  Mensch,  der  höhere 
Ziele  erstrebte  und  seinen  Gedanken  und  Gefühlen  auch  in 
poetischer  Form  Ausdruck  zu  geben  wusste. 

Der  im  Jahre  1890  erfolgte  Tod  seiner  geliebten  Gattin 
wirkte  auf  den  vorher  so  kräftigen  Mann  erschütternd  ein; 
zwei  Jahre  darnach   hatte  er  einen  heftigen  Anfall  von  In- 
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flueoza,  Yon  welchem  er  sich  nicht  mehr  erholen  konnte. 
Er  starb  nach  langem  Leiden  am  8.  Januar  1895,  betrauert 
Ton  Allen,  welche  seine  edlen  Eigenschaften  gekannt  haben. 


August  Eundt. 

Die  Physik  hat  in  den  letzten  Jahren  durch  das  Ableben 
ihrer  hervorragendsten  Vertreter  in  Deutschland  die  schmerz- 
lichsten Verluste  erlitten;  nach  dem  viel  betrauerten  Heinrich 
Hertz  ist  August  Kundt  und  nach  diesem  Hermann  Helm- 
holtz  im  Zeitraum  von  9  Monaten  gefolgt. 

August  Eundt  ist  am  21.  Mai  1894  in  vollem  Schaffen, 
erst  54  Jahre  alt,  gestorben.  Ein  Schüler  von  Magnus  ist 
er  durch  sein  Talent  in  kurzer  Zeit  einer  der  ersten  Physiker 
geworden ;  an  den  Hochschulen  von  Zürich,  Wünsburg,  Strass- 
huT^  und  Berlin  hat  er  als  unübertrefflicher  Lehrer,  der 
eine  überaus  grosse  Zahl  wissenschaftlich  thätiger  Schüler  in 
seinem  Laboratorium  vereinigte,  und  als  hervorragender  For- 
scher gewirkt. 

Von  seltener  Frische  des  Geistes  und  unverwüstlicher 
Arbeitskraft  war  er  ein  von  Wenigen  erreichter  Meister  im 
Experiment,  der  mit  ungewöhnlichem  Geschick  und  Scharf- 
sinn die  Mittel  fand,  die  schwierigsten  Aufgaben  durch  den 
Versuch  zu  lösen,  wodurch  es  ihm  gelang,  auf  den  ver- 
schiedensten Gebieten  die  Physik  mit  vielen  wichtigen  That- 
sachen  und  Erkenntnissen  zu  bereichern.  Er  gehörte  nicht 
zo  den  eigentlichen  mathematischen  Physikern,  aber  er  ging 
bei  seinen  Arbeiten  zumeist  mit  feinem  Verständniss  für  die 
vorliegenden   Fragen    von   theoretischen    Betrachtungen   aus. 

Bei   seinen   ersten,   auf  dem  Gebiete  der  Akustik   sich 

bewegenden   Arbeiten,    gelang    es   ihm,    eine   neue   höchst 

anreiche   Methode    der   Fortpflanzungsgeschwindigkeit   des 

[ihalles  zu  finden,  deren  Anwendung  ihn  zu  bedeutungsvollen 

ofschlüfisen   führte.      An    seine   Untersuchungen    über    die 
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Doppelbrechung  des  Lichtes  in  tonenden  Stilben  hatte  sich 
ein  Versuch  über  die  Uebertragung  der  Bewegung  longitu- 
dinal  schwingender  Röhren  auf  hineingesteckte  Korper,  sowie 
auf  die  Luft  in  denselben  angeschlossen;  es  zeigte  sich  dabei 
die  auffallende  Erscheinung,  dass  an  der  Innenfläche  der 
Glasröhre  yertheilter  feiner  Staub  sich  in  bestimmten  Figuren, 
den  Knotenpunkten  stehender  Schwingungen  der  eingeschlos* 
senen  Luft,  anordnet,  wenn  man  die  an  beiden  Enden  ver- 
schlossene Röhre  durch  Reiben  in  longitudinale  Schwingungen 
versetzt.  Daraus  war  er  nun  im  Stande  in  einfachster  und 
genauester  Weise  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Schall- 
wellen in  den  in  der  Röhre  befindlichen  Gasen  und  Dämpfen, 
sowie  auch  in  festen  Körpern  zu  bestimmen.  Indem  er  diese 
Methode  immer  mehr  vervollkommnete  und  verschiedene  longi- 
tudinal  schwingende  Körper  unter  mannigfaltigen  Bedingungen 
anwandte,  ergaben  sich  ihm  Resultate  von  allgemeiner  Be- 
deutung, die  auch  zu  dem  chemischen  Verhalten  der  StofiFe 
in  Beziehung  zu  bringen  waren.  Hierher  gehören  auch 
seine  Versuche  über  die  Klangfigureu  in  Orgelpfeifen,  über 
die  Schwingungsform  tönender  Platten,  die  Erzeugung  von 
Tönen  durch  Flammen,  die  Schwingungen  von  rechteckigen 
Luftplatten. 

Nach  diesen  akustischen  Studien  ging  er  zu  optischen 
Fragen  über.  Er  war  auf  den  Gedanken  gekommen,  dass 
Metalle  und  metallisch  glänzende  Körper  Unregelmässigkeiten 
in  der  Brechung  des  Lichtes  zeigen  müssten.  Durch  einen 
genialen  Kunstgriff  besiegte  er  die  der  Beobachtung  fast  un- 
durchsichtiger fester  Körper  und  Lösungen  entgegenstehenden 
Schwierigkeiten  und  that  dar,  dass  in  der  That  eine  Anzahl 
von  Lösungen  von  Stoffen,  welche  im  festen  Zustande  Ober- 
flächenfarben besitzen,  anomale  Dispersion  zeigen. 

In  einer  für  die  kinetische  Gastheorie  höchst  folgereichen 
mit  seinem  Schüler  K.  Warburg  ausgeführten  Untersuchung 
bestimmte  er  die  Reibung  und  Wärmeleitung  der  Gase  und 
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die  specifische  Wärme  des  Qaecksilberdampfes.  Es  war  näm- 
lich die  Frage  zu  entscheiden,  ob  im  Quecksilberdampf  wie 
bei  anderen  Gasen  mehrere  Atome  zu  einem  Molekül  ver- 
einigt sind  oder  ob  es,  wie  unser  College  v.  Baeyer  ver- 
muthete,  ein  einatomiges  Gas  sei.  In  letzterem  Falle  musste 
ein  bestimmter  Quotient  der  Wärmecapacität  bei  constanter 
Temperatur  und  eonstantem  Druck  sich  ergeben,  der  aus  der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  sich  bestimmen  liess.  Dieser 
Quotient  wurde  nun  auch  wirklich  durch  den  Versuch  ge- 
funden. 

Mit  Hilfe  des  Lichtenberg'schen  Pulvers  untersuchte  er 
die  elektrischen  Erscheinungen  an  Erystallen,  die  Thermo-, 
Actino-  nnd  Piezo -Elektrizität  derselben.  Es  folgte  der 
Nachweis  der  elektro-magnetischen  Drehung  der  Polarisations- 
ebene des  Lichtes  in  Gasen,  z.  B.  im  SchwefelkohlenstoflF- 
dampf,  in  der  Luft,  dem  Sauerstoff,  dem  Kohlenoxydgas  und 
Sumpfgas;  und  dann  auch  im  Eisen,  Nickel  und  Kobalt, 
indem  er  den  Durchgang  des  polarisirten  Lichtes  durch  dünne 
darcbsicbtige  Schichten  dieser  Metalle,  welche  er  starken 
elektrischen  Strömen  aussetzte,  beobachtete.  Femer  die  Ent- 
deckung der  Doppelbrechung  des  Lichtes  in  bewegten  reiben- 
den Flüssigkeiten,  und  die  Untersuchung  über  die  Doppel- 
brechung elektrisirter  Flüssigkeiten. 

Die  Kunst  der  Darstellung  äusserst  dünner  durchsichtiger 
üeberzüge  von  Metallen  auf  Glasplatten  benützte  er  in  seiner 
letzten  hervorragenden  Arbeit  zur  ersten  directen  Bestimmung 
der  Brechungsexponenten  der  Metalle. 

Kundt's  Name  wird  sich  stets  an  die  von  ihm  durch 
seine  Experimentirkunst  erschlossenen  Gebiete  der  Physik 
knüpfen. 
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Nathanael  Pringsheim. 

Der  am  6.  Oktober  1894  zu  Berlin  im  71.  Lebensjahre 
gestorbene  Botaniker  Nathanael  Pringsheim  war  einer  der 
ältesten  Vertreter  der  durch  Alexander  Braun,  Schieiden, 
Nägeli  n.  A.  begründeten  pflanzenphysiologischen  Richtung, 
dem  die  Botanik  vielfache  Aufschlüsse  über  den  Bau  und  das 
Leben  der  Pflanzenzellen  verdankt;  vor  Allem  sind  es  seine 
meisterhaften  Untersuchungen  der  mikroskopischen  Algen, 
womit  er  seinen  Ruhm  begründet  hat. 

Pringsheim  widmete  sich,  angeregt  durch  Alexander 
Braun,  frühe  der  Botanik  zu,  habilitirte  sich  an  der  Berliner 
Universität,  wurde  bald  in  Folge  seiner  Algenstudien  auf 
Ehrenberg's  Antrag  in  die  dortige  Akademie  der  Wissen- 
schaften aufgenommen,  folgte  aber  einem  Rufe  nach  Jena 
als  Nachfolger  Schleiden^s.  In  Jena  gründete  er  das  erste 
gut  eingerichtete  pflanzenphysiologische  Institut,  in  welchem 
zahlreiche  Schüler  unter  seiner  Führung  wissenschaftlich 
thätig  waren.  Er  gab  jedoch  nach  einigen  Jahren  diese 
Professur  wieder  auf  und  siedelte  nach  Berlin  über,  um  als 
unabhängiger  Mann  und  Privatgelehrter  ungestört  ganz  der 
Wissenschaft  leben  zu  können.  Mit  den  reichen  ihm  zu 
Gebote  stehenden  Mitteln  errichtete  er  daselbst  abermals  ein 
Laboratorium,  worin  er  freigebig  seine  Schule  aufnahm. 

Er  begann  die  lebenden  Pflanzenzellen  ihrem  Bau  und 
ihrer  Entwicklung  nach  unter  dem  Mikroskope  genau  zu 
beobachten,  wobei  sich  neue  Auffassungen  über  das  Proto* 
plasma  der  Zellen  und  seine  Beziehungen  zur  Membran,  die 
man  früher  als  das  Wesentliche  der  Zelle  angesehen  hatte, 
ergaben.  Er  wurde  dadurch  zum  Studium  der  mikroskopi- 
schen Algen  geführt,  deren  gründliche  Durchforschung  wohl 
seine  grösste  Leistung  ist.  Er  war  der  erste,  der  diese 
interessante  Gruppe  von  niederen  Pflanzen,  welche  die  wich- 
tigsten Aufschlüsse  über  allgemeine  Fragen  der  Morphologie, 
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Physiologie  und  Systematik  gegeben  bat,  aus  dem  Chaos 
Tereinzelter  und  uo  vermittelter  Beobacbtungen  zu  erlösen 
angefangen  hat,  indem  er  mit  unvergleichlicher  Ausdauer 
die  winzigen  Pflanzen  mit  dem  Mikroskop  verfolgte,  bis  er 
ihre  Geschichte  erforscht  batte.  Er  ist  es  gewesen,  der  an 
ihnen  (an  der  grünen  Süsswasseralge  Vaucheria  terrestris 
und  an  Oedogonium)  im  Jahre  1 855  zuerst  den  Befruchtungs- 
act  bei  Pflanzen,  als  geschlechtliche  Fortpflanzung  und  Zeu- 
gung, wirklich  beobachtete,  indem  vor  seinen  Augen  die 
männlichen  Spermatozoon  sich  mit  dem  frei  gelegten  In- 
halte der  weiblichen  Eizelle  vereinigten  und  somit  beide 
Theile  sich  an  der  Bildung  des  befruchteten  Embryo  be- 
theiligten, während  man  früher  die  Befruchtung  als  eine 
Gontactwirkung  oder  als  Diffusion  von  gelosten  Substanzen 
ansah;  ein  Jahr  vorher  war  beim  Thier  (Frosch  und  Kanin- 
chen) von  de  Bary  das  Eindringen  der  Spermatozoen  in  das 
Ei  nachgewiesen  worden.  Pringsheim  zeigte  ferner  dabei, 
wie  bei  den  Algen  geschlechtliche  und  ungeschlechtliche 
Fortpflanzung  regelmässig  mit  einander  abwechseln  und  wie 
die  Species  von  der  sexuell  gebildeten  Spore  aus  durch  eine 
Reihe  von  Wachsthumsprocessen  und  geschlechtslosen  Ver- 
mehrungen in  gesetzmässigem  Turnus  zu  dem  nämlichen 
Ausgangspunkte  zurückkehrt.  Indem  er  so  von  einzelnen 
dieser  Pflanzen  eine  ausführliche  von  Zelle  zu  Zelle  fort- 
führende Wachsthumsgeschichte  und  Entwicklung  gab,  wurde 
er  zur  Bildung  natürlicher  systematischer  Abtheilungen  in 
dem  Gewirre  räthselhafber  Formen  geführt,  zur  Aufstellung 
bestimmter  Arten  in  diesen  Gruppen,  welche  man  bis  dahin 
meist  nur  nur  nach  der  Grösse  der  Zellen  unterschieden 
hatte.  Nur  die  in  dieser  Weise  beobachteten  mikroskopischen 
Algen  können  jetzt  als  wissenschaftlich  erkannt  gelten;  sie 
erheben  sich  wie  Inseln  aus  dem  Meere  der  übrigen  noch 
unbekannten  Formen. 

Er  machte  ferner  zuerst  die  auffallende  Wahrnehmung, 
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wie  gewisse  niedere  parasitische  Pilze  in  das  Innere  gesunder 
unverletzter  Pflanzen  eindringen,  sich  in  letzteren  weiter  ent- 
wickeln und  verbreiten,  sodass  sie  durch  den  Eindringling 
allmählich  erkranken  und  absterben;  es  ist  dies  ein  Vorgang, 
der  später  manche  Pflanzenkrankheiten  erkennen  Hess  und 
besonders  durch  den  weiteren  Nachweis  des  Entstehens  epi- 
demischer Erkrankungen  des  Menschen  durch  in  ihn  gelangte 
Spaltpilze  von  Bedeutung  ward. 

Von  den  weiteren  Arbeiten  Pringsheim's  mögen  nur 
einige  der  wichtigeren  zur  Charakterisirung  seiner  Thätigkeit 
noch  Erwähnung  finden:  seine  Untersuchung  über  die  Ent- 
wicklang und  die  Dauerschwärmer  des  sogenannten  Wasser- 
netzes, über  die  Vorkeimfaden  oder  die  Protenemen  der  Arm- 
leuchtergewächse, über  die  Keimung  und  den  Aufbau  der 
zierlichen  Wasserfarn,  über  die  Embryobildung  der  Gefäss- 
kryptogamen,  über  die  Morphologie  der  ütricularia,  deren 
Schläuche  er  auf  Schwärmsporen  zurückführte,  über  die  männ- 
lichen   Pflanzen  und  Schwärmsporen  der  Gattung   Bryopsis. 

Von  grundlegender  Bedeutung  ist  seine  Arbeit  über  die 
Paarung  der  Schwärmsporen,  in  welcher  er  die  Copulation 
der  Schwärmsporen  von  Pandorina  beschrieb  und  als  morpho- 
logische Grundform  der  Zeugung  im  Pflanzenreiche  darthat. 

In  mehreren  Beiträgen  zur  Morphologie,  zum  Befruch- 
tungsakt und  zur  Systematik  der  Saprolegnieen  wies  er  die 
Copulationswarzen  der  Oogonien  und  die  Copulation  der  Be- 
fruchtungsschläuche der  Antheridien  mit  ersteren  nach;  auch 
dass  bei  ihnen  häufig  eine  parthenogenetische  Entwicklung 
der  Oosporen  unbefruchteter  Oogonien  stattfindet. 

Die  Abhandlung  über  den  Gang  der  morphologischen 
Differenzirnng  in  der  Sphacelarienreihe  bringt  eine  Darstellung 
des  von  den  niederen  Gattungen  derselben  zu  den  höheren 
fortschreitenden  morphologischen  Aufbaues  in  den  Vege- 
tetions-  und  Reproduktionsorganen. 
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Von  Wichtigkeit  sind  femer  die  umfangreichen  Unter- 
suchungen Ober  das  Chlorophyll,  in  welchen  er  das  spektro- 
skopische Verhalten  desselben,  sowie  die  Einwirkung  des  di- 
recten  Sonnenlichts  auf  dasselbe  prüfte.  Er  sah  in  diesem 
g^nen  Farbstoff  ein  Athemorgan  und  ein  Schutzorgan  des 
Protoplasmas   gegen  die  Wirkung  des  Lichtes. 

Von  grossem  Interesse  war  der  Nachweis,  dass  die  Zellen 
der  Mooskapseln,  sowie  die  ihres  Stieles  unmittelbar  zu  den 
fadenförmigen  Vorkeimen  und  zu  den  beblätterten  Moos- 
pflanzen auswachsen  können,  wobei  also  die  generative  Sporen- 
bildung übersprungen  wird.  Er  hat  daran  später  wichtige 
allgemeine  Betrachtnngen  über  den  Generationswechsel  der 
Thallophyten  und  seinen  Anschluss  an  den  Generationswechsel 
der  Moose  geknüpft. 

Endlich  hat  er  über  die  Absonderung  von  Ealk  an  ge- 
wissen Pflanzen,  z.  B.  den  Charaarten  berichtet;  da  aus 
wässrigen  Losangen  von  kohlensaurem  Kalk  diese  Ausschei- 
dung nicht  stattfindet,  so  musste  sie  durch  die  Lebensthätig- 
keit  jener  Gewächse  bedingt  sein. 

Ein  grosses  Verdienst  erwarb  sich  Pringsheim  durch 
die  1858  erfolgte  Gründung  der  Jahrbücher  für  wissenschaft- 
liche Botanik,  welche  er  bis  zu  seinem  Tode  leitete;  ebenso 
durch  die  Gründung  der  deutschen  botanischen  Gesellschaft, 
deren  ständiger  Präsident  er  war. 

Pringsheim  hat  wesentlich  dazu  beigetragen,  der  Botanik 
ihre  heutige  Gestaltung  zu  geben.  Immer  sind  es  Fragen 
von  allgemeiner  Bedeutung,  welche  er  durch  scharfe  Beob- 
achtung und  kritische  Betrachtung  zu  lösen  unternahm; 
seine  Arbeiten  sind  dauernde  Fundamente  für  die  Wissen- 
schaft geworden. 
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Josef  Hyrtl. 

Mit  Josef  Hyrtl,  welcher  am  17.  Juli  1894  im  83.  Lebens- 
jahre auf  seinem  Landgute  zu  Perchtoldsdorf  bei  Wien  ge- 
storben ist,  ist  der  letzte  Vertreter  der  berühmten  Wiener 
medicinischen  Schule  dahingegangen.  Er  war  einer  der  er* 
fahrensten  Anatomen  seiner  Zeit  und  ein  unübertroffener, 
seine  Schüler  begeisternder  Lehrer.  Schon  während  seines 
Studiums  an  der  Wiener  Universität  hatte  er  eine  Vorliebe 
für  die  Formen  der  thierischen  Organisation;  er  zeichnete 
sich  durch  eine  seltene  Geschicklichkeit  in  der  Präparation 
der  Theile  aus,  sodass  sein  Lehrer,  der  bekannte  Anatom 
Berres,  ihn  zu  seinem  Prosektor  machte.  Bald  nach  seiner 
Promotion  wurde  der  26  jährige  Gelehrte  als  Professor  der 
Anatomie  an  die  Prager  Universität  gerufen  und  erhielt  dann 
nach  dem  Tode  von  Berres  dessen  Stelle  in  Wien,  wo  er  bis  zu 
seiner  Emeritirung  thätig  war  und  in  höchsten  Ehren  stand. 

Hyrtl  basass  eine  umfassende  allgemeine  Bildung,  er 
war  ein  geistvoller  origineller  Mann,  schrieb  ein  klassisches 
Latein  und  sprach  gewandt  viele  neuere  Sprachen;  in  der 
Literatur  und  Geschichte  der  Medicin  war  er  wie  Wenige 
bewandert. 

Als  feinsinniger  Beobachter  hat  er  die  fast  abgeschlossen 
erscheinende  Anatomie  des  Menschen  um  eine  grosse  Anzahl 
neuer  Thatsachen  bereichert,  besonders  aber  die  vergleichende 
Anatomie,  welche  er  mitbegrunden  half  und  in  der  seine 
zahlreichen  Beiträge  sich  in  ihrer  Bedeutung  nur  mit  denen 
von  Johannes  Müller  vergleichen  lassen. 

Von  ganz  besonderer  Wirkung  für  die  Ausbreitung 
anatomischer  Kenntnisse  sind  seine  klassischen  Lehrbücher 
geworden:  das  Lehrbuch  der  Anatomie  des  Menschen,  wel- 
ches 23  Auflagen  erlebte  und  sein  Lehrbuch  der  topographi- 
schen Anatomie.  Es  war  in  denselben  nichts  mehr  von  der 
gewöhnlichen  trockenen  Aufzählung  der  Theile  zu  bemerken. 
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es  sind  vielmehr  darin  die  Formen  in  klarster  plastischer 
Darstellmig  zn  einem  lebendigen  Ganzen  verbunden,  das 
durch  die  Verwebung  mit  historischen  Daten,  sowie  durch 
die  Hervorhebung  der  physiologischen  Bedeutung  das  lebhafte 
Interesse  des  Lesers  erweckt. 

Er  war  ein  Meister  in  der  anatomischen  Technik  und 
noch  jetzt  werden  seine  Präparate,  namentlich  seine  Injectionen 
der  feinsten  Bluigefasse,  als  kostbare  Objecte  in  den  ana- 
tomischen Sammlungen  aufbewahrt.  HyrÜ  wird  stets  zu  den 
geschicktesten  Anatomen  gezahlt  werden. 

Hermann  von  Helmholtz. 

Mit  Hermann  Helmholtz  ist  der  berühmteste  und  be- 
deutendste Naturforscher  unserer  Zeit,  welcher  auf  vielen 
Gebieten,  in  der  Mathematik,  Physik,  Physiologie,  Philo- 
sophie und  der  Aesthetik,  ganz  neue  Bahnen  geebnet  hat, 
geschieden,  üebersehen  wir  jetzt  das  vor  uns  abgeschlossen 
li^ende  Leben  und  Wirken  dieses  mächtigen  Geistes,  so 
gewahren  wir,  wie  von  frühester  Jugend  an  in  ihm  das  er- 
kennbar, was  sich  später  so  glänzend  entfaltete,  wie  er  mit 
einer  wunderbaren  Klarheit  die  schwierigsten  Probleme  er- 
fasste  und  durchdachte  und  mit  unerreichtem  Geschick  dem 
Experiment  zugänglich  machte,  bis  er  die  Lösung  gefunden 
hatte,  so  weit  als  es  überhaupt  möglich  war.  Mit  Ehrfurcht 
und  Dankbarkeit  gedenken  wir  seiner,  der  trotz  aller  äusser- 
lichen  Anerkennung  und  Bewunderung  stets  ein  schlichter 
bescheidener  Gelehrter  und  edelgesinnter  Mensch  blieb,  und 
nur  nach  der  Erkenntniss  der  Ursachen  der  Dinge  und  nach 
der  Wahrheit  strebte. 

Der  Lebensgang  von  Helmholtz  ist  in  der  letzten  Zeit 
x>  oft  und  in  so  vorzüglicher  Weise  geschildert  worden,  dass 
ich  hier  nur  einen  Ueberblick  über  seine  hauptsächlichsten 
Leistungen  auf  dem  Gebiete  der  Physiologie  geben  will,  um 
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uns  die  Bedeutuug  des  Forschers  und  Denkers  nochmals  zu 
vergegenwärtigen  und  ihm  auch  von  Seite  unserer  Akadem.ie 
den  schuldigen  Tribut  der  Verehrung  darzubringen. 

Für  Alles,  was  sich  begreifen  und  logisch  entwickeln 
lässt,  zeigte  er  schon  als  Knabe  eine  Vorliebe  und  ein  aus- 
geprägtes Talent,  für  die  Sätze  der  Geometrie  und  dann  für 
die  Lehren  der  Physik.  Es  ist  fär  die  Wissenschaft  ein 
Glück  zu  nennen,  dass  ihm  seine  Mittel  nicht  erlaubten  sich 
alsbald  der  Physik  zuzuwenden,  sondern  dass  er  vorerst 
Mediciner  werden  musste;  viele  und  zum  Theil  die  wichtigsten 
seiner  Arbeiten  wären  sonst  kaum  entstanden.  So  wurde  er 
zunächst  zu  derjenigen  medicinischen  Wissenschaft  gefuhrt, 
welche  vor  Allem  sich  mit  der  Erklärung  der  Erscheinungen 
befasst,  zu  der  Physiologie,  und  von  da  erst  später  zu 
den  rein  physikalischen  Vorgängen.  Den  weiten  Ueberblick 
über  andere  Wissensgebiete,  sowie  die  Neigung  zu  philo- 
sophischer Betrachtung  verdankt  er  der  Physiologie  mit  ihren 
engen  Beziehungen  zu  der  Philologie,  Aesthetik,  Philosophie 
und  Psychologie.  Aber  auch  für  die  Physiologie  war  es  ein 
Glück,  dass  ein  so  grosses  Talent  für  Mathematik  und  Physik 
sich  ihr  widmete  und  zwar  zu  einer  Zeit,  wo  eine  Menge 
der  wichtigsten  physikalischen  Probleme  der  Lösung  harrten. 

Es  war  auf  seine  Entwicklung  sicherlich  von  bestimmen- 
dem Einfluss,  dass  er  als  Lehrer  in  der  Anatomie  und 
Physiologie  Johannes  Müller  fand,  welcher,  obwohl  er  noch 
längere  Zeit  in  der  Lehre  von  der  Lebenskraft  befangen 
war,  doch  die  Lebensvorgänge  durch  Beobachtung  und  durch 
den  Versuch  zu  erforschen  trachtete  und  dadurch  die  neuere 
Physiologie  anbahnte;  er  stellte  z.  B.  den  künstlichen  Kehl- 
kopf zur  Erläuterung  des  Zustandekommens  der  Stimme  her 
und  wagte  es  zuerst  von  einer  Physik  der  Nerven  zu  sprechen. 
Es  ist  gewiss  kein  Zufall,  dass  sich  um  diesen  äusserst  an- 
regend wirkenden  Mann  so  viele  talentvolle  und  strebsame 
Jünger  sammelten,  wie  Henle,  Schwann,   du  Bois-Reymond, 
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K^cke,  Yirchow,  Helmholtz,  lauter  spätere  Koryphäen  der 
Wissenscbaft,  welchen  mau  vorzugsweise  den  Ausbau  der 
Physiologie  in  physikalischer  Richtung  yerdankt.  Die  Mehr- 
zahl der  Freunde  fand  sich  auch  im  Laboratorium  des 
Physikers  Gustav  Magnus,  d^  Meisters  im  Experiment,  sowie 
in  der  physikalischen  Gesellschaft  zusammen. 

Nach  kaum  vollendeter  Lemzeit  an  der  Universität  be- 
gann Helmholtz  in  bemerkenswerther  Weise  wissenschaftlich 
sich  zu  beschäftigen;  stets  waren  es  Fragen  von  principieller 
Bedeutung,  denen  er  sich  zuwandte. 

Er  arbeitete  mit  einem  aus  seinen  Ersparungen  ange- 
sehafiten  Mikroskop  seine  Dissertation  aus,  in  welcher  er 
den  für  die  damaligen  Hilfsmittel  nicht  leicht  zu  beobachten- 
den Zusammenhang  der  vorher  von  Ehrenberg  entdeckten 
Ganglienzellen  mit  den  Nervenfasern  bei  wirbellosen  Thieren 
sicher  nachwies;  es  hatte  zwar  schon  vorher  Bemak  diesen 
Zusammenhang  beschrieben,  aber  keinen  Glauben  gefanden. 
Mit  dieser  Erkenntniss  war  zuerst  ein  Aufschluss  über  die 
Bedeutung  dieser  Zellen  als  nervöse  Centralorgane  gegeben, 
^later  hat  sich  Helmholtz  nochmals  mit  anatomischen  Auf- 
gaben befasst:  mit  der  Beschreibung  der  Rippenmuskeln  für 
die  Athembewegungen  und  der  äusserst  sorgfaltigen  Beobach- 
tung der  Form  der  Gehörknöchelchen  und  ihrer  Gelenke. 

Ea  folgte  die  Abhandlung  über  das  Wesen  der  Fäulniss 
und  Gährung.  Schwann  hatte  durch  ingenieuse  Versuche 
gezeigt,  dass  keine  Gährung  eintritt,  wenn  man  geglühte 
Luft  zu  den  Gährkölbchen  zutreten  lässt,  und  dass  die  Hefe- 
zellen  die  Ursachen  der  Gährung  sind;  Helmholtz  that  Liebig 
gegenüber  dar,  dass  der  Sauerstoff  keinen  Einfluss  auf  die 
Fäulniss  hat;  er  drang  aber  nicht  zu  der  Erkenntniss  vor, 
^«»»  auch  hier  niedere  Organismen  die  alleinige  Ursache  sind. 

In  dem  Artikel  ,  Wärme'  im  encyklopädischen  Wörter- 
ßh  der  medicinischen  Wissenschaften  versuchte  er  aus  den 
cnaLs  vorliegenden  wenig  genauen  Daten  über  die  Kohlen- 
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Säureausscheidung  und  die  Sauerstoffaufnahme  des  Menschen, 
den  in  ihm  im  Tag  verbrannten  Kohlenstoff  und  Wasserstoff 
zu  berechnen  und  daraus  die  im  Körper  erzeugte  Wärme- 
menge zu  entnehmen;  er  kam  dabei  aber  doch  zu  einem 
Werth  (2,7  Mill.  W.  E.),  der  sehr  wohl  mit  den  jetzt  be- 
kannten genauen  Zahlen  übereinstimmt. 

Zu  der  Studienzeit  von  Helmholtz  waren  bekanntlich 
die  meisten  Physiologen  Deutschlands,  in  Folge  der  unseligen 
naturphilosophischen  Richtung,  Anhänger  der  Lehre  einer 
besonderen  unerforschbaren  Lebenskraft,  welche  die  Lebens- 
Vorgänge  bedingen  und  die  phjsikalischeu  und  chemischen 
Kräfte  der  anorganischen  Natur  beherrschen  sollte.  E.  H.  We- 
ber war  einer  der  Wenigen,  der  besonders  darauf  drang,  die 
Erklärung  der  Lebenserscheinungen  auf  Grund  der  Beobach- 
tung und  des  Versuchs  wie  die  der  physikalischen  Processe 
zu  finden  und  die  unfruchtbaren  naturphilosophischen  Specu- 
lationen  zu  verlassen.  Ein  Geist  wie  Helmholtz,  der  in  Allem 
nach  den  Ursachen  suchte,  konnte  sich  mit  solchen  Anschau- 
ungen auch  nicht  zufrieden  geben.  Er  erkannte  bald,  dases 
die  Lebenskraft  in  Widerspruch  stehe  mit  dem  Gesetz  von 
der  Erhaltung  der  Kraft.  Die  Erkenntniss  dieses  Gesetzes 
ist  nicht,  wie  man  so  häufig  meint,  eine  Errungenschaft 
unseres  Jahrhunderts,  sie  ist  vielmehr  sehr  alt,  man  möchte 
fast  sagen,  so  alt  als  eine  erklärende  Naturwissenschaft  exi- 
stirt;  Leibnitz  hat  das  Gesetz  gekannt  und  es  ist  namentlich 
durch  Daniel  Bernouilli  für  die  damals  bekannten  Kräfte 
mit  aller  Sicherheit  bewiesen  worden.  Was  in  unserer  Zeit 
hinzugekommen  ist,  das  ist  nicht  die  Erkenntniss  des  Princips 
selbst,  sondern  die  Ausdehnung  desselben  auf  diejenigen  Vor- 
gänge, welche  man  durch  die  Fortschritte  der  Wissenschaft 
neu  hat  kennen  lernen;  dadurch  erfuhr  das  schon  bekannte 
Gesetz  eine  Verallgemeinerung,  namentlich  auch  auf  die 
Lebensvorgänge.  Es  ist  gewiss  von  Bedeutung,  dass  es  vor- 
züglich zwei  Mediciner,  Julius  Robert  Mayer  und  Hermann 
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Helmholtz,  waren,  welche  zu  gleicher  Zeit,  im  Gefühle  der 
Absarditat  der  Annahme  einer  wie  ein  perpetuura  mobile 
wirkenden  Lebenskraft  nnd  in  dem  Bestreben  auch  die 
Lebenserscheinungen  auf  die  bekannten  Kräfte  der  leblosen 
Natur  zurückzufahren,  zur  bestimmten  Pormulirung  des  alle 
Vorgänge  umfassenden  Naturgesetzes  gelangten.  Ersterer 
hat  besonders  die  Beziehungen  der  mechanischen  und  auch 
der  chemischen  Energie  zur  Wärmebewegung  erörtert  und 
das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme  gemessen ,  letzterer 
hat  auch  die  statische  Elektrizität,  die  magnetischen,  gal- 
vanischen und  thermoelektrischen  Bewegungen  in  das  Gesetz 
aufgenommen.  Helmholtz  hat  in  der  denkwürdigen  Tisch- 
rede bei  der  Feier  seines  Jubiläums,  die  man  immer  wieder 
mit  gleichem  Genüsse  liest,  in  einzig  dastehender  Bescheiden- 
heit geschildert,  wie  er  die  ron  ihm  aufgestellten  Sätze 
eigentlich  für  schon  bekannt  gehalten  habe.  Unzweifelhaft 
ist  es  aber,  dass  bald  die  Wirkung  derselben  eine  mächtige 
war  und  von  da  an  die  Aufmerksamkeit  Aller  auf  jenen 
Zusammenhang  der  Kräfte  gerichtet  war;  auf  die  Physiologie 
bat  die  Anwendung  des  Gesetzes  umgestaltend  gewirkt,  denn 
Ton  da  an  beginnen  mit  voller  Zuversicht  die  Anstrengungen 
die  Lebensvorgänge  durch  das  Experiment  zu  erforschen. 

Helmholtz  suchte  in  seinen  nächsten  Arbeiten  Beweise 
för  die  Giltigkeit  des  Gesetzes  von  der  Erhaltung  der  Energie 
für  die  Lebenserscheinungen  zu  bringen. 

Wenn   die  Muskelkraft   wirklich    von  dem  Stoffwechsel 
oder    von    der    Zersetzung    complicirter   chemischer  Verbin- 
dungen  in    einfachere   herrührt,   und    nicht   von  einer  sich 
stets   aus   sich  selbst  erzeugenden  Lebenskraft,   dann  musste 
man  im  arbeitenden  Muskel  einen  Verbrauch  gewisser  Stoffe 
d  die  Entstehung  von  Zersetzungsprodukten   finden.     La- 
isier  hatte  wohl  schon  erwiesen,  dass  der  arbeitende  Mensch 
shr  Sauerstoff  verbraucht   wie  der  ruhende,    aber   für  den 
>lirten  Muskel  war  dies  nicht  dargethan;  Helmholtz  erhielt 
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aus  dem  tetanisirten  Muskel  eine  Vermehrung  des  in  Alkohol 
löslichen  Theils  der  Fleischbrühe  und  eine  Verminderung 
des  in  Wasser  löslichen  Theils.  Welche  Stoffe  dabei  in 
Betracht  kommen,  vermochte  er  nicht  zu  entscheiden;  erst 
lange  Zeit  darnach  erkannte  man,  dass  bei  der  Muskelthätig* 
keit  der  Zerfall  des  stickstoffhaltigen  Eiweisses  gewöhnlich 
nur  in  geringem  Grade  erhöht  ist,  dass  dagegen  von  den 
stickstofffreien  Stoffen,  Fett  und  Kohlehydrat,  sehr  beträcht- 
lich mehr  zersetzt  wird. 

Der  grösseren  Sto£kersetzung  im  thätigen  Muskel  musste 
eine  grössere  Entwicklung  kinetischer  Energie  entsprechen 
und  dies  bewies  nun  auch  Helmholtz  durch  den  thermo- 
elektrischen  Nachweis  einer  höheren  Temperatur  des  ausge- 
schnittenen tetanisirten,  nach  aussen  hin  keine  Arbeit  leisten- 
den Muskels;  im  thätigen  Nerven  dagegen  war  nichts  der  Art 
zu  bemerken.  Er  wandte  hier  zum  ersten  Male  für  die  Unter- 
suchung physiologischer  Vorgänge  feine  physikalische  Appa- 
rate an,  in  deren  Erfindung  er,  wie  sein  Freund  du  Bois- 
Reymond,  eine  so  grosse  Meisterschaft  zeigte. 

Es  folgte  die  Untersuchung  des  Verlaufes  der  mechani- 
schen Veränderungen  des  Muskels  während  einer  Zuckung 
mittelst  des  Myographions.  Nachdem  Carl  Ludwig  durch 
die  Aufzeichnung  der  Schwankungen  des  Blutdruckes  durch 
das  Kymographion  die  graphische  Methode  in  die  Physiologie 
eingeführt  hatte,  Hess  Helmholtz  den  zuckenden  Muskel  die 
Gontraction  aufschreiben.  Die  Zuckung  des  Muskels  geht 
so  schnell  vorüber,  dass  man  nicht  im  Stande  ist  ihre  Einzel- 
heiten mit  dem  Auge  zu  verfolgen ;  indem  er  nun  den  Muskel 
mit  einem  Hebel  in  Verbindung  setzte,  der  die  Bewegung 
auf  einem  rasch  rotirenden  berussten  Glascylinder  aufzeich- 
nete, gelang  es  die  Muskelcurve  mit  allen  ihren  Details  zu 
erhalten.  Das  Myographion  ist  einer  der  sinnreichsten  und 
auch  einer  der  wichtigsten  Apparate  der  messenden  Physio- 
logie.    Später  kam   Helmholtz  nochmals  auf  die   Vorgänge 
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im  Muskel  zurück  bei  der  Unteisuchung  des  Tons,  welehen 
man  im  contrahirten  Moskel  wahrgenommen  hatte;  er  that 
dar,  dass  die  diesem  Ton  zukommende  Anzahl  von  Schwing- 
ungen der  Reizzahl  entspricht,  d.  h.  dass  das  Gehirn,  wenn 
es  darch  den  Willen  einen  Muskel  zur  Zusammenziehung 
bringt,  dem  letzteren  19^1%  Reize  in  der  Secunde  durch  den 
Nerven  zusendet. 

Daran  schloss  sich  eine  der  denkwürdigsten  und  geist- 
reichsten Arbeiten  an,  die  Messung  der  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit der  Erregung  im  Nerven.  Man  dachte  sich, 
dass  diese  Geschwindigkeit  eine  ungemein  grosse  sei,  so  gross 
wie  etwa  die  des  Lichtes  oder  des  elektrischen  Stromes,  da 
man  glaubte  im  Momente  der  Berührung  der  Haut  auch  die 
Empfindung  zu  haben  oder  im  Momente  der  Willensaction 
auch  schon  die  Maskelcontraction  wahrzunehmen.  Selbst  Jo- 
hannes Müller,  der  doch  den  Ausdruck  ^Nervenphysik*  zu- 
erst gebraucht  hatte,  hielt  eine  solche  Messung  wegen  der 
Kürze  des  Nerven  für  unmöglich,  und  15  Jahre  darauf  war 
dieselbe  auf  zwei  ganz  verschiedene  Weisen  durch  Helmholtz 
mit  aller  Sicherheit  durchgeführt.  Zu  der  ersten  benützte 
er  die  galvanometrische  Methode  der  Messung  kleinster  Zeit- 
theilchen  von  Pouillet;  zu  der  zweiten  die  Verschiedenheit 
des  Beginnes  der  Muskelcurven  am  Myographion  bei  Reiz 
des  Nerven  möglichst  weit  weg  und  nahe  am  Muskel;  beide 
Methoden  gehören  zu  den  feinst  ausgedachten  und  genauesten 
der  Physiologie.  Da  sich  dabei  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit im  Nerven  nur  zu  etwa  30  Meter  in  der  Secunde  er- 
gab, wesentlich  geringer  wie  die  vieler  anderer  Bewegungen, 
80  kam  man  zu  der  Vorstellung,  dass  im  Nerven  verhält- 
nissmassig grosse  Widerstände  entgegenstehen.  In  gleicher 
Weise  wurde  von  Helmholtz  die  Geschwindigkeit  bei  einer 
eflexbewegung  gemessen  d.  i.  die  Zeit  bei  der  Leitung  der 
rregung  von  einem  sensibeln  Nerven  durch  ein  nervöses 
mtralorgan  auf  einen  motorischen  Nerven  und  den  Muskel, 
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welche  noch  wesentlich  länger  ist,  als  die  der  Leitung  im 
Nerven;  die  Vorgänge  in  den  Gentralorganen  nehmen  also 
noch  mehr  Zeit  in  Anspruch. 

Die  ErfinduDg,  welche  Helmholtz  mit  einem  Schlage 
in  der  ganzen  Welt  berühmt  gemacht  hat,  ist  die  des  Augen- 
spiegels. Wir  sehen  für  gewöhnlich  nichts  von  den  Gebilden 
im  Innern  des  Auges,  wesshalb  die  Pupille  schwarz  erscheint, 
obwohl  Lichtstrahlen  von  dem  Augenhintergrunde  reflectirt 
werden.  Gumming  und  Brücke  hatten  aber  das  menschliche 
Auge  unter  gewissen  Umständen  leuchten  sehen;  Helmholtz 
wollte  dies  seinen  Zuhörern  mit  Hilfe  einer  einfachen  Vor- 
richtung erläutern  und  machte  sich  dabei  alsbald  durch  den 
Gang  der  Lichtstrahlen  klar,  warum  man  für  gewöhnlich 
vom  Augenhintergrunde  nichts  wahrnimmt,  und  damit  war 
die  Möglichkeit  gegeben,  durch  den  Augenspiegel  die  Netz- 
haut eines  Auges  nicht  nur  leuchten  zu  sehen,  sondern  auch 
alle  Einzelheiten  auf  ihr  zu  erkennen.  Es  war  dadurch  ein 
Instrument  geschaffen,  welches  die  Augenheilkunde  mächtig 
gefordert  und  der  leidenden  Menschheit  die  grössten  Dienste 
geleistet  hat.  Gerade  der  Umstand,  dass  mehrere  ausge- 
zeichnete Forscher  der  Lösung  der  Frage  schon  ganz  nahe 
standen,  Helmholtz  aber  sie  in  wenigen  Tagen  gefunden 
hatte,  zeigt  seine  Geisteseigenschaften  im  hellsten  Lichte. 

Diese  Entdeckung  gab  offenbar  für  ihn  den  Anstoss, 
sich  mit  der  Physiologie  des  Auges  näher  zu  beschäftigen. 
Er  pi*üfte  zuerst  genau  die  beim  Mischen  von  Farben  ent- 
stehenden Empfindungen,  indem  er  nicht,  wie  es  bisher  ge- 
schehen war,  Pigmente  mischte,  sondern  die  reinen  Spectral- 
farben,  welche  er  durch  eine  besondere  Einrichtung  des 
Spectralapparates  erhielt.  Er  legte  so  eine  neue  feste  Grund- 
lage für  die  Lehre  von  den  Farbenmischungen  und  er- 
klärte dann  die  erhaltenen  Thatsachen  durch  die  schon  von 
Thoraas  Young  ausgesprochene  Theorie,  wornach  drei  Grund- 
farben  existiren,   aus  deren   Mischung  sämmtliche  Farben- 
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empfindungen  heryorgehen,  und  wornach  femer  jedes  Netz- 
baatelement  aus  drei  Fasern  besteht,  von  denen  jede  nur 
durch  eine  bestimmte  Grundfarbe  erregt  wird.  Auf  Grund 
dieser  Theorie  war  es  ihm  möglich  viele  andere  Erschei-" 
Dungen  am  Auge,  z«  B.  die  farbigen  Nachbilder,  die  Contrast* 
&rben  und  die  Farbenblindheit  zu  erklären. 

Elr  wandte  sich  dann  der  Untersuchung  nach  den  Vor- 
gängen im  Innern  des  Auges  beim  Sehen  in  die  Ferne  und 
in  die  Nähe,  der  sogenannten  Accommodation ,  zu.  Max 
Langenbeck  uud  der  Holländer  Gramer  hatten  schon  die 
drei  Parkinje-Sanson^schen  ßefiexbildchen  am  Auge  hiezu 
benützt  und  daraus  geschlossen,  dass  die  vordere  Linsenfläche 
beim  Sehen  in  die  Nähe  gewölbter  wird.  Helmholtz  erfand 
zu  diesem  Zwecke  das  Ophthalmometer,  ein  Instrument,  um 
trotz  der  Bewegungen  des  Auges  die  Durchmesser  jener 
Reflexbildchen  und  die  fiadien  der  gekrfimmten  Flächen  der 
durchsichtigen  Medien  des  Auges  genau  zu  bestimmen,  womit 
die  Veränderungen  im  Aage  bei  der  Äccommodation  sicher 
gestellt  wurden.  Ferner  uiuss  in  dieser  Richtung  noch  er- 
wähnt werden  die  Bestimmung  der  Lage  der  Gesichtslinie, 
die  Ermittlung  der  Verzerrung  der  Bilder  in  Folge  der  Ab- 
weichung der  brechenden  Flächen,  die  Darstellung  des  Sehens 
mit  zwei  Augen,  die  ZurQckführung  der  Augenbewegungen 
auf  das  Princip  der  leichtesten  Orientirung  im  Raum,  die 
Sichtbarmachung  der  übervioletten  Lichtstrahlen  ohne  fiuores- 
cirende  Mittel  durch  Verstärkung  derselben  mittelst  Prismen 
und  Linsen  von  Quarz. 

Alle  seine  eigenen  reichen  Erfahrungen  auf  diesem 
Gebiete,  sowie  die  früherer  Zeiten  sammelte  Helmholtz  in 
seinem  grossen  Werke  der  physiologischen  Optik.  Es  ist 
ein  Mnsterwerk.  Alles  hat  er  nochmals  nachgeprüft  und 
mit  äusserster  Gewissenhaftigkeit  und  Gerechtigkeit  ver- 
zeichnet. Es  wäre  nur  zu  wünschen,  dass  wir  in  allen 
Tbeilen  der  Physiologie  gleichwerthige  Darstellungen  besässen. 
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Von  der  Physiologie  des  Auges  ging  er  zu  der  des  Ge- 
hörorganes  über  und  schuf  durch  eine  Reihe  meisterhafter 
Untersuchungen  seine  Lehre  von  den  Tonempfindungen.  Er 
legte  sich  zunächst  die  Frage  vor,  woher  der  verschiedene 
Klang  der  musikalischen  Instrumente  bei  gleicher  Tonhohe 
kommt.  Georg  Simon  Ohm  hatte  den  Gedanken  ausge«* 
sprochen,  dass  das  Ohr  die  musikalischen  Klänge  in  ihre 
harmonischen  Partialtöne  zerlege;  dies  bewies  Helmholtz, 
indem  er  mit  Zuhilfenahme  der  die  zusammengesetzten 
Tone  zerlegenden  Resonatoren  zeigte,  dass  die  Tone  der 
musikalischen  Instrumente  und  der  menschlichen  Stimme 
nicht  rein  sind,  sondern  dass  dem  Grundton  verschiedene 
höhere  Obertöne  beigemischt  sind,  welche  die  Klangfarbe 
bedingen.  Indem  er  im  Oorti'schen  Organ  der  Schnecke  eine 
Claviatur  erblickte,  von  welcher  jede  Saite  nur  durch  einen 
bestimmten  Ton  in  Schwingung  versetzt  wird,  erklärt  er  die 
Fähigkeit  des  Ohrs  aus  einer  Summe  von  Tönen  die  Componen- 
ten  herauszuhören  und  die  Besultirende  zu  empfinden.  Und  in- 
dem er  Stimmgabeln  von  verschiedener  Tonhöhe,  den  Grund- 
ton und  verschiedene  höhere  Obertöne,  gleichzeitig  ertönen 
Hess,  erhielt  er  die  Vocale  der  menschlichen  Stimme,  deren 
Nachahmung  bis  dahin  nur  ganz  unvollständig  geglQckt 
war.  Die  Anschaffung  dieses  grossen  elektrisch  betriebenen 
Stimmgabelapparates  ist  ihm  durch  die  Munificenz  des  fQr 
die  Wissenschaft  begeisterten  Königs  Maximilian  II.  von 
Bayern  ermöglicht  worden. 

Er  studirte  sodann  die  Ursache  der  Consonanz  und  der 
Dissonanz  der  Töne.  Man  war  bis  dahin  der  Meinung,  der 
Eindruck  der  Consonanz  entstehe,  wenn  die  Schwingungs- 
zahlen der  gleichzeitigen  Töne  in  einem  einfachen  Verhält- 
niss  zu  einander  stehen ;  aber  damit  war  nur  eine  Thatsache 
und  nicht  die  Erklärung  gefunden.  Helmholtz  erkannte  als 
Ursache  der  Dissonanz  intermittirende  Tonempfindnngen, 
welche  durch  Schwebungen  zweier  gleichzeitiger  Töne  ent- 
stehen. 
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Diese  Studien  lenkten  seine  Aufmerksamkeit  auf  die 
Geschichte  und  die  Theorie  der  Musik;  indem  er  die  innere 
Gesetzmassigkeit  der  Tonleitern  und  die  Regeln  der  Musik 
aus  seinen  Erfahrungen  ableitete,  hat  er  einen  bestimmenden 
Einfluss  auf  die  Musikwissenschaft  ausgeübt.  Mit  seinem 
nuTergänglichen  Werke  der  Lehre  Yon  den  Tonempfindungen 
hatte  er  den  Höhepunkt  seiner  physiologischen  Leistungen 
erreicht;  wenigstens  zeigte  er  darin,  dass  er  auf  den  ver- 
schiedensten Gebieten,  der  Physik,  der  Physiologie,  der 
Musik  und  der  Philosophie  ein  Meister  war. 

Später  hat  er  sich  in  seiner  letzten  physiologischen 
Arbeit  noch  einmal  mit  dem  Gehörorgan:  den  Gehör- 
knöchelchen und  dem  Trommelfell  befasst,  worin  er  die 
Bedeutung  dieser  Gebilde  fQr  die  Schallbildung  aufs  Genaueste 
auseinandersetzte. 

Bei  der  intensiven  Beschäftigung  mit  der  Bedeutung 
der  Sinnesorgane  und  der  nervösen  Gentralorgane  für  das 
Zustandekommen  der  Sinnesempfindungen  und  Vorstellungen 
wurde  er  auch^auf  das  Grenzgebiet  der  physischen  und  psychi- 
schen Vorgänge  geführt,  zu  der  Erkenntnisstheorie.  Es  bietet 
sich  hier  eine  der  Eingangspforten  für  den  Experimentator, 
durch  welche  er  zu  dem  Psychischen  zu  dringen  vermag;  es 
war  Anderen  schon  gelungen,  das  Verhältniss  der  Erregungen 
des  Nerven  zu  den  nachfolgenden  Empfindungen  festzustellen. 
Ohne  die  Kenntniss  der  materiellen  Vorgänge  wird  man 
auch  auf  diesem  Gebiete  niemals  zur  sicheren  Erkenntniss  der 
Wahrheit  kommen,  denn  das  blosse  Nachdenken  führt  höch- 
stens zu  Möglichkeiten.  Es  wird  allerdings  vielleicht  Jahr- 
hunderte währen,  bis  man  in  diesen  complicirtesten  Processen 
der  Erkenntnisstheorie  nach  und  nach  zu  einigen  der  nächsten 
Ursachen  gelangt.  Helmholtz  ist  einer  der  Forscher,  welcher 
n  dieses  dunkle  Grenzgebiet  mit  leuchtender  Fackel  eintrat 
md  aus  den  Ergebnissen  der  Beobachtung  weitere  Schlüsse 
Mg  und  dadurch  der  Philosophie  neue  Vorstellungen  brachte. 
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In  dieser  Weise  wird  wohl  fast  immer  der  Naturforscher, 
welcher  neue  Thatsachen  erkannt  hat,  auch  der  beste  Inter- 
pret derselben  sein  und  am  geeignetsten  sein,  philosophische 
Betrachtungen  darüber  anzustellen. 

Ich  suchte  aus  den  physiolc^ypschen  Arbeiten  von  Helm- 
holtz  darzuthun,  dass  er  sich  immer  höhere  Aufgaben  stellte 
und  sich  allmähUch  zu  einem  der  vielseitigsten  Forscher  und 
Gelehrten  entwickelte:  er  war  ein  feiner  Beobachter,  ein 
findiger  Experimentator,  ein  klarer  tiefer  Denker,  der  seine 
Gedanken  auch  in  klassischer  Form  darzustellen  wusste. 
Sein  Ansehen  wird  in  der  Zukunft  sich  nicht  mindern, 
sondern  es  wird  noch  wachsen.  Es  ist  noch  nicht  die  Zeit, 
zu  entscheiden,  ob  er  der  hervorragendste  Naturforscher  unseres 
Jahrhunderts  war;  sicherlich  aber  ist  er  der  umfassendste 
gewesen. 
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Sitzung  vom  2.  März  1895. 

1.  Herr  C,  v.  Küpffer  macht  eine  Mittheilung:  aUeber 
die  Entwicklung  der  Kiemenknorpel  bei  Petromyzon 
Planeri.*     Wird  anderweit  veröffentlicht. 

2.  Herr  Ad.  y.  Baeyer  berichtet  die  Resultate  seiner 
fortgesetzten  Untersuchungen:  «Ueber  das  Caron.'  Soll 
an  einem  anderen  Orte  publicirt  werden. 
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Sitzung  vom  4.  Mai  1896. 

1.  Herr  Robert  Hartig  hält  einen  Vortrag:  „üeber 
den  Drehwuchs  der  Kiefer." 

2.  Herr  F.  Lindem ank  macht  eine  Mittheilung:  »Die 
Abbildung  der  Halbebene  auf  ein  Polygon,  das 
von  Bögen  confocaler  Kegelschnitte  begrenzt 
wird/ 

3.  Herr  H.  Seklioer  legt  eine  Abhandlung  des  Herrn 
Dr.  Julius  Bauschinger,  Observator  an  der  k.  Sternwarte: 
»lieber  eine  neue  Bestimmung  der  Refractions- 
constante  auf  astronomischem  Wege*   vor. 

4.  Herr  W,  Dyck  spricht:  »lieber  die  Darstellung 
der  Kronecker'schen  Charakteristiken  eines  Func- 
tionensystems  durch  bestimmte  Integrale.* 
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üeber  den  Drehwachs  der  Kiefer. 

Von  Bobert  Harti^r* 

Bei  keiner  deutschen  Holzart  treten  die  Erscheinungen 
des  ,  Drehwuchses*  in  so  auffalliger  und  so  verschiedenartiger 
Form  auf,  als  bei  der  gemeinen  Kiefer  (Pinus  silvestris). 
A.  Braun  ^)  erwähnt  die  ältere  Literatur  und  weist  darauf 
hin,  dass  schon  Oothe  in  dem  Aufsatze  «über  die  Spiral- 
tendenz der  Vegetation'  sich  darüber  folgendermassen  aus- 
spricht: »Herr  Oberlandjägermeister  von  Fritsch  äusserte 
Ende  August  in  Ilmenau ,  dass  unter  den  Kiefern  Fälle  vor- 
kämen, wo  der  Stamm  von  unten  bis  oben  eine  gedrehte, 
gewundene  Wirkung  annähme;  man  habe  geglaubt,  da  man 
dergleichen  Bäume  an  der  Brahne  gefunden,  eine  äussere 
Wirkung  durch  heftige  Stürme  sei  die  Veranlassung;  man 
finde  aber  dergleichen  auch  in  den  dichtesten  Forsten  und  es 
wiederhole  sich  der  Fall  nach  einer  gewissen  Proportion,  so 
dass  man  1  bis  1^1%  Procent  im  Ganzen  das  Vorkommen 
rechnen  konnte.  Solche  Stämme  würden  in  mehr  als  einer 
Hinsicht  beachtet,  indem  das  Holz  derselben  nicht  wohl  zu 
Scheiten    zerschnitten,    in   Klaftern    gelegt   werden   könnte, 


0  «Üeber  den  schiefen  Verlauf  der  Holzfaser  und  die  dadnrch 
^dingte  Drehnng  der  Bäume*  im  Sitzungsberichte  der  Kgl.  Pr.  Aka* 
fmie  der  Wissenschaften.    Berlin  1854.    7.  August. 
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auch  ein  solcher  Stamm  zu  Bauholz  nicht  brauchbar  sei, 
weil  seine  Wirkung  immer  fortdauernd  durch  ein  heimliches 
Drehen  eine  ganze  Contignation  aus  ihren  Fugen  zu  rücken 
die  Gewalt  habe."  Seitdem  sind  Fälle  von  Drehwuchs  bei 
der  Kiefer  wie  bei  anderen  Holzarten  oft  beschrieben  und 
A.  Braun  hat  am  angegebenen  Orte  den  Nachweis  geliefert, 
dass  unter  167  Holzarten,  über  die  sich  seine  Untersuchungen 
erstreckten,  bei  111  Arten  der  schiefe  Verlauf  der  Holzfaser 
regelmässig  auftritt.  Allerdings  wird  dadurch  in  den  meisten 
Fällen  nur  eine  schwache  Drehung  herbeigeführt,  die  einer 
technischen  Verwendung  des  Holzes  nicht  hinderlich  ist. 

Die  anatomische  Erklärung,  welche  A.  Braun  für  diese 
Erscheinungen  gab,  trifft  das  Wesen  der  Sache  richtig,  wie 
wir  aus  den  nachfolgenden  Darstellungen  erkennen  werden, 
wenn  auch  im  Einzelnen  die  Dinge  anders  gelagert  sind,  als 
Braun  sich  dieselben  dachte  und  nach  dem  damaligen  Stande 
der  anatomischen  Kenntniss  vorstellen  konnte.  Auf  eine  ana- 
tomische Untersuchung  drehwüchsiger  Bäume  im  Vergleich 
zu  geradwüchsigen  Individuen  scheint  sich  Braun  nicht  ein- 
gelassen zu  haben.  Mir  ist  nicht  bekannt,  dass  inzwischen 
von  anderer  Seite  der  Drehwuchs  eine  anatomische  Bearbei- 
tung gefunden  hat,  und  da  ich  in  den  letzten  Jahren  in  den 
Besitz  einer  Reihe  von  sehr  interessanten  drehwüchsigen 
Kiefern  gelangte,  so  lag  darin  eine  directe  Aufforderung, 
dieselben  eingehender  zu  untersuchen. 

Den  Ergebnissen  schicke  ich  eine  kurze  Darstellung  des 
üntersuchungsmaterials  voran. 

Stamm  L 

Im  Forstamt  Freising  bei  München  liess  ich  im  Jahre 
1889  eine  147jährige  Kiefer  von  31,4  m  Höhe  und  53  cm 
Brusthöhendurchmesser  (ohne  Rinde)  fällen,  welche  bis  zum 
ISOsten  Jahre  im  geschlossenen  Bestände  erwachsen  und  dann 
in  Folge  einer  Niederlegung  der  meisten  Bäume  durch  einen 
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Sturm  yOlIig  freigestellt  war.  Der  Einfluss  der  LichtstelluDg 
auf  Zuwachsgröase  und  Holzbeschaffenheit  wurde  von  mir 
schon  früher  veröffentlicht.^)  Dieser  Stamm  zeigte  sich  sehr 
geradspaltig  und  nur  in  der  Jugend  drehte  derselbe,  wie 
vielleicht  jede  Kiefer,  etwas  nach  links.^)  Die  in  1,3  m  Höhe 
entuommene  Qnerscheibe  zeigte  noch  137  Jahresringe  und 
▼on  ihr  stammen  die  Untersuchungsresultate  Tab.  I  (S.  203). 

Stamm  IL 

Etwa  20  Schritt  von  obigem  Stamme  entfernt  stand  eine 
30,5  m  hohe  Kiefer  von  66,0  cm  Brusthöhendurchmesser. 
Dieser  Baum,  dessen  Beschreibung  ich  in  derselben  Abhand- 
lung^) gegeben  habe,  liess  eine  ausserordentliche  Mannig* 
faltigkeit  im  Verlaufe  der  Holzfasern  erkennen.  In  den  ersten 
Jahrzehnten  drehte  derselbe  stark  nach  links  bis  zu  9^  Ab- 
weichung von  dem  Loth.  Im  40sten  Ringe  von  innen  waren 
die  Fasern  lothrecht;  dann  begann  eine  Abweichung  nach 
rechts  bis  zu  5^  Im  70sten  Ringe  verliefen  die  Fasern 
wieder  lothrecht.  Dann  trat  starke  Drehung  nach  rechts 
ein  bis  zu  19®  Abweichung  vom  Loth.  Vom  lOOsten  Ringe 
an  nimmt  die  Neigung  wieder  etwas  ab  und  zeigt  in  den 
letzten  Jahrzehnten  nur  10®.  Bemerkenswerth  ist  dabei,  dass 
in  derselben  Wuchsperiode  der  Drehungswinkel  keineswegs 
in  allen  Theilen  des  Umfanges  derselbe,  sondern  an  einem 
Punkte  oft  erheblich  grösser  ist,  als  an  anderen  Theilen. 
Wenn  man  aus  einem  Holzabschnitt  einen  Keil  abspaltet,  so 
zeigt  die  Spaltfläche  einen  unregelmässig  welligen  Verlauf. 
Das  Holz  derselben  Wachsthumszone  zeigt  ferner  in  einem 
Baumtheile  eine  Richtung  von  10®,  in  einem  etwa  20  cm 
darüber  gelegenen  Theile  von  15®. 


^)  Allg.  Forst-  n.  Jagdzeitang  1889.  «lieber  den  Lichtstanda- 
iwachs  der  Kiefer.' 

>)  .Linke'  im  subjectiven  Sinne,  d.  h.  für  den  Beschauer  7er- 
Mifen  die  Fasern  von  rechts  unten  nach  links  aufwärts. 
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Stamm  III. 

Eine  223  Jahrringe  zählende  Eiefernscheibe  ans  der 
Pfalz,  die  ich  der  Sammlung  des  botanischen  Instituts  ver- 
danke, zeigt  in  der  Jugend  Linksdrehung  bis  zum  lOOsten 
Jahr.  Von  da  an  tritt  Rechtsdrehung  ein,  die  im  letzten  De- 
cennium  IP  erreicht.  Abnahme  und  Zunahme  der  Drehung 
erfolgen  ziemlich  regelmässig. 

Stamm  IV. 

Im  Jahre  1894  fand  ich  an  einer  Sägemühle  bei  Eirch- 
seeon  (Oberbayern)  einen  circa  5  m  langen  Eiefernbloch, 
welcher  unten  76  cm,  oben  54  cm  Durchmesser  besass  und 
ausserordentlich  stark  links  drehte. 

Am  unteren  Ende  (IV),  welches  190  Ringe  zählte,  be- 
gann die  Linksdrehung  von  Jugend  auf  schnell  und  fast 
völlig  gleichmässig  zunehmend  bis  zu  55^  Abweichung  von 
der  lothrechten  Richtung. 

Stamm  V. 

Am  oberen  Ende  desselben  Bloches  zeigte  das  Holz  von 
Anfang  an  eine  sehr  starke  Drehung  (15^)  nach  links. 
Dieselbe  stieg  nur  langsam  und  erreichte  im  letzten  Jahr- 
zehnt 43<>. 

Stamm  VI. 

Herr  Professor  Tursky  aus  Moskau  sandte  mir  vor  zwei 
Jahren  ein  Eiefernstamrastück,  von  dem  der  innere  Theil,  der 
wahrscheinlich  etwa  70  Ringe  umfasst  haben  mochte,  durch 
Polyporus  vaporarius  zerstört  worden  war.  Der  noch  ge- 
sunde Theil,  der  150  Ringe  zählte,  liess  in  den  innersten 
10  Ringen  völlige  Geradfaserigkeit  erkennen.  Von  da  an 
begann  anfangs  langsam,  dann  schnell  zunehmende  Rechis- 
drehung,  die  im  letzten  Jahrzehnt  einen  Grad  erreichte,  dass 
die  Fasern  in  welligem  Verlaufe,  also  im  Durchschnitt  mit 
90®  rings  um  den  Stamm  herum  Hefen. 
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stamm  VII. 
Ein  280  Jahresringe  zeigendes,  8  cm  starkes  Lärchen- 
stammstück,  das,  aus  den  österreichischen  Alpen  stammend, 
mir  bei  Gelegenheit  einer  Forstausstellung  zur  Verfügung 
gestellt  wurde,  war  so  interessant,  dass  ich  dasselbe  in  die 
Untersuchung  einbezog.  Bis  zum  GOsten  Ringe  von  innen 
war  der  Faserverlauf  ein  völlig  gerader.  Von  da  an  begann 
Rechtsdrehung,  die  zuletzt  70^  erreichte.  Seit  200  Jabren 
ist  der  Zuwachs  ein  ausserordentlich  geringer,  so  dass  jeder 
Jahrring  meist  nur  aus  zwei  Tracheiden  besteht.  Eine  vor- 
übergehende Zuwachssteigerung  im  110 — 150.  Lebensalter 
ist  aber  sehr  interessant  wegen  der  später  zu  erwähnenden 
Beeinflussung  der  Organlänge.  Vom  150.  Jahrringe  an  trennt 
sich  der  Holzkörper  in  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  Borken- 
bildung. Es  entstehen  Risse,  und  die  neu  sich  bildenden 
Holzringe  verlaufen  nur  noch  wie  ein  Band  spiraiig  um  den 
Stamm  herum. 


Stamm  I. 


Länge  der 


LeitmigetnclMideii '     Faaertrachoiden 


Alter 


137  12,38 
ISO  >  2,70 
2,16 
2,81 


120 

110, 

100 

90 ; 

80 
70 
60 
50 
40 

)| 

r 


2,11 
2,05 
1,94 

2,81 
1,84 

2,05 

1,92 

2,05 

0,76 


)  0,86 


2i 


0,92 


mm 

2,72 
3,17 
3,47 
8,28 
3,06 
2,98 
2,67 
8,30 
3,05 
2,86 
3,06 
2,76 
2,20 
2,05 
1,13 


Mini-  I 
mom  ! 


Mittel 


Maxi- 
mtun 


Mitt- 
lere 
Lftnge 
Aller 
Tra- 
che- 
iden 


Jahre» '  Drehung«- 

SQ.   I     Winkel 

wachs 
an 


Qaer- 


flftohe  ! 

a. 


links 


rechts 


3,13 
3,78 
4,82 
4,00 
4,16 
4,10 
3,46 
3,78 
3,67 
3,73 
3,56 
3,78 
3,08 
2,86 
1,67 


Quer- 

theilangder 

Tracheiden 


links 


—      —      23 


mm 

qcm 

1 

1 

1,19 

3,19 

4,10 

2,96 

14,8 

— 

— 

2,16 

3,89 

4,32 

8,28 

22,7 

— 

1 

1,67 

8,51 

4,64 

3,49 

12,1 

1 

— — 

1,73 

3,39 

5,29 

3,34 

14,1  , 

1 

— - 

2,05 

3,21 

4,00 

3,14 

18,0 

1 

-  •— 

2,38 

3,22 

4,16 

3,10 

20,5 

— 

—— 

1,40 

2,83 

3,46 

2,75 

12,5 

2,54 

3,55 

4,00 

3,42 

11,2 

— 

— 

2,70 

3,46 

4,21 

3,25 

13,5 

2,05 

3,31 

4,10 

3,08 

15,0 

— 

— — 

2,59 

3,28 

3,78 

3,17 

17,5 

1 

— • 

1,73 

3,01 

3,78 

2,88 

20,1 

— 

— — 

|1,78 

2,42 

3,13  <;  2,81 

19,2 

1 

— 

0,81 

2,20 

2,92 1|  2,12 

3,9 

2 

— — 

0,92 

1,24 

1,73 

'  1,18 

i 

— — 

3 

1 

16 
19 


rechts 

18 
18 


27 


19  I  17 
21  17 
24  I    19 


»&.  Maih.-ph78.  Cl.  2. 
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Btamin  n. 


Lftoge  der 

Mittlere 
Unge 

Drehunga- 

Qaer- 
theilang  der 
Traoheiden 

Leitungstrachelden 

Fasertracbeiden 

1     Winkel 

Alter 

aller 

Mini- 

Mittel 

Maxi- 

Mini- 

Mittel 

Maxi- 

Trache-, 
iden     | 

links 

rechts 

links 

rechts 

mum 

mnm 

mum 

mnm 

1 

mm 

mm 

137 

1,62 

2,80 

3,89 

2,69 

8,89 

4,21 

8,09 

— 

10 

23 

13 

180 

1,13 

3,03 

4,05 

2,64 

8,67 

4,97 

8,80 

— 

10 

— 

120 

1,93 

2,94 

4,32 

1,57 

3,64 

4,32; 

3,29 

15 

13 

26 

110 

2,38 

3,53 

4,82 

2,88 

3.52 

4,64 

3,62 

— 

17 

— 

100 

2,27 

3,07 

4,43 

2.16 

8,80 

8,78 

8,19 

17 

11 

SO 

90 

2,16 

2,99 

3,67 

1,40 

8,25 

4,10 

8,12 

— 

19 

14 

23 

80 

2,05 

2,84 

3,51 

1,46 

2,58 

8.85 

2,71 

— 

6 

— 

70 

2,05 

2,87 

4,05 

2,27 

3,14 

4,00 

8,00 

0 

20 

16 

60 

1,61 

2,64 

3,83 

1,08 

2,89 

3,88 

2,77 

— 

B 

13 

21 

50 

1,62 

2,96 

3,89 

1,02 

2,75 

4,32 

2,86 

— 

5 

— 

— 

40 

1,80 

2,29 

8,78 

1.77 

2,80 

4,10 

2,55 

— 

0 

15 

17 

SO  ,;  1,30 

2,42 

8,46 

1,62 

2,38 

8,13 

2,40 

7 

— 

— 

— 

20   '  1,51 

2,47 

8,08 

1.40 

2,66 

3,24 

2,52 

9 

29 

15 

10 

1,29 

1,59 

1,89 

1,18 

1,69 

2,00 

1,64 

4 

7 

5 

Stamm  III. 


TJhig( 

»  der 

1  Mitt- 

Jahres- 
au- 

wachs 
an 

Drebungs- 

winkel     ; 

Leitongstrachoiden  | 

Fasertracbeiden 

lere 

Linge 

der 

.Trachetden 

Altez 

,1       1 

Mini- 
mnm 

Mittel 

Maxi- 
mum 

1 

Mini- 
mum 

Mittel 

Maxi- 
mum 

Tra- 
ohe- 
iden 

Quer- 
fl&cbel 

1 

links 

rechts 

links 

rechts 

mm 

mm 

qem 

228  ! 

2,05 

2,87 

4,06 

2,37 

3,37 

4,21 

3,12 

26,2 

— 

11 

9 

18 

208 : 

1,94 

2,67 

8,67 

2,70 

3,30 

3,78 

2,98 

21,4 

— 

8 

— 

— 

188  1 

2,32 

2,91 

8,67 

2,70 

3,28 

8,89 

3,10 

86,7 

— 

9 

— 

— 

168 

2,27 

3,19 

4,00 

2,27 

8,21 

4,06  • 

3,20 

40,6 

— 

7 

10 

22 

143 

1,94 

3,12 

4,21 

2,16 

3,37 

4,10, 

8,25 

47,2 

— 

8  : 

— 

128 

2,02 

3,28 

4,26 

2,81 

3,47 

4,32 

8,87 

48,7 

— 

1  '    10 

19 

103  1 

1,36 

2,96 

3,94 

2,38 

8,20 

3,78 

8,08 

53,6 

0 

0   '  — 

— 

83  ;2,oo 

2,68 

3,85 

2,48 

3,26 

4,00 

2,97 

60,2 

8 

~i    1^ 

17 

63   '1,46 

2,68 

3,29 

1,94 

2,85 

3,81) 

2,76 

51,8 

8 

1   

— 

43 

1,84 

2,39 

2,92 

2,00 

2,88 

8,62 

2,64 

89,2 

4 

— 

15 

16 

28 

2,16 

2,56 

8,13 

1,57 

2,59 

3,29 

2,57 

19,0 

5 

— 

— 

13 

0,92 

1,99 

3,02 

1,62 

2,27 

2,92 

2,13 

7,9 

5 

__^ 

22 

8 

3 

0,49 

0,77 

1,08 

0,97 

1,15 

1,40 

0,95 

2 

20 

11 

Ä.  Hartig:   Üeher  den  Drehwuchs  der  Kiefer. 
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Stamm  lY. 


1 

i 
Alter- 

Lloge  der 

jg  »'S 

i    1 

szawaohs 
an 
rfl&obe 

Drehonga- 

Qoer- 
thellang  der 
Traohelden 

LeUnngstraeiieiden  ,    Fasertracfaeiden 

il 

winkel 

1 

i:        1 

Mini- 

Mittel 

^^i!Mini-i  Mittel 

Maxi- 

1     & 

links 

rechts  links 

rechts 

mam 

1 

mnm    mam 

1, 

mam 

a     S 

mm 

100 

*     ^ 
»^ 

'i 

mm 

mm 

1 

1 

qcm 

190    1,84 

2,52 

3,35  ij  1,61 

2,53 

3,24  !  2,53 

3,6 

4,7 

65       - 

26 

1 

1^    1,51 

2,65 

3,66    1,67 

2.66 

3,24 

2,60 

3,6 

5,91 

55 

1 

— 

— 

170    2,11 

2,56 

3,46! 

2,48 

3,27 

3,89 

2,92 

3,4 

11,7 

52 

— 

160    1.7S 

2,87 

3,891 

2,16 

3,19 

3,78 

3,08 

3,2 

14,9 

49 

— 

— 

150    1,13 

2,89 

3,46 

1,13 

2,82 

3,561 

2,86 

3,2 

23,6 

47 

— 

— 

~ 

140    1,89 

2,78 

3,46' 

2,48 

2,88 

3,35 

2,83 

3,4 

34,6 

45 

— 

46 

16 

130  ;  2,16 

2,95 

3,56 

1,94 

3,28 

4,43 

3,11 

8,1 

34,1 

46 

120  . 1,84 

2,69 

3,66 

2,82 

2,81 

3,85 

2,70 

3,3 

53,8 

48 

— 

— 

— 

110    1,46 

2,76 

3,89 

1,51 

3,07 

3,78 

2,91 

3,3 

77,7 

88 

— 

26 

12 

100    2,16 

2,72 

3,35 

1,84 

2,89 

3,67  1  2,80 

3,1 

22,1 

38 

— 

— 

90    0,97 

2,23 

3,29  t 

1,62 

2,58 

3,56 

2,41 

3,4 

22,8 

30 

— 

— 

— 

80     1,84 

2,50 

3,40 : 

1,61 

2,58 

3,85 

2,54 

3,0 

33,0 

25 

— 

— 

— 

70     1,51 

2,28 

2,92 

1,73 

2,59 

3,67, 

2,44 

2,8 

33,8 

20 

— 

— 

— 

60  ;  1,84 

2,42 

3,02! 

1,62 

2,49 

3,56  =  2,45 

2,8 

34,3 

15 

__  1 

13 

15 

50    1.51    2,51 

3,081 

1,62 

2,81 

3,56! 

2,66 

2,8 

25,2 

18 

— 

40    1.61 

2,U 

2,70 

1,67 

2,82 

2,75' 

2,23 

2,8 

16,0 

13 

1 

80 

19 

»     1,73 

2,06 

2,43; 

1,73 

2,23 

8,19    2,15 

2,6 

2,5 

9 

29 

9 

20     1,51 

1,74 

2,21; 

1,62 

2,10 

2,43. 

1,92 

2,3 

0,8 

7 

— 

— 

— 

10     1,08 

1,36 

1,78 

1,29!  1,73 

2,27 

1,54 

1,9 

0,1 

3 

— 

16 

7 

2 

0,78 

0,92 

1,29 

0,54 

0,99 

1,19 

0,95 

— 

-'— 

^— 

— 

Stamm  VII. 


!       Linge 

der  Tracheiden 

Jahres- 

Drehongs  Winkel 

Qaertheilung 
der  Tracheiden 

A1A.__ 

Znwachs 
an 



Alter 

Minimum 

Mittel 

Maximum 

Qnerfläche 

links 

rechts 

links 

rechts 

mm 

qcm 

1 

1 

280 

1.03 

1,70 

2,65    ' 

0,09 

70 

4     '     18 

220 

0,86 

1,65 

2,32 

0,11 

50 

—         — 

170 

1,10 

2,30 

3,34 

0,18 

— 

30 

16         27 

140 

0,92 

2,08 

2.81 

0,17 

— 

20 

1 

120 

0,86 

1,90 

2,48    , 

0,18 

— 

10 

11 

25 

80 

1,19 

2,84 

3,62   , 

0,80 

— 

3 

9 

17 

60 

1,84 

3,20 

3,89 

0,42 

0 

0 

— 

") 

2,05 

3,11 

4,27 

0,46 

0 

0 

—         — 

3 

1,89 

2,62 

3,24 

'       0,43 

0 

0 

) 

1,19 

1,86 

2,81    . 

0,63 

0 

0 

16     !     16 

2 

0,65 

0,84 

1,08 

0 

0 

~ 

14 
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SÜBung  der  nuUh.-phys.  Clatse  vom  4.  Mai  1895. 


Btanun  V. 

Lange  der 

*    - 

Drebungs- 
j     Winkel 

Qaer- 
theilungdar 
Traehelden 

i 

Leitnngetraoheiden 

Faeertracheiden 

;3  1 

Alter 

sl« 

PI 

t 

1 

Mini- 
mum 

1 

Mittel 

Maxi- 
mum 

Mini- 
mum 

Mittel 

Maxi- 
mum 

links 

t 

1 

rechte 

links 

rechte 

min 

1 

mm 

qcm 

1           ,1         1 

155 

0,97 

2,75 

4,10   0,76 

2,68 

4,10 

2,71 

2,1 

43 

-  i  16 

12 

145 

1,24 

2,85 

4,16  !<  1,08 

2,68 

4,10 

2,74 

2,8  i 

40      —  II  — 

185 

2,27 

8,01 

3,89   2,70 

3.26 

8,89 

8,18 

4,8. 

35;  -    ~;  — 

125 

1,84 

2,66 

3,66 '  1,08 

2,47 

8,89 

2,67 

6,7 1 

86  1    —  1  26 

16 

116 

1,78 

3,40 

4,32 1  1,73 

2,64 

3,89 

8,02 

7,9 

26      —     — 

105 

1,73 

8,18 

4,82  '  1,78 

3,25 

4,97 

3,19 

13,2 

20     —   1  —      — 

95 

1,94 

3,31 

4,43 

.2,38 

8,30 

4,64 

3,30 

14,8 

20 

—  1'  21  1    17 

85 

3,02 

3,62 

4,87 

11,94 

3,65 

4,37 

8,68 

16.5 

20 

...  1 

—      — 

76 

0,86 

3,23 

4,10 

2,06 

3,35 

8,89 

8,29 

17,9, 

20 

1 

—       — 

65 

2,16 

3,77 

4,54    1,62 

3,78 

4.37 

8,76 

8,2' 

16 

— 

— 

56 

3,02 

3,48 

4,86  '  2,81 

3,49 

4,86 

3,49 

10,1 

15 

—  1 

12 

11 

45 

2,05 

3,26 

4,43    1,46 

3.34 

4,76 

3,80 

9,6 

16 

— 

1 

85 

2,49 

3,80 

4,10    1,78 

8,35 

4,10 

8,88 

16,4 

15 

—  II  — 

— 

26 

2,16 

3,26 

3,89, 

1,62 

3,61 

4,37 

8,38 

16,5 

16 

— 

— 

15 

1,78 

2,85 

8,67 

1,94 

3,07 

8,89 

2,96 

9,9 

16 

— 

21 

19 

2 

0,76 

1,34 

1,94 

0,76 

1,41 

2,48 

1,87 

1 

^^^^ 

1 

1  26 

18 

Stamm  YL 


Alter 


Lftngo  der 


Leitungfltrac  beiden 


Mini- 
mum 


Mittel 


Maxi- 
mum 


Fasertracfaeiden 


Mini- 
mum 


Mittel 


220 
210 
200 
190 
180 
170 
160 
160 
140 
130 
120 
HO 
100 
90 
80 
70 


mm 

1,61 

2,66 

1,26 

2,39 

0,64 

2,12 

1,84 

2,61 

1,73 

2,54 

2,48 

3,68 

2,70 

3,26 

2,92 

3,42 

2,81 

3,36 

2,48 

3,44 

2,48 

3,66 

2,38 

3,41 

2,48 

3,89 

2,81 

8,96 

2,59 

8,76 

8,29 

3,70 

3,67  1,73 

3,35  1,40 

2,86  1,19 

8,12  2,48 

4,32  1,73 

4,64  2,38 

4.43  2,70 

4,21  3,24 

3,67  3,45 

4,32  2,05 

4,54  3,02 

4,76 1:  2,16 
4,75  , 2,97 


4,97 
4,82 
4,21 


2,05 
2,92 
2,70 


mm 

2,90 

2,65 

2,37 

3,06 

2,85 

8,62 

3,80 

4,15 

4,39 

4,07 

4,02 

3,74 

3,92  i 

3,94' 

3,76  i 

3,70 


Maxi- 
mum 


I 

CO 


V 

et 

8    «    t4 

S      • 


•3 


Drebnnge- 
winkel  der 
Tracbeiden 


Quer- 
tbeilungder 
Tracbeiden 


I 


linkB.recbts,  links  recht« 


4,10 
4,00 
8,29 
3,67 
3,67 
5,61 
4,86 
4,64 
6,63 
4,86 
4,86 
4,64 
4,76 
4,97 
4,97 
4,43 


2.78 
2,52 
2,26 
;2,88 
2,70 
3,66 
3,53 
8,78 
3,88 
3,76 
3,84 
3,58 
8,91 
8,95 
8,76 
3,70 


qcm 

17,8 

21,7 

16,9 

20.6. 

21,9 

22,1; 

21,1, 

26,4 
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(Jeberblicken  wir  die  an  den  Sfömmen  I— YI  auftretenden 
Dreliangsrichtungen,  so  erkennen  wir  zunächst,  dass  alle  Kie- 
fern in  der  eisten  Jugend  links  drehen.  Wahrscheinlich  gilt 
das  auch  für  Stamm  VI,  dessen  innerer  Holztheil  verfault 
war.  Vom  20.  bis  30.  Ringe  an  tritt  entweder  Geradfaserig- 
keit  ein  (I),  oder  die  Linksdrehung  setzt  sich  in  gesteigertem 
Grade  in  der  Folge  fort  (IV  und  V),  oder  der  Drehungs- 
winkel  nimmt  ab  und  geht  aus  der  Linksdrehung  in  die 
Rechtsdrehung  über.  Diese  Aenderung  kann  schon  frühzeitig 
(11)  oder  erst  nach  dem  lOOsten  Jahrring  (III)  eintreten. 
Die  Abnahme  oder  Zunahme  der  Schrägstellung  erfolgt  ent- 
weder gleichmässig  oder  periodisch  sich  ändernd,  so  dass  auf 
starke  Drehungen  schwache  und  umgekehrt  folgen  (II).  Der 
Drehungswinkel  ist  am  ganzen  Stamme  zu  derselben  Zeit 
nicht  derselbe,  kann  vielmehr  nach  oben  abnehmen  (lY,  Y). 
Auf  den  verschiedenen  Seiten  des  Baumes  ist  der  Winkel  der 
Drehung  ein  verschiedener. 

Da  Braun  den  Drehwuchs  in  Beziehung  zu  dem  Längen- 
wachsthum  der  Gambialzellen  gebracht  hat,  so  schien  es  mir 
zunächst  wünschenswerth  zu  sein,  einen  klaren  Einblick  in 
die  Längenverhältnisse  der  Tracheiden  bei  geradfaserigen 
and  dreh  wüchsigen  Bäumen  zu  erhalten.  Sanio  ^)  kam  durch 
seine  Untersuchungen  an  einem  110jährigen  Eiefernstamm 
za  dem  Ergebnisse,  dass  die  mittlere  Länge  der  Tracheiden 
im  ersten  d.  h.  im  innersten  Ringe  am  kürzesten  und  zwar 
unter  1  mm  lang  sei,  dass  diese  Länge  in  den  nächsten  Jahr- 
ringen schnell  zunehme  und  im  30 sten  Jahre  2,60  mm  erreicht. 
Nach  dem  30  sten  Jahre  blieb  sich  die  Länge  entweder  gleich, 
oder  zeigte  nur  eine  sehr  geringe  Zunahme. 

Ich  habe  schon  für  die  ßothbuche^)  und  Fichte^)  nach- 

1)  Pring8heim*8  Jahrb.  VIII  p.  401  ff. 

2)  Das  Holz  der  Rotbbuche.  1888  p.  25.  Berlin. 

')  Die  Verschiedenheiten  in  der  Qualität  nnd  im  anatomischen 
]       des  Fichtenholzes.    In  Forstl.  naturw.  Zeitschr.  1892  p.  232. 
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gewiesen,  dass  die  Organlänge  von  einem  gewissen  Alter  an 
wieder  abnimmt,  und  zwar  bei  Bäumen,  welche  im  Bestände 
bedrängt  sind,  früher  als  bei  den  dominirenden  Bäumen. 
Neuerdings  hat  Omeis^)  gefunden,  dass  in  einem  gering- 
wüchsigen  110jährigen  Kiefernbestande  bei  Brusthöhe  die 
Tracheidenlänge  schon  im  50sten  Jahre  ihr  Maximum  er- 
reichte und  darnach  schnell  abnahm.  Auch  Bertog^)  be- 
stätigt die  Abnahme  der  Organlänge  etwa  vom  SOsten  Jahre 
an  für  Fichte  und  Tanne. 

Das  Ergebniss  meiner  Messungen  an  dem  vorbezeichneten 
üntersuchungsmateriale  ist  ein  in  mehrfacher  Beziehung 
interessantes. 

In  den  beigefügten  Tabellen  I — VII  habe  ich  nicht 
allein  die  Mittellänge  aus  etwa  je  60  Einzelmessungen,  son- 
dern auch  die  grösste  und  geringste  Länge  beigefügt.  In 
jedem  Holztheile  befinden  sich  Tracheiden  der  verschiedensten 
Länge,  und  es  bedurfte  einer  grossen  Zahl  von  Messungen, 
um  eine  brauchbare  Mittelzahl  zu  erhalten. 

Ehe  wir  die  Verhältnisse  besprechen  können,  welche 
auf  die  Länge  der  Organe  einen  Einfluss  ausüben,  erscheint 
es  nothwendig,  die  Zelltheilungsvorgänge  in  der  Initialschicht 
des  Cambiummantels  ins  Auge  zu  fassen,  durch  welche  die 
Initialzellen  selbst  sich  vermehren.  Da  der  tangentiale  Durch- 
messer der  Initialzellen  eine  beschränkte  Grösse  besitzt,  so 
muss  mit  der  ümfangszunahrae  des  Axentheiles  eine  Ver- 
mehrung derselben  eintreten.  Diese  Vermehrung  beruht 
auf  einer  Quertheilung  der  Cambialzellen.  Allerdings  ist  es 
ausserordentlich  schwierig,  diese  Quertheilung  in  der  Initial- 
schicht selbst  zu  beobachten.  Da  aber  die  Streckung  der 
aus  der  Initialzelle  hervorgegangenen  Gewebezellen    bei   der 


^)  Wachsthumsgan^  und  Holzbeschaffenheit  eines  110jährigen 
Eiefembestandes.    Das.  1895,  April. 

')  Wnchs  nnd  Holz  der  Weisstanne  und  Fichte.  Ebend.  1895,  Mai. 
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Kiefer  nar  eine  geringe  ist,  so  darf  man  ans  dem  Oestaltungs* 
rerhältnisse  der  Tracheiden  selbst  einen  Schluss  auf  die 
Gröfisenyerhältnisse  der  Initialzellen  ziehen.  Die  Quertheilung 
erfolgt  zwar  in  der  Mehrzahl  der  Fälle  annähernd  in  der 
Mitte  der  Organe,  nicht  selten  wird  aber  von  einer  langen 
Initialzelle  nnr  ein  ganz  kurzes  Stück  abgeschnitten.  So 
kommen  Fälle  Yor,  in  denen  eine  Zelle  von  5,5  mm  Länge 
in  zwei  Tochterzellen  zerlegt  wird,  Yon  denen  die  eine  4,8  mm, 
die  andere  0,7  mm  lang  ist. 

Wahrscheinlich  erfolgt  die  Theilung  an  dem  Punkte 
der  Initialzelle,  wo  durch  die  peripherische  Ausdehnung  auf 
die  Entstehung  neuer  Initialzellen  der  grosste  Reiz  ausgeübt 
wird.  Die  beiden  Tochterzellen  strecken  sich  nun  in  der 
durch  die  Stellung  der  Querwand  Yorgezeichneten  Richtung 
an  einander  Yorbeigleitend.  (Fig.  II  c.)  Das  obere  Ende 
der  unteren  Zelle  wächst  nach  oben.  Das  untere  Ende  der 
oberen  Zelle  streckt  sich  nach  unten,  und  dieses  Strecken 
Teranlasst  nicht  allein  eine  Yon  Jahr  zu  Jahr  zunehmende 
Länge  der  Organe,  sondern  auch  eine  immer  steilere  Rich- 
tang  der  Querwände.  In  einer  gegebenen  Querfläche  vermehrt 
sich  also  die  Zahl  der  Initialzellen  dadurch,  dass  die  Enden 
der  aus  Quertheilung  hervorgegangenen  neuen  Zellen  von 
oben  und  von  unten  her  zwischen  die  vorhandenen  Initial- 
zellen sich  einschieben.  Raatz,^)  der  diesen  Theilungsprozess 
richtig  erkannt  und  gedeutet  hat,  ist  darüber  in  Zweifel,  ob 
nicht  von  Anfang  an  die  Querwände  rechtwinklig  zur  Längs- 
axe  der  Cambialzellen  stehen  und  erst  nachträglich  eine 
schräge  Stellung  in  Folge  des  Längenwachsthums  einnehmen. 

Ans  meinen  Untersuchungen  habe  ich  die  Ansicht  ge- 
wonnen, dass  die  Querwände  von  Anfang  an  entweder  nach 
~  bts  oder   nach   links   aufwärtssteigend  sind.      Es   beruht 


M  Die  Stabbildongen  im  secnnd&ren  HolzkOner  der  Bänme  und 
Initialtheorie.    In  Pringsheim's  Jahrb.  1892  p.  681. 
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darauf,  wie  wir  sehen  werden,  die  Erscheinung  des  Dreh- 
wuchses der  Bäume. 

Der  Umstand,  dass  wir  jederzeit  die  verschiedensten  Or- 
ganlängen nebeneinander  vorfinden,  erklärt  sich  also  daraus, 
dass  dieselben  aus  jungen  und  alten  Initialzellen  entstanden 
sind,  d.  h.  aus  solchen,  die  eben  erst  eine  Qnertheilung  er- 
fahren haben,  und  solchen,  die  schon  eine  Reihe  von  Jahren 
sich  zu  strecken  Zeit  hatten. 

Es  ist  nun  leicht  verständlich,  wesshalb  in  den  innersten 
Jahresringen  die  Organe  noch  klein  sind.  Sie  sind  aus 
jungen  Initialzellen  entstanden.  In  den  beigegebenen  Ta- 
bellen habe  ich  auch  die  Organlängen  des  zweiten  oder 
dritten  Ringes  angegeben,  und  wird  man  daraus  ersehen, 
dass  die  grössten  Längen  nur  etwa  den  dritten  Theil  der- 
jenigen Faserlänge  erreichen,  die  in  höherem  Alter  auftreten. 

Im  weiteren  Entwicklungsgange  des  Baumes  oder  Baum- 
theiles  wird  nun  die  Organlänge  bedingt  durch  die  Ernährung 
des  Baumes,  insofern  eine  nachhaltige  Steigerung  in  dem 
Wachsthumsgange  des  Baumes  auch  auf  dasLängenwachs- 
thum  der  Initialzellen  günstig,  ein  andauerndes  Sin- 
ken des  Baumzuwachses  ungünstig  einwirkt,  während 
schnell  vorübergehende  Steigerungen  oder  Störungen  des  Zu- 
wachses ohne  Einfluss  sind.  Im  entgegengesetzten  Sinne  wirkt 
natürlich  die  mit  dem  Zuwachse  verbundene  ümfangszunahme 
des  Baumtheiles.  Je  schneller  sich  die  Peripherie  und  der 
Cambiummantel  vergrössert,  um  so  lebhafter  erfolgt  die  Zell- 
vermehrung durch  Quertheilung  der  Initialzellen.  Das  Durch- 
schnittsalter und  die  mittlere  Länge  der  Initialzellen  wird  damit 
herabgedrückt. 

Berechnet  man  den  Zuwachsgang  an  Querfläche  (siehe 
in  den  Tabellen  die  Spalte  über  Jahreszuwachs)  und  ver- 
gleicht ihn  mit  der  Länge  der  Tracheiden,  so  ist  eine  Be- 
ziehung zwischen  beiden  gar  nicht  zu  verkennen.  Ein  völ- 
liger Parallelismus  besteht  freilich  nicht,   aber  dem  Steigen 


B.  Hartig:  üeber  den  Drehwuehe  der  Kiefer,  211 

und  Sinken  des  Zuwachses  folgt  nach  einiger  Zeit  ein  Zu- 
nehmen oder  Abnehmen  der  Organlänge  in  ersichtlichem  Orade. 

Es  wird  nunmehr  auch  verständlich,  woher  es  kommt, 
dass  im  untern  Theile  eines  Baumes  die  Organe  immer  er- 
heblich kleiner  sind,  als  hoher  im  Stamme  aufwärts  bis  zum 
Kronenansatz.  Wir  wissen,  dass  die  Zuwachsgrosse  im  domi- 
oirenden,  d.  h.  noch  nicht  unterdrückten  Kiefemstamme  von 
oben  nach  unten  zunimmt  und  dass  insbesondere  der  untere 
Stammtheil  einen  viel  lebhafteren  Querflächenzuwachs  besitzt, 
wie  die  oberen  Schafbtheile.  Schon  ein  Vergleich  zwischen 
den  Stammstücken  IV  und  V,  die  5  m  von  einander  entfernt 
lagen,  zeigt  den  grossen  unterschied  im  Zuwachse  gleicher 
Wuchsperioden.  Am  unteren  Ende  des  Stammes  nimmt  der 
Umfang  jährlich  mit  einem  höheren  Procentsatze  zu  als  in 
dem  oberen  Schafbtheile,  und  die  Zellvermehrung  durch  Quer- 
theilung  muss  demgemäss  schneller  vor  sich  gehen,  als  oben. 
Die  Initialfasern  erreichen  somit  unten  ein  geringeres  Alter, 
ak  im  oberen  Stammtheile,  sind  desshalb  kürzer  als  dort. 

untersucht  man  die  Organlänge  an  einem  excentrisch 
gewachsenen  Stammtheile  auf  der  breitringigen  und  auf  der 
engringigen  Seite,  so  überrascht  ferner  die  Thatsache,  dass 
auf  letzterer  die  Organe  im  Durchschnitt  länger  sind,  als 
auf  der  ersteren.  Am  Stammstück  Y  hatten  die  Tracheiden 
der  schmalen  Seite  die  auf  Seite  212  zusammengestellten 
Längen,  welche  mit  denen  der  breiten  Seite  (siehe  auch 
Seite  206  Tab.  V)  zu  vergleichen  sind. 

Es  scheint  mir  zweifellos  zu  sein,  dass  die  langsamere 
Ausdehnung  des  Cambiumringes  und  dem  entsprechend  die 
sich  seltener  ¥nederholende  Quertheilung  der  Initialfasern  die 
Ursache  der  grösseren  Länge  der  Tracheiden  auf  der  schmalen 
^ite  des  Baumes  ist.  Sie  werden  auf  dieser  Seite  älter,  als 
f  der  breiten  Seite. 

Irgend  welche  Beziehungen  zwischen  der  Organlänge 
\d  der  Drehwüchsigkeit  der  Bäume  lässt  sich  aber  nicht 
kennen« 
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Elohmale  Seite 

Brette  Seite 

Altar 

Leitnngs- 

Faaer- 

Mittell&nge 

Mittollänge 

AJIMft 

trach«iden 

traoheiden 

aller  Traoheiden 

155 

8,81 

8,63 

8.72 

2,71 

145 

— 

— 

— 

2,74 

135 

3,67 

8,59 

3,63 

8,18 

125 

8,26 

2,83 

3,05 

2,57 

115 

8,60 

3,88 

3,71 

3,02 

105 

3,64 

8,87 

8,75 

8,19 

95 

8,79 

3,88 

8,81 

8,80 

86 

8,50 

8,78 

3,62 

8,68 

75 

4,11 

3,69 

8,90 

3,29 

65 

4,00 

8,95 

8,97 

3,75 

55 

3,84 

4,01 

3,93 

8,49 

45 

3,14 

8,48 

3,31 

8,30 

85 

8,41 

3,70 

3,56 

3,88 

25 

8,18 

8,64 

3,41 

8,38 

15 

2,87 

3,35 

3,11 

2,96 

2 

1,34 

1,41 

1,87 

1,87 

Die  Geradspaltigkeit  und  der  schräge  Verlauf 
der  Holzfasern  hängt  vielmehr,  wie  die  weiteren  Untersuch- 
ungen ergeben  haben,  von  dem  Verhältnisse  ab,  in  wel- 
chem die  beiden  Qaertheilungen  der  Initialfasem  zu  einander 
stehen.  Untersucht  man  auf  Tangentialschnitten,  wie  viele 
der  jüngeren,  d.  h.  der  noch  nicht  sehr  steil  aufsteigenden 
Querwände  von  rechts  nach  links,  wie  viele  von  links  nach 
rechts  aufsteigen,  so  ergibt  sich  zunächst,  dass  stets  beide 
Arten  von  Quertheilungen  vorkommen,  dass  aber  das 
Verhältniss  derselben  keineswegs  immer  das  annähernd  gleiche 
ist.  In  den  Tabellen  I — VII  habe  ich  in  den  letzten  beiden 
Spalten  angegeben,  wie  viele  Rechts-  und  wie  viele  Links- 
theilungen ich  in  dem  betreffenden  Alter  vorfand. 

Vergegenwärtigen  wir  uns  die  Wirkung,  welche  das 
Längenwachsthum  der  aus  der  Quertheilung  einer  Initial- 
faser hervorgegangenen  beiden  Tochterzellen  auf  die  Richtung 
der  Fasern  ausüben  muss,  so  ist  ersichtlich,  dass  bei  einer 
Quertheilung  nach  rechts  das  obere  Ende  der  unteren  Zelle, 
indem  es,  dem  unteren  Ende  der  Schwesterzelle  ausweichend, 
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nach  rechts  vorbeiwäehst,  eine  Ablenkung  nach  rechts 
erhält,  wogegen  das  untere  Ende  der  oberen  Schwesterzelle 
bei  seiner  Verlängerung  nach  unten  eine  Ablenkung  nach 
links  erfahrt.  Ein  Baum,  dessen  Initialzellen  sich  von 
Jagend  auf  immer  nur  in  vorgedachter  Weise  theilen  würden, 
müsste  bald  eine  Schrägstellung  aller  Fasern  von  links  nach 
rechts  zeigen. 

In  den  ersten  Jahrzehnten  drehen  alle  Kiefern  mehr 
oder  weniger  links,  und  dies  kommt  daher,  dass  die  Zahl 
der  Quertheilungen  nach  links  in  den  ersten  Jahrzehnten 
immer  überwiegt,  so  z.  B.  bei  Stamm  I  mit  24  zu  19  im 
2.  Ringe,  mit  21  zu  17  im  10.  Ringe.  Bei  den  im  späteren 
Alter  geradfaserig  wachsenden  Kiefern  schwankt  nun  die 
Zahl  der  Rechts-  und  Linkstheilungen  je  nach  dem  Baum- 
theile  und  Jahrringe,  ohne  ein  Vorherrschen  der  einen  oder 
andern  Theilungsrichtung  erkennen  zu  lassen.  (Siehe  Figur  II.) 
Dadurch  gleicht  sich  aber  die  Wirkung  beider  Theilungsarten 
in  Bezug  auf  den  Faserverlauf  im  Ganzen  aus.  Sehr  instructiv 
ist  Stamm  IL  Bis  zum  20.  Ringe  zeigt  derselbe  starke  Links- 
drehung (9**)  und  29  Linkstheilungen  gegenüber  15  Rechts- 
theilungen.  Dann  stellen  sich  die  Fasern  mit  dem  40.  Ringe 
senkrecht,  und  zwar  in  Folge  davon,  dass  die  Rechtstheilungen 
die  Ueberhand  gewinnen. 

Im  60.  Jahre  ist  die  Schrägstellung  nach  rechts  5®  und 
zwar  in  Folge  der  grossen  XJeberzahl  der  Rechtstheilungen 
(21  r.  zu  13  1.).  In  den  nächsten  40  Jahren  überwiegen 
wieder  die  Linkstheilungen  mit  20  zu  16,  in  Folge  dessen 
die  Fasern  die  lothrechte  Richtung  einnehmen.  Von  da  an 
überwiegen  wieder  die  Rechtstheilungen,  so  dass  die  Rechts- 
drehung sehr  stark  wird.  In  den  letzten  Jahrzehnten  ver- 
ludert sich  die  Schrägstellung  wieder,  weil  die  Links- 
leilungen  wieder  überwiegen  (23  gegen  13). 

Bei  Stamm  III  erreicht  die  Linksdrehung  der  Jugend 
it  5^  ihr  Maximum  in  Folge  überwiegender  Linkstheilungen. 
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Vom  43.  Jahre  an  überwiegt  für  alle  Folgezeit  die  Rechts- 
theilung.  In  Folge  dessen  geht  schon  von  da  an  die  Links- 
drehung aus  5^  in  4"  über,  mindert  sich  immer  mehr,  er- 
reicht  mit  103  Jahren  die  Senkrechte  und  geht  nun  in  die 
Kechtsdrehung  über. 

Stamm  IV  zeigt  von  Jugend  auf  ein  üeberwiegen  der 
Linkstheilungen  und  dem  entsprechend  eine  immer  stärker 
werdende  Linksdrehung  bis  zu  55®.  Nur  im  60.  Jahre  findet 
einmal  eine  Abschwächung  des  Drehungswinkels  von  18® 
auf  15®  statt  und  der  betreffende  Holztheil  Hess  in  der  That 
ein  üeberwiegen  der  Rechtstheilungen  erkennen. 

Für  Stammstück  V  gilt  dasselbe,  nur  mit  dem  Unter- 
schiede, dass  die  Fasern  gleich  in  den  ersten  Jahren  sehr 
stark  links  (15®)  drehen  und  dann  in  der  Folge  der  Drehungs- 
winkel nur  langsam  grösser  wird. 

Der  Moskauer  Stamm  VI,  dessen  innerer  Kern  durch 
Holzparasiten  zerstört  wurde,  zeigt  im  70.  Jahre  schon  ein 
üeberwiegen  der  Rechtstheilungen,  da  offenbar  in  den  vorher- 
gehenden Jahrzehnten  der  Stamm  nach  links  gedreht  hatte, 
und  erst  durch  länger  anhaltendes  Üeberwiegen  der  Rechts- 
theilungen in  die  senkrechte  Faserstellung  gelangen  musste. 
In  der  Folge  überwogen  die  Rechtstheilungen  so  sehr,  dass 
nach  dem  200.  Jahre  der  Faserverlauf  nahezu  ein  horizon- 
taler wurde. 

Der  Lärchenstamm  YII  zeigt  bis  zum  60.  Jahre  Qerad- 
faserigkeit  und  Gleichheit  in  den  Rechts-  und  Liukstheilungen. 
Von  da  an  überwiegt  die  Rechtstheilung,  so  dass  der  Dreh- 
ungswinkel schliesslich  70®  ausmacht.  Dieser  Stamm  ist 
noch  dadurch  interessant,  dass  in  dem  letzten  Jahrhundert 
die  Ernährung  des  Baumes  eine  so  geringe  war,  dass  die 
Streckung  der  Initialfasern  und  damit  die  Vermehrung  der- 
selben im  Querschnitt  nicht  genügte,  das  Aufreissen  des 
Holzkörpers  zu  verhindern.    Der  jüngere  Holzkörper  bildete 


u 
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schliesslich   nar  noch  ein  schmales  Spiral  band,   welches  den 
alten  flolztheil  umschlingt. 


In  den  beigefügten  Figuren  ist  der  geradfaserige,  und 
linksdrehende  Wuchs  der  Kiefer  zur  Darstellung  gebracht. 
Wenn  nach  dem  Vorstehenden  auch  verständlich  geworden 
sein  durfte,  worauf  die  Abweichungen  des  Faserverlaufs  von 
der  senkrechten  Richtung  zurückzufuhren  sind,  so  bleibt  es 
anderentheils  völlig  unerklärlich,  wesshalb  die  eine  Kiefer 
bei  ihren  Zelltheilungen  in  der  Initialschicht  vorwi^end 
nach  der  einen,  die  andere  vorwiegend  nach  der  anderen 
Richtung  hin  die  schrägen  Quertheilungen  ausführt.  Aeussere 
Einflüsse  scheinen  dabei  völlig  ausgeschlossen  zu  sein  und 
es  ist  höchst  wahrscheinlich,  dass  es  sich  dabei  lediglich 
um  innere,  individuelle  und  wahrscheinlich  innerhalb  ge- 
wisser Grenzen  auch  vererbliche  Eigenschafben  handelt. 

Zum  Schlüsse  mag  noch  auf  eine  Eigenthümlichkeit 
im  anatomischen  Bau  der  stark  drehwüchsigen  Stammtheile 
hingewiesen  werden.  Bei  dem  geradfaserigen  Holze  (Fig.  II) 
strömt  naturgemäss  das  Wasser  in  der  Längsrichtung  der  Tra- 
cheiden  aufwärts  und  der  Uebergang  aus  einer  Tracheide  zu 
der  nächst  höher  stehenden  erfolgt  durch  die  mehr  oder  we- 
niger schräg  stehenden  Querwände.  Diese  sind  durch  dicht 
nebeneinanderstehende  Hoftipfel  ausgezeichnet,  die  als  Durch- 
gangspforten dienen.  Die  Längswände  sind  relativ  tipfelarm, 
wenn  auch  immerhin  die  Tipfeizahl  genügt,  um  eine  seit- 
liche Bewegung  des  Wassers  in  radialer  Richtung  zu  ermög- 
lichen. 

Der  anatomische  Bau  der  stark   drehwüchsigen  Kiefern 

t  nun  dadurch  ausgezeichnet,   dass  die  Seiten  wände  mit 

oftipfeln  ebenso  dicht  bedeckt  sind,  als  die  Quer- 

ände.     Daraus  ist  wohl  mit  Sicherheit  zu  schliessen,  dass 
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das  Wasser  nicht  dem  schrägen  Verlaufe  der  Tracheiden  folgt, 
sondern  seinem  Ziele,  der  Baumkrone,  direct  zuströmt. 

Erwähnenswerth  dürfte  ferner  noch  die  Thatsache  sein, 
dass  bei  den  stark  drehwüchsigen  Kiefern  die  Tangential- 
wände  der  letzten  Herbstholztracheiden  mit  kleinen  Hof- 
tip fein  ebenso  dicht  besetzt  sind,  als  dies  bei  der  Fichte, 
Tanne  und  Lärche  der  Fall  ist,  während  an  gerad faserigen 
Kiefern  bekanntlich  Hoflipfel  auf  den  Tangentialwänden  in 
der  Regel  fehlen. 

Figur  I. 


Linkadrehendes  Klefernbols  in  Tangentialuislcht.    Anf  fUnf  nacli  links  aafetoigende 
Qnervftnde  kommt  nur  eine  Rechtaiheilnng.    LftngBwlnde  mit  ublrdchen  HofUpfeln. 
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Figar  n. 


ulbaang«  KJcfttnho  i.   n  La  tDnc*tnub*ide  D  ndUltr  b  in  tiDgentlolai  Aulcbt 
P  U    L        TuiganUiluiilaht  anaa  kCrpa    tb  duguU  lea  Halutnekea.    Vlar 
Itatrwlnde  narh  ra  fal^  T  ar  null     nka  inftitegaiid.    Terg     200    1 
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Die  Abbildung  der  Halbebene  anf  ein  Polygon,  das 
von  Bögen  confocaler  Kegelschnitte  begrenzt  wird. 

Von  F.  LlBdemuiD« 

{Bingtbiufm  4.  Mai.) 

Es  Sind  zahlreiche  Beispiele  genati  durchgeführt,  bei 
denen  es  sich  um  die  conforme  Abbildung  einer  complexen 
Ebene  auf  eine  andere  handelt,  und  bei  denen  man  die 
Abbildungsfnnction  als  gegeben  betrachtet,  um  die  durch 
sie  dargestellte  Beziehung  geometrisch  zu  verfolgen.  Versucht 
man  aus  solchen  Beispielen  andere  für  die  Hauptaufgabe  der 
Abbild angstheorie  (nämlich  eindeutige  conforme  Abbildung 
eines  gegebenen  Flächenstückes  auf  den  Einheitskreis  oder 
die  Halbebene)  abzuleiten,  so  ist  die  Ausbeute  eine  sehr 
geringe;  denn  die  verlangte  Eindeutigkeit  wird  durch  die 
Verzweigungspunkte  der  studirten  Function  in  der  Regel 
gerade  da  gestört,  wo  es  sich  um  ein  wesentlich  neues  Problem 
handeln  würde.  In  manchen  Fällen  kann  man  indessen  diese 
Störungen  heben;  und  dies  an  einem  Beispiele  vollkommen 
darchzuführen,  erschien  mir  als  eine  lehrreiche  Aufgabe, 
der  die  folgenden  Ausführungen  dienen  mögen. 

1.  Setzt  man  i?  s=  a?  -|-  iy,  g^=x  —  iy  und  schreibt  die 
'^'ftichang   einer   in   rechtwinkligen    Goordinaten    gegebenen 
rve  in  der  Form 

1  fie,  xr.)  =  0, 

895.  MaÜL'Vhy,  Gl.  2.  15 
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SO  besteht  die 

Relation 

(2) 

dz 

df 
9^1 

— 

dzi 
3« 

und  aus  letzterer  lässt  sich  nach  meiner  früheren  Darstellung 
in  manchen  Fällen  die  conforme  Abbildung  eines  von  der 
Curve  /*=  0  umschlossenen  Ovals  auf  die  Halbebene  {¥>  0) 
ableiten;  es  beruht  dies  darauf,  dass  in  Folge  von  (2)  die 
Function 

dl]  .de     \ 

dzx 

auf  dem  Rande  des  Ovals  reell  ist,  wenn  Z  ==  X  +  i  F  einen 
Punkt  der  Bildebene  bezeichnet.^) 

Die  Curve  (l)  gehöre  einem  Systeme  confocaler  Ellipsen 
und  Hyperbeln  an,  das  durch  die  Gleichung 

_^_    _j^ 

deiinirt  sei;  dann  geht  die  Gleichung  (1)  Ober  in 

,,.  (**+*?)  (i»-a»)  +  2*5,  (a»+6»-2A) 

^  '  —  4(o»->l)(6»— i)  =0; 

und  es  wird 

/ dv} %  de 

(5)       "^  ~~dZ'^  ^^ZL-^y(a^ _ X) (ft* ^  '  dZ' 

wenn  c*  =  o*  —  ä*, 

eine  Function,  die  längs  der  Curve  (4)  reell  ist;  dasselbe 
gilt  von  ihrem  logarithmischen  Differeutialquotieuten 


^)  Vergl.  Sitzungsbericht  der  phys.-ökon.  Qesellschaft  zu  Königs- 
berg i.  Pr.  vom  7.  Juni  1894. 
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^"^       dZ  dZ         «»-c»   ''     ^'"'       dZ 

Letzterer  ist  von  i.  unabhängig;  er  ist  gleich  — ^?i-  >  wenn 

d  jj 

gesetzt  wird.    Eis  ist  vortheilhaft  v  oder  C  als  neue  Variable 
eingeführt  zn  denken.     Vermöge  der  Substitution 


^«^    7=K^+I>   c=;+i/^ 


e» 


wird  bekanntlich^)  das  System  confocaler  Ellipsen  (mit  den 
Brennpunkten  ^  e)  in  der  £r- Ebene  übergeführt  in  ein 
System  concentrischer  Kreise  in  der  C*Ebene  (mit  dem  Mittel* 
punkte  C  ==  0);  die  zugehörigen  confocalen  Hyperbeln  gehen 
in  die  Radienveotoren  der  Kreise  über;  der  Verbindungslinie 
der  Brennpunkte  (doppelt  gezählt)  entspricht  in  der  C-El)ene 
der  Einheitskreis.  Jedem  von  confocalen  Ellipsen  und  Hyper- 
beln begrenzten  Polygone,  das  keinen  Brennpunkt  im  Innern 
oder  auf  dem  Rande  enthält,  entspricht  ein  von  Bögen  con- 
centrischer Kreise  und  deren  Radien  begrenztes  Polygon. 

Erstreckt  sich   keine  Seite  eines   solchen    Kegelschnitt- 
polygons ins  Unendliche,  so  sind  alle  Winkel  an  den  Ecken 

gleich  —  oder  gleich  -^.     Bildet  man  die  C-Ebene  vermöge 

der  Gleichung  (7)  auf  eine  v-Ebene  ab,  so  wird  das  Polygon 
in  ein  geradliniges  verwandelt,  dessen  Abbildung  auf  die 
Halbebene  nach  Ghristoffel  sofort  ausgeführt  werden  kann. 
Liegt  kein  Brennpunkt  im  Innern  oder  auf  dem 
^nde  des  abzubildenden  Polygons,  so  haben  wir  also 


^)  Vergl.  z.  B.  Holzmfiller,  EinfQhmng  in  die  Theorie   der 
:oiialen  YerwaadtBcbafben,  Leipzig  1882,  p.  130  fif.  und  Taf  IX. 

15* 
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(9)  v  =  log{e  +  V?^^e^)  =  C  \X^^^^dZ+C\ 

^  jVn(Z^As) 

Hiebe!  bedeuten   Bj,  B^,  .  ,  B^   diejenigen   Stellen   der 

3  7t 

Axe  F  =  0,  denen  je  eine  Ecke  mit  dem  Winkel   ^-    im 

gegebenen    Polygon   entspricht,    während   den   Punkten   A^^ 

A^ . .  Am  Ecken  mit  dem  Winkel  ^  zugeordnet  sind.    Es  ist 

immer 

(9  a)  m  =  w  +  4^1 

so  dass  der  Punkt  Z=  cd  keine  singulare  Stelle  für  die 
Abbildung  liefert  (wenn  nicht  zufällig  eine  der  Grössen  Ag^ 
Bt  unendlich  gross  wird). 

2.  Ist  das  gegebene  Polygon  im  Endlichen  ge- 
schlossen, wie  im  vorigen  Falle,  liegt  aber  ein  Brenn- 
punkt  auf  dem  Rande   (etwa  jgr  =  e),   so  betrachten  wir 

wieder  die  durch  (6)   gegebene  Function  „   .     Da  jetzt 

die  Relation 

(10)  w?  =  w  +  8 

erfüllt  ist,  so  ist  die  Function 

dlogt;'_l^_l_^l^       l__^i      1 


dZ         2'^Z-Bt       2^Z-A,    '   2  Z-£" 

wo  der  reelle  Punkt  E  dem  Brennpunkte  «zugeordnet  sei, 
überall  (auch  für  Z=  oo)  holomorph,  also  gleich  einer 
Constanten.  Das  Verhalten  im  Brennpunkte  bedarf  nur 
noch  einer  Besprechung.  Es  besteht  für  j?  =  e  eine  Ent- 
wicklung der  Form 

(11)         ss—e  =  e,(Z-E)'\-e^{Z     £)»  +  ...., 
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und  es  ist  demnach 

s^-e'dZ      2\js+e^  js—e/dZ       2Z— £^^^       ^ 

wenn  ?  (Z —  E)  eine  nach  positiven  Potenzen  geordnete 
Reihe  bedeutet;  die  betrachtete  Function  verhält  sich  also 
an  der  Stelle  Z=E  in  der  That  nicht  singolär.  Die  Ab- 
bildang  wird  sonach  durch  eine  Formel  der  folgenden  Gestalt 
vermittelt: 

(lOa)  log(^  +  V^i^ei)  =  C  {yß£3  -  J£=  +  C. 

Liegen  beide  Brennpunkte  auf  dem  Rande  des 
Polygons  und  entspricht  der  Werth  Z=iE'  dem  Werthe 
»=  —  e,  so  finden  wir  in  gleicher  Weise: 

(12)  m  =  »»4- 2, 

„OM      /    ,  lA^i — i,       „{VlTCZ-Bi^  dZ 

(12a)  log  (*+K**-«'  =  C  I  -=- — ^— ^  —. —        

jyn{Z-A.)V{Z-E){Z-E-) 

3.  Es  kann  auch  vorkommen,  dass  der  Brennpunkt 
nicht  nur  auf  dem  Rande  des  Polygons  liegt,  son- 
dern auch  eine  Ecke  desselben  bildet;  das  Polygon 
erscheint  dann  längs  eines  Stückes  der  reellen  Axe,  das  vom 
betr.  Brennpunkte  ausgeht,  aufgeschlitzt.  Die  Entwicklung 
(11)  ist  zu  ersetzen  durch 

a—e  =  6^  (Z—E)^  +  d^  {Z—Ef  +  . . . . 

Wir  taa«.  ta  gWch.,  w™,,  d.  die  F«ncU«n  ^-^ 
an  der  Stelle  Z=  E  nicht  unendlich  wird : 
"3)  w  =  n  +  4, 

3a)     log (,  +y?IIii)  =  C  1  y^^^-J^  dZ  +  0'. 
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Sind  beide  Brennpunkte  Ecken  des  PoIygoDS, 
so  wird: 

(14)  f»  =  «+4, 

(14  a)     log  {z  +  V^*^J^)  =  C  j  ^/fC-^— A)  dZ  4-  0 '. 

Liegt  ein  Brennpunkt  auf  dem  Rande,  während  der 
andere  als  Ecke  auftritt,  so  ist 

(15)  «•  =  w  +  3, 

(15a)      log{,+  V^^e^)  =  C  fjffl^^^  -^£=  +  C\ 

4.  Liegt  ein  Brennpunkt  im  Innern  des  abzu- 
bildenden Polygons,  so  gilt  wieder  eine  Entwicklung 
der  Form  (11);  es  bedeutet  nun  jetzt  E  einen  Punkt  im 
Innern  der  Halbaxe  Y  >  v.  Damit  die  Function  (6)  auf 
dem  Rande  reell  sei,  muss  dann  der  conjugirte  Punkt  E^  in 
gleicher  Weise  als  singulare  Stelle  vorkommen;  es  wird  also: 

(16)  w  =  w  +  2, 
(16a)                            log{js  +  Vg^^^) 

-  c  CVnW^^)      _dz  ,  ^, 

J  Vn{z^  As)  V(z-E)  {zs,)  ^ 

Liegen  beide  Brennpunkte  im  Innern,  so  ist: 

(17)  m  =  «, 
(17a)                           log  (^ -I- y.^rZe») 

yiliZ-Bt)  dZ  -_  4-  G'. 


-' 


Vn(Z-  A)  VZ-E){Z-Ei)iZ^^(Z~E\) 

Für  f»=n=0  ergibt  sich  hieraus  insbesondere  die  Schwarz- 
sehe Formel  ftir  das  Innere  einer  Ellipse. 
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Liegt  t  =  e  iva  Innern,  0  =  —  e   auf  dem  Rande 
den  Polygons,  so  haben  wir 

(18)  ♦»  =  «  +  !, 

(18a)  log  {e  +  V«»— >) 

^  Cyn(Z~Bt)  d  z 

^1 


.-r  +  c. 


Vn\Z-A,)V{Z-E)\Z-E,)(Z--E') 

Liegt  «  =  e  im  Innern  and  ist  ir  ss — e  eine  Ecke 
des  Polygons,  so  wird 

(19)  M  =  n4-2, 

log  {e  -\-  Ye^^e^) 

(19a)         CVirTz^^)  d  Z 


J  V^lz-  ^)  yfi 


VTi?-^)  (Z-E,) 


+  C'. 


5.  Es  bleibt  noch  der  Fall  zu  betrachten,  dass  sich  der 
unendlich  ferne  Punkt  der  £r-Ebene  im  Innern  des  Polygons 
befindet,  d.  h.  dass  es  sich  um  die  Abbildung  der  Halb- 
ebene auf  das  Aeussere  eines  Polygons  von  der  bis- 
her betrachteten  Gestalt  handelt.  Die  Aufgabe  er- 
ledigt sich  in  derselben  Weise,  wie  die  entsprechende  Auf- 
gabe bei  geradlinigen  Polygonen  durch  Christoffel ^)  Er- 
ledigung fand.  Es  sei  ^  4*  ^^  ^^^  Punkt,  welcher  dem 
Punkte  ir  s=  00  zugeordnet  wird,  so  dass  eine  Entwicklung 
der  Form 

(20)      -  ^y^(Z—A—iB)^y^(^Z—A-'iBf+,... 

z 

besteht.     Ist  dann  n  die  Zahl  der  Ecken  mit  den  Winkeln 
-J-,  m  diejenige  mit  den  Winkeln  ^,   so   können    wir   alle 
dglichen  Fälle  in  den  Gleichungen 


1)  Annali  di  Matematica,  Serie  2,  Bd.  4,  1870. 
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(21)  n  ^  m  +  v 

zusammenfassen;  zur  Ableitung  der  letzten  Gleichung  hat 
man  die  Function  (6)  an  den  einzelnen  singulären  Stellen 
zu  entwickeln.  Die  einzelnen  Fälle  unterscheiden  sich  nun 
in  folgender  Weise: 

1)  Kein  Brennpunkt  liegt  im  Innern  des  abzubildenden 
Polygons  (welches  den  unendlich  fernen  Punkt  enthält) : 

r  =  0,     a  =  0,     a,  =  0,     ß  =  0,     ß^^O. 

2)  Ein  Brennpunkt  auf  dem  Rande: 

v==l,     a  =  ^,     a,=0,     /?  =  0,     ß,  =  0. 

3)  Beide  Brennpunkte  auf  dem  Rande: 

r  =  2,     a  =  -,     a,  =0,     ^  =  i      /?,  =  ü. 

4)  Ein  Brennpunkt  als  Ecke: 

r  =  0,     a  =  0,     a,  =  0,     ß  =  0,     /?,  =  0. 

5)  Beide  Brennpunkte  als  Ecken: 

r  =  0,     «  =  0,     aj  =  0,     ß  =  0,     ßi  =  0. 

6)  Beide  Brennpunkte   auf  dem  Rande   und   einer  von 
ihnen  als  Ecke: 

v=l,     a  =  i      a,  =  0,     /?=:0,     /?,  =  0. 

7)  Ein  Brennpunkt  im  Innern: 

v  =  2,     a  =  i      a,=i      /8  =  0,     ^,  =  0. 


\ 
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8)  Beide  Brennpimkte  im  Innern: 

9)  Ein  Brennpunkt  auf  dem  Rande,  der  andere  im  Innern : 

10)  Ein  Brennpunkt  im  Innern,   der  andere  als  Ecke: 
v  =  2,     a  =  i      «,==2,     /^  =  0,     ^,  =  0. 

Der  Fall  1)  liefert  für  n  =  w  =  0  insbesondere  die 
Schwarz 'sehe  Formel  fSr  die  Abbildung  des  Aeussern  einer 
Ellipse.  Der  Fall  5)  führt  für  m  ==  n  =  0  zu  der  bekannten 
(z.  B.  für  die  Kugelf unctionen  wichtigen)  Abbildung: 

Z—A—iB 


Z—A-YiE 


=  a{js  +  Y£f'''^'e*)  +ß. 


6.  Liegt  der  unendlich  ferne  Punkt  der  ^-Ebene 
auf  dem  Rande  des  Polygons,  ohne  eine  Ecke  des- 
selben zu  bilden,  so  sind  die  Formeln  (21)  und  (21a)  zu 
ersetzen  durch: 

(22)  m  =  » -f  V, 

(22a)     logii^+Y?^^^^)  =^c(^i£^M^,f+C\ 
^       ^^   ^'  ^  JYri{Z-A,)   u  ^ 

wo    U  =  {Z—E)''(Z—E,rHZ—Ey(Z—E[)ßi{Z—A) 

und  wo  der  reelle  Punkt  Z^=  A  dem  Punkt  js  =  co  ent- 
spricht. Für  die  eben  unterschiedenen  10  Fälle  haben  wir 
jetzt  bez.: 

v  =  2,  1,  0,  2,  2,  1,  0,  -1,  -1,  0 

1  setzen,   während  die  zugehörigen  Werthe  von  a,  a^,  ß,  ß^ 
igeandert  bleiben. 
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7.  Ein  neuer  Ansatz  wird  nöthig,  wenn  der  unendlich 
ferne  Punkt  der  jr-Ebene  als  Ecke  des  abzubildenden  Poly- 
gons einfach  oder  mehrfach  vorkommt,  d.  h.  wenn  sich  da» 
gegebene  Flächenstück  nach  einer  Richtung  oder  nach  mehre- 
ren Richtungen  (zwischen  je  zwei  Hyperbelzweigen)  ins  Un- 
endliche erstreckt.  Vermöge  der  Abbildung  (8)  entspricht 
jetzt  dem  gegebenen  Flächenstücke  das  Innere  eines  Kreis- 
bogenpolygons, dessen  Begrenzung  durch  concentrische  Kreise 
und  deren  Radien  gebildet  wird  und  bei  dem  das  gemeinsame 
Centrum  mehrfach  als  Ecke  vorkommt.  Zwei  im  Centrum 
zusammentreffende  Radien  bilden  den  Winkel  Xn^  wenn  in 
der  je^-Ebene  die  Asymptoten  der  entsprechenden  Hyperbel- 
äste denselben  Winkel  einschliessen.  Statt  des  Punktes  C  =  0 
kann  auch  der  Punkt  C  =  oo  als  Ecke  des  Kreisbogen  polygons 
vorkommen;  es  können  auch  beide  Punkte  gleichzeitig  als 
Ecken  in  Betracht  zu  ziehen  sein.  Unser  Problem  ist  hier- 
durch, falls  die  Brennpunkte  nicht  im  Innern  oder  auf  denn 
Rande  liegen  auf  das  Schw-arz'sche  Problem  reducirt;  es 
wird  gelöst  durch  eine  Differentialgleichung  der  Form 

(23)  {C,  Z}  =  B  (Z), 

wenn  in  bekannter  Weise 


_  1  fi^gV 

2\dZ/ 


gesetzt  wird,  und  wenn  R{Z)  eine  rationale  Function  be- 
zeichnet. Es  seien  wieder  Ar  (r  =  1,  2,  . .  .  w)  die  reellen 
Punkte    der    Z- Ebene,    welche    aus    den    Ecken    mit    dem 

Winkel  -  hervorgehen,  B,  (^=1,2, ..  w)  diejenigen  Punkte, 

denen  Ecken  mit  den  Winkeln  -^  entsprechen,  Ot  die  Punkte 

der  Axe  Z  —  0,  denen  der  Punkt  f  =  0  als  Ecke  des  Poly- 
gons  entspricht  und    ItJt   der  zugehörige   Winkel,   endlich 
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/>«  diejenigen  Punkte,  die  aas  einer  Ecke  C  =  <3o   mifc  dem 
Winkel  //«  hervorgehen.     Man  findet: 

Die  Differentialgleichung  des   Problems  ist  daher   von 
der  Form: 


(24) 


{^,  Z}  + 
1         I      "^ 


2{e 


3  c*        /d  zY 


^i8{Z-Ar)*^  Z-A, 


J  +  S  [     8  (Z-i/.)»  +  Z-b\ 
+  Ij  [2(^0*  "*■  Z^\  "•"  2I  [2  (Z-"jfe»  +  z-i)j' 


uod  zwischen  den  Gonstanten  der  rechten  Seite  bestehen  die 
Relationen : 

lArOr-i-  2B,ß.-\-20t7t  +  ^-D.iJ«  +  I  «  -  -g  m 

-  0, 


(25)^ 


1  ^..      ,2.    .   1  ^.,        %. 


Sj^or  -\-2I^,ß»-\-  2(ft7t  -\-SlA6n-\-\2Ar-\  2B, 


i2 


2^ 


+  2:(l-ADG  +  2'(l-/ii)D«  =  0. 


Die  Integration  der  Gleichung  (24)  ist  vermöge  (23)  in 
bekannter  Weise  auf  die  Integration  einer  linearen  homo- 
genen Differentialgleichung  zurückgef&hrt.  Die  rechte  Seite 
Ton  (24)  ist  hierbei  gleich  Ii{Z)y  d.  h.  gleich  der  rechten 
Seite  von  (23),  zu  setzen. 

8.  Lassen  wir  zu,  dass  ein  Brennpunkt  im  Innern  oder 
if  dem  Rande  des  abzubildenden  Flächenstückes  liege,  so 
ad  an  der  rechten  Seite  von  (24)   gewisse  Modifici^tionen 
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anzubringen.  Handelt  es  sich  um  den  Brennpnnkt  -^  e^  so 
besteht  eine  Entwicklung  von  der  Form  (11).  Entwiekelt 
man  dann  die  linke  Seite  von  (24)  nach  Potenzen  von  Z—E 
und  beachtet,  dass,  wenn  E  im  Innern  der  Halbebene  F  >  0 
liegt,  der  conjugirte  Punkt  E^  in  entsprechender  Weise 
Singular  sein  mnss,  so  wird  das  Problem  im  allgemeinsten 
Falle  durch  eine  Gleichung  der  folgenden  Form  gelöst: 

—  n  (7\  -4-^  r ^-  —  4-      gl      j_      g'       .     __gi .1 

—  ^\^)  -Tg  \^z--EY  "^  {Z-Ei)^  "^  {Z-Ey  "^  (Z-£1)*J 

X'O  Xj-Öi  7C''0'  xi*o\ 

+  -^ — r+  -^ — etH-  ^ — ^  + 


Z — E      Z — E\       Z — E'       Z — El 

Hier  bedeutet  B{Z)  die  rechte  Seite  von  (24);  x^  ist  zu 
x,xi  zu  x'  conjugirt;  ^,  ^i,  ^',  ^i,  o,  öi,  o',  oj  sind  gleich  0 
oder  1  je  nach  Lage  der  Brennpunkte;  und  zwischen  den 
Constanten  der  rechten  Seite  bestehen  die  Relationen: 


(27) 


B  +  X  +  xi  +  ;«'  +  xl   =  0, 
B'^oxE^axEi  +  &xE'+o\x\Ei  =  0, 

B'^oxE^+aiXiEl+a'x'E^-\'Oix[E\^  -\-j{qE 

wo    mit    B,  B\  B'    die   linken    Seiten    der   entsprechenden 
Gleichungen  (25)  bezeichnet  sind. 

Die  verschiedenen  möglichen  Fälle  unterscheiden  wir 
in  derselben  Weise  durch  Zahlen,  wie  dies  in  Nr.  5  geschah. 
Dann  haben  wir  folgende  Resultate: 

1)  Alle  Grössen  g,  a  sind  Null;  die  Gleichung  (26)  ist 
mit  (24)  identisch. 

2)  ß  =  <7  =  1,     ^1  =  ^'=  ßl  =  Ol  =  ö'=  Ol  =  0. 

3)  ß  =  ^'  =  a  =  a'  =  1,     ^1  =Ä  ^;  =  01  =  öj  =s=  0, 
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^)  ^  =  ^i  =  ^'  =  öl  =  «'i  —  <''  =*  0^1  =  0,     ö  =  1. 

5)  e  =  öl  =  ö'  ==  öl  =  ^'i  =  <^i  =  0,     0  =  0'  ^=  1. 

6)  ^  =  a  =  a'  =  1,     ^1  =  ^'  =  ^1  =  ai  :^  oi=  0. 
1)  Q  =  Q\  =  O  =  Oi  =   l,     q'=q{  =  o'=^  Ol  =  0. 

8)  ^  =  ^1  =  ^'  =  ^I  =  a  =  Ol  =  o'  =  (jj  =  1. 

9)  ß  =  ß'  =  ß{  ==  a  =s  a'  =  öl   =   1,     ^1  =  (Ti  =  0. 
10)  ^  =  ^i  =  ö  =  Ol  =  a'  =   1,     ß'  =  ^{  =  al  =  0. 

Ist  m  =  ft  =  0,  so  findet  man  aos  (1)  insbesondere  die 
Abbildung  des  von  den  beiden  Zweigen  einer  Hyperbel  ein- 
geschlossenen Ebenenstuckes;   sie  geschieht  durch  die  Formel 

(28)  C  =  e  +  V*»-c»  =  a  (|^)^  +  ß, 

WO  Iji  den  yon  den  Asymptoten  eingeschlossenen  Winkel 
bezeichnet.  Die  Formel  (28)  folgt  direct  aus  der  bekannten 
Gleichung  für  die  Abbildung  eines  Kreisbogen-Zweiecks. 

9.  Aus  (7)  leiten  wir  die  Abbildung  des  von  einem 
Hjperbelzweige  eingeschlossenen  FlächenstQckes  ab.  Hat  X 
dieselbe  Bedeutung  wie  in  (28),  so  ist  der  von  den  Asym- 
ptoten eingeschlossene  Winkel  hier  gleich  (1 — X)  ti.  Sei 
/*  =  1 — A,  E  =  i^  E^=^  — i,  so  ergibt  sich  die  Differential-* 
gleichung : 

^^'^  2     {Z-^C)^  "^  8  {Z-iy  "^  8  (Z+i)»  "^  Z-C 

und  die  Gleichungen  (25)  werden: 
y  +  X  +  X,  =  0, 

yC  +  xE+x,E,  +  I  +  ^^^  =  0, 
yC-  +  xE^  +  x,E}  +  C(l— //*)  ==  0. 
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Wir  wählen  Cf  =  oo  und  finden  dann : 

n                               .1  +  2/^» 
y  =  0,     x=-x,  =  t ^; 

ff 

die  Di£Fereiitialgleichung  wird : 

ihre  Integration  geschieht  durch  die  lineare  Gleichung: 

Die  particulären  Integrale  der  letzteren  sind: 

ß  f^ 

Das   allgemeine  Integral  von  (29)   ist  eine  lineare  Function 
von  ^^   also 

Durch  diese  Formel  wird  die  Abbildung  der 
Halbebene  auf  den  von  einem  Hyperbelaste  be- 
grenzten Tbeil  der  Ebene  yermittelt;  und  zwar  liegt 
letzterer  auf  der  concaven  Seite  der  Hyperbel,  wenn  /i  <  1 
ist,  auf  der  convexen  Seite  im  andern  Falle;  fin  ist  der 
Yon  den  Asymptoten  eingeschlossene  Winkel. 

Dasselbe  Resultat  erhält  man  nach  einer  früher  von  mir 
angegebenen  Methode.  Es  sei  die  Gleichung  einer  Gassini- 
schen Gurve  in  der  Form 


% 


(31)  (^-  a)  (^1  -  a)  (;?  +  a)  {b^  +  a)  =  c 

gegeben,  so  dass  die  reellen  Punkte  a  und  —  a  als  gemeinsame 
Brennpunkte  der  vom  Parameter  c  abhängigen  Guryenschaar 
auftreten.    Ausserdem  hat  die  Gurve  zwei  andere  Brennpunkte: 
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msD  findet  sie,  indem  man  die  Tom  unendlich  fernen  Kreis- 

pankte  5  =  0  ausgehenden  Tangenten  mittelst  der  Relation 

df 

— '-  =3  0  bestimmt;  nun  ist 

wir  haben  also  die  vier  Brennpunkte 


js  =:  -A-a     und     s  =  -^ —  Va: 


*-c». 


Ist  a^^"  0%  so  besteht  die  Curve  aus  zwei  Ovalen;  von  dem 
einen  wird  die  positive  Axe  in  den  Punkten  j/a*  —  c  und 
ya}  +  e  getroffen ;  zwischen  beiden  liegen  die  Brennpunkte  a 

ond  —  Ya^—c*,     Die  Abbildung   eines   solchen   Ovals,   das 

zwei  Brennpunkte  umschliesst,  auf  die  Halbebene  T>0 
geschieht  nach  jener  Methode  durch  die  Gleichung 


r dz 

J  V(z^  -  a»)  [c*  +  a»  (^»  — ^ 


(32) 

=  C  f  _  __f^  +  C/ 

J  Yiz-Äjlz-  A,)  Iz-  B)  {z  -  n,)      ' ' 

wenn  die  Punkte  A^  B  den  beiden  inneren  Brennpunkten 
entsprechen  und  wenn  A^,  B^  bez.  zu  A,  B  conjugirt  sind. 
Wird  jetzt  c  =  a*,  so  erhält  die  Curve  (31)  einen 
Doppelpunkt  im  Anfangspunkte,  in  den  auch  der  von  c  ab- 
hängige Brennpunkt  hineinrückt;  auch  B  f^Ilt  mit  B^^  zu- 
sammen und  wird  reel;  und  die  Formel  (32)  geht  über  in: 

(33)1  f    ^tL^  =  c  f _^£__^.-.  +  a. 

a  J  *  y^r» -  a»  J  (Z- B)  V^Z-  A)  (Z-A^) 

lerdorch  ist  äie  Abbildung  des  Innern  einer  Schleife 
aer  Lemniscate  anf  die  Halbebene  vermittelt. 
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Schlieasen  die  Tangenten  des  Doppelpunktes  den  Winkel 
ju,  n  ein,  so  muss  für  ;er  ==  0  eine  Entwicklung  der  Form 

bestehen;  es  wird  also 

In  (33)  mösste  daher  a^  C'=ifJt{A  —  B)  gesetzt  werden. 
Für  eine  eigentliche  Lemniscate  muss  allerdings  //  =  ö  8^" 

nommen  werden,  denn  sie  wird  aus  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  durch  die  Transformation  0  =  t"^  gewonnen. 
Durch  letztere  Transformation  werden  aber  aus  beliebigen 
Hyperbeln  Gurven  erhalten,  die  den  Lemniscaten  ganz  analog 
sind,  und  bei  denen  /i  beliebig  bleibt  (vgl.  unten  Nr.  9). 
Sie  haben  gleichfalls  nur  zwei  Brennpunkte,  und  für  sie 
gilt  also  auch  die  Formel  (33).  Lassen  wir  £  =  go,  ^4  =  V , 
A^  =  — i,  a  =  e~^  werden,  so  folgt: 


woraus  wiederum  die  Gleichung  (30)  gewonnen  wird;  es  ist 
nur  nachtraglich  t  mit  £r  zu  vertauschen. 

Denkt  man  sich  den  Punkt  i  der  Z-Ebene  durch  einen 
beliebigen  Punkt  B  der  Halbebene  T>0  ersetzt,  ebenso 
—  i  durch  den  conjugirten  Punkt  JB,  und  lässt  sodann  e  =  0 
werden,  so  nähern  sich  auch  B  und  JB^  demselben  reellen 
Werthe  B^  und  die  Gleichung  (30)  gibt 

Es    entsteht   also    in   der    That   die    bekannte    Formel    ftbr 
die    Abbildung   der  Halbebene   auf  den   von   zwei   Geraden 
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(hier  den  Asymptoten  der  Hyperbel,  in  welche  letztere  f&r 
€  =  0  zerfallt)  eingeschlossenen  Winkelraum. 

10.  Die  hier  befolgte  Methode  wird  man  auch  in  anderen 
Fällen  anwenden  können,  in  denen  die  Abbildung  eines 
gegebenen  Curvensystems  der  ^er-Ebene  auf  ein  System  von 
Kreisen  der  C-£!bene  bekannt  ist,  sobald  nur  {C?  ^}  eine 
rationale  Function  von  e  ist.  Selbstverständlich  gelingt  dies 
bei  dem  Systeme  confocaler  Parabeln,  da  dasselbe  aus  dem 
Systeme  confocaler  Ellipsen  und  Hyperbeln  durch  Grenz- 
übergang gewonnen  werden  kann. 

Ferner  kommt  das  System  yon  Gurren  in  Betracht,  das 
aus  den  confocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln  durch  die  Trans- 
formation t=zz~^  hervorgeht.  Sei  ^  =  o  +  iT,  so  sind  dies 
die  Curven: 

(34)  ^°*  +  '*^*  ^'**~'^^  (h*-X)  +  U  (o»  +  r») 

—  4a»a»  —  46»T»  =  0. 

Sie  haben  sammtUch  im  Anfangspunkte  einen  Doppelpunkt. 
Ffir  A<6»(a»>6»)  ist  derselbe  isolirt,  für  X>h*  hat  die 
Gestalt  der  Gurre  Aehnlichkeit  mit  derjenigen  einer  gewöhn- 
lichen Lemniscate;  eine  solche  findet  man  für  2k  =  a*-\-b*, 
sie  entspricht  der  gleichseitigen  Hyperbel 

o»— T»  =  i(a»— 6»). 

Ist  <j=a— tT,  und  wird  die  linke  Seite  von  (34)  für  den  Augen- 
blick mit  q)  bezeichnet,  so  sind  die  Brennpunkte  durch  die 

Gleichung  -—  bestimmt.    Wir  haben  9?(^i,^,)  =  ^*  ^? /"(^i  ^i)» 


^'so: 


9».  MAtii.-pb7&  Gl.  2.  16 
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Nun  war  in  Nr.  l : 

(g^/y=  16(*»-e»)(a*— i)(6»-A), 
also  vermöge  q)=  0: 

Off  ^  '*  Qt)*  ^  ^^  (1  -<'*'')  <*  («^—i)  (**-^) 

Jede  Curve  des  Systems  (34)  hat  daher  nur  die  beiden 
(allen  gemeinsamen)  Brennpunkte  t  =  ic~^  wie  es  geo- 
metrisch nach  der  Theorie  der  Gremona 'sehen  Transformation 
selbstverständlich  ist. 

Ein  anderes  Beispiel  gibt  die  Transformation 

Den  Parallelen  zu  den  Axen  der  f-Ebene  entsprechen  zwei 
Orthogonalschaaren  von  gleichseitigen  Hyperbeln.*)  Die 
Abbildung  eines  von  letzteren  gebildeten  Polygons  geschieht 
also,  indem  man  die  Function 

als  rationale  Function  von  Z  bestimmt.  Einer  beliebigen 
geraden  Linie  der  C' Ebene  entspricht  eine  gleichseitige 
Hyperbel  mit  dem  Mittelpunkte  jef  =  0;  auch  für  Polygone, 
deren  Begrenzung  durch  beliebige  concentrische  gleichseitige 
Hyperbeln  gegeben  wird,  ist  also  diese  Methode  anwendbar.^) 

Einem   beliebigen   Kreise   der   f-Ebene   entspricht   eine 
Cassini'sche  Curve  der  ^-Ebene,  deren  Mittelpunkt   an  der 


i)  Vgl.  Holzmüller  a.  a.  0.  p.  105  ff. 

^)  Es  iflt  dies  schon  von  Sanio  angegeben:  Die  Abbildung  des 
Aeusseren  eines  Kreisbogenpolygons.  Königsberger  fnauguraldis«er- 
tation  1885. 
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Stelle  ;er=  0  liegt;  dieselbe  ist  eine  gewohnliche  Lemniscate, 
wenn  der  Kreis  durch  den  Punkt  C  =  0  hindurchgebt.  Die 
Abbildung  der  Halbebene  Y>  0  auf  Polygone,  deren  Be- 
grenzung durch  Bogen  concentrischer  Cassini *scher  Curven 
gebildet  wird,  ist  also  zurückgeführt  auf  Bestimmung  der 
Function 


«•  ^(  -  ('.  ^1 + 1  ?  (H) 


in  ihrer  Abhängigkeit  Ton  Z. 

In  ähnlicher  Weise  wird  man  zahlreiche  Beispiele,  die 
Yon  Holzmüller  und  Anderen  behandelt  sind,  verwerthen 
können. 


10 
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üeber  eine  neue  Bestiinmnng  der  Refractions- 
constante  anf  astronomischem  Wege. 

Von  J.  BavBehiniroi'* 

(Bktffrim^  4.  Mai,) 

Die  Bastimmang  der  Refractionsconstante,  also  physi- 
kalisch gesprochen  des  Brechungsexponenten  der  Luft  gehört 
ZQ  den  schwierigsten  und  wichtigsten  Aufgaben  der  prakti- 
sehen  Astronomie.  Die  Schwierigkeiten  liegen  einerseits  in 
schwer  zu  bestimmenden  Instrumentalfehlem,  insbesondere 
den  Bi^angsverhältnissen  des  Fernrohrs,  andererseits  in  der 
Complicirtheit  der  atmosphärischen  Factoren,  welche  auf  die 
Refraction  von  Einfluss  sind  und  deren  Wirkungen  nur  mit 
Mühe  von  einander  zu  trennen  und  zu  bestimmen  sind. 
Die  Wichtigkeit  einer  möglichst  genauen  Erforschung  aller 
aof  die  Refraction  einwirkenden  Umstände  lieget  darin,  dass 
das  ganze  Declinationssystem  der  Gestirne,  also  die  Bälfle 
der  Coordinatenbestimmungen  der  messenden  Astronomie,  auf 
der  Annahme  über  die  Refractionsconstante  beruht,  und  dass 
ein  wirklicher  Fortschritt  in  der  Verfeinerung  der  absoluten 
Messungen  erst  dann  constatirt  werden  kann,  wenn  er  Hand 
in  Hand  geht  mit  einer  genaueren  Einsicht  in  die  Refractions- 
^'^rhfltmsse. 

Der  schöne  Repsold'sche  Meridiankreis,  welchen  die 
Qnchener  Sternwarte  im  Jahre  1891  erhielt,  zeigte  bei  den 
Bten  Prüfongen   so  hervorragende  Eigenschaften,  dass  der 
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Gedanke,  dieselben  zu  einer  neuen  Untersuchang  der  ßefrac- 
tion  auszunutzen,  umsoweniger  abzuweisen  war,  als  in  Mün- 
chen eine  derartige  Untersuchung  überhaupt  noch  nicht  aus* 
geführt  wurde,  und  als  die  mit  diesem  Instrument  ersten 
Ranges  in  Aussicht  genommenen  fundamentalen  Messungen 
ohne  eine  solche  Untersuchung  bei  den  möglicherweise  vor- 
handenen localen  Einflüssen  einen  bedenkliclien  Mangel  der 
Fundirung  aufweisen  würden.  Die  ersten  Jahre  der  Be- 
obachtungsthätigkeit  an  diesem  Instrument  sind  daher  nach 
der  Bestimmung  des  Herrn  Professor  H.  Seeliger  der  Unter- 
suchung der  Refraction  gewidmet  worden.  Eine  demnächst 
im  III.  Bande  der  „Annalen  der  k.  Sternwarte  zu  München'* 
erscheinende  umfangreiche  Abhandlung  gibt  ausführliche  Re- 
chenschaft hierüber,  während  hier  versucht  werden  soll,  die 
wesentlichsten  Resultate  auszugsweise  zusammenzustellen« 

Die  Methode  der  Untersuchung  war  die  bekannte  und 
mit  dem  Meridiankreis  einzig  mögliche  durch  Beobachtung 
der  Circumpolarsterne  in  ihrer  oberen  und  unteren  Culmina- 
tion.  Ein  Hauptaugenmerk  wurde  auf  die  Erlangung  mög- 
lichst zahlreicher  Messungen  in  geringen  Höhen  gerichtet, 
Beobachtungen,  welche  ebenso  wichtig  als  schwierig  zu  er- 
langen sind  und  in  dieser  Menge,  wie  sie  zu  unserer  Unter- 
suchung verwendet  werden  konnten,  auch  kaum  noch  irgend- 
wo vorliegen  dürften.  Die  meteorologischen  Elemente  wurden 
an  sorgfaltig  geprüften  Instrumenten  abgelesen  und  zwar 
sind  nicht  nur  der  Luftdruck  und  die  äussere  Lufttemperatur 
gemessen  worden,  sondern  auch  die  Luftfeuchtigkeit  und  die 
Temperatur  im  Beobachtungsraume;  letztere  an  f&nf  symme- 
trisch in  der  Beobachtungsspalte  aufgehängten  Thermometern. 
Die  Fehler  des  Meridiankreises  selbst  sind  genau  untersucht 
worden,  doch  muss  hierüber  auf  die  Abhandlung  verwiesen 
werden;  hier  sei  nur  angeführt,  dass  der  mittlere  Fehler  der 
Theilung  des  Kreises  bei  Ablesung  von  vier  Mikroskopen  za 
+  0^24   gefunden  wurde;    da   die  Gestirne  symmetrisch   in 
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beiden  Lagen  des  Kreises  beobachtet  wurden,  so  stellt  sich 
ak>  der  von  der  Tbeiiung  herrührende  Fehler  im  Mittel  auf 
+  0*17;  ferner  muss  erwähnt  werden,  dass  jener  Fehler, 
der  bisher  am  verhängnissvollsten  auf  die  Messungen  der 
Zenithdistanzen  von  Gestirnen  in  geringen  Höhen  und  in 
Folge  dessen  auf  die  Bestimmung  der  Refractionsconstante 
eingewirkt  hat,  nämlich  die  Biegung  des  Fernrohres,  beim 
Kepsold^schen  Instrument  als  unmessbar  klein  gefunden 
wurde,  sich  also  sicher  nicht  über  O.'l  erhebt. 

Die  Beobachtungen  sind  von  vorneherein  so  augelegt 
worden,  dass  es  möglich  war,  die  Veränderlichkeit  der  Pol- 
hohe unabhängig  von  anderen  Beobachtungen  zu  bestimmen 
und  in  Rechnung  zu  ziehen;  die  gefundenen  Variationen 
äind  in  guter  Uebereinstimmung  mit  den  anderwärts  er- 
mittelten. Die  Genauigkeit  der  Beobachtungen  ist  aus  der 
Uebereinstimmung  der  Einzelmessuugen  eines  Gestirnes  unter- 
einander bestimmt  worden;  es  fand  sich  der  mittlere  Fehler 
einer  absoluten  Beobachtung  der  Zenithdistnnz  (abges^ehen 
vom  Theilungsfehler)  zu 

/i  =  y0:32»  +  0:23»  tgs^       (z  =  Zenithdistanz) 

eine  Zahl,  die  am  besten  geeignet  ist,  die  Vortrefflichkeit 
des  Instrumentes  zu  erweisen  und  das  Vertrauen  in  die 
Sicherheit  der  erlangten  Resultate  zu  befestigen. 

Die  Untersuchung  der  auf  die  Refraction  bezüglichen 
Verhältnisse  wurde  mit  der  Bestimmung  des  Ausdehnungs- 
coefficienten  der  Luft  begonnen.  Den  bei  der  ersten  Re- 
dnction  der  Beobachtungen  angewandten  Refractionstafeln 
von  Radau  liegt  der  Regnault'sche  Werth  0.003663  (für 
Ceutigrade)  zu  Grunde,  der  sich  von  den  bisherigen  sichersten 
astronomischen  Bestimmungen 

Bessel  0.003644 

Gylden  0.003689 

Pond  (Chandler)  0.003650 
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so  wenig  unterscheidet,  dass  eine  irgendwie  bedeutende 
Gorrection  desselben  ausgeschlossen  erschien.  Die  trotz  dieser 
Aussicht  begonnene  Untersuchung  hat  aber  nach  einer  anderen 
Richtung  zu  einem  ziemlich  sicheren  Resultate  geführt,  das 
nicht  ohne  Bedeutung  zu  sein  scheint.  Das  eingeschlagene 
Verfahren  war  folgendes:  Es  wurden  nur  beigezogen  die 
Sterne  zwischen  60^  und  85^  nördlicher  Zenithdistanz,  in- 
dem jene  mit  geringerer  Z.D.  nur  einen  minimalen  Bei- 
trag zur  Lösung  der  Aufgaben  liefern  können,  jene  mit 
grösserer  aber  anderweitigen  Störungen  in  einem  Maasse 
unterliegen,  dass  sie  die  Einflüsse  einer  geringen  Aenderung 
des  Temperaturcoef&cienten  verwischen  müssen.  Von  jedem 
Sterne  wurden  die  bei  den  vier  höchsten  und  die  bei  den 
vier  niedrigsten  Temperaturen  erhaltenen  Zenithdistanzen  in 
je  ein  Mittel  vereinigt  und  die  Differenz  a^ — 0^  der  beiden 
Gruppen  genommen,  zugleich  mit  der  Differenz  der  Mittel 
der  Temperaturen  t^ — ^g;  dieses  Verfahren  bewirkt,  dass  die 
erlangten  Differenzen  unabhängig  werden  von  der  Refractions- 
constante  selbst  und  von  der  noch  ungelösten  Frage  über 
den  Einfluss  der  Saalrefraction.  Die  Unterschiede  der  Tem- 
peraturen steigen  bis  zu  21^  und  liessen  ein  sicheres  Resultat 

erwarten.     Ist  (I+ttw;)    ^^^    Factor,    mit   dem   der   Aus- 

dehnungscoefficient  0,003663  multiplicirt  werden  muss,  um 
den  den  Beobachtungen  entsprechenden  zu  erhalten,  und  ist 
ü  die  Refraction  für  die  Temperatur  0^  C  und  den  mittleren 
Barometerstand  718  mm,  dann  werden  die  Bedingungsglei- 
chungen, wenn  die  ganz  belanglosen  Glieder  zweiter  Ordnung 
vernachlässigt  werden,  von  der  Form: 

(<,-g  0.003663  j^^t  =  z,-eo- 

Wider  Erwarten  fand  sich  aus  45  solchen  Bedingungsglei- 
chungen ein  ungewöhnlich  grosser  Werth  von  t,  nämlich 
i  =  3.19  +  0.91,  womit  der  Ausdehnungscoefficient  wird 
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0.003663(1  +  0.0319)  =  0.003780  +  0.000033. 

Es  ist  kein  Zweifel,  dass  diese  Erhöhung  des  Ausdehnungs- 
coefficienten  um  3  Procent  ganz  unzulässig  ist  und  zu  un- 
lösbaren Widersprüchen  mit  den  physikalischen  Bestim- 
mungen fähren  würde.  Es  hat  zwar  Gylden  aus  der  Discussion 
Yon  Sommerbeobachtungen  einen  ähnlichen  Werth,  nämlich 
0.003769  gefunden  und  Mascart  hat  durch  physikalische 
Methoden  sogar  noch  einen  grossem  Werth,  nämlich  0.00382 
abgeleitet,  allein  diese  Bestimmungen  stehen  vereinzelt  und 
dürften  nicht  einwandfrei  sein,  ersterer  schon  desshalb,  weil 
er  eben  nur  für  die  Sommerbeobachtungen  gilt,  während 
die  Winterbeobachtungen  einen  viel  kleineren  Werth  er- 
geben; der  Mascart'sche  Werth  aber  ist  durch  neuere  Ver- 
suche von  Benoit  widerlegt  worden  (siehe  Kayser  und  Runge, 
Die  Dispersion  der  Luft,  Abb.  der  Berl.  Akad.  1893).^) 

Es  könnte  die  Ursache  des  grossen  Unterschiedes  zwischen 
dem  oben  gefundenen  Werth  und  den  früheren  astronomischen 
Bestimmungen  darin  gesucht  werden,  dass  bei  ersterem  der 
Dampfdruck  in  Rechnung  genommen  wurde,  während  dies 
bei  den  anderen  nicht  geschah,  allein  eine  einfache  Ueber- 
schlagsrechnung  zeigt,  dass  bei  Nichtberücksichtigung  des 
Dampfdruckes  die  Unterschiede  0^ — ^q  noch  stärker  positiv 
werden,  also  i  noch  grösser.  Hierin  liegt  ein  Beweis  für 
die  Nothwendigkeit,  bei  der  Berechnung  der  Refraction  den 
Dampfdruck  beizuziehen,  zugleich  aber  auch  ein  Hinweis 
auf  eine  andere  mögliche  Erklärung  der  durch  die  Be- 
obachtungen gebotenen  Differenzen  jg^ — £Iq,  Ich  suche  deren 
Entstehung  in  der  nicht  ganz  zutreffenden  Inrechnungnahme 


^)  Nachträglich  finde  ich  noch,  dass  Nyr^n  aus  den  Pulkowaer 
(^ertikalkreisbeobachtangen  1882—1891  den  Werth  0.00S770  far  l^G 
Abf^eleitet  hat,  also  einen  mit  dem  von  mir  gefundenen  fast  iden- 
tischen; er  hat  es  aber  ebenfklls  nicht  gewagt,  denselben  bei  der 
Rednction  der  Beobachtungen  zu  benutzen. 
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des  Dampfdruckes  bei  den  ßadau'schen  Tafeln.  Radau  hat 
zur  Uerecbuung  der  sogenannten  , optischen  Dichtigkeit^ 
der  Luft  vorgeschlagen  den  Ausdruck 

(l  _  1    M  ^     3t,tt  B  f  ^  Dampfdruck 

V         8  7(50/  KB  Barometerstand 

zu  benutzen,   worin  der  Factor  ^  lediglich  empirisch  ist  und 

o 

aus  den  Experimenten  von  Fizeau  und  Jamin  abgeleitet  wurde. 
Die  theoretische  Berechtigung  dieser  Gegenüberstellung  von 
optischer  und  physikalischer  Dichtigkeit  ist  nun  schwer  einzu- 
sehen, während  es  viel  näher  liegt,  die  brechende  Kraft  der 
Luft  proportional  der  physikalischen  Dichtigkeit  zu  setzen, 
welche  bekanntlich  proportional 

anzunehmen  ist.  Um  die  Frage,  welche  Dichtigkeit  für  die 
Befraction  massgebend  ist,  objectiv  zu  entscheiden,  ist  es 
offenbar  der  sicherste  Weg,  den  Factor,  mit  welchem  n  in 
Rechnung  zu  setzen  ist,  aus  den  Beobachtungen  selbst  abzu- 
leiten; dieser  Weg  führt  aber  unmittelbar  zu  den  Differenzen 
a^ — j0r^,  da  die  Extreme  der  Temperatur  im  x411gemeinen 
mit   den  Extremen   des  Dampfdruckes   zusammenfallen.     Ist 

k 

Q    der   zu  bestimmende  Factor,   so   werden   die  Gleichungen 

o 

von  der  Form 

0.12  m(:7r,  — tIq)  (A — 1)  =  Z^ — ^^^ 

worin  m  die  Aenderung  der  Refraction  für  1  mm  Queck- 
silberdruck bedeutet.     Die  Auflösung  derselben  ergab 

ft-l  =  3.37  +  0.69. 

Die  Beobachtungen  entscheiden  also  für  die  Anwendung  der 
physikalischen  Dichtigkeit.   Die  dann  übrig  bleibenden  Fehler 
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J,  -a^  lassen  weder  in  der  Anordnung  nach  der  Zenith- 
diiitanz,  noch  in  jener  nach  der  Rectascension  ein  systemati- 
sches Verhalten  erkennen,  womit  zuf^Ieich  der  Nachweis  ge- 
geben ist,  dass  nach  Einführung  des  neuen  Factors 
ron  7t  die  Beobachtungen  eine  Aenderung  des  an- 
gewandten Ausdehnungscoefficienten  der  Luft  nicht 
erheischen. 

Die  Ermittelung  der  Kefractionsconstante  geschah 
durch  Yergleichung  der  in  der  oberen  und  unteren  Gul- 
minatiou  erhaltenen  Declinationen.     Ist 

d    die  Declination  aus  den  oberen  Cuhninationeu, 
^'     n  n  »        «     unteren  ^ 

r    die  Refraction  für  die  obere  Culmination, 
*•'     »  »  n      n    untere  , 

/i  (f  die  Correctiou  der  angewandten  Polböhe, 
(l-j-n)  der  Factor,  mit  dem  die  benutzte  Befraction,  welche 
hier  auf  den  Radau ^schen  Tafeln,  also  der  BesseP sehen 
Refractionsconstante  (Tab.  Beg.)  beruht,  zu  multipli- 
ciren  ist,  um  die  den  Beobachtungen  entsprechende 
zu  erhalten, 

so  hat  man  die  Beziehung 

._^/ ^.      _  ,      (obere  Gulm.  uördl.  v.  Zenith 

l  obere   Culm.  südl.  v.  Zenith 

oder  wenn  —  2A(p  =  a;,  —  100  n  =  y  gesetzt  wird: 

Die  hiesigen  Beobachtungen  gestatteten  die  Aufstellung  von 
76  solcher  Gleichungen;  die  Zenithdistanzen  in  unterer  Cul- 

aination  geben  von  43®6'  bis  88®49',  die  Factoren  +r-|-r 

on  100"  bis  1420".     Die  Auflösung  ergab 

X  =  —  0!797,        y  =  +  0.510,  (1) 


246  SÜMung  der  nuxthrphys.  Glosse  vom  4.  Mm  1896, 

Die  starke  Verminderung  der  BessePschen  Refractionsconstante, 
die  sich  in  diesem  Werth  von  y  ausspricht,  ist  zwar  auch 
schon  durch  die  Discussion  anderer  neuerer  Beobachtungs- 
reihen gefunden  worden,  muss  aber  doch  mit  grosser  Vor- 
sicht aufgenommen  werden.  Wenn  man  nämlich  die  Be- 
dingungsgleichungen  in  zwei  Gruppen  theilt,  Yon  denen  die 
erste  bis  76^  Z.D.  reicht,  die  andere  bis  in  die  Nähe  des 
Horizontes,  so  ergibt  die  Auflösung  der  ersten  6ruppe 

X  =  —  0r047,        y  =  —  0.028  (2) 

und  die  der  zweiten 

a;  =  —  0:575,         y  =  +  0.483.  (3) 

Da  die  Resultate  dieser  beiden  Auf  losungen  auf  keine  Weise 
zu  vereinigen  sind,  hätte  man  zu  schliessen,  dass  bei  den 
grösseren  Zenithdistanzen  noch  andere  Factoren  wirksam 
sind,  als  die  bisher  in  Betracht  gezogenen.  Man  wird  zu- 
nächst den  Grund  der  Missstimmung  in  der  nicht  völlig  zu- 
treffenden Hypothese  über  die  Temperaturabnahme  in  der 
Atmosphäre  suchen,  von  der  ausschliesslich  die  Beobachtungen 
von  76®  Z.D.  ab  beeinflusst  werden,  während  bekanntlich 
die  Refractionen  bis  76®  Z.D.  von  jeder  Annahme  über  die 
Constitution  der  Atmosphäre  völlig  unabhängig  sind.  Den 
Radau'schen  Tafeln  liegt  die  Ivory'sche  Hypothese  zu  Grunde 
mit   dem  Factor  f=0.2;   nimmt   man    den   wahren  Werth 

von  /' zu     -~^—    an,    so    wird    die    durch    e    herbeigeführte 

Aenderung  der  Refraction  gleich  — Xgf,  wo  der  Factor  X 
der  Radau'schen  Tafel  V  entnommen  werden  kann,  und  die 
Bedingungsgleichungen  erhalten  folgende  Form : 

d—d'  =  x  +  y    Y^^     +Xz, 

Werden  sie  neu  aufgelöst,  so  ergibt  sich 

;,;-=_0r828,     y  =  4-0.527,     ^  =  —0.053,        (4) 
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woraus  durch  Vei^Ieichung  mit  (1)  zu  erkennen  ist,  dass  durch 
die  Einfähmng  yon  0  eine  wesentliche  Verbesserung  der  Dar- 
stellung der  Beobachtungen  nicht  erzielt  wird,  und  zugleich, 
dass  die  Constante  f==0.2  der  Ivorj'schen  Hypothese 
völlig  den  Beobachtungen  entspricht.  Also  auch  durch 
eine  andere  Annahme  über  f  ist  die  Missstimnmng  zwischen 
den  beiden  Gruppen  nicht  zu  beseitigen. 

Man  wird  weiter  daran  denken,  dass  bei  den  tieferen 
Gulminationen  das  Sternbild  in  ein  Spectrum  auseinander- 
gezogen erscheint,  und  dass  man  den  Brechungsezponenten 
für  weisses  Licht,  den  die  höheren  Gulminationen  liefern, 
ans  ihnen  nur  dann  erhalten  wird,  wenn  man  eine  ganz 
bestimmte  Stelle  des  Spectrums  einstellt,  um  hier  klar  zu 
sehen,  wollen  wir  die  Brechungsexponenten  aus  den  Auf- 
lösungen (2)  und  (3)  ableiten.  Dieselben  finden  sich,  redu- 
eirt  auf  760  mm  Quecksilberdruck,  0^  G  Temperatur  und 
6  mm  Dampfdruck  zu 

aus  (2)     1.000  2933 
aus  (3)     1.000  2918 

Vei^leicht  man  damit  die  Resultate,  welche  Kayser  und 
Runge  (a.  a.  0.)  aus  physikalischen  Bestimmungen  f&r  die 
hier  in  Betracht  kommenden  Fraunhofer^schen  Linien  erhalten 
haben  (fQr  denselben  Luffczustand): 

Ä  1.000  2902 


B 

2908 

C 

2911 

D 

2919 

E 

2980 

F 

2940 

>  erkennt  man,  dass  der  Werth  aus  (2)  in  Grün  liegt;  der 
^erth  aus  (3)  di^egen  würde  darauf  hindeuten,  dass  bei 
m  Beobachtungen  der  tiefer  culminirenden  Sterne  die  Ein- 
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Stellung  an  der  Grenze  zwischen  Roth  und  Gelb  erfolgte. 
Es  wGrde  dies  im  Einklang  stehen  mit  der  Wahrnehmung, 
dass  die  Sternspectra,  wenn  sie  deutlich  sichtbar  waren, 
immer  nur  rothe  und  gelbe  Strahlen  zeigten;  in  den  weit- 
aus zahlreichsten  Fällen,  wo  das  Sternbild  sich  als  ver- 
waschener Fleck  darstellte,  würde  also  die  Einstellung  nicht 
auf  Gelb,  wie  beabsichtigt  war,  sondern  auf  eine  Stelle 
zwischen  Roth  und  Gelb  erfolgt  sein.  Der  Unterschied 
zwischen  den  Auflösungen  (2)  und  (3)  Hesse  sich  damit 
erklären,  zugleich  aber  wäre  damit  der  Nachweis  erbracht, 
dass  tiefer  culminirende  Sterne,  sobald  ihr  Spectrum  eine 
gewisse  Ausdehnung  erreicht,  überhaupt  nicht  mehr  zur 
Ermittelung  der  Refractionsconstante  herbeigezogen  werden 
dürfen,  wenn  man  nicht  etwa  Mittel  besitzt,  ganz  bestimmte 
Stellen  des  Spectrums  einzustellen,  was  vielleicht  durch 
Blendgläser  von  genau  bestimmten  Spectralfarben  zu  er- 
reichen wäre.  Lässt  man  diese  Erklärung  als  stichhaltig 
gelten,  so  hängt  die  Ermittelung  der  bei  astronomischen 
Beobachtungen  zu  gebrauchenden  Refractionsconstante  jetzt 
von  der  Bestimmung  der  grössten  Zenithdistanz  ab,  die  man 
noch  beiziehen  darf,  ohne  'über  die  unbekannte  Constitution 
der  Atmosphäre  eine  Hypothese  machen  zu  müssen  und 
ohne  durch  die  Ausdehnung  des  Spectrums  in  Unsicherheit 
über  den  eingestellten  Punkt  zu  gerathen.  Man  leitet  leicht 
ab,  dass  diese  Grenze  bei  etwa  80®  Z.D.  liegt;  zieht  man 
aber  dieser  üeberlegung  folgend  nur  die  Sterne  bis  80®  Z.D. 
zur  Bestimmung  der  Refractionsconstante  heran,  so  erhält 
man  folgendes  Auflösungssystem 

X  =  —  0:685,        y  =  +  0.442  (5) 

das  so  nahe  mit  (1)  übereinstimmt,  d&ss  das  Bedenken,  das 
wir  oben  gegen  (1)  äusserten,  nämlich  dass  gerade  die  ge- 
nauesten Beobachtungen  bis  76®  Z.D.  wesentlich  besser  durch 
die  umgeänderte  Bessefsche  Refractionsconstante  dargestellt 
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werden   als   durch   eine  kleinere,  fortbesteht   und   durch  die 
eben  versuchte  Erklärung  als  nicht  beseitigt  gelten  kann. 

Wenn  wir  fortgesetzt  die  Ursache  dieser  Missstimmung 
in  der  Refraction  suchen,  so  bleibt,  so  weit  ich  sehe,  jetzt 
nur  mehr  die  Refraction  durch  den  Beobachtungs- 
räum,  herrührend  von  der  Verschiedenheit  der  inneren  und 
äusseren  Temperatur  übrig,  deren  Einfluss  die  widersprechen- 
den Resultate  beseitigen  könnte.  Dieselbe  soll  jetzt  unter- 
sacht werden.  Beachtet  man,  dass  in  dem  Ausdruck  der 
Refraction 

J'*«           .  /i  ==  Brechungsindex, 

—  — ^    '  r  ==  Abstand   der  Schicht 

1  /   ^^  sin  £^  \  vom  Erdmittelpunkt 


sm  £* 

der  Quotient  — —  so  nahe  gleich  1  ist,  dass  man  ihn  behufs 

Mo  ^0 
Ermittelung    eines    ersten   Näherungswerthes   von    R   damit 

identificiren  darf,  so  ergibt  sich  als  solcher 


=  tge\  —  =  tge  log.  nat.  fx^ 

1    ^ 


Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  in  der  Hauptsache  die  Refraction 

lediglich    von  fi^^  d.  h.   von   dem   Zustande  der  Atmosphäre 

in  der  untersten  Schicht   abhängig   ist.     Dies  weist   darauf 

hin,  dass  gerade  die  Brechung  in  der  letzten  Schicht,  wenn 

der  Lichtstrahl  in  das  Fernrohr  eintritt,  die  massgebende  ist, 

d.  h.    also   die   Schicht   im    Beobachtungsraum.     Die   Folge 

hievon  wäre,   dass   man  der  Berechnung   der  Refraction  die 

innere   Temperatur   zu    Grunde    legen   muss    und    nicht    die 

"äussere.    Natürlich  kann  dies  nicht  dadurch  geschehen,  dass 

lan   die   innere   statt   der   äusseren  Temperatur   setzt,    weil 

inrch  die  Begrenzung  des  Beobachtungsraumes  der  Parallelis- 

"Qus  der  Schichten   gestört   wird.      Ich   glaube,   dass   durch 


250  SitBung  der  matK-phys,  Clasae  vom  4,  Mai  1895. 

die  folgende  Entwickelung  wenigstens   eine  erste  Nähernng 
an  die  wahre  Erscheinung  angebahnt  ist. 

Der  Lichtstrahl  trifft  in  einer  gewissen  Richtung,  die 
abhängig  ist  von  der  Temperatur  im  Freien,  an  der  Grenz- 
flache  ein,  in  der  die  äussere  Temperatur  in  die  innere  über«- 
geht.  An  dieser  Grenzflache  findet  eine  neue  Brechung 
statt,  deren  Betrag  zu  rechnen  ist.  Hiezu  ist  die  Eenntniss 
der  Grenzfläche  noth wendig;  dieselbe  wird  sich  mehr  oder 
minder  der  Begrenzung  des  Beobachtungsraumes  anschliessend 
da  man  annehmen  muss,  dass  durch  die  Ausstrahlung  der 
Wände  die  innere  Temperatur  bedingt  ist.  Jedenfalls  kann 
man  zur  Durchführung  einer  ersten  Näherung  eine  andere  An- 
nahme gar  nicht  machen,  da  die  im  Saal  vertheilten  5  Thermo- 
meter innerhalb  sehr  enger  Grenzen  übereinstimmten.  Legt 
man  also  diese  Hypothese  zu  Grunde,  so  ist  zu  unterscheiden, 
ob  der  Strahl  auf  die  obere  Begrenzungsebene  oder  auf  eine 
Seitenebene  fällt.  Die  obere  kann  als  parallel  der  allge- 
meinen Schichtung  angenommen  werden  und  die  Brechung 
wird  sich  hier  also  nach  demselben  Gesetz  vollziehen,  wie 
an  den  anderen  Schichten.  Sind  a  und  a^  die  Zenithdistanzen 
des  äusseren  und  des  gemessenen  Strahles,  fi  und  ßi^  die 
Brechungsindices  der  äusseren  und  der  inneren  Luft,  g'  und 
Qq  deren  Dichtigkeiten,  so  ist  nach  dem  Snellius'schen  Gesetz 


!?_?.'  =  ^  =  l/^  +  2ceo 


sm 

sin 


oder 


sin <r;  —  sin £i''  ^  2a  (l—  ^«' 
sin  je^  \        q\ 


wenn  mit  a    die   Refractionsconstante    .,   /  z, — >    bezeichnet 
wird.     Setzt  man  ferner 
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und 

m  =  Ansdehnungscoefficient  d.  Luft, 
t^  =  innere  Temperatur, 
t'  =  äussere  Temperatur, 


I  .  —      — ^ 

Q  1  +  w^o 


so  wird  mit  Vemachlfissigung  der  zweiten  Potenzen  von  ü» 


*=(rf^'^'')<^«-'') 


Da  die  erste  Klammer  der  Temperaturcoefficient  ist,  so  ist 
ersichtlich,  dass  man  die  Brechung  im  Beobachtungsraum 
einfach  dadurch  berücksichtigen  kann,  dass  man  statt  der 
Aussen temperatur  die  innere  nimmt.  Anders  gestaltet  sich 
der  Ausdruck  für  eine  Seitenwand;  hier  findet  die  Bre- 
chung senkrecht  zur  bisherigen  Richtung  statt  und  der  An- 
satz wird 

cos/    flQ 

cos  jp  ^ ' 

ans  dem  sich  ebenso  wie  oben  der  Ausdruck 

ableitet.  Die  Brechung  hat  aber  hier  ihr  Maiimum  oben 
und  gegen   den   Horizont  zu   wird   sie  verschwindend.     Ist 

s  die  wahre  Zenithdistanz,   also  jene  Grösse,   die  in  letzter 
Linie  gesucht  wird, 

/  die  scheinbare  Z.D.,   mit  der  der  Strahl  an  der  Begren- 
zungsebene des  Spaltes  ankommt, 
R  die  Refraction   gerechnet   mit   der   äusseren  Temperatur, 

'o  die  gemessene  Zenithdistanz, 

!,  die  durch  die  eben  abgeleiteten  Formeln  gegebene  Refrac- 
tion im  Beobachtungsraum, 

1896.  ]Utb.-pliy8.  a.  2.  17 
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80  hat  man 

e  —  e  +R 

B  —  x^  —  B, 

and  daher 

e  —  a^-\-R  —  R, 

Zq-^-  B,  sind  die  wahren  Zenithdistanzen,  ans  denen  wir  bis 
jetzt  die  Declinationen  abgeleitet  haben;  von  ihnen  mQssen 
also,  um  sie  yon  dem  Einfluss  der  Saalrefraction  zu  befreien, 
noch  die  ü«  subtrahirt  werden.  Geschieht  dies  für  unsere 
Beobachtungen,  so  erhält  man  neue  6  —  d'  und  damit  neue 
Bedingungsgleichungen,  deren  Auflösung  jetzt  ergibt: 

X  =  —  ir018,       y  ==  +  0.553,       z  =  -^  0.033,     (6) 
während,  wenn  nur  die  Sterne  bei  76^  Z.D.  behandelt  werden, 

X  =  —0:912,         y  =  +0.445  (7) 

erfolgt. 

Man  erkennt,  dass  jetzt  ein  Widerspruch  zwischen  den 
Resultaten  aus  den  kleineren  und  den  grosseren  Zenith- 
distanzen  nicht  mehr  besteht.  Ein  zwingender  Beweis  dafür, 
dass  unsere  Behandlung  der  Saalrefraction  die  sachgemässe 
ist,  ist  zwar  damit  nicht  erbracht,  allein  da  eine  andere 
Möglichkeit,  den  genannten  Widerspruch  zu  beseitigen,  nicht 
mehr  ersichtlich  ist  und  eine  andere  Behandlung  der  Saal- 
refraction mit  den  vorliegenden  Mitteln  nicht  durchführbar 
ist,  so  denke  ich,  dass  man  sich  mit  dem  erhaltenen  Resultat 
beruhigen  kann. 

Zur  endgiltigen  Ermittelung  der  Refractionsconstante  ist 
nun  an  die  Beobachtungen  noch  die  Correction  anzubringen, 
die  wir  oben  als  noth wendig  erkannten,  nämlich  wir  haben 
statt  mit  der  optischen  mit  der  physikalischen  Dichtigkeit  der 
Luft  zu  reduciren.  Geschieht  dies,  so  ergiebt  die  Auflösung 
aller  Gleichungen  zusammen 

X  =:  —  i:036,        y  =  +  0.563  (8) 
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und  jener  bis  76^  Zenithdistanz 

a?  =  —  0!952,        »  =  +  0.491  (9) 

Wir  betrachten  die  Auflösung  (8)  als  die  definitive  und 
ziehen  aus  ihr  nunmehr  die  Resultate.  Für  718  mm  (bei  0®  C) 
Qnecksilberdruck,  -^  b^  C  Temperatur  und  6  mm  Dampf- 
druck wird  die  den  Radau^schen  Tafeln  zu  Grunde  liegende 
BesseFsche  Refractionsconstante:  56r076;  diese  Zahl  erheischt 
die  Correction  —  56:076  X  0.00563  =  —  0:315  und  es 
wird  daher  aus  ihr  55:761 ;  das  gibt  für  760  mm  Queck* 
silberdruck  (bei  0®  C  Quecksilbertemperatur),  0®  C  Luft- 
temperatur und  6  mm  Dampfdruck:    ' 

60:i04. 

Den  mittleren  Fehler  dieser  Grösse  habe  ich  zu  +  0:025  er- 
mittelt. Ihr  entspricht  der  Brechungsindex  für  denselben 
Liiftzustand : 

1.00029152  +  0.00000012 

Die  Correction  der  Polhöhe,  die  natürlich  fast  ausschliesslich 
Ton  der  Correction  der  Refractionsconstante  abhängig  ist,  wird 

d(p  =  +0:518  +  0-056 

and  da  wir  als  mittleren  Werth  der  Polhöhe  +  48<>8'  45:05 
der  Rechnung  zu  Grunde  legten,  so  wird  der  definitive  Werth 

+  48^8'   45:57. 


Es  ist  yersucht  worden,    die   angestellten   Refractions- 

beobachtungen  in  sehr  geringen   Höhen    noch   nach   einer 

anderen     Richtung    hin    nutzbar    zu    machen.      Man    be* 

egnet  nämlich  nicht  selten  der  Meinung,   dass  man  durch 

^tronomische  Refractionsbeobachtungen  Aufechluss  über  die 

'emperaturvertheilung  in  den  obersten  Schichten  der  Atmo- 

17* 
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Sphäre  erhalten  könne.  Es  ist  dies  nur  sehr  beschränkt  der 
Fall.  Denn  der  Einfluss  des  Gesetzes  der  Temperaturver- 
theilung  auf  die  Refraction  wird  weit  tiberwogen  durch 
andere  Factoren,  deren  genaueste  Eenntniss  vorausgehen 
raüsste,  ehe  man  sich  mit  einiger  Sicherheit  über  jenes 
Gesetz  aussprechen  könnte;  solche  Factoren  sind  die  Refrac- 
tionsconstante  selbst  und  ihre  Abhängigkeit  vom  eingestellten 
Punkt  des  Sternspectrums,  der  Ausdehnungscoefficient  der 
Luft,  die  Luftfeuchtigkeit  und  vor  Allem  die  Temperatur 
der  untersten  Luftschichten.  Aber  auch,  wenn  es  gelungen 
ist,  die  Einflüsse  dieser  Factoren  zu  trennen  und  zu  bestim- 
men, bleibt  der  Spielraum,  den  die  Refractionsbeobach- 
tungen  jenem  Gesetz  gestatten,  noch  ein  weiter.  Die  vielen 
Rechnungen,  die  Herr  Radau  hierüber  niitgetheilt  hat, 
setzen  dies  ausser  allen  Zweifel;  ich  habe  trotzdem  anfangs 
geglaubt,  durch  recht  zahlreiche  und  scharfe  Beobachtungen 
in  niederen  Hohen,  einigen  Aufschluss  zu  erlangen;  es  ist 
di&s  aber  nicht  in  Erftillung  gegangen.  Man  kann  mit  sehr 
verschiedenen  Gesetzen  die  Beobachtungen  noch  darstellen, 
wenn  man  entsprechende  Aenderuugen  an  der  Refractions- 
constante  vornimmt.  Von  den  vielen  Versuchen  mit  nega- 
tivem Resultat  ist  in  der  Abhandlung  jener  ausführlicher 
dargestellt,  der  eine  Entscheidung  bringen  sollte,  ob  die 
Ivory'sche  oder  die  Gylden'sche  Ansicht  über  die  Constitution 
der  Atmosphäre  den  Wahrnehmungen  besser  entspreche.  Es 
war  aber  nicht  möglich,  sich  zu  Gunsten  einer  derselben 
auszusprechen,  obwohl  die  Verschiedenheit  zwischen  beiden 
nicht  unbeträchtlich  ist;  stellt  man  beide  Gesetze  in  der- 
selben Form  dar,  so  ist  nach  der  Ivory'schen  Hypothese 
t^—t  =  5?69 h  —  0?19  A»  und  nach  der  Gyld^n'schen  Hypo- 
these t^  —  t^  5P10A  — 0P025Ä»,  wo  h  die  Höhe  in  Kilo- 
metern über  dem  Boden,  ^^  und  t  die  Temperaturen  in  den 
Höhen  0  und  h  bezeichnen.  Betreff  des  Gesetzes  der  Tem- 
peraturabnahme   wird    man    also  immer  auf  meteorologische 
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Beobachtungen  angewiesen  sein  und  zwar  hauptsächlich  auf 
Beobachtungen  im  Luftballon.  Die  rege  Thätigkeit  der 
Luftschifffahrt- Vereine  verspricht  hier  f&r  die  Zukunft  gute 
Elesultaie;  bis  jetzt  allerdings  hat  nur  die  ausserordentliche 
Veränderlichkeit  des  .Oesetzes**  constatirt  werden  können, 
namentlich  flRr  die  Schichten  bis  etwa  2  km  Höhe.  Einige 
Nachtfahrten  der  Herren  Professoren  Sohncke  nnd  Finster- 
wald er  haben  für  Höhen  zwischen  300  m  und  2000  m  eine 
adiabatische  Temperaturabnahme,  also  eine  solche  von  10^ 
für  1  km  in  heiteren  Sommernächten  constatirt.  Diesen 
raschen  Temperaturabnahmen  stehen  jedoch  vielfach,  flir 
die  Nachtzeiten  fast  immer  Temperaturumkehrungen,  d.  h. 
Zunahmen,  namentlich  in  den  Bodenschichten  bis  zu  300  m, 
entgegen.  Soweit  sich  aus  den  wenigen  bis  jetzt  vorliegen- 
den systematischen  Bearbeitungen  Schlüsse  ziehen  lassen, 
scheint  jedoch  im  grossen  Mittel  die  Ivory^sche  Hypothese 
bis  zu  10  km  das  Richtige  zu  treffen.  Darüber  hinaus 
deuten  die  neuesten  Hoch&hrten  des  deutschen  Vereines  ftir 
Luftschifffahrt,  die  namentlich  mit  dem  Registrirballon  in 
bedeutende  Höhen  geführt  haben,  starke  Abweichungen  vom 
Ivory'schen  Oesetz  an,  wogegen  das  Gylden'sche  Gesetz  in 
ziemlicher  üebereinstimmung  bleibt.  Trotzdem  bleibt  für 
die  Berechnung  der  Refraction  die  Ivory'sche  Hypothese 
völlig  ausreichend,  weil  der  Einfluss  der  obersten  Luft- 
schichten bis  zu  Zenithdistanzen  von  88^  ein  nahezu  ver- 
schwindender ist;  für  sie  sind  lediglich  die  unteren  Schichten 
massgebend  und  in  diesen  genügt  die  Ivory'sche  Formel. 

Wie  schon  oben  erwähnt,  ist  für  heitere  Nächte,  also 

gerade  für  jene  Zeiten,  in  denen  die  meisten  astronomischen 

Beobachtungen   angestellt   werden,    eine   Temperaturumkehr 

d.  h.   ein  Maximum   der  Temperatur   in  massiger  Höhe   als 

»st  regelmässig  bestehend  constatirt  worden.     Sowohl  zahl- 

"eiche   nachtliche    Ballonfahrten,   als   auch   namentlich    die 

ieobachtungen  am  Eiffelthurm  in  Paris  haben  dieses  Maxi- 
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mum  auf  rund  2®  G  in  200  m  Höhe  festgelegt.  Es  ist  für  die 
Bestimmung  der  Refractionsconstante  von  grösster  Wichtig- 
keit, den  Einfluss  eines  solchen  Maximoms  auf  die  Refraction 
kennen  zu  lernen.  Durch  eine  Art  mechanischer  Quadratur 
habe  ich  die  Differenzen  berechnet,  um  welche  das  Vor- 
handensein der  Temperaturumkehr  die  Refractionen  gegen- 
über den  normal  gerechneten  vergrössert,  und  gefunden: 

z  A 

74«  2'  +    0:06 

79    4  +    0.23 

82  16  +    0.63 

84    7  +    1.32 

86  22  +    5.08 

87  56  +  16.86 

Diese  Tabelle  lehrt:  1)  dass  bis  etwa  80^  Z.D.  der  Einfluss 
der  gewöhnlich  beobachteten  Temperaturinyersionen  auf  die 
Refraction  ein  verschwindender  ist,  sodass  man  in  der  astro- 
nomischen Praxis,  wo  man  schon  aus  anderen  Gründen 
80^  Z.D.  nur  im  Noth&lle  überschreiten  wird,  darauf  keine 
Rücksicht  zu  nehmen  braucht;  2)  dass  unsere  früher  auf- 
gestellten Differenzen  d — d\  aus  denen  wir  die  Gorrection 
der  Refractionsconstante  abgeleitet  haben,  noch  grösser  wür- 
den, also  eine  noch  stärkere  Verkleinerung  der  Besserschen 
Refractionsconstante  erheischen  würden,  wenn  man  die  regel- 
mässige Einwirkung  einer  Temperaturinversion  auf  die  Be- 
obachtungen annimmt. 

Diese  letztere  Thatsache  setzt  uns  meines  Erachtens 
über  das  letzte  Bedenken  hinweg,  das  gegen  eine  Ver- 
kleinerung der  BessePschen  Refractionsconstante  noch  vor^ 
gebracht  werden  konnte.  Es  erscheint  mir  jetzt  erwiesen, 
dass  keine  mit  den  meteorologischen  Beobachtungen  im  Ein- 
klang stehende  Constitution  der  Atmosphäre  angenommen 
werden  kann,  welche  die  Differenzen  d  —  d'  zu  erklären  im 
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Stande  wäre.  Dann  aber  bleibt  nichts  übrig  als  die  Beasel- 
sehe  RefractionsGonstante  um  den  oben  gefundenen  Betrag 
zu  Terringem.  Man  wird  sich  um  so  leichter  dazu  ent- 
schiiessen,  die  solange  gebrauchte  Gonstante  zu  verlassen, 
als  eine  ganze  Reihe  ausgezeichneter  Beobachtungen  an 
anderen  Sternwarten  zu  einem  ähnlichen  Resultate  f&hrte. 
Ich  stelle  in  der  folgenden  Tabelle  die  wichtigsten  Bestim- 
mungen zusammen.  Hiebei  ist  die  Refractionsconstante  de- 
finirt  durch 


a  s= 


CQ 


l-|-2c^' 


wo  Q  die  Dichtigkeit  der  Lufi;  und  c  eine  Gonstante  ist,  die 
mit  dem  Brechungsindex  /i  der  Luft  in  der  Beziehung 

/*»  =  !+  2cQ 

steht;  femer  sind  alle  Zahlen  reducirt  auf  einen  Luftzu^tand, 
der  einem  Quecksilberdruck  von  760  mm  bei  0®  C  Queck- 
silbertemperatur und  der  Schwere  unter  45^  Breite  und 
Seehöhe,  einer  Lufttemperatur  von  0^0  und  einer  mittleren 
Luftfeuchtigkeit  von  6  mm  Dampfdruck  entspricht. 


a 

a 

ft 

1.  Beäsel,  Fund.  ARtr.        < 

0.00029244 

60:320 

1.00029257 

2.  BeAsel,  Tab.  K^. 

29302 

440 

29315 

3.  Tab.  Pulkov. 

29219 

268 

29232 

4.  Fu8s. 

29148 

122 

29161 

5.  Greenwich  1857     1865 

29147 

120 

29160 

6.  Pulk.  1865 

29190 

209 

29203 

7.  Greenwich  1877     1886 

29182 

192 

29195 

8.  Pnlkowa  1885 

29117 

058 

29130 

9.  Hfinchen 

29139 

104 

29152 

Iroeses  Interesse  bietet  die  Yergleichung  des  auf  astronomi- 
ichem  Wege  gefundenen  Brechungsexponenten  der  Luft  mit 
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dem  durch  physikalische  Methoden  ermittelteu.  Die  neueste 
und  wohl  zuverlässigste  Bestimmung,  die  auch  betreff  ihrer 
Resultate  ziemlich  in  der  Mitte  liegt  zwischen  den  froheren 
besten  Bestimmungen  von  Ketteier,  Lorenz  und  Mascart,  ist 
die  schon  oben  citirte  von  den  Herren  Kayser  und  Runge. 
Diese  finden  durch  eine  photographische  Methode  für  ßi  den 
Ausdruck 

W(ju—1)  =  2878.7 +  13.16A-2+0.316A-*, 

wenn  X  die  Wellenlänge  in  Tausendsteln  des  mm  bedeutet. 
Das  Mittel  aus  den  obigen  astronomischen  Beobachtungen 
mit  Ausschluss  der  beiden  Besserschen  Werthe  gibt: 

a  =  0.000291(53,     a"  =  60:153,     ju  =  1.00029176 

Dieser  astronomische  Werth  würde  hiemach  der  Wellen- 
länge l  =  O.GOl  entsprechen,  umgekehrt  findet  man  aus 
der  Formel  für  die  Wellenlängen  der  Fraunhofer'schen 
Linien  folgende  Werthe  von  //: 


A. 

ft 

Ä 

0.760 

1.0002902 

B 

0.687 

2908 

C 

0.656 

2911 

D 

0.589 

2919 

E 

0.526 

2930 

F 

0.486 

2940 

Maximalintensität 

0.575 

2921 

Hieraus  würde  folgen,  dass  bei  astronomischen  Beobachtungen 
nicht  auf  die  Stelle  der  Maximalintensität  des  Spectrums 
eingestellt  wird,  sondern  auf  eine  mehr  gegen  roth  zu  ge- 
legene Stelle,  nämlich  etwa  auf  die  Mitte  zwischen  den 
Linien  C  und  2),  die  an  der  Grenze  von  Gelb  and  Roth 
liegt.  Ob  die  Ursache  hievon  in  der  selectiven  Extinction 
des  Lichtes  in  der  Atmosphäre  zu  suchen  ist,  wonach 
besonders    bei    starkem    Wasserdamp^ehalt    der    Luft    die 
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blauen  Theile  des  Spectrntns  stärker  absorbirt  werden  als 
die  rothen,  muss  bei  dem  Mangel  an  exacten  Messungen 
hierüber  dahingestellt  bleiben.  Die  hiesigen  Wahrnehmungen 
wGrdeu  dafür  sprechen,  denn  das  Spectrum  der  Sterne  zeigte 
fast  ausnahmslos  nur  Gelb  und  Roth. 


Mit  der  gefundenen  Refractionsconstante  und  der  davon 
abhängigen  Polhöhe  ist  das  Declinationssystem  der  ge- 
messenen Sterne  aufgestellt  worden.  Die  Bigenthümlich- 
keiten  der  Rednction  desselben,  nämlich  die  Anwendung 
der  auf  einer  neuen  Analyse  beruhenden  Radau'schen  Tafeln, 
die  Berücksichtigung  der  Luftfeuchtigkeit  und  der  Temperatur 
des  Beobachtungsraumes  und  insbesondere  der  Gebrauch  einer 
neoen,  sowohl  gegen  die  BessePsche  als  gegen  die  Gylden- 
sche  stark  verminderten  Refractionsconstante  lassen  von 
Yomeherein  starke  systematische  unterschiede  desselben  gegen 
die  bereits  bekannten  erwarten.  Dieselben  verschwinden, 
wie  leicht  zu  zeigen  war,  vollsiändig,  wenn  mit  den  alten 
Mitteln  reducirt  wird;  eine  Ausnahme  hievon  besteht  nur 
f&r  die  auf  der  südlichen  Halbkugel  der  Erde  beobachteten 
Stemkataloge;  die  Differenzen  mit  diesen  sind  systematisch, 
gleichviel  ob  mit  der  Bessel'schen  oder  einer  verringerten 
Refractionsconstente  reducirt  wird;  falls  sich  dieses  Resultat 
bestätigt,  wird  man  auch  aus  der  Yergleichung  von  Be- 
obachtungen, die  auf  der  nördlichen  und  südlichen  Halb- 
kugel angestellt  wurden,  kein  Kriterium  für  die  Wahl  der 
richtigen  Refractionsconstante  ziehen  können. 

Von  den  durchgeführten  Yergleichungen  der  beiden 
Münchener  Systeme  M  und  M\  von  denen  das  erstere  auf 
den  Radau*schen  Tafeln,  das  letztere  auf  der  neuen  Refrac- 
tionsconstante beruht,  soll  hier  nur  jene  mit  dem  Auwers- 
schen  Fundamentalkatalog  (F.  0.)  auszugsweise  angeführt 
werden,  weil  sie  auch  die  charakteristischen  Merkmale  der 
anderen  wiedergibt. 
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Sittung  der  tnalh.-phys.  Glaste  vom  4.  Mai  1895. 


Grenzen  der  DecL 

Mittl. 
Decl. 

M—F.ü. 

M'  -  F,C. 

Anz.  d. 
Sterne 

+  88«48'... 

+  810  48' 

+  850  0' 

— o:i9 

-0.M1 

6 

+  78  7... 

+  70  69 

+  74  38 

+  0  31 

+  0.66 

7 

+  69  59  . . . 

+  62  37 

+  66  40 

+  0.22 

+  0.40 

7 

+  62  7... 

+  58  61 

+  60  81 

-  0.20 

+  0.16 

7 

+  68  33... 

+  66  26 

+  67  4 

+  0.07 

+  0.64 

9 

+  64  17... 

+  60  8 

+  62  10 

—  0.09 

+  0.47 

10 

+  49  68... 

+  48  22 

+  49  10 

-0.02 

+  0.49 

10 

+  48  4... 

+  46  6 

+  46  37 

+  0.17 

+  0.69 

10 

+  44  66... 

+  41  84 

+  48  18 

+  0.19 

+  0.78 

15 

+  27  4... 

+  10  16 

+  14  42 

—  0.84 

+  0.68 

9 

+  9  22.  . 

+  2  41 

+  6  42 

-  0.23 

+  0.86 

11 

—  0  8... 

-  16  84 

-  8  9 

-0.16 

+  1.15 

10 

-  24  63  . . . 

-30  26 

—  28  21 

—  0.11 

+  1.64 

6 

Wie  man  sieht,  würden  die  Differenzen  M  —  F.G,  das  jetzt 
als  gesichert  betrachtete  Verhalten  des  F.G.^  wonach  seine 
südlichen  Positionen  vom  Äequator  ab,  um  O.'SO  —  0r02  5^ 
zu  südlich  wären,  nicht  bestätigen,  wogegen  die  Differenzen 
M'  —  F.C.  eine  Verschiebung  des  Systems  nach  Norden  in 
noch  erhöhtem  Maasse  verlangen  würden.  Es  ist  hierauB 
deutlich  ersichtlich,  in  wie  hohem  Grade  ein  Declinations- 
system  von  der  Elefractionsconstante  abhängig  ist  und  daas 
es  einen  geringen  Fortschritt  bedeutet,  einen  Wechsel  des 
Declinationssystems  eintreten  zu  lassen,  wenn  er  nicht  auf 
Grund  gesicherter  Annahmen  über  die  Refractions Verhältnisse 
geschehen  kann. 


München,  April  1894. 
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Beiträge  zur  Potentialtheorie. 

Von  Waltk«r  DjA. 

L 
Ueber  die  Darstellung  der  Eronecker'schen  Charak- 
teristik eines  Functionensystems  durch  bestimmte 

Integrale. 

Ein  genaues  Stadium  der  Eronecker'schen  Arbeiten 
über  , Systeme  von  Functionen  mehrer  Variabein*  und  die 
Beschäftigung  mit  den  mannigfachen,  schon  von  Eronecker 
heryorgehobenen  Beziehungen  derselben  zu  den  hierher- 
gehorigen  fundamentalen  Untersuchungen  von  Gauchj  und 
Oauss,  von  Sturm  und  von  Jacobi,  sowie  zu  neueren  Ar- 
beiten zur  Analysis  situs  und  zur  Gleichungstheorie  hat  mich 
zu  einer  näheren  Auseinandersetzung  jener  gegenseitigen  Be- 
ziehungen, zur  Ausdehnung  gewisser  Formulirungen,  sowie 
zur  Verallgemeinerung  einzelner  Fragestellungen  gef&hrt, 
deren  Resultate  ich  in  einer  Reihe  kürzerer  Berichte  der 
hohen  mathematisch  -  physikalischen  Klasse  der  Akademie 
vorzulegen  mir  erlauben  möchte. 

In  dem  gegenwärtigen  Aufsatze  handelt  es  sich  um  die 
Darstellung  der  Eronecker^schen  Charakteristik  eines  Systems 
von  n-}-!  reellen  Functionen  von  n  reellen  Veränderlichen 
mit  Hilfe  von  bestimmten  Integralen;  die  von  Eronecker 
gegebene  Integralformel  ist  als  specieller  Fall,  die  beiden 
Kronecker'schen  Summenformeln  zur  Bestimmung  der  Cha- 
rakteristik sind  als  Grenzfalle  in  jener  Darstellung  enthalten. 


262  Sitzung  der  matK-phys.  Glosse  vom  4.  Mai  1895. 

§  1- 

Darstellung    der   Charakteristik    eines    Functionen- 
Systems  durch  ein  n-faches  Integral. 

Den  Betrachtungen  liegt  zu  Grunde  das  System  von 
(n+1)  eindeutigen,  reeUen  Functionen: 

1)  -Fß,  Fj,  Fj,  .  .  .  Fn 

der  n  reellen  unbeschränkt  veränderUchen  Grössen  ß^,js^.,.jgn; 
dabei  setzen  wir  voraus,  dass  diese  Functionen  eine  n-fach 
unendliche  Anzahl  sowohl  positiver  als  negativer  Werthe 
annehmen,  dass  sie  im  Allgemeinen  stetig  und  nach  den 
einzelnen  Variabein  difFerentiirbar  sind,  dass  keine  der  n+1 
aus  je  n  Functionen  gebildeten  Functionaldeterminanten  zu- 
sammen mit  den  betrefifenden  Functionen  für  unendlich  viele 
Werthsysteme  der  is  verschwindet. 

Wir  führen  jetzt  n+1  neue,  reelle,  unbeschränkt  ver- 
änderliche Grössen  Xq,x^,.  ..  a?n,  die  wir,  um  uns  zur  Ab- 
kürzung geometrischer  Sprechweise  bedienen  zu  können, 
als  , rechtwinklige  Punkt-Coordinaten  eines  linearen  n+1 
dimensionalen  Kaumes  i^i+i"  bezeichnen  und  deuten  wollen, 
und  setzen: 

Xq  =  X'o  (ifp  ^j,  .  .     sf„), 

X^    =    -Tj  \0,^  -g"«,  •  .  •  ^»ij, 

2)  


Xn    —   J^ n  \ß\^  ^^1  •  •  •  ^M'« 

£s  definiren  dann  diese  Gleichungen  in  unserem  Zn-f-i 
eine  n-dimensionale,  geschlossene  Mannigfaltigkeit  jÜTh,  deren 
Punkte  durch  die  Gesammtheit  aller  reellen  Werthsysteme 
der  Parameter  JSi  ebenso,  wie  durch  die  zugehörigen  Punkt- 
coordinaten  Xi  bezeichnet  sind. 

Unter  Zugrundelegung  dieser  Mannigfaltigkeit  Jf«  im 
Baume  der  xu  definire  ich: 
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I.  Die  Charakteristik  K  des  Systems  der  Func- 
tionen jPj,,i^j, . . . -Fh  ist  diejenige  Zahl,  welche  an- 
gibt, wie  oft  die  Mannigfaltigkeit  Mn  den  Goordi- 
natenanfangspunkt  a;^  ==  ^j  =  . .  .  =  o^  =  0  umgibt. 

In  §  2  wird  bewiesen,  dass  die  so  definirte  Zahl 
K  identisch  ist  mit  der  Eronecker^schen  Charak- 
teristik. 

Aus  der  Definition  folgt  sofort  eine  Darstellung 
der  Zahl  K  mit  Hülfe  eines  n-fachen  Integrales, 
dessen  Element  eine  directe  Verallgemeinerung  für 
das  Element  des  , räumlichen  Winkels*^  in  der  be- 
kannten Gauss'schen  Formel  ist.^) 

Bildet  man  nämlich  die  Mn  durch  Centralprojection 
Yom  Goordinateuanfangspunkt  aus  auf  die  „n-dimensionale 
Kugeloberflache'^  vom  Radius  l 

3)  x2  +  a^+...-|-rc«  =  1 

ab,  so  ist  K  die  Anzahl  der  so  erhaltenen  Eugelbedeckungen. 
Die  Rechnung  gestaltet  sich  folgendermassen: 
Wir  legen  ein    ,,parallelepipedisches'   Element  dün  der 

Mannigfaltigkeit  M^  durch  einen  Punkt 

und  n  Nachbarpunkte 

(0  (0  (0 

Nach   den    Formeln   der   fi-dimensionalen  Analytik   hat 
man    dann    für    den    Inhalt    dieses    Elementes    die    Formel 


^)  Gauss,  Werke  Bd.  V,  , Allgemeine  Lehrs&tze  in  Beziehung 
auf  die  im  verkehrten  Verhältnisse  des  Quadrats  der  Entfernung 
wirkenden  Kräfte'  nod  , Allgemeine  Theorie  des  Erdmagnetismus". 
Man  vergl.  auch  die  von  Schering  veranlasste  Dissertation  von 
0.  Boeddicker,  , Erweiterung  der  Gauss^schen  Theorie  der  Ver- 
schiin gnngen**,  auf  die  noch  später  Bezug  zu  nehmen  sein  wird. 
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Süeung  der  matk.-phjfs.  Cratae  vom  4.  Mai  1896. 


4) 


d  fi«,  = 


(1) 

(1) 

(1) 

0) 

dx^ 

da?i 

dx^  •  •  • 

dXn 

(2) 

(2) 

(2) 

(2) 

dx^ 

• 

dx^ 

• 
• 

dx^  . . . 
.     •     • 

•     • 

dXn 

•  • 

•  • 

in) 

dx. 


dXy^ 


dx. 


Hiebei  ist  in  bekannter  symbolischer  Schreibweise  unter 

dem    Quadrate   der  Matrix    die  Summe   der  Quadrate   ihrer 

Determinanten  verstanden.    Diese  Determinanten  selbst  haben 

die   Bedeutung   des  Inhaltes   der  Projectionen   von  dQn   &uf 

die  durch  je  n  der  Coordinaten  Xi  bezeichneten  Coordinaten- 

mannigfaltigkeiten.    Das  Yerhältniss  einer  solchen  Projection 

zum  Elemente  dQn  kann  daher  als  Cosinus  des  Neigungswinkels 

der  auf  beiden  errichteten  Normalen  bezeichnet  werden.    Es 

ergibt  sich  so  z.  B.  für  den  Winkel  der  Normalen  N  gegen 

die  Axe  X,: 

(1)      (1)  (i) 

dx^  dx^  . . .  dXf 


5)         cos(i^Xo)  = 


(2)        (2) 
d  X*    Ck  Xa  •  •  • 


(2) 
dXn 


(n)        (H)  (M) 

dx^  dx^  .  •  •  dXn 


(1)     (1)  (I)  <i) 

dxQ  dx^  dx^  . . .  dxn 

(2)        (2)  (2)  (2) 

dxQ  dx^  dx^  . . .  dxn 


(n)        («)        (H) 

dxQ  dx^  dx^ 


dxu 


% 


Man  hat  weiter  für  den  Cosinus  des  Winkels  des  Radius- 
vector  jR  gegen  die  Axe  X^: 


6) 


cos(ÜXo)  = 


X, 


X» 


y4+^\  +  "-< 
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nnd  bildet  hieraus  sofort  für  cos(i2^  die  Formel 


7) 


ir=n 


i=0 


Bezeichnet  jetzt  dcon  die  Centralprojection  von  dii^  auf  die 
Einheiiskugel,  so  ist 

8)  dü>n  =»  dÜn' cos  (BN)'  —  , 

wo    der   letzte  Factor   die  Reduetion   des  Elementes   auf  die 
Einheitskugel  bewirkt. 

Man   erhält  sonach   unter  Benützung   der  vorigen  Be- 
ziehungen für  d(On  die  Formel: 


9) 


X, 


X, 


0       -^i  »^ll 

(1)     (I)  (1) 

dx^  dx^  dx^ 

(2)        (2)  (2) 

dxQ  dx^  dx^ 


•  •  Xft 

(1) 

.  .    dXn 

(2) 
.  .    dXn 


j       dx^  rfrCj  dx^ . . .  dx, 


n+l 


Zur   Umsetzung    dieser   Formel   in   die   Parameter  ß   wähle 
man  die  n  Nachbarpunkte  x^  4~  ^^o  ^o,  dass 


10) 


(0 

dx^  =  F„,d£f, 


(wobei    durch   den   zweiten  Index   bei  F^,  die  partielle  Ab- 
leitung nach  dem  Parameter  ^r,  bezeichnet  ist),  man  schreite 
also   auf   den    « Parameterlinien  ^    der    Mannigfaltigkeit    Mn 
orwärts. 

Es  ergibt  sich  dann  für  das  auf  Mn  definirte  Element 
iQn  die  Formel: 
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Sitzung  der  matK-phya.  Ölasse  vom  4,  Mai  16^6. 


11)       dÜ^  = 


-Pol    -P'll    ^21   • 
Fo2    i^l2    -^22  . 


•    Fn2 


2 


Foh      F\h    JPa«   ,    '    .      Fm 


de^  dß^ . . .  dZf 


On    -^1»  -*^2»  •  •  •    *  «Hli 

und  ebenso  lassen  sich  sofort  die  Formeln  für  cos  (JB^  und 
r  in  den  Bi  schreiben. 

Bezeichnet  man  noch  durch  ö^  die  Oberfläche  der  Kugel 
vom  Radius  1 

rc2  +  a;2  +  4  +  ...+a;2  =1 

so  ergibt  sich: 

II.  Die  Charakteristik  K  des  Systems  der  Func- 
tionen Fq,  JF,,...  F„,  dargestellt  als  Windungszahl 
der  Mannigfaltigkeit  Mn  um  den  Nullpunkt,  ist  ge- 
geben durch  das  n-fache  Integral 


12) 


K 


=  —  •  \da)n  = 

Fq   Fqi    J?o2 

Fl  Fii  Fi2 

F^   -F2I    -^22 


•  -foM 

.    Fln 

•  Fstn 


+  Ff  +  FH- . . .  +  F^ "+' 


djsfi  de^ ' ' '  dzn» 


Das  Integral  ist  dabei  erstreckt  über  das  ge- 
sammte  Werthesystem  der  reellen  Veränderlichen 
jer^,  jer,, . . .  ;?Ni  denn  dieses  Werthesystem  ist  im  Allge- 
meinen den  Punkten  Xq^  x^, . . ,  Xn  unserer  Mannig- 
faltigkeit Mn  umkehrbar  eindeutig  zugeordnet. 

Die  Formel  macht  unmittelbar  die  Gleichberechtigung 
der  Functionen  F^^F^^. . .  F^  ersichtlich. 
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Das  Vorzeichen  der  Chanikteriatak  IT  ist  an  eine  be* 
stimmte  Reihenfolge  der  Functionen  geknüpft  und  wechselt 
bei  Vertanschang  von  je  zweien  derselben. 

§2. 

Die  Kronecker*8che  Summenformel. 

Man  entnimmt  der  vorstehenden  Formel  (12)  sofort: 

Die  Elemente  des  Integrals  werden  nach  dem 
Vorzeichen  der  Zählerdeterminante  summirt.  Dieses 
Vorzeichen  aber  unterscheidet  die  beiden  Seiten  der  Mannig- 
hltigkeit  Mn  gesehen  vom  Coordinatenanfangspunkte  aus, 
insofeme  die  gleich  Null  gesetzte  Determinante  die  Bedingung 
for  den  , berührenden  Kegel'  vom  Coordinatenanfangspunkt 
nach  der  Mn  darstellt.^) 

Ein  beliebiger,  vom  Coordinatenanfangspunkt  auslaufen- 
der Strahl  durchsetzt  die  Mannigfaltigkeit  Jtf«  in  einer  An- 
zahl von  Punkten,  die  wir  nach  dem  Vorzeichen  der  Deter-» 
minante  unterscheiden. 

Zählt  man  nun  diese  Schnittpunkte  dem  Vorzeichen 
enlsprechend  je  mit  + 1  bez.  —  1  gerechnet  ab,  so  erhält 
man  eine  Zahl,  die  unabhängig  ist  von  der  spedellen  Bich* 
tong  des  gewählten  Strahles  und  also  giltig  für  die  Gesammt* 
beit  aller  Strahlen,  welche  die  Elemente  der  üf«  auf  die 
Einheitskugel  projiciren. 

Die  Zahl  gibt  somit  ^ben  die  Anzahl  der  Be- 
deckongen  der  Einheitskugel  an  und  ist  demnach 
identisch  mit  der  in  I.  definirten  Charakteristik  K, 

Bildet  man  aber  andererseits  speciell  für  einen  der 
Axen«trahlen,  z.  B.  für  die  poeitive  Axe  Xn 

a:b  =  0,  xi  «=  0, »  . .  Xn^i  =  0,  Xn>  0 


^)  Das  im  Allgemeinen  stets  rorhandene  Auftreten  von  Selbst- 
trehsetsimgen   nmerer  M^   Qlimf(9  Mtuoiigfaltigkieiten   von   n  —  1 
imainfaen)  hindert  die  BesUmmtuig  c|er  «Fiftchenseite*  darch  jenes 
'•rieicheo  nichL 
MS.  ]Ut]i.-pli7&  Ol.  2.  18 
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SUarnng  der  nudh.-phf8,  Claase  wm  4.  Mai  1895. 


die  algebraische  Summe  über  die   Schnittptinkte  mit    ilf«, 
80  folgt: 

1 0     Fijii       2^06      . . .  F$ft 


13)         ^  =  S  sign. 


0     Fii       Fi%      . . .  F] 


1« 


0       Fn-l\    Fn^l2  •  •  .    -Pm-I« 
Fn   Fnl         Fn2        .  .  .   Fmn 

=  (-  1)-  £  «gn.  (^1,) 

WO  An  die  Functionaldeterminante  der  Fq^  Fi^.  , .  Fn-~\  be- 
zeichnet und  die  Summe  sich  erstreckt  über  die  Punkte 

Fo  —  0,  Fl  =  0, . . .  F,^  ^0,  Fn>  0. 

Die  so  gewonnene  Formel  ist  abgesehen  vom 
Vorzeichen  identisch  mit  derTon  Kronecker  für  die 
Charakteristik  des  Functionensystems  gegebenen. 

Addirt  man  die  beiden  für  die  positive  und  für 
die  negative  Halbaze  Xn  aufgestellten  Summen- 
formeln, 80  folgt 

14)  2ir=  (-l)-S8ign.(F..zi«) 

die  Summe  erstreckt  über  alle  Punkte 

Fo  =  0,  Fl  ^  0, . . .  Fn^i  =  0, 

die  zweite  Kronecker^sche  Summenforrael. 


§3. 

Weitere  Darstellungen  der  Charakteristik  durch 

vielfache  Integrale. 

Neben  den  ersten  Integralausdruck  für  die  Charakteristik 
unseres  Functionensystems  stellen  sich  eine  Reihe  weiterer 
mit  Hilfe  des  aus  den  Entwicklungen  des  vorigen  Para- 
graphen direct  folgenden  Satzes: 
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III.  Jeder  «lineare  Schnitt* 

Xq  =^  0,  Xi  =  0, . . .  Xk  ^  0 

der  Mannigfaltigkeit  üf«,  der  also  eine  Mannig- 
faltigkeit üfn.ik.i  von  n — k — l  Dimensionen  im  line- 
aren Räume  Ln^u  der  o^i,  ^j^g,...  Xn  definirt,  ist  eben- 
so  oft  wie  Mn  selbst  um  den  Nullpunkt  gewunden. 

Es  ergibt  sich  aus  diesem  Satze  die  Darstellung 
von  K  durch  ein  (« — l)-fache8,  (n — 2)-faches,  .  .  . 
(fi — k — l)-fi^ches, . . .  2-fache8,  1-faches  lategral  und 
schliesslich  flieset  aus  ihr  als  Grenzfall  die  Dar- 
stellung mit  Hilfe  einer  Summenformel.  Die  letztere 
ist  die  von  Kronecker  für  die  Charakteristik  auf- 
gestellte Summenformelf  und  ebenso  ist  das  (n — 1)- 
faehe  Integral  eben  das  von  Kronecker  hergeleitete.*) 

Für  die  Herstellung  des  durch  den  Satz  III  bezeich- 
neten Integralausdruckes  für  die  Charakteristik  sind  wesent- 
lich dieselben  Ueberlegnngen  massgebend  wie  bei  den  in 
§  1  gegebenen  Pormulirungen.     In  der  durch 


1)  Kronecker  benutzt  zur  Ableitung?  dleaes  {n — l)-fachen  Inte- 
grales unter  Auszeichnang  der  Fanction  F^  die  Abbildung  des 
.Ranmet  der  Zi,  z%,  ., ,  z^*  auf  den  Ranm  der  x^,  .r.^,  • . .  -r^  durch 

X^  aar  Ft ,    aTj  =  Fj ,  .  .  .  3?^  =  F^  ; 

die  reellen  Punkte  z^  des  Raumes  der  z  sind  dabei  eindeutig  auf 
reelle  Punkte  x^  abgebildet,  aber  umgekehrt  entsprechen  den  Punkten 
x^ im  Allgemeinen  Terschiedene  Punkte  «,-.  Die  Function  Fq(z^, ^2, .. . z^ 
gebt  bei  der  Abbildung  über  in  ^o  (^*  ^^  •  •  •  ^h)>  ^^^  dabei  ist  die 
Maimig&ltigkeit  F^^sQ  ihrerseits  umkehrbar  eindeutig  auf 
^0  —  0  bezogen.  Die  Anzahl  der  Windungen  von  ^q  =  0  (also  in 
der  obigen  Bezeichnung  des  Schnittes  der  M^  mit  ^  =  0)  um  den 
Nullpunkt  ist  dann  die  gesuchte  Charakteristik. 

Dadurch,  dass  in  der  oben  gew&hlten  Form  der  Definition  und 
rleitung  der  Charakteristik  jede  Auszeichnung  einer  der  Functionen 
i  Systems  Yormieden  ist,  werden  die  Formulirungen  allgemeiner  und 
ersichtlicher.  Der  Satz  yon  der  Unyer&nderlichkeit  der  Charakteristilr 
»  Vertauschung  der  Functionen  des  Systems  ist  direct  gegeben. 

18* 
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Xq   —    I^Q  (^j,  S^^  ,  ,  .  Sn)    =    V, 
a?,    =    Fl  (äT,,  Äfj,  .  .  .  Jgn)    =    0, 

15)  

Xk  «  Fk  (iß',,  -8^,, . . .  J^n)  —  0; 


^'w    —    J^n  (^1«  ^8*  •  •  •  ^n) 

gegebenen  JlfJ,«jk_i  bestimmen  wir  ein  (n — h — l)-dimen- 
sionales  Element  dün^i-^i  durch  einen  Punkt  Xk^\. . .  Xn  und 
ti — k — 1  Nachbarpunkte 

(0  (0  (0 

Xk+i  +  dxk-\.u  Xk+2  +  dXk+2j ...  ä;„  +  da?« 

Der  Inhalt  des  Elementes  dün^k-i  ist  somit  analog  wie 
oben  gegeben  durch: 


16)     (iflw-fc-i  = 


(1)  (1)  (1) 

dxk^i  dXkJ^Ji  •  *  *    ^Xn 

I  (2)  (8)  («) 

dXk+l  dXkJ{.2  '  .  •     dxn 


und  fQr  die  Centralprojection  dieses  Elementes  auf  die  Ein* 
heitskngel 


^*t-f-i 


ergibt  sich 


+  ^1+2  +•••+<==  1 


Xk^l         Xk+2       ...     Xn 
(1)  (1)  (1) 

drrj^.1    d  Xk-\-2  •  •  •    ''-p« 


17)   . 


rfcü„-*^i   = 


dXk-{-l     dXk-\-2    .  * .     dXn 


Vx' 


*+l 


I     ^-1-S    I     •  .  .  ^ 


n-k 


'*+2 
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Führen  wir  jetzt  in  der  Mannigfaltigkeit  Mn-^-k^i  die 
Parameter  Su  jg%^ . . .  JSn^k-^i  als  unabhängige,  die  übrigen 
ab  daieh  die  Gleichungen  2^^  &»  0,  jP,  ==  0, . . .  Fk  =  0  von 
ihnen  abhangige  Parameter  ein,  so  kann  man  setzen: 

ö  =  0,  1, . . .  ft ;    1=1,2,...  n — k —  1 

(0  r  A'—*        9  jer  1 

19)  ...  =  [f„  +  L  F,,  _^]  rf.. 

o  =  ft+  1, . . .  «;     i  =  1,  2, . . .  M — X; — 1 
Aus  den  Gleichungen  (16)  folgt 

20)  T^  =  -TT' 

wo  D  die  aus  den   letzten  ft4'l  Verticalreihen   der  Matrix 


21)     M  = 


'    -Pol  -^02    .  •  •     -foH-*-l     Fon-k   .  .  .  Fon 

T?  T?                     TP                       1?  TP 

JC\\  X!i2    ...     rin-h-l     -tln-k    •-.  -^In 

•        I 

•  •.••■••••■.*        I 

TP  TP                      TP                        TP  TP 

-Cjki  /Nk3    ...     -r»»»-jk~l     Jfkn-k   ...  -»^*f»   I 


gebildete  Determinante  ist,  und  D^  diejenige,  welche  aus  D 
durch  Ersetzen  der  Verticalreihe  mit  dem  Index /i(/i=w—Ä,...n) 
durch  die  Verticalreihe  mit  dem  Index  i  (i  =  1 , 2, . . . «— A;—  1 ) 
entsteht. 

Es  kann  nunmehr  jede  Determinante  der  Matrix  der 
:  (Formel  16)  dargestellt  werden  als  symbolisches  Product 
r'eier  Matrices. 

So  ist: 
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Die  zweite  dieser  Matrioes  ifit  correspoiulirende  Matrix 
zu  der  in  Formel  (21)  gegebenen.  Der  Factor,  um  welchen 
sich  je  die  entsprechenden  Determinanten  unterscheiden  ist, 
2)»-»-2^  Das  Matrixproduct  kann  demnach  in  der  Form 
geschrieben  werden: 


23) 


jr>.~» 


*    •    • 


Fk-\-2n 


K 


f»i 


Fn% 


Für  das  Oberflächenelement  17)  auf  der  Einheitskugel  er- 
gibt sich  hieraus  durch  eine  einfache  Zusammenziehung  die 
Formel 

0  Fol        F(j2       . . .    Fon      I 

0        -Fii      F\2     . . .   Fin 


24) 


dw^k-i  = 


Ml 


»2 


MM 


n-k 


dßi  de^ . . .  dzn  -iir-\ 


Führt  man  nun  an  Stelle  von  jeri,  jer^, . . .  Bn-i-^i  andere 
Parameter  0^  also  jer#^,  jer^,  . . .  ^<^_j^.i  ein,  so  erhält  man  für 
dQ>M-ft-i  eine  analoge  in  den  Dififerentialen 

dßi^  dei^  . . .  dzi^^^_^ 

geschriebene  Formel,  in  welcher  die  obige  Determinante  D 
1er  Matrix  (21)  ersetzt  ist  durch  die  Determinante  D,-, 
welche  durch  Strichen  der  Yerticalreihen  mit  den  Indices 
4  t  isy  •  •  •  in~k—i  entsteht. 
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Jefczt  fasse  man  die  Ausdrücke 


25) 


döH-Jk-i  — 


Foi 

-Fo2  •  •  • 

Foni'» 

,Fn 

■ 

>         •         •         • 

Fu 

1 

-F*2    •  •  • 

F^ 

Di 


dzi^  djSi^  . . .  djsfi 


•ii-*-l 


als  Elemente  fQr  die  Integration  in  den  0  auf,^)  so  kann 
man  den  Integralausdruck  für  die  Charakteristik  in  folgender 
allgemeiner  Formel  zusammenziehen: 


2(5) 


ü:=^ 


1 


0>n-k-\ 


0       Fol      F02      . . .  JFoh 

0        Fii      F\2      . . .  Flu 

0        Fki      Fm      '  • .  Fku 

Fk^i  jFfc+11  ^»-1-12 . . .  jPä+ih 


Fh        Fni         Ff,2        ...    1^1 


NN 


VF'    -hF2 


-Poi  Fqh  . . .  Foh  * 
^11  ^12...  F\n 


Fk\  Fki  •  •  •  FkM 


dOn^k^l 


^)  Deuten  wir  diese  Formet,  wovon  später  noch  za  handeln 
sein  wird,  im  linearen  Räume  rechtwinkliger  Goordinaien  j?|,«s,...  m^, 
80  stellt  do^_i^_^  ein  aOberfi&chenelement*  der  MannigfiültiKkeit 
Fo  =  0,  2^1  =  0,  ...  jPj^  =  0  dieses  Raumes  dar,  dessen  Projectioa 
auf  die  Goordinatenmannigfaltigkeit  der  z.  ^  z.,  ,,,  e^  durch 

dz.^  dir. ,...  d-Pv^^         gegeben  ist,  während        ^     als   .Cosinus  des 
Neigungswinkels  jener  Elemente  gegen  einander*  zu  bezeichnen  ist. 
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Hiebei  bezeichnet  (On^h-\  die  Oberflache  der  Kugel 

Die  Integration  ist  zu  erstrecken  Über  die  Gesammtbeit 
aller  reellen  Werthesysteme  der  gy  für  welche 

2?;  =  0,  F,  =  0,...  J'»  =  0 

ist.  Lost  man  die  Zahlerdeterminante  dieses  Ausdruckes 
nach  den  Determinanten  Di  der  Matrix  M  (61.  19)  auf  und 
fuhrt  fär  jedes  einzelne  der  so  entstehenden  Tbeilintegrale 
die  nach  Formel  (23)  entsprechenden  det^ . . .  d0t^_j^_^  als 
unabhängige  Differentiale  ein,  so  erkennt  man: 

IV.  Die  Charakteristik  K  lässt  sich  darstellen 
durch   eine  Summe  von  (|j_jj._i)   (n— i— l)-fachen 

Integralen,  deren  Qrenzen  ausschliesslich  von  einem 
ersten  Theil  unserer  Functionen,  den  gleich  Null 
gesetzten    Functionen: 

abhängen,  während  die  unter  dem  Integralzeichen 
stehenden  Differentiale  nur  von  den  übrigen  Func- 
tionen 

Flr+l,    Fk^2y  .  .  '   Fn 

abhängen.  Die  Abnahme  der  Ordnung  der  einzelnen 
Integrale  vom  n-fachen  bis  zum  0-faehen  findet 
dabei  in  der  Zunahme  der  Anzahl  der  Bedingungs- 
gleichungen ffir  die  Grenzen  von  0  bis  n  gewisser- 
massen  ihren  Ausgleich. 

Für  X?  =  0  ergibt  sich  das  von  Kronecker  ge- 
gebene (w  —  l)-fache  Integral.  Für  h  ==n — 1  folgt  die 
in  §  2  (61.  19)  abgeleitete  Summenformel. 

Zunächst  folgt  nämlich: 

^  "^  ^~  ^^"  •  ^  ^  abs  (F^y-abs  (J7)  *  '' 
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wenn  wir  mit  e  dea  Grenz werth  ftlr  die  Qroase  der  diskreten 
Punkte,  über  welche  die  Summation  erfolgt,  bezeichnen. 
Als  Inhalt  der  aus  zwei  Punkten  bestehenden  quadratischen 
Mannigfaltigkeit 


folgt  dann 


a^  «=  1 


ö>0    =    2€ 


und  damit  ergibt  sich  direct  die  Kronecker'sche  Formel 


§4. 

Verallgemeinerungen. 

Die  Darlegungen  des  §  2,   welchen  zufolge  die  Zahl  K 
sich  durch  die  dem  Vorzeichen  der  Determinante 


Fq     Fq\ 

Fl    Fii 


Fi2 


I   Fn     Fnl     Fn2    ...     Ft 


nn 


entsprechend  erfolgende  Summation  der  Schnittpunkte  der 
Mn  mit  einem  beliebigen  Axenstrahl  bestimmt,  gestatten  die 
folgende  für  manche  Fragen  nicht  unwesentliche  Verall- 
gemeinerung unserer  Integraldarsteliungen. 

V.  Es  ist  keineswegs  nothwendig,  die  in  den 
vorstehenden  Formeln  gegebenen  Integrale  ober  das 
ganze  Qebiet  einer  Mannigfaltigkeit  Mn-k^i  zu  er- 
strecken, man  kann  sich  vielmehr  auch  beschränken 
auf  diejenigen  Theile  derselben,  welche  durch  einen 
vom  Goordinatenanfangspunkt  auslaufenden,  sonst 
ganz  beliebigen  Kegel  begrenzt  sind,  wenn  man 
nur  den  Divisor  (bn^-k-i  ersetzt  durch  den  Inhalt  des 
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yoD    diesem    Kegel    auf    der    Einheitskugel    ausge- 
schnittenen Gebietes. 

So  kann  man  z.  B.  das  durch 

a?o  =  -Fo  =  0,    rci  =  F,  =  0,  . . .    Xk  =  Fk  =  0 

bezeichnete  Integrationsgebiet   einschranken   durch   eine  be- 
liebige Anzahl  weiter  zutretender  Ungleichungen 

xt+i  =  -Fa+1  >  0,     Xk+2  =  Fh-8  >  0,  .  .  .     Xi==  Fi>0; 

(5»_jk_i  ist  dabei  zu  ersetzen  durch  — ^Er—»  wenn  m  die  An- 

zahl  der  Ungleichungen  ist. 

Auf  anderweite  mögliche  Veral^emeinerungen  unserer 
Formeln,  wie  sie  etwa  durch  Deformationen  der  Mannig- 
faltigkeit Mn  herbeigeführt  werden  können  und  wie  sie  bei 
allen  derartigen  Betrachtungen  der  Analysis  situs  Platz 
greifen,  gehe  ich  hier  nicht  ein. 
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Sitsnng  vom  16.  Juni  1896. 

1.  Herr  Robert  Habtig  hält  einen  Vortrag:  ,üeber 
den  Nadelschuttepilz  der  Lärche,  Sphaerella  lari- 
cina  n.  sp/ 

2.  Herr  Alfred  Pringsbeim  bringt  einen  Nachtrag  zu 
dem  in  der  Januarsitzung  eingereichten  Aufsatze:  »Zum 
Gauchy*schen  Integralsatz. " 

3.  Herr  Ferdinand  Lindehann  macht  eine  Mittheilung: 
nüeber  die  conforme  Abbildung  eines  Flächenstückes, 
das  durch  Parabeln  mit  gemeinsamer  Axe  begrenzt 
wird.* 

Derselbe  legt  femer  ein  aus  Vorder- Asien  stammendes 
antikes  Modell  (Bronze-Guss)  eines  Archimedischen  Körpers 
(Rhomben-Triakontaeder)  vor. 

Die  Berichte  über  die  beiden  Mittheilungen  erfolgen  im 
nächsten  Hefte. 

4.  Herr  Adolf  y.  Baeter  berichtet  über  seine  weiteren 
Untersuchungen:  ,üeber  das  KümmelöL'  Die  Resultate 
werden  an  einem  anderen  Orte  veröffentlicht. 
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Der  Nadelschüttepilz  der  Lärche,  Sphaerella 

laricina  n.  sp. 

Ton  JM^Ti  Hurtif  • 

{Mktgälamf^  16.  J«m&) 

Die  earopÜsche  Lärche  ist  aus  ihrem  natOrlichen  Ver- 
breitungsgebiete, den  Alpen  und  Earpathen  erst  «u  Anfang 
unseres  Jahrhunderts  in  die  Vorberge  und  in  das  Flachland 
Mittel-  und  Nord-Europas  hinabgestiegen.  8ie  wurde  zuerst 
versuchsweise  in  kleinen  Beständen,  dann  in  immer  grosserer 
Ansdehnung  angebaut  und  zwar  mit  dem  besten  Erfolge. 
Sie  zeigte  ein  schnelles  Waohsthum,  Tdllige  Gesundheit  nnd 
Anspruchslosigkeit  an  den  Standort.  Da  das  Larehenholz 
▼on  hoher  Güte  ist  und  geeignet  erscheint,  in  yieler  Be- 
ziehung das  Eidienholz  zu  ersetzen,  so  bildeten  um  die 
Mitte  unseres  Jahrhunderts  die  ausgedehnten  lArchenbest&nde 
einen  wichtigen  Bestandtheil  der  Bewaldung  Deutschlands 
und  der  Nachbarstaaten.  Im  Norden  Schottlands  war  die 
Wiederanfforstung  fast  amschliessKch  mit  der  Lärche  durch- 
gefishrt. 

Etwa  vor  nunmehr  50  Jahren  traten  zum  ersten  Male 
Erkrankungen  an  der  bisher  gutwfichsigen  Lärche  auf  und 
liese  nahmen  so  schnell  zu  und  waren  so  yerderblicher  Art, 
lass  heute  nur  noch  Reste  jener  Lärchenbestftnde  übrig  sind 
md  yielfiich  der  Anbau  dieser  werthvollen  Holzart  ganz 
iufgegeben  worden  ist. 
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Die  Krankheitserscheinungen  waren  der  mannigftu^hsten 
Natur.  Insectenbeschädigungen  zumal  durch  die  Minirmotte 
der  Lärche  (Coleophora  laricella  Hbn.)  und  die  Lärchen- 
blattlaus (Ghermes  Laricis  Hartig)  wurden  leicht  als  solche 
erkannt,  waren  aber  doch  nur  in  seltenen  Fällen  von  der 
Bedeutung,  dass  ein  Absterben  der  Bestände  durch  sie  herbei- 
geführt wurde.  Man  glaubte  desshalb  zuerst,  dass  das 
wärmere  Klima  der  neuen  Heimath  der  Pflanze  ungünstig 
sei.  Dagegen  sprach  aber  der  umstand,  dass  die  in  den 
ersten  Decennien  begründeten  Bestände  sich  des  besten  Wohl- 
seins erfreuten,  wogegen  .die  afj&hsr  erzogenen  Lärchen  oft 
schon  im  Saat-  oder  Pfl^^zbeete  erkrankten.  Die  Erkrankung 
äusserte  sich  entweder  durch  das  Absterben  krebsartig  grösser 
werdender  Bindeestellea  oder  durch  ein  frühzeitiges  Absterben 
und  Abfallen  der,  Braadelang.  Im  Jahre  1880  gab  ich  eine 
ausführliche  Bearbeitung  des  Lärchenkrebses  ^)  in  welcher 
ich  auf  Orund  geglückter  Infectionsyersuohe  nachwies,  daas 
ein  parasitärer  Rindenpilz  (Pezisa  Willkommii  in.)i  ^^^  ^^ 
den  Alpen  seine  Heimath  hat,  die  Krankheit  vernnsacht. 
In  den  Hochalpen  vertrocknen  die  Früchte  Yor  der  Sporen* 
reife,  da  bei  klarem  Himmel  im  Sommer  die  Luft  adsser'- 
ordentlich  trocken  ist.  Nur  in  der  Nähe  der  Seen  und  •  in, 
engen  Thälern  kann  dort  der  Parasit  sich  erhalten.  In  den 
Vorbergen  und  im  Flaohlande  &nden  sich  weit  günstigere 
Verhältnisse  für  die  Entwicklung  dieses  Pilzes,  in  Folge 
dessen  der  Lärchenkrebs  sich  schnell  von  Süden  nach  Norden 
verbreiten  konnte,  sobald  einmal  kleinere  und  grossere  Lärchen- 
bestände  überall  vorhanden  waren.  Vor  10  Jahren  wies  ich  dann 
nAcb,^)  dass  im  Frühjahre  ein  Erkranken  der  Lärcbeniiadeln 


^)  Die  L&refaenkraokheiten,  insbenmidere  der  Fiärchetikrebspit«, 
Peziea  Willkommii  R.  Hartig.  In  Üntersuchiingeu  atu  dem  font- 
botaniflchen  Institut  in  M5nohen  I  1880.    Berlin.    Spri^er. 

2)  Allgemeine  Forst-  und  Jagdzeitung  1985,  Seite  826. 
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znweilen  in  aasgedehnterem  Maasse  dareh  einen  Pilz,  Caeoma 
Laricis  m.  bervorgernfen  werde,  der  seine  Entwicklnng  wäh*- 
rend  der  übrigen  Jahreszeit  auf  den  Blättern  der  Zitier^ 
pappel  als  Melampsora  Tremnlae  darohlänft,  also  immer  an 
die  Nachbarschaft  dieser  Holzart  gebunden  ist.  DoBshalb 
kann  aber  diesem  Parasiten  keine  sehr  grosse  Bedentahg 
beigemessen  werden.  Das  allgemeine  Erkranken  der  Be- 
nadelnng,  das  sich  oft  schon  im  Jnli  einstellt  und  in 
ganz  Deutschland  als  die  wichtigste  Ursache  der  allmihlich 
zmiehmenden  Schwächung  der  Wuchskraft  der  Lärche  zn 
bezeichnen  ist,  wurde  bisher  als  Folge  ungeeigneten  Stand- 
ortes, insbesondere  aUzugrossen  Feuchtigkeitsgehaltes  der  Luft 
betrachtet.  Man  war  der  Ansicht,  dass  die  Lärche  in  feuchter, 
dumpfer  Luft  nicht  genügend  zu  transpiriren  vermöge.  Aller- 
dings sprach  schon  ixü  Jahr  1883  ein  scharfsichtiger  Be- 
obachter, Forstmeister  Beling  in  Seesen^)  die  Vermuthung 
ans,  dass  diese  Blatterkrankung  einen  parasitären  Charakter 
habe  und  von  einem  kleinen  Nadelpilz  veranlasst  werde,  doch 
wurde  die  Kranklieü,  ihr  Entstehen  und  ihre  Ursache  nicht 
näher  untersucht.  Ich  selbst  habe  die  Krankheit  bisher  nicht 
in  Arbeit  ndimen  kÖBneu,  weil  mich  andere  Untersuchungen 
seit   einer  Reihe   von  Jahren  vollauf  in  Anspruch   nahmen. 

Im  vorigen  nasskalten  Jahre  trat  nun  aber  die  Braun - 
fleckigkeit  der  Lärchennadeln  in  so  ausserordentlichem  Maasse 
in  den  Waldungen  Oberbayems  ein,  dass  schon  Anfang 
August  der  grössere  Theil  der  Lärchennadeln  abgeworfen 
und  im  September  manche  Bäume  fast  völlig  entlaubt  waren. 
Bei  einer  Reise  ober  Salzburg  ins  Salzkammergut  fand  ich 
die  Erkrankung  auch  dort-  allgemein  verbreitet.  Am  26.  Sep-^ 
tember  konnte  ich  auf  der  Schmittenhöhe  (1935  m)  bei 
"^1  am  See  feststellen,  dass  mit  der  zunehmenden  Berghohe 
lie  Erkrankung  abnatm  und  bei  1500  m  etwa  verschwand. 


1)  Allgpemeine  Forste  nxsi.  Jmgdzeitung,  Jahrg.  1883. 
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In  dieser  Hochlage  waren  nur  wenige  Nadeln  noch  mit  ein- 
zelnen braunen  Flecken  besetzt.  Weiter  aafw&rte  waren 
die  Lärchen  völlig  gesund. 

Die  Krankheit  äussert  sieh  darin,  dass  die  Nadeln  der 
Lärche  an  einer  oder  an  mehreren  Stellen  kleioere  oder 
grössere  braune  Flecke  bekonunen.  Die  erkrankten  Nadeln 
bleiben  meist  noch  längere  Zeit  am  Zweige  sitoea  und 
auf  den  Flecken  treten  sehr  kleine  schwarze  Oonidien- 
polster  von  0.1 — 0.3  mm  Qrösse  gruppenweise  zusammen- 
stehend  auf   (Fig.   1).      Schon    im    Juli    beginnt   nhet   ein 

Pj^  ^  Ab&llen    der    kranken 

und  todten  Nadeln,  das 
sich  besonders  im  unte* 
ren  Theile  der  Baum^ 
kröne  zu  völliger  ESnt- 
nadelung  steigern  kann, 
wenn  anhaltend  naasea 
Wetter  herrscht« 

Untersucht  man  die 
eben  erkrankte  Nadel 
an  der  verfärbten  Stelle, 
so  findet  man  reicbli* 
ches,  farbloses  Mjcel, 
theils  in  den  Intercellu- 

Bfo  Llrehenn»d«lbaBchel,  an  dem  etw»  die  GUUfte     larräumcn ,     theik     den 

der  Nadeln  tbeii.  gana.  t^be«8^8Uii^^^^^  erkrankt  ParenchyrazcUeu engan- 
liegend. Die  Mycelfaden 
sind  reich  verästelt  und  zwar  biegen  sich  die  Seitenhypben 
meist  nach  rück-  oder  vorwärts,  um  die  Parenchymzellen  zu 
umschlingen  und  diesen  die  Nahrung  zu  entziehen  (Fig.  2). 
D&s  Protoplasma  zieht  sich  von  der  Zellwand  zurück,  ist 
aber  noch  freudig  grün  gefärbt.  Das  Chlorophyll  wird 
auch  an  den  getodteten  und  gebräunten  Nadeln  noch  lange, 
ja   theilweise   bis  zum   nächsten    Frühjahre  in   den  inneren 


R  RaHig:  Der  NaddachMtepOM  der  LSrdte.  283 

Blatizellen  erhsltea;  wogegen   die  der  Oberbsat  anliegenden 
Zellen  sich  bald  rothbrann  iärben. 


in  tt  durch  dl«  vkruikto  8UII*  •  nar  UnbuiDidaL  Dm  BUttie  gswobo 
ulfl  nieUkbaa  intsnallnkni  PI  imrcel,  wolabs*  groiaantballi  dtn  Z»\lea  tag  ko- 
tiiet.  Aof  dar  Ober-  and  UatatMits  findet  ilgb  jt  aln  HlivanbnnDM  CanidiMpaMcr, 
iQt  doacQ  ABMUHiU  ulilnleba  lUblSnalB«  Conidien  (sblldit  wardaa.  Aof  dem 
ebma  PoliUr  dud  da  makt  durah  Ragan  ibgawucban.  Im  Innam  finden  aleh 
HGtaliugaB  Bit  Mlkroeonldka  wfflilt.     Tergr.  100:1. 

Aaf  der  Ober-  und  Unterseite  der  erkrankten  Blätter 
entstehen  später  unterhalb  der  Epidermis  die  zuerst  dünn 
scheibenförmigen  Conidieulager  (Fig.  3),  die  dann  zu  pseudo- 
parencbymatischen  schwarzbraun  gefärbten  Polstern  sich  Ter- 

Ftft». 


Jitndlkha  Oonldienpototar  vor  dam  DDrebbrashen  dar  Epidermla.    Terir.  100:1. 
M»,  bäL-phTi.  CL  1.  19 


284         Siiiung  der  matK-phys,  Glosse  vom  15.  Juni  1895. 


Fig.  4. 


dicken  und  die  Epidermis  sprengen.  Im  Innern  dieser  Polster 
entstehen  Höhlungen,  deren  Wände  mit  sehr  zarten  Basidien 
besetzt  sind.  Letztere  bilden  an  der  Spitze  ausserordentlich 
kleine  Mikroconidien.  Diese  Zellen  sind  nur  0.003  mm  lang 
und  0.001  mm  breit  (Fig.  4b).  Ihre  Keimung  konnte  auch 
in  Nährlösungen  nicht  beobachtet  werden.     Sie  dürften  fQr 

die  Verbreitung  des  Pilzes  bedeutungslos 
sein.  Es  ist  wahrscheinlich,  dass  diese  Pilz- 
form  dieselbe  ist,  die  als  Leptostroma  lari- 
cinum  beschrieben  und  als  Spermogonienform 
zu  Lophodermium  laricinum  gezogen  worden 
ist.  Da  ich  letzteren  Parasiten  aber  nur  in 
wenigen  Exemplaren  und  zwar  auf  der 
Schmittenhöhe  bei  Zell  am  See  im  vorigen 
Jahre  fand,  der  vorliegende  Parasit  dagegen 
überall  verbreitet  und  seine  Zugehörig- 
keit zu  einer  Sphaerella  von  mir  ausser 
Zweifel  gestellt  ist,  so  ist  entweder  das  Lepto- 
stroma laricinum  nicht  identisch  mit  unserer 
Pilzform  oder  die  Zuziehung  derselben  zu 
Lophodermium  laricinum  ist  eine  irrige. 
Auf  der  Aussenseite  dieser  schwarzen  Polster  entwickeln 
sich  nun  zahllose  stabförmige  Conidien  von  0.03  mm  Länge. 
Sie  stehen  auf  kurzen,  an  der  Spitze  farblosen  pfriemen- 
förmigen  Basidien  (Fig.  4  a)  und  sind  anfänglich  einzellig. 
Bei  der  Reife  zeigen  sie  eine  und  später  drei  Querwände, 
so  dass  sie  demnach  vierzellig  sind.  Sie  fallen  ausserordent- 
lich leicht  ab  und  werden  durch  den  Wind  fortgeführt. 
Besonders  aber  werden  sie  mit  dem  Regen  abgewa-schen  und 
gelangen  dadurch  auf  die  tiefer  stehenden  Zweige  und  Nadeln 
der  Lärche,  wo  sie  schon  nach  wenigen  Stunden  keimen 
und  die  Nadeln  inficiren.  So  erklärt  sich  die  Erscheinung, 
dass  die  Nadelerkrankung  au  jedem  Baume  von  oben  nach 
unten  an  Intensität  zunimmt.     Da   sich   die  Krankheit  all- 


%'4 

B.  SUbfOrmige  Coni- 
dien vor  und  naeb  dorn 

Abfallen  von  den 
pfriemenfSrmigen  Ba- 
sidien.   b.  Milcroconi- 
dien  ans  dem  Innern  d. 
Polster.  Vergr.  410:1. 
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jihrlich  wiederholt,  so  führt  die  Torzeitige  Entnadelung  zu 
einer  zwar  langsamen,  aber  im  Laufe  der  Jahre  sehr  schäd- 
lich werdenden  Entkraftung  der  Bftnme.  Die  unteren  Zweige 
sterben  zuerst  ab  und  bedecken  sich  mit  Flechten.  Der  sich 
alljährlich  belaubende  Gipfel  wird  immer  kleiner,  der  Hohen- 
wuchs  schwächer  und  wenn  solche  Bäume  von  Fichten  oder 
anderen  Waldbäumen  umgeben  sind,  so  werden  sie  von  diesen 
Qberwachsen  und  gehen  völlig  zu  Grunde.  An  jungen  Lärchen, 
die  ich  Anfang  September  yorigen  Jahres  mit  Gonidien  be- 
stäubte und  dann  unter  eine  Glasglocke  stellte,  traten  etwa  nach 
drei  Wochen  reichliche  Conidienpolster  hervor,  deren  Ober- 
fläche mit  zahllosen  Gonidien  besetzt  war  (Fig.  2  unten).  An 
solchen  Nadeln,  die  ich  aus  dem  Walde  zur  Untersuchung 
heimbrachte,  waren  die  Conidienpolster  grossentheils  ohne 
Gonidien,  oder  es  waren  nur  noch  wenige  auf  ihnen  zurück- 
geblieben (Fig.  2  oben). 

Eb  ist  leicht  erklärlich,  wesshalb  in  nassen  Jahren  die 
Erkrankung  viel  schneller  sich  verbreitet,  als  in  trockenen 
Jahren,  denn  bei  feuchter  Witterung  entwickeln  sich  die 
Conidienpolster  schneller  und  die  Gonidien  keimen  leichter, 
als  bei  trockener  Witterung.  Ebenso  verstandlich  ist  es, 
dass  trockene  und  luftige  Standorte  für  die  Krankheit  weniger 
disponirt  sind,  als  dumpfe  Lagen,  dass  Lärchen  mit  freier 
über  den  umgebenden  Bestand  emporragender  Krone,  dass 
insbesondere  vorwüchsige  in  einem  jüngeren  Bestände  einge- 
sprengte Bäume  sich  gesünder  erhalten,  als  Lärchen  im  ge- 
schlossenen, reinen  Bestände  oder  gar  solche  Lärchen,  die  ein- 
zeln oder  gruppenweise  im  gleich  hohen  Fichtenbestande  stehen. 

Es  ist  femer  verständlich,  dass  die  Krankheit  eine  um 
so  grossere  Ausdehnung  annehmen  kann,  je  früher  vor  dem 
Eintritte  des  Winters  die  Erkrankung  beginnt.  Fällt  die- 
jelbe  z.  B.  in  den  Anfang  Juli,  so  bleiben  im  Flachlande  noch 
ier  Monate  Zeit  übrig  bis  zum  Nadelabfall.  In  dieser  langen 
Zeit  kann  der  Parasit  durch  immer  neue  Infeetionen  und  Goni- 

19* 
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di«nbildung  eine  gewaltige  Ansbreitang  und  Vermehruug  er- 
reichen, wie  wir  das  besonders  im  Jahr  1894  beobachtet  haben. 
Es  war  ToraoBzusehen,  dass  sich  aaf  oder  in  den  er- 
krankten, am  Boden  liegenden  Nadeln  während  des  Winters 
und  nächsten  Frfihjahrea  eine  neue  Frnchtform  des  Parasiten 
anabilden  würde,  deren  Sporen  die  Krankheit  im  nächsten 
Jahre  wieder  hervorrufen  würden.  Am  30.  April  d.  J.  sam- 
melte ich  anter  den  im  Vorjahre  stark  erkrankten  Lärchen 
des  Freisinger  Forstee  bei  München  Nadeln,  in  deren  Gewebe 
sich  zwar  noch  unreife  aber  doch  schon  deutlich  als  Peri- 
thecien  zu  erkennende  kuglige  dunkelbraune  Pilzfrüchte  fanden. 
Zum  Theil  hatten  sie  die  Blattepidermis  schon  durchbrochen. 
Das  Pilzmycel  im  Innern  der  Nadeln  war  ein  sehr  derbes, 
dickwandiges  und  hellbraun  gefärbtes,  hatte  mithin  eine 
wesentliche  Yerendernng  gegen  das  Voijafar  erfahren.  Die 
zu  Anfang  Juni  ausgereiften  Ferithecien  sind  den  Gonidien- 
polstem  an  Flirbung  ähnlich,  aber  etwas  kleiner  als  diese, 
d.  h.  zwischen  0.1  bis  0.15  mm  gross.  Sie  stehen  theils 
vereinzelt,  theils  zu  mehreren  verwachsen  meist  in  der  Blatt- 
Substanz  versenkt,  theils  mehr  auf  der  Blattoberfiäche  (Fig.  5). 


UngSBcfanitt  dnrtb  >1d<  TarjlhrJga  LIrcbtnnulal,  dia  bti  infitng  laal  un  Bodtn 
■■tcgan  lutt«.  DuM^cal  lit  Mhrdlck,  dlnkwindlgandhaUbnon  gewordao.  Elmaliw 
und  nnUrelttuidar  yamcbHae  Psritfaseifln  eDtbiltan  im  iDoeni  Ikrblaa«  Sobllucb* 
mit  f*  S  SpoTMi.  Bachla  oban  flndat  lieb  oeban  dam  P«iUi«tiim  aina  Pfonlda  nlt 
klBln«i  llBgliabau  KlkroBDnldlan.    Targr.  100:1. 
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Die  OeAinng  im  Scheitelpunkte  der  Perithecien  ist  in  keiner 
Weise  markirt  und  erkennt  man  sie  nur  aus  dem  Her?or- 
dringen  der  Schläuche  oder  Ascoeporen.  Aehnliche  aber 
etwas  kleinere  Pycniden  stehen  vereinzelt  oder  sind  mit  den 
Perithecien  verwachsen  und  enthalten  ausserordentlich  kleine, 
den  Mikroconidien  in  den  Oonidienpolstem  ähnliche  Organe, 
die  als  gallertartige  Masse  aus  den  Pjcniden  ausgestossen 
werden  (Fig.  5  oben  rechts). 

Ton  den  am  30.  April  gesammelten  Nadeln  lagerte  ich 
einen  Theil  im  Feuchtraume  des  Laboratoriums  auf  nassen 
Sand  und  hier  entwickelten  sich  schon  bis  zum  15.  Mai  in 
einer  Anzahl  der  Perithecien  reife  Ascosporen  (Fig.  6  b).  Die 
keulenförmigen  Ascen  sind  0.05 — 0.06  mm  lang,  enthalten 
je  8  anfanglich  einzellige,  später  zwei- 
zeilige Sporen  von  0.015— 0.017mm  Länge, 
die  farblos  und  an  beiden  verjüngten  Enden 
abgerundet  sind  (Fig.  6  b). 

Sie  stehen  dicht  zusammengedrängt  und 
werden  gemeinsam  aus  der  sich  trichter- 
f5rmig  öffiienden  Spitze  des  Schlauches 
ausgestossen,  wobei  die  Gontraction  des 
Protoplasmaschlauches  mitzuwirken  scheint. 

Am  11.  Mai  sammelte  ich  wiederum 
Nadeln  bei  Freising  unter  den  im  Vor- 
jahre erkrankten  Lärchen  und  constatirte, 
dass   die   meisten   Perithecien    auch   jetzt  a-UnreifeSchiiucheohne 

1.1..«  A        1      T      *  Puraphyien,  80.  April. 

noch  nicht  reif  waren.    Am  1.  Juni  waren    ^  Baife  schiiacho,  von 
die    Perithecien   im    Walde   grossentheils  denea  der  etMcUe  Sporen 

.«      .  .        1  1         ii_  i_         «OB  dem  ge((ihielen  Scbei- 

raf,  ja   emzelne   derselben  waren  schon  ^^j  ^^^  entiasaen  h»t 
entleert,   nachdem  nahezu   14  Tage  hin*    i.  Juni  vergr.  4i0:i. 
durch  rednerisches  Wetter  geherrscht  hatte. 

Der  Pilz  gehört  zur  Gattung  Sphaerella  und  mag,  da 
q*  bisher  nicht  beschrieben  ist,  als  Sph.  laricina  bezeichnet 
rerden.     Säet  man  die  Ascoeporen  in  reinem  Wasser  auf 
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den  Objectträger  aus,  so  keimen  sie  sofort  und  zwar  erreichen 
äie  schon  nach  24  Stunden  die  in  Fig.  7  a  dargestellte  Ent- 
wicklungsstufe.    In  Nährgelatinelösung  verbracht,  erreichen 


Fig.  7. 


<^ 


a.  Aacosporea,  im  Waseer  ausgolcGimt.    24  Stunden  nach  der  AoBBMt.    Vergr.  410: 1. 

b.  In  NShrgelatioe  entwiekelte  Ascosporen  nach  2  Tagen.  Vergr.  230:1.  e.  Pilx- 
rasen  aus  einer  Aseoapore  in  N&brgelatine  nach  5  Tagen.  Vergr.  100:1.  d.  Ein- 
aelne  Hyphe  der  Pilacoltur.  3  Wochen  nach  der  Auaaaat  mit  stabformigen  Conidien. 
Vergr.  145:1.  e.  StabfSrmige  Conidien,  theila  auf  karten  Seitenisten,  thells  aufknopf- 
fSrmig  verdickten  Trägern  entstanden.    Vergr.  410:1.     f.  Conidien,  in  Wasser  aus- 

gesftt,  nach  10  Standen.    Vergr.  410:1. 

die  jungen  Pflänzchen  nach  weiteren  24  Stunden,  also  2  Tage 
nach  der  Aussaat  die  Fig.  7  b  gezeichnete  Entwicklung.  Man 
sieht,  dass  nunmehr  nicht  nur  die  Sporen  an  den  beiden 
Scheitelpunkten,  sondern  auch  seitlich  ausgekeimt  sind.  Fünf 
Tage  nach  der  Keimung  und  Entwicklung  in  Nährlösung 
erhält  man  das  Fig>  7  c  dargestellte  Bild.  Die  ältesten  Theile 
der  Pflanze  sind  grösser  geworden,   d.  h.  der  Durchmesser 
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der  Hjphe  hat  sich  vervielfacht.  Die  Hjphen  sind  septirt 
und  reich  verästelt.  Dabei  tritt  eine  Eigenthümlichkeit 
hervor  in  der  Wachsthumsrichtung  der  Längshyphen  und 
ihrer  Seitenzweige,  die  darin  besteht,  bogenförmig  hin  und 
her  zu  wachsen.  Die  Seitenhyphen  haben  fast  stets  die 
Neigung,  bogenfSrmig  nach  rückwärts  zu  wachsen.  Es 
kommt  dabei  der  Gedanke,  dass  es  sich  bei  dieser  Wachs- 
thumeeigenthümlichkeit  um  eine  erblich  gewordene  Eigen- 
schaft handelt,  die  durch  das  schon  oben  beschriebene  Wachs- 
thum  im  Blattparenchjmgewebe  erworben  worden  ist.  Die 
Seitenhyphen  im  Blattgewebe  biegen  sich  alsbald  um  die 
benachbarten  Blattzellen,  der  Aussenseite  sich  eng  anlegend, 
sie  besitzen  diese  Eigenschaft  auch  dann,  wenn  sie  in  künst- 
licher Nährlösung  cultivirt  werden.  Es  erinnert  das  an  die 
Fortsetzung  der  windenden  Wachsthumsbewegung  der  Schling- 
pflanzen, z.  B.  Bohnen,  nachdem  der  Gegenstand,  an  dem 
»ch  in  Folge  von  Contactreiz  der  Stengel  herumgelegt,  von 
der  Pflanze  überwachsen  worden  ist.  Eine  weitere  Ent- 
wicklung der  Pilzkultur  erfolgt  nur  dann,  wenn  dieselbe 
nicht  zu  sehr  von  Nährgelatine  bedeckt  ist,  sondern  eine 
Entwicklung  in  feuchter  Luft  ausserhalb  des  Nährsubstrates 
erfolgt.  Bis  zum  20.  Tage  nach  der  Aussaat  hatte  sich  ein 
graugrüner  Rasen  von  etwa  4  mm  Durchmesser  entwickelt, 
dessen  in  die  Luft  ragende  feine  Hyphen  genau  dieselben 
stabförmigen  vierzelligen  Conidien  auf  kleinen  seitlichen  Aus- 
wüchsen entwickeln,  die  auf  den  Conidienpolstem  der  Lärchen- 
nadehi  entstehen  (Fig.  7d,e).  Damit  ist  der  Zusammenhang 
beider  Pilzformen  zweifellos  bewiesen. 

Nach  der  Aussaat  in  Wasser  keimten  auch  diese  C!onidien 

sehr 'bald  und  hatten  schon  nach  20  Stunden  die  in  Fig.  7f 

dargestellte  Entwicklungsstufe  erreicht.  In  der  Folge  machten 

ie  dieselbe    Entwicklung    durch,    die    für    die    Ascosporen 

largestelit  ist.     Es  wird  somit,  sowohl  für  die  Ascosporen 

als  auch  f&r  die  Conidien  in  günstigen  Emährungsverbält^ 
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nissen  ein  Zeitraum  yon  8  Wochen  verlaufeD,  bis  nach  der 
Infection  wieder  neue  Gonidienpolster  mit  reifen  Gonidien 
zur  Ausbildung  gelangen.  Die  Vergrosserung  der  Pilzcultur 
nach  dem  Beginne  der  Conidienbildung  war  eine  sehr  lang- 
same aber  dadurch  ausgezeichnete,  dass  am  Bande  des  Pilz- 
rasens die  Nährgelatine  eine  fuchsrothe  Färbung  erhielt. 
Es  ist  dies  derselbe  Farbenton,  den  die  unter  der  Epidermis 
gelegenen  Zellen  der  kranken  Lärchennadeln  einige  Wochen 
nach  der  Infection  erhalten. 

Aus  den  vorstehend  mitgetheilten  üntersuchungsergeb- 
nissen  lässt  sich  nun  eine  Reihe  von  bisher  unerklärbaren 
Krankheitserscheinungen  leicht  verstehen. 

In  reinen  Lärchenbeständen  hindert  nichts  das  Auf- 
steigen der  reifen  Ascosporen  durch  den  Lufkzug  zu  den 
Nadeln  der  Baumkronen  und  die  nahe  zusammenstehenden 
Bäume  inficiren  sich  gegenseitig  durch  die  Gonidien.  Be- 
sonders schädlich  ist  aber  die  XJntermischung  der  Lärche 
mit  der  Fichte,  weil  die  abfallenden  kranken  Nadeln  auf 
den  Fichtenzweigen  in  grosser  Menge  liegen  bleiben,  hier 
ebenso  Perithecien  entwickeln,  wie  auf  den  Streu-  und  Moos- 
decken des  Erdbodens  und  die  reifen  Ascosporen  mit  grösster 
Leichtigkeit  seitlich  auf  die  Nadeln  der  benachbarten  Lärchen 
verbreiten. 

In  der  That  hat  sich  die  Mischung  dieser  beiden  Holz- 
arten als  verderbenbringend  fttr  die  Lärche  erwiesen.  Nur 
dann  blieb  sie  gesund  und  kräftig,  wenn  sie  auf  ihr  beson- 
ders zusagendem  Boden  von  Jugend  auf  weit  über  den 
Fichtenbestand  hinauswuchs,  so  dass  die  Kronen  der  Lärchen 
unbehindert  und  dem  Luftzüge  ausgesetzt  über  die  Fichten- 
kronen hinausragten. 

Dagegen  kenne  ich  eine  Anzahl  von  Lärchenbeständen, 
die  mit  Rothbuchen  untermischt  sind,  wie  z.  B.  den  Lärchen- 
wald oberhalb  Tegemsee,  die  sich  der  trefflichsten  Gesund- 
heit und  des  herrlichsten  Wuchses  erfreuen.     Im  Forstamt 
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Fieising  befindet  sich  ein  ca.  80  jähriger  Lärchenbestand,  der 
▼or  40  Jahren  sehr  krank  war,  so  dass  er  stark  durchhauen 
und  mit  Bothbuchen  unterbaut  wurde,  weil  man  glaubte, 
dass  der  schlechte  Wuchs  Folge  der  Bodenverschlechte- 
rung sei.  Dieser  Bestand  ist  seitdem  völlig  gesund  ge- 
worden und  vom  trefflichsten  Wüchse.  Er  war  noch  Ende 
Oktober  vorigen  Jahres  voll  benadelt  und  keine  Spur  der  Blatt- 
krankheit war  in  ihm  zu  finden.  An  den  Lärchennadeln 
entwickelte  sich  erst  am  Boden  ein  saprophytischer  Pilz  mit 
schwarzen,  kugelförmigen,  glatten  Pycniden,  der  bisher  un- 
bekannt war  und  von  Herrn  Allescher  beschrieben  und  neu 
benannt  worden  ist.^) 

Diese  günstige  Wirkung  der  Buche  auf  die  Gesundheit 
der  Lärche  erklärt  sich  daraus,  dass  die  kranken,  vom 
August  bis  Oktober  abfallenden  Lärchennadeln  Ende  Oktober 
von  dem  abfallenden  Buchenlaube  grösstentheils  zuge- 
deckt werden,  wodurch  das  Entweichen  der  Ascosporen 
nach  oben  verhindert  wird.  Insoweit  aber  doch  einzelne 
Sporen  in  die  Luft  gelangen,  findet  eine  förmliche  Filtration 
derselben  in  dem  dichten  Laubdache  des  Buchenbestandes 
statt,   das  zü  Anfang  Juni  schon  vollständig  entwickelt  ist. 


^)  Herr  Andr.  Alleacher  stellt  ffir  diese  neue  Art  die  nachstehende 
Diagnose  auf:  .Pseadocenangium  Hartigianum,  Feritheciis  sparsis, 
eruinpenti  superficialibus,  globoso-depressis,  sicco  sabcapaliformibas, 
membranaceis  atro-olivaceis,  primam  clausis,  dein  late  apertis,  margine 
oris  lobato,  ca.  100 — 150 /i  diam.;  spornlis  nnmerosis,  filiformibus, 
rectis,  tttrinqQeobtusiascolis,  minnte  mnltiguttnlatis,  hjalinis,  ca.  40— 60 
basidiia  nnllis.    Hab.  in  acubns  patrescentibns  Laricis  eoropaeae'^. 

Dasa  es  sich  bei  diesem  Pilse  lediglich  um  einen  Saprophyten 
handelt,  geht  schon  daraas  hervor,  dass  die  SporenfHlchte  im  Herbste 
auf  den  voij&hrigen  Nadeln  reiften  and  die  fadenförmigen  Gonidien 
lofort  nach  der  Aussaat  keimten,  wogegen  im  Frühjahre  auf  den  im 
Vorjahre  abgefallenen  Nadeln  noch  Anfang  Jani  nur  unreife  Conidien- 
rüchte  zn  finden  waren.  Infectionsversnche,  die  ich  im  September 
vorigen  Jahrei  auf  grflnen  Lftrehennadeln  ausf&hrte,  misslangen. 
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Auch  die  Thatsache,   dass   die  Lärche  im  Hochgebirge  ge- 
sund bleibt,  erklärt  sich  nun  in  einfacher  Weise. 

Wir  haben  gesehen,  dass  die  Ascosporenfrüchte  sich  im 
FrQjahre  auf  den  am  Boden  liegenden  Lärchennadeln  ent* 
wickeln  und  bei  uns  erst  Anfang  Juni  zur  Sporen  reife  ge- 
langen. Vor  Juli  treten  hierorts  neue  Conidienpolster  auf 
den  Lärchennadeln  nicht  auf.  Dem  Parasiten  stehen  also 
vier  Monate  zur  allgemeinen  Verbreitung  durch  Gonidien 
zur  Verfügung. 

Je  weiter  wir  bergauf  steigen,  um  so  später  verschwindet 
der  Schnee,  um  so  später  kann  mithin  die  Ausbildung  der 
Perithecien  beginnen,  um  so  später  werden  die  Ascosporen 
reif,  um  so  kürzer  wird  die  Zeit,  in  welcher  der  Parasit 
sich  durch  Gonidienbildung  zu  yerroehren  vermag,  zumal 
der  Winter  ja  entsprechend  früher  eintritt.  In  einer  Hoch- 
lage von  1500  m  beginnt  die  Vegetation  etwa  2^^  Monate 
später  als  im  Flachlande,  d.  h.  etwa  Anfang  Juni,  die  Reife 
der  Ascosporen  wird  demnach  auch  um  2^f%  Monate  hinaus- 
geschoben, beginnt  also  erst  Mitte  August.  In  der  That  fand 
ich  in  dieser  Hochlage  am  26.  September  an  den  Lärchen- 
nadeln nur  wenige  Flecken  und  auf  diesen  kaum  die  ersten 
Spuren  der  Conidienpolster.  Am  28.  September  lagen  diese 
Lärchenparthien  schon  im  Schnee. 

Daraus  ist  zu  ersehen,  dass  von  einer  gewissen  Höhen- 
lage aufwärts  zwar  die  Lärche  bei  einer  Vegetationsdauer 
von  3^2 — 4  Monaten  noch  gedeihen  kann,  dass  aber  die 
Sphaerella  nicht  mehr  die  zu  ihrem  Gedeihen  erforderliche 
Vegetationszeit  vorfindet,  wesshalb  die  Lärche  völlig  gesund 
bleibt,  wenn  ihr  auch  der  Standort  wegen  der  Kürze  der 
Vegetationsperiode  nicht  mehr  so  zusagt,  wie  die  tieferen 
Lagen.  Aebnliches  gilt  oflFenbar  auch  zur  Erklärung  des 
Vorkommens  der  Lärche  in  Sibirien,  Sie  wächst  dort  wie 
im  Hochgebirge  sehr  langsam,  im  Flachlande  sehr  schnell. 
Dort  können  ihr  die  Parasiten  nicht  mehr  beikommen,  hier 
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werden  sie  von  derselben  unerbittlich  bekämpft.  Man  gebe 
desshalb  den  Anbau  dieser  Holzart  in  den  Yorbergen  und 
im  Flachlande,  woselbst  ihr  das  Klima  viel  besser  be- 
hagt,  als  in  der  ursprünglichen  Hochgebirgslage, 
dem  sogenannten  „natürlichen  Standorte**  nicht  auf, 
sondern  man  schütze  sie  gegen  ihre  Feinde,  indem  man  sie 
nur  in  Untermischung  mit  der  Rothbuche  anbaut  und  letzterer 
die  Aufgabe  zuweist,  den  Nadelpilz  der  Lärche  zu  vernichten. 
Da  in  reinen  Beständen  der  Lärchenkrebspilz  leicht  ver- 
derbliche Ausbreitung  findet,  so  behandle  man  die  Lärche 
nur  als  einen  Baum  der  Mischwälder,  in  welchen  er  unter 
den  Nadelholzarten  die  erste  Stelle  einzunehmen  hat. 

Vom  Anbau  der  Lärche  darf  man  aber  von  vorneherein 
da  Abstand  nehmen,  wo  ständige  Luftfeuchtigkeit  die  Ent- 
wicklung ihrer  Pilzparasiten  in  hohem  Grade  begünstigt. 
So  gedeiht  z.  B.  die  Lärche  im  Bayerischen  Walde  nicht 
wegen  der  Nebel,  die  dort  oft  lange  Zeit  hindurch  nicht 
weichen.  Die  Pilzentwicklung  wird  dadurch  in  einem  so 
hohen  Grade  begünstigt,  dass  man  von  vorneherein  vernichten 
sollte,  diesen  Waldbaum  zu  erziehen. 


. 
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Zum  Cauch/schen  Integralsatze. 

(Nachtrag  za  dem  AnfsaUe  anf  S.  89—72  dieses  Bandes.) 

Von  Alfred  Pringsheim. 

In  der  Einleitung  meiner  Mittheilung  über  den  Gauchj'- 
schen  Integralsatz  habe  ich  darauf  aufmerksam  gemacht, 
dass  gewisse  auf  Continuitats-Betrachtungen  gegründete  Be- 
weise jenes  Satzes  insofern  lückenhaft  erscheinen,  als  sie  auf 
der  stillschweigend  gemachten  Annahme  beruhen,  dass  der 

Diflferenzen-Quotient  f^^'^^\~fM   för  alle  in  Betracht 

n 

kommenden  Werthe  von  0  stets  gleichmässig  gegen  den 
Werth  /^{s)  convergirt,  d.  h.  dass  nach  Vorgabe  einer  be- 
liebig kleinen  positiven  Grosse  e  sich  stets  eine  positive 
0r5sse  q  so  fixiren  lasse,  dass  fßr  alle  in  Betracht  kommen- 
den Werthe  von  a  stets: 


e,     falls:  I  h 


j^ m 

Ich  fügte  hinzu,  man  mQsse  also,  um  jene  Beweise 
haltbar  zu  machen,  entweder  die  fragliche  Bedingung  als 
eine  specielle,  der  Function  t'(e)  a  priori  zukommende  Eigen- 
schaft ausdrücklich  in  die  Voraussetzung  aufnehmen,^)  oder 

^)  In  dem  seither  erschienenen  ersten  Bande  von  Weierstrass* 
Werken  findet  man  einen  Beweis  des  Lanr entaschen  Satses,  bei 
welchem  in  der  That  die  fraj^liche  Bedingung  bezw.  eine  ihr  im 
iresentlicben  aequivalente  als  specielle  Voraussetzung  erscheint. 
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versuchen,  dieselbe  als  unmittelbare  Folge  einfacherer  Eigen- 
schaften, etwa  der  Stetigkeit  von  t'{z)  darzustellen;^)  in 
wieweit  dies  möglich  wäre,  liess  ich  dahingestellt  und 
sprach  nur  die  Vermuthung  aus,  dass  der  Beweis,  wenn 
überhaupt  durchfuhrbar,  auf  ziemlich  schwierige  und  um- 
ständliche Betrachtungen  fuhren  dürfte.  Nachdem  ich  in- 
dessen neuerdings  erkannt,  dass  der  fragliche  Beweis  nicht 
nur  möglich  ist,  sondern  auch  mit  verhältnissmässig  einfachen 
Mitteln  geführt  werden  kann,  möchte  ich  denselben  —  zu- 
mal der  Satz  an  sich  mir  nicht  ganz  unwichtig  erscheint  — 
an  dieser  Stelle  mittheilen.*) 

Es  sei  fisi)  im  Innern  und  auf  der  Begrenzung  eines 
gewissen  Bereiches  T  eine  endliche,  eindeutige  und  stetige 
Function  der  complexen  Variablen  0,  Liefert  sodann  die 
Substitution  js  =  x-\-yi  die  Beziehung: 

(1)  /' W  =  <P  (a?,t/)  +  i-V  (^iy)i 

wo  <p{^'>y)i  wi^iV)  reelle  Functionen  der  reellen  Veränder- 
lichen x^y  bedeuten,  so  folgt  bekanntlich  aas  der  yoraus- 
gesetzten  Stetigkeit  yon  f{e)^  dass  auch  <p(x^y)y  y^i^^y) 
endliche  und  stetige  Functionen  von  x,y  und  zwar  für  den 
Bereich  T  gleichmässig  stetig  sind. 

Es  sei  ferner  f\jsf)  gleichfalls  in  T  (d.  h.  immer  im 
Innern  und  auf  der  Grenze  von  T)  endlich,  eindeutig  und 
stetig,  so  hat  man  speciell: 


^)  Tn  meinem  Aufsätze:  „lieber  die  Entwicklnnf(  eindeutiger 
analytischer  Functionen  in  Potenzreihen"  (8.  89  ff.  dieses  Bandes) 
habe  ich  u.  a.  gezeigt,  dass  für  „analytische",  d.  h.  darch  Potenz- 
reihen definirte  Fonctionen  die  betreffende  Bedingung  stets  erfttllt 
ist  (a.  a.  0.  S.  88,  84). 

^)  Uebrigens  setzt  HerrGonrsat,  wie  ich  erst  nachträglich  be- 
merkt habe,  bei  seinem  Beweise  des  Caachy*schen  Satzes  (Act.  matfa. 
T.  IV,  p.  196)  den  fraglichen  Hilfssatz  ansdrücklich  als  bekannt  Torans, 
sodass  also  hier  die  von  mir  erhobene  Einwendung  hinfUlig  erscheint. 
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'  ^^  ix  d{iy)      ' 

wobei  es  im  Innern  von  T  freisteht,  diese  partiellen  Differential- 
Quotienten  als  vor-  oder  rückwärts  genommen  zu  verstehen; 
oder  wenn: 

gesetzt  wird: 

(2)  ^(^)_(^i(^.y)  +  i;v'iM 

Hieraus  folgt  zunächst,  dass  die  partiellen  Differential- 
Quotienten  q)^  {x,y),  9?,  {x,y),  V'i  (a?i.v)i  ^a  (^»y)  in  T  gleich- 
falls endliche,  eindeutig  bestimmte  Werthe  besitzen,  welche 
den  Bedingungen  genügen: 

(3)  i<Px{x,y)  =  W%ipc^y) 

und  dass  sie  —  in  Folge  der  Stetigkeit  von  f\e)  —  in  T 
gleichmässig  stetige  Functionen  von  x^y  sind,  d.  h.  jeder 
beliebig  klein  vorgeschriebenen  positiven  Grösse  d  lässt  sich 
I  eine  positive  Grösse  q   so   zuordnen,   dass   för   alle  x^y   des 

Bereiches  T: 

(4)  \;^{xJ^h,y-\-k)  —  x{x,y)\<d     für:  A»  +  Ä*  <ö», 

(wo  X  j®<^ö  beliebige  der  Functionen  9?^,  9?,,  ip^y  y^^  bedeutet). 

Dies  vorausgeschickt  gilt  nun  der  Satz: 

Sind  f(z),  fijs)  eindeutig,  endlich  und  stetig  im 
Innern  und  auf  der  Grenze  des  Bereiches  T,  so  con- 
rergirt  der  Ausdruck: 


298 


8U*ung  der  malh.-phys.  Glaste  wmi  15.  Juni  1895. 


Äi —  -f^^"^ 


mit  Az  in  T  gleicbmässig  gegen  Null,  d.  h.  jeder 
beliebig  klein  •yorgelegten  positiven  Orosse  e  lässt 
sich  eine  positive  Grösse  q  so  zuordnen,  dass: 


ia±A^jzm  _  ,.„ 


€,     falls:  I  Az 


q') 


Beweis.     Setzt   man  Az  =  h-\'ki,  so  wird  zunächst: 

fie-\-Az)-fiz) 

_  y(a;+A,y  +  Ä;)  — y(a;,y)         y (a;+ A, y+V)—y> {x,y) 
~  Ä+ifc»  "^  h-\-ki 


=  { 


V>(a;+A,y  +  Ar)  — v>(a;,y4-A:)  ^  __Ä_ 


+ 


/y(a?i 


In  Folge  der  nach  dem  oben  Gesagten  aus  der  Voraus- 
setzung folgenden  Stetigkeitseigenschaften  der  Functionen 
9^  (^»y)»  v(^iy)  "^^  ihrer  partiellen  DifiPerential-Quotienten 
ist  es  gestattet  auf  die  sämmtlichen  hier  auftretenden  Differenzen- 
Quotienten  den  Rolle^schen  Mittelwertb-Satz  anzuwenden. 

Bezeichnet  man  also  mit  ^,^',  17,97'  reelle  Grössen,  welche 
dem  Intervalle  von  0  bis  1  (mit  Einschlass  der  Grenzen)  an- 
gehören, so  kann  man  setzen: 

^)  Dabei  kommen  natürlich,  falls  z  auf  der  Grense  von  T  oder 
in  deren  Nähe  liegt,  nur  solche  Ae  'vi  Betracht,  tQr  welche  B'\'Ab 
noch  dem  Bereiche  T  angehört. 

Der  analoge  Satz  für  Functionen  einer  reellen  Veränderlichen 
findet  sich  bei  Tannery ,  Introduction  ä  la  th^orie  des  fonctions,  p284; 
desgl.  bei  S  t  olz ,  Grandzüge  der  Differential-  n.  Integralrechnung,  p. 56. 
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h 


k 
Es  ist  aber  andererseits  nach  GL  (2): 

=  {9i  («.y)  +  »-Vi  («,y)}  •  ^q;^ 

lg 

oder  mit  Benfltznng  der  Besaehungen  (3): 

f{z)  =  {9?,  (a;,y)  +  » •  v,  (a;,y)}  •  jqpJ^ 

^^^  A 

+  {«"t  (^-y)  +  *  •  Vf  («,.»/)}  •  OTjfci  • 

Sabtrahirt  man  jetzt  diese  Gleichung   von   6i.  (5),   so 
erjpebt  sich: 

Tz ^^'^ 

1  +  {Vi(«+*'Aiy+*)  — Vi(«.y)}-jfT^^ 

+  {fl't  («.  y + »?  *)  —  9%  (^. .'/)}  •  o:^ 

/  A* 

+  { V»  («.y + »? «)  —  Vt  («'  .v)}  ■  o:j^ 

Nan  kann  man  nach  dem  oben  Gesagten  (s.  üngl.  (4)) 
so  fixiren,  dass  för  A*+  Ä*  <  g*,  also  |  Ä+t»  |  <  e,  der 

18».  Math^phjf».  Ol.  S.  20 
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absolute  Betrag  jeder    Elammergrosse    unter    eine    beliebig 

kleine  positive  Grösse,   die  mit  j  bezeichnet  werden  möge, 

herabsinkt.     Da  ausserdem  bei  beliebigen,  nicht  gleichzeitig 
verschwindenden  reellen  Werthen  von  h  und  Jfe  stets: 


<1, 


h 

A+At 

lA 

k 
A+Äi 

SO  folgt  schliesslich: 

f{z+Ae)-f{0) 


(7) 


As 


-  n^) 


<e      ^r:  \/ls\<Q. 


Hiermit  ist  der  oben  ausgesprochene  Satz,  d.  fa.  der- 
jenige Satz,  welcher  für  den  exacten  Beweis  des  Gauchj*- 
schen  Integral-Theorems  erforderlich  war,  bewiesen. 

An  dieses  Resultat  l&sst  sich  nun  noch  die  folgende  für 
die  schärfere  Begründung  der  gesammten  Cauchj'schen 
Functionen-Theorie  nicht  unwichtige  Betrachtung  knüpfen. 
Schreibt  man  in  Ungl.  (7)  /  statt  0^  so  wird: 


(8) 


j-^ r(^) 


fiir:  IAjb; 


unter  der  Voraussetzung,  dass  auch  0  und  g+Ajs  dem  Bereiche  T 
angehören.  Setzt  man  dann  in  (7):  Jir  =  f,  in  (8):  Ag  =  ^\ 
wo  die  Ci  t'  zwei  beliebige  complexe  Grössen  bedeuten,  deren 
absoluter  Betrag  unterhalb  q  liegt,  so  folgt  durch  Subtraction 
der  Ungleichungen  (7)  und  (8): 


(9) 


/V±On.f  (£_)  _  ««+Chl£W  _,^(..,  _^(,„ 


<2e. 


In  Folge  der  Stetigkeit  von  f{e)  kann  man  jetzt  e 
nahe  genug  an  z  wählen,  dass  |  f{z)  —  fis)  \  beliebig  klein 
wird;    insbesondere    wird,    wenn    man    \e'-0\<iQ    nimmt, 
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\ 


e 


fiß")  —  /'W|<o'*)   ^^^^  üngl.  (9)   die  folgenden  nach 
sich  zieht: 


(10) 


<6 


5 
(wenn  man  zur  Abkürzung  d  statt  ^£  schreibt).    Man  kann 

somit  an  Stelle  des  oben  bewiesenen  Satzes  jetzt  auch  den 
folgenden  setzen: 

Sind  f{e)^  f{z)  eindeutig,  endlich  und  stetig  im 
Innern  und  auf  der  Grenze  einesgewissen  Bereiches  T, 
so  ist  der  Differenzen-Quotient: 

f{B+!:)-f(z) 
c 

eine  gleichmässig  stetige  Function  der  beiden  Vari- 
ablen 0  und  C  für  alle  e  des  Bereiches  T  und  alle 
C,  deren  absoluter  Betrag  unter  einer  gewissen 
Grenze  q  liegt,  d.  h.  jeder  beliebig  klein  Yorgelegten 
positiven  Grosse  d  lässt  sich  eine  positive  Grösse  q 
so  zuordnen,  dass  die  Ungleichungen  (10)  stattfinden. 


^)  Setzt  man  nämlich: 

80  wird: 

/•(«')  -/"(«)  =  <fi  («+^  y  +  )t)  —  9^1  (a^.  y) 

+  I  Vi  (^+^  y+*)  —  Vi  (aj,y) 

h.  auf  Omnd  der  oben  getroffenen  Bestimmung: 

\f(if)-f{t)\  <\    fttr:  |Ä+ti|<e. 

20* 
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Der  Satz  in  dieser  Form  besitzt  nun  die  wichtige  Eigen- 
schaft, auch  uinkehrbar  zu  sein,  d.  h.  man  kann  aus  dem 
Bestehen  der  Ungleichungen  (10)  —  welche  offenbar  die 
Endlichkeit  und  Eindeutigkeit  von  f(e)  als  selbstverständliche 
Voraussetzung  enthalten  —  die  Stetigkeit  von  /*(jp),  sowie 
die  Endlichkeit,  Eindeutigkeit  und  Stetigkeit  von  f'(£i)  folgern : 

Setzt  man  nämlich  in  (10)  a^==s^  so  wird: 


00 


<^  fBr 


^{lf»<^. 


und    hieraus   folgt  zunächst,   dass   der  Differenzen -Quotient 

^ — -^^   für  limf=0   einen   eindeutig  bestimmten, 

endlichen  Grenzwerth  besitzt,  sodass  man  setzen  kann: 

(12)  Um  öf±g=l^  =  r  W, 

d.  h.  f{z)  besitzt  in  T  durchweg  einen  endlichen,  eindeutig 
bestimmten  Differential-Quotienten,  ist  also  eo  ipso  auch  eine 
stetige  Function  von  0.  Um  auch  noch  die  Stetigkeit  von 
/^(jgr)  zu  erkennen,  bemerke  man,  dass  aus  (11)  und  (12)  folgt: 

f(»-\-c)-m 


(13) 


fi')- 


^d    för:  |f|<ff 


und  analog  für  jeden  anderen  dem  Bereiche  T  angehörigen 
Werth  «': 


(14) 


;.(/)_  AfM-l^n/V) 


<S. 


Hieraus  folgt  durch  Subtraction: 

{(0+0  -  /•(/)  _  f(ii+0-f(s) 


(15)   |/V)-/>)|<2,)+ 


und  wenn  man  jetzt  /  der  Bedingung  unterwirft:  |/ — ^\<Cq^ 
so  findet  man  schliesslich  mit  Benützung  von  Ungl.  (10): 

(16)  lA'f')-/'W|<3.J, 
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womit  die  fragliche  Umkehrang  des  obigen  Satzes^)  in  allen 
Tbeilen  bewiesen  ist.  Nunmehr  kann  man  aber  jenen  Satz 
mit  der  eben  bewiesenen  ümkehmng  in  die  fönende  präg- 
nantere Form  zusammenfassen: 

Die  nothtoendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafflr,  dass  die  im  Bereiche  T  endliche  und  ein- 
deutige Function  f(0)  daselbst  stetig  ist  und  einen 
endlichen,  eindeutigen  und  stetigen  Differential- 
Quotienten    f{s)    besitzt,    besteht    darin,    dass    der 

Differenzen-Quotient  /'(^H"^^)'^/(^)  f^^  ^Ile  Werthe  js 

da 

des  Bereiches  T  und  alle  Ja^  deren  absoluter  Be- 
trag unter  einer  gewissen  Grenze  liegt,  eine  gleich- 
massig  stetige  Function  der  beiden  Variablen  sn 
and  Ajg  sein  muss. 

Die  gleichmässige  Stetigkeit  des  Differenzen- 
Quotienten  in  dem  näher  definirten  Sinne  bildet  also  die 
Qoth wendige  und  hinreichende  Bedingung  dafttr,  dass  die 
endliche  und  eindeutige  Function  f{0)  im  Sinne  Cauohy's 
sjnektisch  ist. 

Ich  möchte  schliesslich  diese  Gelegenheit  benützen,  um 
den  in  meinem  früheren  AnÜBatze  mitgetheilten  historischen 
Notizen  einige  Ergänzungen  hinzuzofügen. 

Ich  habe  dort  u.  a.  hervorgehoben,  dass  der  auf  die 
Integralformel: 

gegründete  Beweis  des  Oauchy 'sehen  Satzes  bereits  von 
Canehy  selbst  gekannt  tmd  auch  in  der  Hauptsache  publi- 
cirt  worden  sei,  und  glaubte  aus  dem  umstände,  dass  jener 
^-Treis  —  im  Gegensatze  zu  dem  ursprünglich  von  Cauchy 
(ebenen   und  dessen  Modifioationen   —   ganz  allgemein 

^)  Das  Analogen  für  Functionen  einer  reellen  Variablen  findet 
\  bei  Harnack,  Elemente  der  Diflf.*  und  Integr.-RecbnnnK,  p.  37. 
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als  der  Riemana*sche  bezeichnet  wird,  dea  Schlass  ziehen 
zu  dürfen,  dass  jene  Thatsache  bisher  «völlig  unbemerkt* 
geblieben  sei.  ^)  Ich  hätte  statt  dessen  etwa  sagen  sollen : 
, nahezu  unbemerkt*.  Denn  ich  habe  inzwischen  die  Wahr- 
nehmung gemacht,  dass  Gasorati  in  der  historischen  Ein- 
leitung seiner  ^Teorica  delle  funzioni  di  yariabili 
complesse'  jener  Gauchy^schen  Note  ausdrücklich  Er- 
wähnung thut.  Das  Gleiche  ist  auch  in  dem  jüngst  er- 
schienenen Referate  der  Herren  Brill  und  Nöther  über 
„Die  Entwicklung  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen'' 
geschehen.^)  Immerhin  kann  wohl  kaum  bestritten  werden, 
dass  das  mathematische  Publikum  mit  Ausnahme  einer  sicher- 
lich sehr  kleinen  Minderheit  den  fraglichen  Beweis  bisher 
ganz  ausschliesslich  auf  Riemann*s  Conto  gesetzt  hat. 

Ferner  habe  ich  inzwischen  bemerkt,  dass  auch  Herr 
Falk  im  Jahre  1883  einen  Beweis  des  Gauchy'schen  Integral- 
satzes veröffentlicht  hat.^)  Das  Original  der  betreffenden 
Arbeit  ist  mir  leider  bisher  nicht  zugänglich  gewesen.  In- 
dessen lässt  sich  aus  einem  Auszuge,  den  der  Verfasser  selbst 
in  einem  Briefe  an  Herrn  Hermite  mitgetheilt  hat,^)  immer-* 
hin  so  viel  ersehen,  dass  jener  Beweis  in  seiner  ganzen  An- 
lage sehr  einfach,  wenn  auch  vielleicht  etwas  weniger  natür- 
lich erscheint,  als  der  von  mir  gegebene,  und  dass  er  ins- 
besondere wieder  auf  gewissen  Voraussetzungen  über  die 
Beschaffenheit  der  Integrations-Curven  beruht,  deren  princi-» 
pielle  üeberflüssigkeit  ich  gerade  nachzuweisen  versacht  habe. 

^)  a.  a.  0.  p.  44. 

^)  a.  a.  0.  p.  79.  Spftterfain  (p.  370)  wird  freilich  der  fraf^Iiche 
Beweis  wiederam  lediglich  auf  die  Rie  mann 'sehe  Disaeriation  sarüok- 
geführt. 

')  Jahresbericht  der  deutschen  Mathematiker-Yereinigang,  Bd.  III, 
p.  178. 

^)  Dämonstration  da  th^or^me  de  Oanohy  sur  rint^l«- 
grale  d'une  fonction  comp] exe  (Nova  Acta  Regiae  Soc.  Upea- 
liensis,  8er.  III,  T.  XII). 

^)  DarboDx,  Bulletin,  2.  särie,  T.  VII,  p.  187. 
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Sitenng  yom  6.  Jali  1895. 

1.  Herr  H.  Seeliqeb  legt  eine  Abhandlung  des  Herrn 
Gymnasiallehrers  Dr.  Adolf  Schmidt  in  Gotha:  ^Mitthei- 
langen  über  eine  neue  Berechnung  des  erdmagneti- 
schen Potentials'  Yor,  welche  in  die  Denkschriften  auf- 
genommen werden  soll. 

2.  Herr  W.  Dtgk  macht  eine  Mittheilung:  , Beiträge 
zur  Potentialtheorie.  H.  Die  Gauss'sche  Formel  für 
die  gegenseitige  Umschlingung  zweier  Raumcurven 
und  ihre  Ausdehnung  auf  höhere  Mannigfaltigkeiten. 
Darstellung  als  Eronecker'sche  Charakteristik  eines 
Funktionensystems.'  Der  Bericht  hierüber  folgt  im 
nächsten  Hefte. 


:  i 
I 
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Verzeiehniss  der  eingelaafeneu  Druckschriften 

Januar  bis  Jod!  1896. 


Dia  ▼erehrUclieii  Gasellaeluiften  and  InaUtute,  mit  welchen  aiiaere  AkAdemie  in 
TkoMliTericelir  atohti  worden  gebeten,  nnehstehendes  YeneiebniaBSugleiehnlB  Empfling»- 
beat&tigiuig  su  betnehtea. 


Yon  folgenden  (leeellscliaften  nnd  Institaten: 

GescfUcfUsoerein  in  Aachen: 

ZeitBchrift.     16.  Band.    1894.    8<>. 

Histarüche  GesdUchaft  in  Äarau: 
Argoyia.    Band  XXV.    1894.    ^9. 

üniversity  of  the  State  of  New -York  in  Alhany: 

State  Library  Bulletin.    Legislation  No.  6.     1895.    8^. 

GtsdmektS'  und  ÄUerthumsforsehende  GeseUschaft  des  Osterlandes  in 

Altenburg: 

Ifittbeilnngen.    Band  X,  Heft  4.    1895.    8^. 

Naturfarschende  Gesellschaft  des  Osterlandes  in  Altenburg: 

Mittheilongen  ans  dem  Osterlande.    N.  F.    Band  6.    1894.    8^. 

Historischer  Verein  in  Augsburg: 

Zeitschrift.    Band  XXI.     1894.    80. 

Johns  Hopkins  üniversity  in  Baltimore: 

Circulacs.    Vol.  XIV,  No.  116—118.    1896.    4«. 

Historischer  Verein  in  Bamberg: 

54.  a.  65.  Bericht  f.  d.  Jahre  1892  n.  1898.    1898/94.    8». 

Naturforschende  Gesellschaft  in  Basel: 

'erbandlongen.    Band  X,  No.  2.  8.    1894/95.    8^. 

^storisü^  und  antiquarische  Gesellschaft  in  Basel: 

d.  Jahresbericht  Ober  das  Jahr  1898/94.    1894.    8<^. 
iittbeilongen.    N.  F.  IV.     1894.    fol. 
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Genootschap  van  kunsten  en  wetenschappen  in  Batavia: 

Tijdschrift.    Deel  37,   afl.  4—6.     Deel  38,    1—8.    1894.    8». 

Notulen.    Deel  82,  No.  1—3.     1894.    8». 

Verhandelingen.    Deel  47,    8.  stak.     1894.    4^ 

Catalogus    der    ethnologische    verzameling.     4.  drak.     Supplement. 

1894.    8^. 
Nederlandsch-Indisch  Plakaatboek  1602—1811.    Deel  XII.    1894.    8<>. 
Dagh-Register  geboaden  int  Gasteel  Batavia  Anno  1666.    1894.    89, 

Ohservatary  in  Batavia: 
Observations.    Vol.  16,  1898.     1894.    fol. 
Regenwaarenemingen.    XV.  Jahrg.  1898.    1894.    8^. 

K,  Serbische  Akademie  in  Belgrad: 
Srpski  etnografdki  sbomik.     Kniga  I.     1894.    8^. 
Glas.    XX,  No.  45-47.    1894/96.    8« 
Spomenik.    No.  28.    1896.    40. 

Museum  in  Bergen  (Norwegen): 

On  the  develop Dient  and  stracture  of  the  whale.    Part  I.    By  Gast. 

Guldberg  und  Fridtjof  Nansen.     1894.    fol. 
Aarbog  für  1898.     1894.    8®. 

Uniüersüy  of  Cdlifomia  in  Berkeley: 

Bulletin  of  the  Department  of  Geology.     Vol.  I.     1893—1895.    8». 

Register  of  the  Univeraity  of  California  1898—1894.    8®. 

Biennial  Report  of  the  President  of  the  University  1898.  Sacramento 
1894.    80. 

Annual  Report  of  the  Secretary  of  the  Board  of  Regents  of  the  Uni- 
versity of  California  for  the  year  ending  June  30.  1894.  Sacra- 
mento 1894.    80. 

A  brief  account  of  the  Lick  Observatory  by  Edw.  S.  Holden.  Sacra- 
mento 1895.    80. 

Report  of  work  of  the  agricultural  experiment  stations  for  1892/98. 
Sacramento  1894.    8^. 

Report  of  viticultural  work  during  the  seasons  1887 — 80  by  L.  Pa- 
parelli.    Sacramento  1892.    8^. 

List  of  recorded  Earthquakea  in  California,  by  Edw.  S.  Holden.  Sacra- 
mento 1887.    80. 

K,  preussische  Akademie  der  Wissenschaflen  in  Berlin: 
Sitzungsberichte.     1894,    No.  39—63.     1898,   No.  1—26.    gr.  ^. 
Inscriptiones  graeoae  insularum  maris  Aegaei.    Fase.  I.     1896.    fol. 

K.  geolog.  Landesanstalt  und  Bergakademie  in  Berlin: 
Jahrbuch  für  das  Jahr  1898.    Band  XIV.    1894.    4^. 

Deutsche  chemische  Gesellschaft  in  Berlin: 
Berichte.    27.  Jahrg..  No.  19— 21.   28.  Jahrg.,  No.  1-11.    1894/96.  80. 

Medicinische  Gesellschaft  in  Berlin: 
Verhandlungen.    Band  XXV.     1895.    80. 

Deutsche  geologische  Gesellschaft  in  Berlin: 
Zeitschrift.    Bd.  46.  lieft  8.     1894.    8<>. 
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Fhydkalisi^  Gesdhchaft  in  Berlin: 

Die  Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1888.    Abt.  I—III.  Braunschweig 

1894.  8®. 

Physiologische  Gesellschaft  in  Berlin: 

Centralblatt  fOr  Physiologie.   Bd.  VIII.    1894.   No.  20-26.   Band  IX. 

1896.    No.  1—7.    80. 
Verhandlungen.    Jahrg.  1894/96,  No.  1—16.    S". 

K.  technische  Hochschule  in  Berlin: 

Das  Gesets  von  der  Erhaltung  der  Energie  und  seine  Bedeutung  für 
die  Technik.     Rede  von  A.  Slaby.     1895.    49. 

Kaiserlich  deiUsclies  ardhäologisches  Institut  in  Berlin: 
Jahrbuch.     Band  IX,   Hefb  4.    Band  X,   Heft  1.     Erg&nsungsheft  S. 

1895.  40. 

Antike  Denkmäler.     Band  II,  Hefb  2.    1895.    fol. 

K.  preuss,  meteorologisches  Institut  in  Berlin: 

Ergebnisse  der  meteorol.  Beobachtungen  in  Potsdam  im  Jahre  1893. 

1896.  fol. 

Ergebnisse  der  Beobachtungen  an  den  Stationen  II.  und  III.  Ordnung 

1894.    Hefb  2.     1896.    fol. 
Ergebnisse  der  meteorol.  Beobachtungen  in  Bremen.  Jahrg.  5.  1895.  fol. 
Deutsches  Meteorol.  Jahrb.  ftir  1891.    Heft  8.     1895.    4^. 

Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik  in  Berlin: 

Jahrbuch.    Bd.  XXIV,  Heft  1.    Berlin  1895.    8». 

Verein  sur  Verbreitung  des  Gartenbaues  in  den  preussischen  Staaten 

in  Berlin: 

Gartenflora.    43.  Jahrgang.     1894.    4^. 

Naturwissenschaftliche  Wochenschrift  in  Berlin: 

Wochenschrift.  Band  IX,  Heft  11. 12.  Band  X,  Heft  1—5.  1894/95.  fol. 

Zeitschrift  für  Instrumentenkunde  in  Berlin: 
Zeitschrift.    XV.  Jahrgang  1895.    Heft  1—6.    4^. 

AUgemeine  gesMchtsforsehende  Gesellschaft  der  Schweiz  in  Bern: 
Jahrbuch  fSr  Schweizerische  Geschichte.   20.  Band.    Zürich.    1895.   8^. 

Natural  History  and  Phüosophieal  Society  in  Birmingham: 
Proceedings.    Vol.  IX,  1.     1894.    8». 

B.  Aceademia  delle  Scienze  delVIstituto  di  Bologna: 
Memorie.    8erie  V.    Tom.  III,  £uc.  1—4.    1893.    4^. 

22.  Bepwtazifme  di  storia  patria  in  Bologna: 
Atti.    HL  Serie.    Vol.  XII,  fasc.  4—6.    1896.    &>. 

Soeieti  de  giographie  commereiale  in  Bordeaux: 
Bulletin.    1894.    No.  28.  24.     1896.    No.  1—12.    8<>. 

American  Academy  of  Arts  and  Sciences  in  Boston: 
Proceedings.    Vol.  XXIX.    1894,    8^ 

Public  Library  in  Boston: 
43.  annual  Beport  1894.    1896.    8^. 
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Boston  Society  of  naturaX  History  in  Boston: 
Proceedings.    Vol.  XXVI,  pari  2.  8.     1894.    4^. 
Memoira.    Vol.  III,  No.  14.     1894.    4«». 
Occaaional  Papers  IV.    1894.    8^. 

Stadtmagistrat  zu  Braunschweig: 
Urkundenbuch  der  Stadt  Braunschweig.    Band  II,  Abth.  1.   1895.   4^. 

Naturwissensehaftliclier  Verein  in  Bremen: 
Abhandlungen.    Band  Xllt,  Heft  2.    1896.    8^. 
Beitr&ge  z.  nordwestdeutschen  Volks-  u.  Landeskunde.  Heft  1.  1895.  8^. 

Historisch- statistische  Sektion  der  k.  k.  mährischen  Landwirthschafts- 

Gesellschaft  in  Brunn: 
Schriften.    Band  29.     1895.    S». 
Notisenblatt.    Jahrg.  1894.    4P, 

Naturforschender  Verein  in  Brunn: 
Verhandlungen.    82.  Band  1893.     1894.    8<>. 
XII.  Bericht  der  meteorol.  OommiBsion.     1894.    8®. 

Acadimie  Boycde  de  midecine  in  BrUssel: 

Bulletin.   IV.  Serie.   Tome  7,  No.  11.   Tome  9,  No.  1—4.    1894/95.  8«. 

Acadimie  Boyale  des  sciences  in  BrUssel: 

Annnaire  1896.    61«  annde.    8^. 

Bulletin.   3«  86r.   Tome  28,  No.  12.    Tome  29.  No.  1-5.    1894/95.   8». 

Society  des  Bollandistes  in  BriMsel: 
Analecta  BoUandiana.    Tom.  XIV,  fasc.  1.  2.    1895.    ^. 

Sociiti  beige  de  giologie  in  Brüssel: 
Bulletin.    Tome  II,  4—7.     1888/93.    8». 

American  phHosophical  Association  in  Bryn  Manor  (Pensylvanien), 

Transactions.    Vol.  25.    1894.    Boston  1894.    8®. 

K.  ungarische  Akademie  der  Wissenschaften  in  Budapest: 

Mathematische  u.  naturwissenschaftliche  Berichte  aus  Ungarn.  Bd.  XII. 
1.  Hälfte.    Berlin  1895.    8^. 

Ungarische  ReTue.  14.  Jahrg.  Heft  9.  10.  1895.  Heft  1-4.  Buda- 
pest 1894.    gr.  efi. 

K,  ungarische  geologische  Anstalt  in  Budapest: 
Jahresbericht  ftlr  1892.    1894.    8^. 
Földtani  közlöny.    Band  XXIV,  Heft  11.  12.     1894.    8^ 
Geologische  Specialkarte  von  Ungarn.     Blatt  Zone  14.     Col.  XXX 
mit  erklärendem  Text,     1894.    8^. 

Society  of  natural  sciences  in  Buffalo: 
Bulletin.    Vol.  5,  No.  4.    1894.    8». 

Academia  Bomana  in  Bukarest: 
Documente  privitöre  la  istoria  Romänilor.   Suppl.  I.  Vol.  6.  Suppl.  U. 

Vol.  2.     1895.    40. 
Analele.     Ser.  II.    Tome  14.   1891—92.   Sect.  liter.  u.  Sect.  Scientif. 

,      16.    1892—98.    Sect.  liter.  u.parteaadministr. 
,      16.    1893  -94.    Fartea  administr.  1893/94. 49. 
Festreden  1894/95.    40. 
Basmele  Rom&ne.    Stndiu  comparatiYU  de  Lasar,  Saiu^nu.    1695.  8^. 
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Ingtüvto  y  Observatorio  de  marina  de  8aa%  Fernando  in  Cadix: 
Anales.    Seocion  2.    Ano  1893.     1894.    fol 

SociiU  Linnienne  de  Normandie  in  Caen: 
Bulletin.    4«  Sär.    Vol.  8,  fasc.  8.  4.    1895.    8». 

Meteorologicdl  Department  of  the  Government  of  India  in  Cälcutta: 

Monthly  Weather  Review  1894  July — December.     1895.    fol. 
Meteorological  Observationa  1894  July — December.     1895.    fol. 
Indian  Meteorological  Memoirs.    Vol.  V,  part  4.  5.  6.   Vol.  VIT,  1.  2. 

1894.    fol. 
InstrnctionB  to  obseryers  of  the  Indian  Meteorological  Department. 

Bj  J.  Eüot.    1894.    8<». 
Rain&U  of  India.    lU^  year  1898.    1894.    fol. 

Änatie  Society  of  Bengäl  in  Cälcutta: 
Bibliotheca  Indica.    New  Ser.    No.  847—849.    1894.    8». 
Jonmal.    No.  88a  840—848.    1894/95.    8^. 
Proceedings.   1894.   No.  X.    1896.  No.  I— III.    1894/95.    8°. 

Geologieal  Survey  of  India  in  GcUctUta: 
RecordB.    Vol.  27,  part  4.    Vol.  28,  part  1.  2.    1894/95.    4«. 

PhUosojphicdl  Society  in  Cambridge: 
Proceedings.    Vol.  VHI,  part  4.    1895.    8». 

Mtiseum  of  comparative  eoology  in  Cambridge,  Mass»: 
Annnal  Report  for  1898—94.     1894.    ^. 
Memoirs.    Vol.  XVII.  No.  8.    1894.    40. 

Bulletin.  Vol.  XXV,  No.  12.   Vol.  XXVI,  No.  1.  2.  Vol.  XXVII,  No.  1. 
1894/95.    VoL  XVI,  No.  15.    1895.    S» 

Ästronomical  Observatory  at  Harvard  College  in  Cambridge,  Mass.: 
49U>  annoal  Report  1898—94.    1894.    BP. 
AnnaU.   Vol.  XXXV.  Waterville  1894.   Vol.  XXXII,  part  1.   1896.   4*. 

AccadenUa  Qioenia  di  scienze  naturali  in  Catania: 
Atti.    Serie  IV,  Vol.  7  und  Ballettino,  faac.  86—88.     1894.    4^ 

Physikalisch'technische  Reiehsanstait  in  Charlottenburg: 

Herstellung  und  üntersuehung  der  Qnecksilber-Normalthermometer  von 
J.  Pemet,  W.  Jäger  u.  E.  Qumlich.    Berlin  1895.    4^ 

Field  Colufnbian  Museum  in  Chicago: 
PubHcations.    Vol.  I,  No.  1.    1894.    8». 

Zeitschrift  „The  Monist*'  in  Chicago: 
The  Monist.    Vol.  V,   No.  2.  8.    1896.    8«. 

Zeitschrift  „The  OpeH  Court*'  in  Chicago: 
The  Open  Court.    No.  882-898.  395—408.     1894/96.    4». 
Historisch-antiquarische  Genellschaft  in  Chur: 
IXIV.  Jahresbericht.    Jahrg.  1894.     1896.    8^. 

Observatory  in  Cincinnati: 
Pablications  of  the  Cincinnati  Observatory.    Nr.  18.     1895.    4^. 
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Chemiker-Zeitung  in  C&then: 
Chemiker-Zeitunfir  1894.    No.  102—104.    1895.    No.  1-47.    fol. 

Naturhistorische  Gesellschaft  in  Colmar: 
MittheilungeD.    N.  F.     Band  2.    Jahrgang  1691-94.     1894.    8^. 
Academta  nacionäl  de  ciencias  in  Cördoha  (Rep.  Ärgentina): 
Boletin.    Tom.  XII,  2.    XIV,  1.    Buenos  Aires.  1891—94.    8». 

Universität  in  Csemountz: 
Verzeichniss  der  Vorlesungen.    Sommer-Sem.  1896.    8^. 

Historischer  Verein  in  Darmstadt: 
Qnartalblätter  1894  in  4  Heften.    8<». 

Verein  für  Hessische  Geschichte  in  Darmstadt: 
Archiv  für  Hessische  Geschichte.    N.  F.    Band  II,  Heft  1.    1895.    89. 

Colorado  Scientific  Society  in  Denver,  Colorado: 

Proceedings.    Vol.  IV,  1891-93.    1894.    8». 

Verein  für  Änhaltische  Geschichte  in  Dessau: 

Mittheiinngen.    Band  VII,  Theil  2.    1896.    8<>. 

Union  giographique  du  Nord  de  la  France  in  DoutU: 

Bulletin.   Tome  XV,  3«  trimeatre.   Tom.  XVI,  4«  triraeatre.    1894.   S9. 

Social  astronomique  Rwtse  in  Dorpat: 

Ephdmeridis  des  ^toiles  pour  1896.    8^. 

Royal  Irish  Academy  in  Dublin: 

Proceedings.     Sor.  III.    Vol.  8,  No.  8.     1894.    8<>. 
Cunningham  Memoirs.     No.  10.     1894.    4". 

Geological  Society  in  Edinburgh: 

Transactions.     Vol.  VI,  part  4.    1892.    8®. 

Royal  Society  in  Edinburgh: 

Proceedings.     Vol.  XX,  page  805—384.    1895.    8». 

Ch/mnasium  zu  Eisenach: 

Jahresbericht  für  1894/95  nebst  Abhandlung  von  G.  KQhn:  ßegesten 
zur  Geschichte  des  Gymnasiums.     1895.    4®. 

K,  Akademie  gemeinnütziger  Wissenschaften  in  Erfurt: 
Jahrbücher.    N.  F.    Heft  21.     1896.    8«. 

Reale  Accademia  dei  Georgoßi  in  Florenz: 

Atti.    Ser.  IV.    Vol.  17,   diap.  3.  4.     Vol.  18,  disp.  1.    1894/95.    8®. 

R.  Deputaziane  di  storia  patria  in  Florenz: 

Documenti  di  storia  italiana.    Documenti  delV  antica  costiiuzione  deir 
comuue  di  Firenze,  pabbl.  da  P.  Santini.     1895.    4^. 

Senckenbergische  naturforschende  Gesellsehaft  in  Frankfurt  a/M.: 
Abhandlungen.    Band  XVIII,  Heft  4.     1895.    40. 
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Naturtoissenschaftlieher  Verein  in  Frankfurt  a/0.: 

Helios.     12.  Jahrg.    No.  7—12.     1894/95.    8°. 

Societatum  Literae,   8.  Jahrg.   1894.     No.  10—12.     9.  Jahrg.   1895. 
No.  1—3.    8». 

Universität  Freiburg  in  der  Schweiz: 
CoUectanea  Friburgenaia.    Fase.  ITI.    1895.    4^. 
Featreden  1894/95.     1895.    8» 

Behörden,  Lehrer  nnd  Stadirende.  S.-S.  1895.  W.-S.  1896/96.  1895.  80. 
Aaiorites  professeors  et  ätudianU.  Sem.  d'hiver  1894/95.  1894.  8^. 
Index  lectionam.    S.-S.  1895.    8<>. 

Oberhessischer  Geschichtsverein  in  Oiessen: 
Mittheilnngen.    N.  F.    Band  V.     1894.    8^. 

K,  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Göttingen: 

GOitingische  gelehrte  Anzeigen.     1895.    No.  1—6.     4^. 
Nachrichten.    Philol.-hist  Classe.    1894.    No.  4.    1895.    Nr.  1.  2.   8« 
,  Mathem.-phyg.  Glasse.    1894.    No.  4.    1895.    No.  1.    8^. 

Nachrichten  u.  geschäftliche  Mittheilungen.     1895.    Heft  1. 
Jnlina  PlQckers  gesammelte  wissenschaftliche  Abhandlungen.    Band  I. 
Leipzig  1895.    8». 

Oberlausitzische  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Görlitz: 

Neues  Lausitzisches  Magazin.    Band  70,  Heft  2.     1894.    8^. 

Ihe  Journal  of  Comparative  Neurology  in  Chranvüle  (ü.  St.  Ä.): 

The  Journal.   Vol.  IV,  p.  193-206  u.  CLIII— CCXTL   Vol.  V,  p.  1-70 
u.  I— XXVi.     1894/%.    8« 

Naturwissenschaftlicher  Verein  für  Neu- Vorpommern  in  Greifswald: 
Mittheilungen.    26.  Jahrg.  1894.    Berlin  1895.    ^, 

Fürsten-  und  Landesschide  zu  Grimma: 

Jahresbericht  1894/96  mit  Abhandlung  von  P.Meyer:  Samuel  Pufen- 
dorf.     1895.    4«. 

K.  Instituut  voor  de  Taal,  Land-  en  Volkenkunde  im  Haag: 

Bijdragen.  V.  Reeks.  Deel  IX.  VI.  Reeks.  Deel  I,  No.  12.   1894/95.  8®. 
Naamlijst  der  leden  op  1.  Januar  1895.    1895.    8^. 

Teyler  Genootschap  in  Haarlem: 
Archives  du  Mus^e  Teyler.    Ser.  IL   Vol.  4,  partie  III.    1894.    4^. 

SocietS  Hollandaise  des  Sciences  in  Haarlem: 

Archives  N^erlandaises  des  sciences  exactes.  Tome  28,  livr.  5.  Tome  29, 
livr.  1.     1895.     8^. 

Kaiserl.  Leopoldinisch-Carolinische  Deutsche  Akademie  der  Natur- 
forscher in  Halle: 

Leopoldina.    Heft  30,  No.  21— 24.    Heft  31,  No.  1— 10.    1894/95.   4^. 

Deutsehe  morgenländisdie  Gesellschaft  in  Halle: 
eitschrift.   Band  48,  Heft  4.    Band  49,  Heft  1.    Leipzig  1894/95.   8^ 

Jahrbuch  der  Elektrochemie  in  Halle: 
abrbnch.     1.  Jahrg.    Halle  1895.    8». 
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ümversüät  in  Haue: 

Das  zweihundertjährige  Jabil&nm  der  UniTersit&t  ELalle- Wittenberg. 

Festbericht  Ton  D.  B.  Beyschlag.    1896.    4®. 
Verzeicbniss  der  Vorlesungen.    Somm.-Sem.  1895.    4^. 

Naturwissenschaftlicher  Verein  für  Sachsen  und  Thüringen  in  Halle: 

Zeitschrift  für  Naturwissenschaften.    Band  67,  Heft  6  n.  6.    Leipzig 
1894/95.    &^. 

Thüringisch-säehsischer  Verein  fiJir  Erforschung  vaterh  Alterthums 

in  Haue: 
Neue  Mittheilungen.    Band  XIX,  1.     1895.    8<^. 

Verein  für  Hamburger  Oesehidite  in  Hamburg: 
Mittheilungen.     16.  Jahrg.  1898/94.    1894.    8«. 

Verein  für  naiurwissensd^afUiche  ünterhallung  in  Hamburg: 
Verhandlungen.    Band  VUI.     1891—98.    1894.    8». 

Naturtoissenschaftiieher  Verein  in  Hamburg: 
Abhandlungen.    Band  XIII.    1895.    4P, 

Historischer  Verein  für  Niedersachsen  in  Hannover: 

Zeitschrift.    Jahrgang  1894.    8<>. 

Atlas  vorgeschichtlicher  Befestigungen  in  Niedersachsen.   Heft  8.  n.  4. 
1890—94.    fol. 

Universität  Heidelberg: 

Erwin  Rohde,  Die  Religion  der  Griechen.    Rede.    1895.    4^. 

Historisch-philosophischer  Verein  in  Heidelberg: 
Neue  Heidelberger  Jahrbücher.    Jahrg.  V,   Heft  i.    1895.    8^^. 

Naturhistorisch^medicinischer  Verein  gu  Heidelberg: 
Verhandlangen.    N.  F.    Band  V,  Heft  8.     1894.    8<^. 

Verein  für  siebenbürgische  Landeskunde  in  Hermannstadt: 
Archiv.    N.  F.    Band  XXV,  Heft  2.    1895.    8«. 

Michigan  Mining  School  in  Houghton: 
Catalogue  of  the  Michigan  Mining  School  1892—94.    8^. 

Ferdinandeum  in  Innsbruck: 
Wappenbuch  der  Städte  und  Märkte  Tirols.    1894.    8. 

Medicinisch-naturwissenschaftliche  OeseUschaft  in  Jena: 
Denkschriften.   Band  IV,     Lieferung  1.  Text  and  Atlas. 

Band  V,       Lieferung  1.  Text  und  Atlas. 
Band  Vllf,  Lieferung  1.  Text  und  Atlas.  1898/94.   fol. 
Jenaische  Zeitschrift  für  Naturwissenschaft.  Band  29,  Heft  2.  1894.  80. 

Universität  Kasan: 

Utschenia  Sapiski.    Band  62,  1—6.     1895.    8^^. 

Medicinische  Doctor-Dissertation  von  P.  Dmitriewsky.     1894.    8^. 

2  Medicinische  Dissertationen  von  Gratshov  und  Sergaiev.    1895.   8^. 

Kaiserliche  Universität  in  Kharkow: 

Sapiski.     1894.    No.  4.     1895.    No.  1.  2.    8^. 

M.  Tikhomandritzky,  Theorie  des  integrales  et  des  fonctions  elliptiqaes. 
1895.    80. 
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Mimsterial-Cominiseion  zur  Untersuchung  der  deutsehen  Meere 

in  Kiel: 

Ergebnisse  der  Beobachtnngs-Stationeii.    1893.   Heft  1—12.    1894/95. 

quer  4**. 
Wissenschaftliche  Meeres -Untersuchnngen.     N.  F.    Band  I,   Heft  1. 

1894.    4». 

Kais.  Universität  in  Kietv: 

Iswesiija.   1894.   Band  34,  No.  11.  12.   Band  35,  No.  1.  2.   1894/95.   8°. 

Spisok  etc.  (Verzeicbniss  des  Personals).    1894.    8^. 
*  ___ 

Naturhistarisehes  Landesmuseum  in  Klagenfurt: 

Jahrbuch.    Heft  23.    1895.    8^. 
Diagramme.     1894.    fol. 

AenÜich-naturwissensehafUicher  Verein  in  Klausenburg: 
ErtesiiO.    3  Hefte.    1894.    8^. 

Archäologische  kroatische  Gesellschaft  in  Knin: 
Glasilo.    Band  1,  No.  1.  2.    1895.    8^. 

K.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Kopenhagen: 

Descripiio  iconibus  illustrata  plantaram  novaram  vel  minu»  cogni- 

taram,  autore  Job.  Lange.     Fase.  I — III.     1864 — 66.    fol. 
Oversigt.     1894.   No.  3.    1895,   No.  1.     1894/95.    8». 
M^moirea.   6«  S^r.  Section  des  sciences.    Tom.  VITI,  No.  10.    1894.  4^ 

Gesellschaft  für  nordische  Alterthumskimde  in  Kopenhagen: 

Aarböger.     II.  Raekke.    Band  9,   Heft  3.  4.     Band  10,    Heft  1    und 

Tülaeg  zu  Band  9.     1894/95.    S9. 
M^moires.    Nout.  S^r.  1693.     1894.    8^. 

Gtneaiogisk  Institut  in  Kopenhagen: 
Danmarks  Kirkeböger.     1895.    8^. 

Akademie  der  Wissenschaften  in  Krakau: 
Anzeiger.     1895.    Januar — Mai.    8^. 
Rozprawy  filolog.     Tom.  20.  21.  29.     Rozprawy  filozof.     Tom.  30. 

1894.    8®. 
Rocznik  1893/94.    8^. 

Monumenta  medii  aevi  hisiorica.    Tom.  14.     1894.    4^. 
Sptawoedania  komisyi  jezykowej.    Tom.  5.     1894.    8^. 
Acta  rectoralia.     Tom.  1,  fasc  3.     1894.    8^. 
Archiwom  komisyi  histor.    Tom.  7.     1894.    8®. 
Biblioteka  pisarzöw  polsk.    Tom.  29.     1894.    8<>. 
Scriptores  rernm  Polonicarum.    Tom.  15.     1894.    8^ 
Nie.  Hosso Viani  carmina.     1894.    8^. 
Atlas  geologiczny  Galicyi.    Heft  III.    (Text  und   Atlas.)    1894.    fol. 

Text  in  8<>. 

Societi  Vaudoise  des  sciences  naturelles  in  Lausanne: 
Bulletin.    3e  S^rie.    Vol.  30,    No.  116.  116.     1894.    8». 

MaatsduLppij  der  Nederlandsche  Letterkunde  in  Leiden: 
Pijdschrift.    Deel  XIV,  1.  2,    1895.    8*». 
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Sternwarte  in  Leiden: 
Veralag  1893/94.    1894.    8«. 

Archiv  der  Mathematik  und  Physik  in  Leipzig: 

Archiv.    II.  Reihe,  Theil  18,  Heft  8.  4.    I894/9>.    8^. 

Astronomische  Gesellschaft  in  Leipzig: 

Viertel  Jahrsschrift.    Jahrganp^  29,  Heft  8.  4.    Jahrgang  80,  Heft  1.  2. 
1894/96.    80. 

K,  sächsische  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Leipzig: 

Berichte  der  math-phys.  Classe.     1894,  II.  III.     1895,  1.    8^ 
Abhandlungen  der  math.-phys.  Classe.  Band  XXI,  No.  8—6.  Band  XXII, 

No.  1.     1895.    40. 
Berichte  der  philoL-hidt.  Classe.     1894.    Heft  2.    80. 
Abhandlongen  der  philol.-hist.  Classe.    Band  XV,  2.    4^ 

Journal  für  praktische  Chemie  in  Leipzig: 

Journal.    N.  F.    Band  51,   Heft  1—11.    1896.    8*. 

Universite  catholique  in  Loewen: 

Annuaire  1895.    8^. 

Th^ses.     No.  654-670.    Facaltä  de  th^ologie.     1894.    8<^. 

Programme  des  cours  de  Tann^e  acad^mique  1894/95.     1894.    8^. 

J.  Muthuon,  Ärkoses  de  Lembecq-Clabecq.    1894.    8°. 

V.  de  Bück,  Mgr.  de  Bam.    Paris  1865.    8®. 

M.  Arendt,  Commentaires  de  Charles  V.    Bruxelles  1859.    8^. 

W.  A.  Arendt,  Leo  der  Grosse.    Mainz  1835.    8^. 

J.  J.  Tboniflsen,  Vie  du  oomte  Ferdinand  de  Meeus.     1868.    8^. 

J.  J.  Tbonissen,  Vie  du  comte  Fäliz  de  Marode.     1861.    8^. 

Jansenius,  ^v^que  dTpres.     1898.    8^. 

J.  B.  Laforöt,  Orph^.    1850.    80. 

Her  Majesty's  Government  in  London: 

The  Voyage  of  H.  M.  S.  Challenger.    A  Sammary  of  the  scientific 
Results.    Part  I  a.  11.     1895.    4<^. 

JB.  Institution  of  Great  Br itain  in  London: 
Proceedings.     Vol.  14,  2.     1895.    8<>. 

The  English  Historicdl  Beciew  in  London: 
Historical  Review.    Vol.  X,   No.  87  u.  38.    1895.    8°. 

Boyäl  Society  in  London: 
Proceedings.    Vol.  57,   No.  840-346.     1895.    8». 
Philosophical  Transactions.    Vol.  185,   part  1.    A.  B.     1896.    4*. 
List  of  Membres.     1894.    4^. 

B,  Astrofwmical  Society  in  London: 
Monthly  Notices.    Vol.  55,   No.  2-7.     1894/95.    8«. 

Chemical  Society  in  London: 
Proceedings.    Session  1894-95.    No.  143—158.    8«. 
Journal.    Supplementary  Number  1894  und  Nr.  886—891.    Jannary— 

June  1895.    80. 
Charter  and  By  Laws.     1895.    8^. 
A  List  of  the  OfBcers  and  Fellows.     1895.    8^. 


Verukhnm  der  eingelaufenen  Druekechriften.  317 

Oeological  Soeieip  in  Lovdan: 

The  quarterly  Journal.    No.  197—200.    1894.    Qf^. 
List    November  1.     1894.    8^. 

Eoyal  Microscopical  Society  in  London: 
Journal.     1894.    Part  6.    ^9, 

Zooiogicäl  Society  in  La  don: 

Proceedings.     1894,   Part  IV.     1896,    Part  I.     1895.    8®. 
Tranaaction«.    Vol.  VITI,  10.     1896.    4^. 

Zeitsekriß  „Nature^  in  London: 
Nature.    Vol.  51,  No.  1809—1883.    1894/95.    4<>. 

Aeeademia  di  aciense  in  Lucca: 
Atti.    Tomo  27.    1895.    ^. 

Universität  in  Land: 
Acta.    Tom.  XXX,  1.  2.     1893/94.    40. 

Institut  Grand  DueoA  (Section  des  sciences  natureUesJ  in  Luxemburg: 
Publications.    Tome  2.  3.     1894.    ^, 

Verein  für  Luxemburger  Cresehichte  in  Luxemburg: 
,0n8  Hemeebt*.   Vereina-Or^an.    Jahrg.  I,   No.  8.     1895.    8^. 

Washbum  Obsermtory  in  Madison: 

Publicationa.    Vol.  VII,  part  2.    1894.    4«. 

Ooüemwient  AjstronMner  in  Madras: 

Madras  Meridian  Circle  Observations.    Vol.  VIII.     1894.    A\ 

Goeemment  Museum  in  Madras: 

Bulletin.    No.  8.     1895.    8^. 

R.  Äcademia  de  ciencias  in  Madrid: 

Anuario.     1895.    8®. 

B,  Äcademia  de  la  historia  in  Madrid: 

Boietin.     Tomo  26,  coad.  1 — 6  und  Indice  general  zu  Tom.  1—25. 
1895.    80. 

B,  Osservatorio  astronomico  di  Brera  in  Mailand: 

OsserYaxioni  meteorologiche  delP  anno  1894.     1894.    4^. 
Pablicaadoni.    Nr.  88.     1893.    fol. 

Societä  Italiana  di  scienze  naturali  in  Mailand: 

Memorie.    Tomo  V.     1895.    4®. 

Societä  Storica  Lombarda  in  Mailand: 

Archivio  Storico  Lombardo.    Ser.  III.   Anno  XXI,  fasc.  4.    Anno  XXII, 
fa9c.  1.     1894/95.    8^. 

lAterary  and  phHosophicai  Society  in  Manchester: 

lemoirs  and  Proceedings.    IV.  Ser.    Vol.  8,   No.  4.    Vol.  9,  No.  1.  2. 
1894/95.    8®. 
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Fürsten-  und  Landessektde  St.  Afra  in  Meissen: 
Jahresbericht  f&r  das  Jahr  1894/96.    4^. 

Verein  für  Geschichte  der  Stadt  Meissen  in  Meissen: 
Mittheilungen.    Band  IIT,  4.     1894.    8». 

Zeitschrift  Bivista  dt  Storia  Äntica  in  Messina: 
Bivista.    Anno  I,  fasc.  1.    1895.    8°. 

Acadhnie  in  Mete: 
Mämoires.    Ann^e  1892/93.    1895.    ^. 

Gesellschaft  für  lothringische  Geschichte  in  Metz: 
Jahrbuch.    VI.  Jahrgang  1894    4^. 

Ohservatorio  meteoroLogico  central  in  Mexico: 
Boletdn  mensnel.     1895.    1 — ^4.    4^. 

Sociedad  cientifica  „Antonio  AUate"  in  Mexico: 
Memoriaa.    Tomo  8,   No.  1—4.    1894.    8^. 

Sociedad  de  historia  natural  in  Mexico: 
La  Nataraleza.    IL  Serie.    Tomo  2,  No.  5—7.     1898/94.    fol. 
Natural  Historg  Society  of  Wisconsin  in  Müwaukee: 
Occasional  Papers.    YoL  IL  No.  2.  8.    1894/95.    8<>. 

Societä  dei  naturälis^i  in  Modena: 
Atti.    Anno  28.    Ser.  Ilf.    Vol.  3,  fasc.  1.     1894.    8^. 

Bureau  d'echanges  ifUemcUionaux  de  publications  de  la  R^jmblique 

de  V  Uruguay  in  Montevideo: 

Loi  du  rayonnement  solaire.     1894.    4^. 

Annnario  estadfstico  de  la  Repüblica  oriental  del  Uruguay.   Ano  1893. 

1895.    40. 
Eatadistica  escolar  ano  de  1898.    1894.    4P, 
RasgOB  biogr&ficos   del   Sefior  Don  Juan  Idiarte  Borda,   Presidente 

de  la  Repüblica  0.  de  Uruguay.     1894.    4^*. 

SocUte  Imperiale  des  Naturalistes  in  Moskau: 
Bulletin.    Ann^e  1894,   No.  3.  4.     1894/95.    SP, 

Lick  Observatory  of  the  üniversity  of  California  in  Mount  Hamilton: 
Publications.    Vol.  III.     1894.     Sacramento.    4^. 

Deutsche  Gesellschaft  für  Anthropologie  in  Berlin  und  München: 
Correspondenzblatt.     1894,   No.  9—12.     1896,    No.  1—5.     1896     40. 

K,  TechniscJ^  Hochschule  in  München: 
Personalstand.    Sommer-Sem.  1895.    8^. 

Metropciitan-Kapitel  München-Freising  in  München: 

Schematismus  der  Geistlichkeit  für  das  Jahr  1895.    8^. 

Amtsblatt  der  ErzdiÖcese  München  und  Freising.   1895,  No.  1—15.  8^. 


Veneiehniss  der  eingelaufenen  Dru^dhriften,  319 

K.  SUuUsministefium  des  Iwnem  für  Kirchen»  und  Sehulamgelegenheiten 

in  München: 

Das  Eisenbahn-Nivellement  der  K.  B.  Staatseisenbahnen.    1B94.    4P. 
Geognoatische  Jahreshefte.    YII.  Jahrg.  1894.     Cassel  1896.    4^. 

HistoriBcher  Verein  von  Oberbayern  in  München: 

Monatsschrift.    4.  Jahrg.  1895,  No.  1—6.    Januar— Juni.    8^. 

Akadeimedier  Verlag  München: 

Hochschnl- Nachrichten.    No.  60-52.    1894/95.    4P. 

Verein  für  Geechiehte  und  Alterthumsktmde  Westfalens  in  Münster: 

Zeitschrift.    Band  62  and  Ergänzungsheft  I,  Lief.  2.     1894.    8^. 

Äccademia  delle  seieme  fistche  e  mcUematice  in  Neapel: 

Rendiconto.     Serie  IL    Vol.  YIII,   fasc.  11.  12.     Serie  III.    Vol.  I, 
iasc  1—4.    1894/95.    gr.  8°. 

Zoologische  Station  in  Neapel: 

Mittheilungen.    Bd.  XI,  Heft  4.    1895.    BP. 

Historischer  Verein  in  Neuburg  a/D.: 

Neuburger  Kollektaneen-Blatt.    57.  Jahrgang  1898.    8^. 

Institute  of  Mining  and  Mechanical  Engineers  in  Newcastle-upon-Tyne: 

Transactions.    Vol.  44,  part  2.  8.     1895.    8^. 

Ihe  American  Journal  of  Science  in  New-Haven: 

The  American  Journal.    No.  289—294.    January— June  1895.    8P. 

Academy  of  Sciences  in  NeuhYork: 

Transactions.    Vol.  XIII.     1894.    8®. 

Annais.     Vol.  VU  (Index).    Vol.  VIU,  No.  5.    1895.    8». 

American  Museum  of  Natural  History  in  New-Tork: 

Bulletin.    VoL  VI.     1894.    S« 

American  Chemical  Society  in  New- York: 

The  Journal.    VoL  17,   No.  1  -  7.    Easton  1895.    8^. 

American  Geographical  Society  in  New- York: 

Bulletin.    Vol.  26,  No.  4,  part  L  IL    Vol.  XXVII,  No.  1.   1894/95.   BP. 

Germanisches  Nationalmuseum  in  Nürnberg: 

Anzeiger.    Jahrg.  1894.    8^. 

Mittheilungen.    Jahrg.  1894.    8P. 

Katalog  der  Holzstöcke  des  XV— XVIIL  Jahrh.    Theil  IL    1894.    8P. 

Neurussische  naturforschende  Gesellschaft  in  Odessa: 
Sapiski.     Tom.  XIX,  1.  2.     1894/95.    S». 

Historischer  Verein  in  Osnabrück: 
snabrücker  Geschichtsquellen.    Band  HL     1895.    8^. 

Verein  für  Geschichte  und  Landeskunde  in  Osnabrück; 
ittheilongen.    Band  19,  1894  u.  Register  zu  Band  1—16.    8^. 
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Societä'VeneUhTrenHna  di  seienze  naturcdi  in  Podova: 
Bullettino.    Tom.  VI,  No.  1.     1895.    8«. 

Circolo  matematico  in  Palermo: 
Rendiconti.    Tom.  IX,  fasc.  1.  2.    1896.    8^ 

Academie  de  mideeine  in  Paris: 
Bulletin.     1894,   No.  62.     1896,    No.  1-26.    8». 

Äcadimie  des  seiences  in  Pafis: 

Comptes  renduB.     Tome  119,    No.  26.  27.     Tome  120,    No.  1-25. 
1894/96.    40 

Moniteur  scientifique  in  Paris: 

Moniteur.    Livr.  637—642.    Janvier—Jain  1896.    4<>. 

Museum  d'histoire  natureUe  in  Paris: 

Bulletin.    Annde  1895,  No.  2.  8.    B9. 

Socitli  geographique  in  Paris: 

Bulletin.     7«  S^r.,  Tome  16,  Tome  16.     1894,   3*  et  4«  trim.     1895, 

1«  trim.    8». 
Comptes  rendus.     1894.  No.  18.  19.    1896,  No.  1—8.    8^ 

Sociit6  mathhnatique  de  France  in  Paris: 
Bulletin.    Tome  22,   No.  9.  10.     Tome  23,   No.  1  -8.     1894/96.    8«. 

SociiU  eoölogique  de  IfVanee  in  Paris: 

Bulletin.     Tome  19.     1894.    8<^. 

Mömoires.    Tome  VII,  part  1—4.     1894.    8®. 

Zeitschrift  „UiJlectricien"  in  Paris: 

L'jßlectricien.    Tom.  VIII,  No.  209.    1894.    4«. 

ÄcadSmie  Imperiale  des  seiences  in  St.  Petersburg: 

Bulletin.    5«  Särie.    Vol.  I,  No.  4.    Vol.  II,  No.  1-4.    1894/95.    4«. 
Alex.  Veselovsky,  Boccaccio.    Tom.  II.    1894.    8^. 
Mömoires.    Tom.  42.   No.  12.     1894.    4». 
Bviavzivä  xeovixd.    Tom.  I,  Nr.  2—4.     1894.    4**. 

Botanischer  Garten  in  St,  Petersburg: 
Acta  horti  Petropolitani.    Tom.  XIII,  2.     1894.    8\ 

Kais,  russ.  mineralogische  Gesellschaft  in  8t,  Petersburg: 
Verhandlungen.    II.  Serie.    Band  XXXI.     1894.    8^. 

PhysikcU, -chemische  Gesellschaß  an  der  kais,  Universität  St.  Petersburg: 
Schurnal.   Tom.  XXVI,  No.  8.  9.  Tom.  XXVII,  No.  1  -  8.  1894/95.  8«. 

Physikalisches  Central-Observatorium  in  St,  Petersburg: 

Annalen.    Jahrg.  1893,   Theil  I.  II.     1894.    4^ 
Repertorium  für  Meteorologie.      Supplem.-Band  VI   u.    Band  XVII. 
1894.    40. 
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KiMeHithe  Universität  in  8t,  Petersburg: 

Gotitscbnyact  (Jabresact),  8.  Februar  1896.    8^. 

P.  M.  Melionintln,  Kurze  Grammatik  der  Koeak-Kirgisiscben  Sprache. 

Tbeil  L    (In  mss.  Spracbe.)    1894.    ifi. 
Jos.   Kurono,    RussiBch - japaniscbe   Gesprftcbe.     (In  rura.    Spracbe.) 

1894.  4*. 

BesÜmmnngen    ffir   die   Benützung   der   K.  üniTerntfttB-Bibliotbek. 
(In  ruM.  Spracbe.)    1894.    ^, 

Äcademy  of  ncUurai  Sciences  in  Philadelphia: 

ProceedingB.    1694,  part  IL  III.    8^. 

Journal.    Seeond  Series.    Vol.  X,  part  2.    1894.    fol. 

American  pharmaceuUcal  Association  in  Philadelphia: 

Proceedingfs.    XLII.  annual  Meeting  at  AsbeTÜle.   Sept.  1894.   Balti- 
more 1894.    8^. 

Qeographical  GM)  in  Phüadelphia: 

Bulletin.     Vol.  I,  No.  3-5.     1894/95.    8^ 

Historiccd  Society  of  Pennsyivania  in  Phüaddphia: 

Tbe  Pennsylyania  Magazine  of  History.  Yol.  18,  No.  2-4.   1894/95.   8^. 

American  philosophicäl  Society  in  Philadelphia: 

Proceedinga.    Vol.  82,  No.  143.    Vol.  33,  No.  146.    1893/94.    SP. 

Soeietä  Tosccma  di  scieme  naturali  in  Pisa: 

Atti.     Processi  verbali.    Vol.  IX,  pag,  133—241.     J894/95.    4«. 

K.  (Gymnasium  in  Platten: 

Jabretbericbt  für  1894/95  mit  Abhandlung :  Lucianstudien  von  Job. 
Rentsch.     1895.     40. 

Historische  Gesellschaft  in  Posen: 

Zeitflcbrifl.    7.  Jabrg.,  Heft  1.  2.     1894.    8*. 

Central-Bwreau  des  meteorologisehen  Instituts  in  Potsdam: 

Verhandlungen  der  1894  in  Innsbruck  abgehaltenen  Conferenz  der 
Permanenten  Commission  der  Internationalen  Erdmeasung.  Berlin 

1895.  4». 

JET.  geodätisches  Institut  in  Potsdam: 

Aitronomisch-geodätiscbe  Arbeiten  I.  Ordnung.  Telegrapbiscbe  Längen- 
beatimmungen  in  den  Jahren  1890—98.    1895.    4^. 

Astrophysikalisches  Observatorium  in  Potsdam: 

Publikationen.    Band  VII,  2  und  X.    1895.    4». 

Kaiser  Frane-Josef  Akademie  in  Prag: 

Boapravy.     THda  L   Ro6nik  3,    «slo  3.   4.     TKda  III.    Rocnik  3, 

tiBlo  3.     1894.    gr.  4^. 
V^stnfk.    Ro6nfk  8,  »slo  7—9.    1894.    gr.  8^ 
Almanacb.    Ro5nfk  5.    1895.    8<>. 
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Gesellschaft  zur  Förderung  deutscher  Wissensdutft,  Kunst  und 

Literatur  in  Böhmen  in  Prag: 

RechenscbafUberioht  yom  15.  Dezember  1894  und  Mittbeilung  No.  III 
u.  IV.     1896.    8^ 

Eugen  Holzner,  Studien  zu  Euripides.    Wien  1895.    8^. 

Bibliothek  deutscher  Schriftsteller  aus  Böhmen.  Band  IL  Nik.  Her- 
mann.   Wien  1895.    8^. 

K.  Böhmische  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Prag. 

Jahresbericht  für  das  Jahr  1894.     1895.    8^. 
Sitzungsberichte  1894.    a)  Classe  fflr  Philosophie. 

b)  Mathem.-natnrw.  Classe.    1895.    8^. 

Lese'  und  RedehaUe  der  deutsel^en  Studenten  in  Prag: 
Bericht  über  das  Jahr  1894.    1895.    8^. 

K.  Böhmisches  Museum  in  Prag: 
Öasopis.    Jahrg.  1894.    4  Hefte.    1894.    ^9. 

K.  K.  Sternwarte  in  Prag: 

Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  im  Jahre  1894. 
55.  Jahrg.     1895.    40. 

Deutsche  Carl-Ferdinands -Universität  in  Prag: 

Die  feierliche  Installation  des  Kectors  für  das  Jahr  1894/95.   1894.  ^. 
Ordnung  der  Yorlesuugen.    Sommer-Sem.  1895.    8^. 

Verein  für  Geschichte  der  Deutschen  in  Böhmen  in  Prag: 
Mittheilungen.    38.  Jahrg.,  No.  1—4.     1894.    8«. 

Naturforscher 'Verein  in  Riga: 

Correspondenzblatt.    Nr.  87.     1894.    8^. 

Festschrift  aus  Anlass  seines  50j&hrigen  Bestehens.     1895.    8^. 

Observatorio  in  Bio  de  Janeiro: 
Annuario  1894.     1893.    8^. 

„Limburg"  Provinciaai  Genootschap  voor  geschiedkundige  Weten- 

schappen  in  Boermond: 

Limburg*s  Jaarbocck  I.     1894.    8^. 

B,  Äccademia  dei  Lincei  in  Born: 

Annuario  1895.    8^. 

Atti.    Serie  V.     Classe  di  scienze  morali.     Vol.  II,  parte  2.     Notisie 

degli  scavi,  Sett.— Die.  e  Indice  1894.   Vol.  III,  p.  2.   Gennaio  — 

Marzo  1895.     4^. 
Rendiconti.   Classe  di  scienze  morali.    Serie  V.   Vol.  III,  fasc.  10—12. 

Vol.  IV,  fasc.  1—8.     1894/95.    8*». 
Atti.  Ser.  V.  Classe  di  scienze  fisiche.  Rendiconti.  Vol.  III.  Semestre  2, 

fasc.  9—12.     Vol.  IV.    Semestre  1,  fasc.  1—11.     1894/95.     4». 

Äccademia  Pontifieia  de^  Nuovi  Lincei  in  Bom: 
Atti.    Anuo  45,  sess.  7.    Anno  47,  sess.  4.     1894.    4^. 
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B.  Comitato  geologieo  d'Itälia  in  Rom: 
fiolletüno.    Anno  1894,  No.  4.    1895,  No.  1.    8^. 

Kaie,  deutsches  archäologisches  Institut  (röm.  Äbth.)  in  Rom: 
Hittheilungen.     Band  IX,  No.  4.     gr.  8^ 

Ministero  di  agricultura^  industria  e  cotnmercio  in  Rom: 
Siatistica  delle  Biblioteche.    2  yol).    1893/94.    4». 

Office  centrale  meteordogico  in  Rom: 
Annali.    Vol.  XII,  parte  2.   1890.     1895.    i^. 

Societä  Romana  di  storia  patria  in  Rom: 
Archivio.    Vol.  XVII,  fasc.  3.  4.    1894.    8^. 

Accademia  degli  Agiaii  in  Rovereto: 
Alti.    Anno  XII.     1894.    Serie  III.    Vol.  I,  fasc.  1.    1895.    8^. 

American  Association  for  the  avancethent  of  sciences  in  Salem; 

Proceedings,  held  at  Madison,  Wisconsin.    August  1898.     1894.    8^. 

Naturtcissenschaftliche  Qesellschaft  in  St.  Odilen: 

Beriebt  1892/93.    1894.    8^. 

Joachim  Vatian  yon  Emil  Arbenz.    1895.    4^. 

California  Academy  of  Sciences  in  San  Francisco: 
Proceedings.    IL^  Series.    Vol.  IV,  pari;  1.    1894.    8^. 

Ohsercatorio  astrondmico  metearolögico  in  San  Salvator: 
Annoario  1895.    fol. 

K,  K.  archäologisches  Museum  in  Spalato: 
Bullettino.    Anno  18,  No.  1—5.    1895.    Gf^. 

Museum  in  Stavangen: 
Aaraberetning  for  1893.     1894.    8^. 

Qesellschaft  für  Pommer'sche  Geschichte  in  Stettin: 

Die  Bau-  und  Eunstdenkm&ler  des  Reg.-Bezirks  Köslin.     Band  II, 

Heft  1.     1894.    gr.  B9. 
Baltische  Studien.    Jahrg.  24.    1894.    8^. 

K.  Vitterhets,  Historie  och  Antiquitets- Akademie  in  Stockholm: 

HandUngar.    Del  31.  32.    1893.    B9. 

Antiquarisk  Tidskrift.    XIII,  1.    XIV,  3.    XV,  2.    1894/95.    8^. 

Schwedens  öffentliche  Bibliotheken  in  Stockholm: 
Accessions-Katalog.    IX,  1894.    1895.    8<>. 

Oesellsdiaft  zur  Förderung  der  WissensdMften  in  Strassburg: 
Monatabericht  Band  28,  fasc.  8—10, 1894.  Band  29,  Heft  1—5,  1895.  8^. 

SocUti  des  sciences  in  Strassburg: 
Bulletin  mensuel.    Tome  28,  No.  7.     1894.    8^. 

K,  statistisdies  Landesamt  in  Stuttgart: 

Württembergische  Jahrbücher  für  Statistik  u.  Landeskunde.  Jahrg.  1894, 
Heft  1-3.     1895.    4«. 
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K.  öffentliche  Bibliothek  in  Stuttgart: 

Wii-tembergisches  Urkundenbucb.     Band  VI.     1894.    4®. 
Hermann  Fischer,  Geographie  der  schwäbischen  Mundart,  Text  und 
Atlas.     Tübingen  1895.     fol. 

Württembergische  Kommission  für  Landesgesehichte  in  Stuttgart: 

Württembergische   Yierteljahreshefce    für   Landesgeschichte.     N.   F. 
Jahrg.  III,  1894,    Heft  1—4.     1894/96.    8» 

Department  of  Mines  and  Agricuiture  in  Sydney: 

Palaeontologj.    No.  8,  part  III.    1896.    ^^. 

Records   of  the  Geological   Suryey   of  New -South -Wales.     Vol.  IV, 
part  3.     1896.    4P, 

Observatorio  astronömico  nacional  in  Taciibaya: 
Boletin.    Tom.  I,  No.  20.  21.    Mexico  1895.    4P. 

Physikalisches  Observatorium  in  Tiflis: 
Beobachtungen.    Jahrgang  1892.     1894.    fol. 

Deutsche  Gesellschaft  für  Natur-  und  Völkerkunde  Ostasiens  in  Tokio: 
Mittheilungen.    65.  Heft.     1895.    fol. 

Imperial  üniversity  in  Tokio: 
Calendar  1898/94.    &>. 
The  Journal  of  the  College  of  Science.    Vol.  VII,  2—4.    1894/96.   40. 

Medicinische  Facultät  der  Universität  Tokio: 
Mittheilungen.     Band  II,  No.  2.    Bd.  HI,  No.  1.     1894.    4^. 

Museo  civico  di  storia  naturale  in  Triest: 
Atti.    Vol.  IX.     1895.    80. 

R,  Accademia  delle  scienze  in  Turin: 

Atti.    Vol.  XXX,  disp.  1—11.     1894/96.    8^ 
Oaserrazioni  meteorologiche  deir  anno  1894.    1895.    8^. 

llumanistika  Vetenkaposamfund  in  Upsala: 
Skrifler.    Band  II.     1892—94.    8«. 

Universität  Upsala: 

Bulletin  mensoel  de  Tobservatoire  m^täorologique.  Vol.  26,  Ann^  1894. 
1894/96.    fol. 

Historisch  Qtnootschap  in  Utrecht: 

Bijdragen  en  Mededeelingen.    XV.  Deel.    s^GraTenhage  1894.    &>, 
Werken.    Ser.  lU,  Deel  5.    s'Gravonhage  1894.    8^. 

Provindäl  Utrechtsch  Genootschap  in  Utrecht: 

Aanteekeningen  1894.    8^. 
Verslag.     1894.    8«. 

Ateneo  Veneto  in  Venedig: 

L*Ateneo  Veneto.    Ser.  XVI,  Vol.  1.  2.   XVII,  Vol.  1.  2.    1802/98.   8«. 
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Istituto  Veneto  di  seienze,  lettere  e  arti  in  Venedig: 

Atti.     Tom.  60,  disp.  4—10,  u.  2  Appendices.     Tom.  61,   Nr,  1—10. 

Tom.  62,  No.  1—8.     1891—94.    80. 
Temi  di  premio  dal  19,  Maggio  1896.    &>. 

Bureau  of  Education  in  Washington : 

Aminal  Report  of  the  Commissioner  of  Eklucation  for  1891/92.   2  Voll. 
1894.    8». 

Bureau  of  American  Ethnology  in  Washington: 

IL  Anniial  Report   for    1889/90.     XII.  Annual  Report  for  1890/91. 

1894.    40. 
Contributions  to  North   American  Ethnology.     Vol.   IX.     1893.     4^. 
An  ancient  Quarry  in  Indian  Territory,  by  W.  H.  Holmes.    1894.   8^. 
List  of  the  Publications  of  tbe  Bureau  of  Ethnology.     1894.    8^^. 

N,  S,  Departement  of  Agriculture  in  Washington: 

North  American  Faona.    No.  8.     1896.    8^. 

Smithsonian  Institution  in  Washington: 

Smithsonian  Report.  U.  S.  National-Moseum  1891.  1892.    1892/98.   8^. 
Annual  Report.    July  1898.     1894.    8^. 

Smithsonian  Miscellaneous  Collections.    No.  854.  969.  970.    1894.   8^. 
Diary  of  a  Joumey  tbrough  Mongolia   and  Tibet  in  1891   and  1892 
by  William  Woodville  Rockhill.     1894.    8». 

U.  S,  Naval  Observatory  in  Wetshington: 

Obserrations  made  during  the  year  1889.     1893.    4^. 
Tbe  Elements  of  the  four  inner  planets  and  the  fundamental  constants 
of  Astronomy  by  Simon  Newcomb.     1896.    8^. 

ü,  8.  Coast  and  Oeodetic  Survey  in  Washington: 

Annual  Report  for  1892.     Part  II.     1894.    8^. 
Bulletin.     No.  31-83.     1894/96.    8^ 

United  States  Geological  Survey  in  Washington: 

Xn.  annual  Report  in  2  parts.    XIII.  in  3  parte.     1891/92.    4<>. 
Monograpbs.     No.  XIX.  XXI.  XXIL     1893.     4». 
Mineral  Resources.     1892.  1893.     1894.    8<*. 
Bulletin.    No.  97—117.     1893/94.    8«. 

Harzverein  für  Geschichte  in  Wernigerode: 
Zeitschrift.    Jahrg.  28,  Hefb  1.     1896.    8^. 

Kaiserliche  Äkcidemie  der  Wissenschaften  in  Wien: 

Sitzungsberichte.    Philos.-hist.  Glasse.     Band  180.     1894.    8<>. 

Mathem.-naturwissensch.  Classe.     1893/94.    8^. 

Abth.  L     1893.    No.  8-10.     1894,    No.  1—3. 

„    IL    1893,   No.  8-10.     1894,   No.  1-6. 

,     IIb.  1893,   No.  8—10.     1894,    No.  1—8. 

,   III.     1898,   No.  8—10.     1894,   No.  1—4. 

Denkschriften.    Philos.-hist.  Classe.    Band  43. 

Matbem.-naturw.  Classe.     Band  60.     1894.    4^. 
Archiv  fQr  österreichische  Geschichte.  Band  80, 2.  Band  81, 1.  1894.  8^. 
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Sitzungsberichte 

der 

kOnigL  bayer.  Akademie  der  WiggeoBchafteD. 


Mathematisch-physikalische  Classe. 

Sitsang  vom  2.  November  1895. 

1.  Herr  L.  Radlkofer  legt  eine  Monographie  der  Sapin- 
daceen  -  Gattung  Paollinia  vor.  Dieselbe  ist  für  die  Denk- 
schriften bestimmt. 

2.  Herr  E.  GoRBEL  macht  eine  Mittheilang:  , lieber 
die  Abhängigkeit  der  Blattformen  von  Gampanula 
rotundifolia  von  der  Lichtintensität.' 

3.  Herr  Alf.  Pbinqsbeim  spricht:  «lieber  Potenz- 
reihen auf  dem  Convergenzkreise  und  Fonrier*sche 
Reihen.* 


18M.  tUttk-pliyB.  Gl.  &  22 
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Heber  die  Abhängigkeit  der  Blattform  von  Cam- 
pannla  rotundifolia  von  der  Lichtintensität. 

VoD  K,  Ooebel. 

In  meinen  «Pflanzenbiologiechen  Schilderungen''  (IL  Thei), 
3. 294,  1893)  habe  ich  darauf  hingewiesen,  dass  die  bekannte 
Heierophyllie  yon  Sagittaria  sagittifolia  insofeme  von  der 
Lichtintensitat  beeinflnast  werde,  als  bei  sehwachem  Lichte 
Bur  die  bandförmigen  Blatter  auftreten,  während  zur  Bildung 
der  pfeilförmigen,  über  den  Wasserspiegel  sich  erhebenden, 
höhere  Lichtintensitat  erforderlich  ist.  Weitere  Versuche 
(mitgetheilt  in  Science  progress,  Vol.  I,  Nr.  2,  und  Flora, 
80.  Bd.  (1895)  p.  96  fiF.  bestätigten  diese  Auffassung. 

In  der  letztgenannten  Zeitschrift  habe  ich  auch  die 
später  erfolgten  Veröffentlichungen  von  Elebs  und  Vöchting 
und  den  Einfluss  der  Lichtintensitat  auf  die  Organbildung 
einiger  Kakteen  besprochen.  Aus  den  dort  gleichfalls  er- 
ii^hnten  Untersuchungen,  die  einer  meiner  Schüler  in 
meinem  Laboratorium  ausführte,  ergab  sich  ferner,  dass 
aach  bei  dem  Eeimungsprocesse  einiger  Lebermoose  die  Ge- 
staltung der  Keimpflanze  durch  die  Lichtintensitat  bedingt 
ist.  Bei  Preissia  commutata  z.  B.  entsteht  bei  schwacher 
Beleuchtung  nur  ein  fadenförmiger  Eeimschlauch,  der  bei 
rker  Lichtintensitöt  sich  zur  Zellflache  verbreitert;  diese 
nn  bei  schwacher  Lichtintensität  wieder  veranlasst  werden, 

Keimscblauch  weiter  zu  wachsen. 

22* 
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Da  die  Untersuchung  der  Abhängigkeit  der  Organbil- 
dung von  äusseren  Faktoren  von  grosser  Bedeutung  für  ein 
kausales  Yerständniss  der  so  verwickelten  vegetabilischen  6e- 
staltungsprocesse  ist,  so  habe  ich  bei  den  höheren  Pflanzen 
nach  weiteren  Fällen  gesucht,  in  denen  eine  solche  Ab- 
hängigkeit sich  nachweisen  lässt. 

Viele  Phanerogamen  zeigen  die  Erscheinung  der  Hetero- 
phjUie,  d.  h.  sie  bringen  im  Verlaufe  ihrer  Entwickelung 
verschieden  gestaltete  Blätter  hervor.  Dass  diese  Hetero- 
phyllic  nicht  eine  erblich  fixirte,  sondern  eine  durch  innere 
oder  äussere  Einflüsse  bedingte  ist,  konnte  ich,  auch  abge- 
sehen von  dem  oben  angeführten  Falle  von  Sagittaria,  früher 
in  einigen  anderen  Beispielen  nachweisen. 

Die  Keimpflanze  von  Vicia  Faba  z.  B.  bringt  zunächst 
sehr  einfach  gestaltete,  sogenannte  Primärblätter  hervor, 
schuppenartige  Gebilde,  die  sich  von  den  später  auftretenden 
Laubblättern  beträchtlich  unterscheiden.  Es  zeigte  sich,  dass 
dieselben  Hemmungsbildungen  von  Laubblättem  sind,  welche 
zu  Stande  kommen  durch  Correlationserscheinungen.^)  Man 
kann  demgemäss  die  Bildung  dieser  schuppenformigen  Pri- 
märblätter unterdrücken  und  die  Pflanze  notbigen,  statt  ihrer 
Laubblätter,  oder  Zwischenbilduugen  zwischen  diesen  und  den 
Primärblättern  hervorzubringen. 

Ein  anderes  Beispiel  liefert  eine  neuseeländische  Veronica- 
Art  (V.  cupressoides).  Dieselbe  gleicht,  wie  der  Artaamen 
besagt,  durch  ihre  schuppenformigen,  der  Sprossoberfiäche 
anliegenden  Blätter  einer  Gupressinee.  Die  VerriageruDg  der 
Blattgrosse  ist  hier  eine  Anpassung  an  trockenes  Klima.  Die 
Keimpflanzen  dagegen  besitzen  zunächst  flache,  abstehende, 
denen  anderer  Veronica-Arten  gleichende  Blätter.  Es  gelang, 
die  Pflanzen  durch  Kultur  in  feuchtem  Räume  zur  Aenderung 
ihrer  Blattform  zu  bringen  (Pfl.-biol.  Schilderungen  I,  S.  20)<, 


1)  Vgl.  üeber  die  Jagendzustftnde  der  Pflanzen,  Flora  1889. 
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Qberbaupt  begünstigt  jeder  äussere  Faktor,  welcher  von  den 
normalen  Lebensbedingungen  der  Pflanze  abweicht,  die  Rück- 
kehr zur  Jugendblattform.  Eine  solche  Rückkehr,  also  einen 
Rüclrachlag  zu  erzielen,  gelang  auch  bei  Heteranthera  reni- 
formis.  Es  ist  dies  eine  monokotyle  Sumpfpflanze,  welche 
mit  langgestielten,  nierenförmigen  Blattern  versehen  ist.  Die 
Keimpflanzen  aber  bringen,  wie  die  von  Sagittaria,  zunächst 
ungegliederte,  bandförmige  Blätter  hervor. 

Keimpflanzen,  welche  schon  nierenförmige  Blätter  her- 
vorgebracht hatten,  wurden  in  Sand  bei  schwacher  Beleuch- 
tung knltivirt.  Bei  einigen  derselben,  die  schwach  wuchsen, 
gelang  es^  sie  zur  Rückkehr  zur  Bildung  der  bandförmigen 
Primärblätter  zu  nöthigen.  Dies  kommt  in  der  Natur,  so- 
weit bis  jetzt  Beobachtungen  vorliegen,  nie  vor.  Wohl  aber 
habe  ich  bei  einer  anderen  Pontederiacee,  bei  Eichhornia 
azurea ,  einen  derartigen ,  an  Seitensprossen  auftretenden 
Rückschlag  früher  constatiren  können  (Schilderungen  II, 
S.  288).  Ob  die  verminderte  Lichtintensität  bei  Heteran- 
thera reniformis  die  Ursache  des  Rückschlags  war,  muss  ich 
dahingestellt  sein  lassen,  da  das  Material  ein  zu  dürftiges 
war,  und  wie  oben  erwähnt,  alle  die  Vegetation  ungünstig 
beeinflussenden  Faktoren  das  Auftreten  von  Rückschlags- 
bildungen begünstigen. 

Ganz  klar  und  unzweidetttig  aber  waren  die  Ergebnisse 
bei  einer  dikotylen  Pflanze,  der  Gampanula  rotundifolia. 

Fassen   wir  einen   blühenden   Spross   derselben   in  das 

Auge,   so  zeigt   derselbe  die  Erscheinung  der  Heterophjllie 

darin,   dass  er   beginnt   mit   der  Bildung  gestielter  Blätter 

mit  rundlicher  Blattspreite,  die  vom  Stiele  deutlich  abgesetzt 

ist.     Diese  Blätter  stehen   an   der  Basis,   sie   gehen   oft  so 

itig   zu  Grunde,   dass  sie  zur  Zeit   der  Blüthenentfaltung 

icht   mehr  nachweisbar  sind.     Nach  oben   hin  folgen  auf 

ese   Blätter   solche    von    ganz    anderer    Gestalt,    sie   sind 

nzettlich,    ohne   Differenz   von   Stiel   und   Spreite.     Meist 
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fanden   sich   zwischen   beiden  Blatiformen   ganz  allmähliche 
Uebergänge. 

Es  zeigte  sich  nun,  dass  das  Auftreten  dieser  yerschieden 
geformten  Blätter  nicht  in  der  Natur  der  Pflanze  unab- 
änderlich begründet,  sondern  Yon  äusseren  Bedingungen, 
speciell  von  der  Lichtintensität  abhängig  ist.  Dies  wurde 
nachgewiesen  durch  Kulturen,  die  in  yerschiedener  Ent- 
fernung Yon  einem  Südfenster  aufgestellt  waren,  so  dass  sie 
alle  yerschieden  starke  Beleuchtung  empfingen.  Es  wurden 
zu  den  Kulturen  in  abgeschwächtem  Lichte  Pflanzen  ver- 
schiedener Entwickelung  gewählt.  Dabei  zeigte  sich  Fol- 
gendes : 

1.  Sprosse,  die  nur  die  Rundblätter  gebildet  hatten, 
fuhren  während  der  ganzen  Versuchsdauer  fort,  solche  zu 
bilden,  sie  gelangten  also  nicht  zur  Bildung  der  Langblätter, 
sondern  wurden,  ebenso  wie  dies  früher  bei  Sagittaria  ver- 
anlasst werden  konnte,  auf  dem  Stadium  der  Jugendblatt- 
form (dem  der  Primärblätter)  zurückgehalten.  Wurden  der- 
artige Pflanzen  direkt  an  das  Fenster  gestellt,  so  entwickelten 
sie  nach  einem  Monat  Langblätter  von  ganz  anderer  Form 
und  Blüthen. 

2.  Haben  die  bei  gemindertem  Lichtzutritt  kultivirten 
Pflanzen  an  ihrem  Ende  schon  eine  Blüthenknospe  angelegt, 
so  ist  damit  das  Wachsthum  der  betreffenden  Sprosse  natür- 
lich abgeschlossen.  Aber  als  Seitensprosse  entwickeln  sich 
dann  vielfach  Triebe,  welche  Rundblätter  tragen. 

3.  Sprosse,  welche  zwar  schon  Langblätter,  aber  keine 
Blüthen  knospen  angelegt  haben,  können  bei  geminderter 
Lichtintensität  veranlasst  werden,  an  der  Spitze  wieder  Rund- 
blätter zu  bilden.  Damit  ist  die  normale  Blattfolge  durch 
die  Kulturbedingungen  vollständig  umgekehrt. 

Die  Abhängigkeit  des  Auftretens  der  beiden,  so  sehr 
verschiedenen  Blattformen  von  der  Lichtintensität  ist  damit 
hinreichend  bewiesen :  die  Rundblätter  treten  bei  schwacher, 
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die  Langblätter  bei  stärkerer  Beleuchtnog  auf.  Erstere  sind 
aach  für  Standorte  yon  geminderter  Lichtintensitat,  wie  sie 
die  Keimpflanze  z.  B.  an  einem  von  andern  Pflanzen  be- 
schatteten Standort  vorfindet ,  besonders  geeignet,  denn  sie 
besitzen  in  ihrem,  seine  Wachsthumsfahigkeit  lange  beibe- 
haltenden Blattstiele  ein  Organ,  das  geeignet  ist,  die  Blatt- 
spreite in  die  günstige  Lichtlage  za  bringen.  Bei  den  ohne- 
hin dnrch  die  Verlängerang  der  Sprossreste  über  die  Um- 
gebung emporgehobenen  Langblättem  ist  eine  solche  Ein- 
richtung überflüssig,  während  die  Schmalheit  der  Blatt- 
spenite  sie  gegen  schädigende  Einflüsse  yon  Wind,  Regen  etc. 
widerstandsföhiger  macht. 

Die  Frage,  ob  die  Bildung  der  Rundblätter  bei  einer 
Keimpflanze  unterdrückt  werden  könne  (wobei  dieselbe  also 
sofort  Langblätter  heryorbringen  würde),  wenn  die  Keim- 
pflanze yon  Anfang  an  starker  Beleuchtung  ausgesetzt  wird, 
wurde  in  verneinendem  Sinne  entschieden.  Trotz  Anwendung 
einer  sehr  starken  Lichtquelle  (zweier  Bogenlampen  zu  je 
2000  Normalkerzen  Lichtstärke)  bildeten  die  Keimpflanzen 
zunächst  auch  Rundblätter.  Dabei  ist  hervorzuheben,  dass 
es  sich  nicht  etwa  nur  um  Entfaltung  von  im  Samen  schon 
vorhandenen  Anlagen  von  Rundblättem  handelte.  Dieselben 
wurden  vielmehr,  wie  die  entwicklungsgeschichtliche  Unter- 
suchung lehrte,  thatsächlich  bei  der  Keimung  neu  gebildet. 
Dieses  erste  Auftxeten  ist  also  erblich  fixirt. 

Ueber  die  Portsetzung  dieser  Untersuchungen  hoffe  ich 
später  berichten  zu  können. 
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üeber  Potenzreihen  auf  dem  Convergenzkreise 

nnd  Fourier'sche  Reihen. 

Von  Alflred  PriiigBlieim. 

§  1. 

Es  sei  ^  Ay  x^  eine  Potenzreihe  mit  dem  Convergenz- 
radius  |  x  {  =  1.     Setzt  man  alsdann  zunächst  für  |a;|<  1: 

(1)  t-A.x''  =  f(xl 

0 

so  mag  f(x)  für  die  Stellen  x==:e^*  des  Gonvergenzkreises 
im   allgemeinen   durch   unmittelbare  analytische  Fortsetzung 

und  för  etwaige  singulare  Stellen  e*'*  als  lim  /"(c^O  definirt 

sein,  bezw.  da,  wo  dieser  Grenzwerth  nicht  existirt,  als  un- 
definirt  gelten. 

Convergirt  nun  die  Reihe  ^Ä^x^  für  ic  =  c**'  noch 
durchweg  oder  wenigstens  im  allgemeinen  (das  soll  hier 
und  im  folgenden  stets  bedeuten :  mit  eventuellem  Ausschluss 
einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen),  so  ist  für  alle  Gon- 
vergenzstellen  nach  einem  bekannten  AbeTschen  Satze: 

2)  f(e^  =  S^^c»^' 

0 


=ss  zj^  Av  (cos  r  #  +  ♦  •  si^  **  ^)- 
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Andererseits  ist  /"(c*»)  in  Folge  der  gemachten  Voraus- 
setzungen mit  Ausschluss  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen 
^'  eine  nicht  nur  stetige,  sondern  unbeschränkt  differenzir- 
bare  Function  der  reellen  Veränderliehen  d.  Unter  Hin- 
zufügung der  weiteren  Annahme,  dass  jene  singulären 

Stellen  ^'    die   Integrabilität   von   f(e^*)  nicht    alteriren 

sollen,  muss  sich  daher  /'(e^O  in  eine  Fourier'sche  Reihe 
entwickeln  lassen : 

(3)  f(e^  =  ~yf(e^)di. 

H —  ij*'  { jf(^^  cosvk'dX'  cos  V 1?  +X/'(e^O  sin  v  A  •  d  A  •  sin  v^) 

Alsdann  folgt  aber  aus  einem  bekannten  Satze,  dass  die 
Coefficienten  dieser  Entwickelung  keine  anderen  sein  können, 
als  die   oben   mit  A^  bezeichneten.     Mit  anderen  Worten: 

Allemal     wenn    die    Poienareihe    ^ÄyX^  =  f{x)  för 

X  =^  e^*  im  allgemeinen  convergirt  und  f(e^)  als  tn- 
tegrable  Function    von  '&  definirt,   so   ist   sie   iden^ 

Useh  mit  der  Fourier' sehen  Reihe  für  f(e^). 

Von  den  drei  Voraussetzungen,  unter  welchen  dieses 
Resultat  hier  ausgesprochen  wurde,  nämlich: 

1)  der  endlichen  Anzahl   der   singulären   Stellen   von 

2)  der  durchgängigen  Integrabilität  von  /"(ß*')» 

3)  der  Convergenz  von  Sa^e*^',  — 

lässt  sich  die  erste  ohne  weiteres  beseitigen,  wie  die  Unter- 
suchungen von  Du  Bois  Reymond  über  die  Darstellbarkeit 
einer  beliebigen  trigonometrischen  Reihe  als  Fourier^sche 
Reihe  lehren,^)   sofern  nur  die  Voraussetzungen  2)  und  3) 

^)  „Beweis,  dass  die  Coefficienten  der  trigonometri- 
schen Reihe  eic/  Abh.  der  Bayer.  Akademie,  Bd.  XII  (1876).  Vgl. 
insbesondere  p.  48. 
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b^tehen  bleiben.  Da  indessen  die  besonderen  Eigen thüm- 
lichkeiten,  yon  welchen  hier  gesprochen  werden  soll,  schon 
bei  Functionen  mit  einer  endlichen  Anzahl  yon  Singulari- 
täten zum  Vorschein  kommen,  so  soll  im  folgenden  immer 
nur  von  solchen  die  Rede  sein. 

Auch  die  zweite  Voraussetzung  kann  man  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  fallen  lassen.  Wie  nämlich  Riemann  ge- 
zeigt hat,^)  schliesst  das  Auftreten   gewisser  Unendlichkeits- 

stellen,  welche  die  Integrabilität  yon  fie^^  aufheben,  den- 
noch die  Darstellbarkeit  durch  eine  trigonometrische 
Reihe  nicht  aus.     Es  sind  das  solche  Stellen  ^',  für  welche 

/*(«*•)  ohne  Maxima  und  Minima  yon  niederer  Ordnung  als 
der  ersten  unendlich  wird  (NB.  wenn  auch  nicht  yon  hin- 
länglich niedrigerer  Ordnung,  um  die  Integrabilität  von 

/■(e^O  zu  sichern)  und  für  welche  f{e^^"^^^*)  +  f{e^^*^^^*)  in- 
tegrabel  ist.  Freilich  werden  in  diesem  Falle  die  Integrale, 
welche  die  Coefficienlen  in  der  Fourier'schen  Form  darzu- 
stellen hätten,  in  dem  gemeinhin  üblichen  Sinne  divergent. 
Sie  behalten  jedoch  ihre  richtige  Bedeutung,  wenn  man 
ihre  Hauptwerthe  im  Gauchy^schen  Sinne  nimmt,  d.  h. 
wenn  man  setzt: 

Und  mit  Hinzufügung  dieser  Modification  bleibt,  wie 
Du  Bois  Reymond  gezeigt  hat,^)  die  Eindeutigkeit  der 
Coefßcienten-Bestimmung ,  also  die  Identität  zwischen  tri- 
gonometrischer beziehungsweise  Potenz-Reihe  einerseits 
und  Fouri  er 'scher  Reihe  andererseits  bestehen.  Ich  möchte 
derartige  Reihen  als   uneigentliche  Fourier^sche  Reihen 


^)  ,Ueber  die  Daritellbarkeit  einer  Function  durch 
ine  trigonometrieche  Reihe*^,  Art.  12.  (Ges.  Werke,  p.  244,  246.) 
^  a.  a.  0.  Art.  24,  p.  87  tf. 
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bezeichnen  und  benütze  diese  Gelegenheit,  um  ein  einfaches 
Beispiel  einer  solchen  Reihe  mitzutheilen  (s.  §  5  dieses  Auf- 
satzes), bei  welcher  die  Conyergenz  durch  ganz  elementare 
Rechnung  direct  erwiesen  werden  kann,  w&hrend  die  Diyer- 
genz  der  Coefficienten  in  der  Fourier'schen  Integralform 
ohne  weiteres  aus  der  Form  der  zu  entwickelnden  Function 
hervorgeht. 

Im  übrigen  bleibt  hier  noch  die  Frage  offen,  ob  die 
durch  die  convergente  Reihe  2jAve^  dargestellte  Func- 
tion f{e^*)  nicht  auch  solche  Singularitäten  besitzen  könnte, 
welche,  ohne  zu  der  eben  betrachteten  Kategorie  zu  gehören, 

die  Integrabilität  von  /*(«')  aufheben  und  damit  die  Dar- 
stellbarkeit der  Reihen  -  Coefficienten  in  der  Fouri  er 'sehen 
Form  unmöglich  machen  würden?  Ob  dieser  Fall  in  Wirk- 
lichkeit eintreten  kann,  muss  vorläufig  dahingestellt  bleiben: 
das  Gegentheil  ist  wenigstens,  so  viel  ich  weiss,  bisher  nicht 
bewiesen  worden.  — 

Was  nun  endlich  jene  dritte  —  die  Gonvergenz  von 

£  Av  e^*  verlangende  —  Voraussetzung  betrifft:,  so  dürfte 
man  vielfach  der  Ansicht  begegnen,  dass  man  dieselbe  ohne 
weiteres  fallen  lassen  könne,  sobald  nur  dieEntwickelbarkeit 

von  f{e^*)  in  eine  convergente  Fourier'sche  Reihe  fest- 
steht, und  dass  man  geradezu  aus  der  Existenz  dieser  letz- 
teren auf  die  Gonvergenz  von  S-^»'^  (^od  damit  eo 
ipso  auf  die  Identität  der  betreffenden  beiden  Reihen) 
schliessen  dürfe.  So  sagt  z.  B.  Herr  Darboux  in  seinem 
, Memoire  sur  Tapproximation  des  fonctions  de  tres- 
grands  nombres  etc."  ganz  ausdrücklich^):  ^Nous  voyons 
que,  si  f(js)^  consid^ree  comme  fonction  de  Pargu- 
ment  cü  de  ^er  sur  le  cercle   de  convergence,   est  d^- 


1)  Journal  de  Mathäm.    8*^««  S^rie,  T.  IV,  p.  18. 
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reloppable  en  serie  trigonometriqae,^)  la  serie  qui 
developpe  f(s)  suivant  les  puissances  de  ir  demeurera 
encore  convergente  sur  lecercle  limite.'  Dieser  Aus- 
sprach stammt  zwar  scliOD  aus  dem  Jahre  1878,  d.  h.  in- 
dessen immerhin  aus  einer  Zeit,  in  welcher  die  in  den  Ar- 
beiten der  Herren  Christoffel*),  Prym")  und  Schwarz*) 
(1871/72)  zu  Tage  tretende  schärfere  Prüfung  der  Grund- 
lagen des  sog.  Dirichlet'schen  Principes  bereits  ge- 
gründete Bedenken  gegen  die  Stichhaltigkeit  der  obigen  Be- 
hauptung beryorrufen  konnte.  Im  übrigen  glaube  ich,  dass 
auch  heute  noch  viele  Math^natiker  jene  Dar boux 'sehe 
Ansicht  theilen  und  die  Frage  nach  der  Convergenz  einer 
Potenzreihe  auf  dem  Convergenzkreise  schlechthin  mit  der- 
jenigen nach  der  Entwickelbarkeit  der  betreffenden  Kand- 
function  in  eine  Fourier*sehe  Reihe  identificiren.  Eine 
strengere  Behandlung  dieser  Fn^e  ist  mir  nur  in  den  Ar- 
beiten des  Herrn  Thom6  über  lineare  Differentialgleichungen^) 
und  einer  daran  anknüpfenden  Abhandlung  «Ueber  Con- 
vergenz und  Divergenz  einer  Potenzreihe  auf  dem 
Convergenzkreise*^*)  begegnet.  Hier  wird  vor  allem  be- 
wiesen, dass  unter  den  über  die  Natur  der  singulären  Stellen 


^)  Hierunter  ist  immer,  wie  aus  dem  ganzen  Znsammenhange 
nnzweideuiig  hervorgeht,  eine  Fourier*8che  Reihe  su  verstehen. 

^  Ueber  die  Integration  von  zwei  partiellen  Differen- 
tialgleichungen.   65tt.  Nachr.    1871,  p.  485. 

^)  Zur   Integration    der    Differential-Gleichung    -^—^ 

+  zr-i  =  0.  —  Joum.  f.  Math.     Bd.  78,  p.  860. 

*)  Zur  Integration   der   partiellen  Differentialglei- 

chung  r— j  +  r— 3  =  0.  —  Joum.  f.  Math.    Bd.  74,  p.  218. 

^)  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen 
Joum.  f.  Math.    Bd.  91,  p.  232  ff.    s.  besonders  Art.  4,  9,  10.  — . 
esgl.  Bd.  96,  p.  44  ff.    s.  Art.  8. 

8}  Joum.  f.  Math.    Bd.  100,  p.  107. 
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gemachten  VoraussetzuDgen  die  Coeffioienten  der  Potenz ^ 
reihe  wirklich  identisch  sind  mit  den  Fourier'schen  Ent- 
wickelnngs^Coefficienten  der  Randfonction ,  und  sodann  erst 
ans  der  Gonvergenz  dieser  Fourier'schen  Reihe  auf  die- 
jenige der  (auf  dem  Conyergenzkreise  mit  ihr  identischen) 
Potenzreihe  geschlossen.  Obschon  nan  ans  dieser  Art  der 
Beweisführung  die  Meinung  des  Verfassers  deutlich  hervor- 
geht, dass  es  Fälle  geben  könnte,  in  denen  die  fragliche 
Schlassweise  nicht  zutrifit,  so  ist  es  doch  weder  hier,  noch 
auch,  so  viel  ich  weiss,  in  anderen  Arbeiten,  deren  Gegen- 
stand dies  nahe  gelegt  hätte,^)  direct  ausgesprochen  worden, 
dass  es  derartige  Fälle  —  und  zwar  solche  von  verhältniss- 
mässig  einfacher  Natur  —  wirklich  auch  giebt.  Ich  will 
nan  in  diesem  Aufsatze  zeigen: 

Es  giebt  thatsächlich  Potenzreihen,  welche  auf 
ihrem  Convergenzkreise  divergiretif  obschon  die  zu- 
gehörige Randfunction  in  eine  convergente  J^mri^'- 
sche  Reihe  entwickelt  werden  kann. 

In  den  folgenden  beiden  Paragraphen  theile  ich  zunächst 
die  allgemeinen  Ueberlegungen  mit,  welche  mich  zur  Gon- 
structioii  derartiger  Functionen  geftthrt  haben  und  die  so- 
dann in  §  4  zur  Bildung  bestimmter  Beispiele  benützt  wer- 
den sollen. 

§2. 
Es  seien  die  beiden  Reihen : 

9?  (#)  =  ^y  {tty  cos  V  #  +  by  sin  v  &) 

(1)  1  i 

y,  (ß)  =  ^v  (~  by  cos  V 1?  +  a,.  sin  v  &) 

0 


^)  z.B.  Harnack,  Anwendunii^  der  Fourier^scfaen  Reihe 
auf  die  Theorie  der  Functionen  einer  complezen  Verän- 
derlichen. —  Math.  Ann.     Bd.  21,  p.  806. 
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für  0<^^2^  durchweg  oder  wenigstens  im  allgemeinen 
eonvergent;  dabei  sollen  die  Coefficienten  Uy^b  reelle  Grössen 
YOB  dar  Beschaffenheit  sein,  dass  für  v  sa=  oo  der  Grenz- 
werth    bezw.    die   obere   ünbestimmtheitsgrenze   von 

mindestens  einer  der  beiden  Grossen  |  a^  |  *",  i  ^v  |  **  den  Werth 
1  hat,  während  der  entsprechende  Werth  ftlr  die  andere 
dieser  Grössen  auch  <  l  sein  darf.     Setzt  man  sodann  : 

(2)  t^{a^  +  Ki)'X-^  =  f,Xx), 

0 

so  conrergirt  diese  Reihe  für  \x\  >  1,  sie  diyergirt  fQr 
'  X  '  <  1 ,  während  sie  für  |  a?  |  =  1  übergeht  in : 

(3)  /;(c*0  =  f:»'(a^  +  ^t)(cos  v»  —  i^ainv^) 

0 

also  in  Folge  der  gemachten  Voraussetzung  auf  dem  Con- 
yergenzkreise  noch  durchweg  oder  im  allgemeinen  con- 
Yergirt. 

Angenommen  nun,  f^  {x)  lasse  sich  über  das  gesaromte 
Innere  des  Einheits- Kreises  als  eindeutige  analytische 
Function  ohne  singulare  Stellen  fortsetzen,  so  muss  eine 
f&r  I  ^  I  <  1  conrergirende  Potenzreihe  existiren,  deren  Summe 
f^(x)  ist,  also: 

(4)  f,{x)^t^A,^  (|a?|<l). 

0 

Es  ist  nun  leicht  zu  ersehen,  dass  diese  Potenzreihe  auf 
dem  Einheitskreise  nicht  convergiren  kann.  Denn  wäre 
dies  der  Fall,  so  hätte  man: 


0 

nd  die  Vergleichung  mit  (3)  würde  ergeben,  dass  gleichzeitig: 
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A^=  %  +  \%    und    A^=  —  (a^  +  b^  i) 

sein  müsste,  was  unmöglich  ist. 

Man  hätte  also  auf  diese  Weise  in  der  That  eine  Potenz- 
reihe f{x)  =  ^Aya^  gewonnen,  welche  die  oben  yerlangte 
Eigenschaft  hat,  auf  dem  Einheitskreise  zu  divergiren, 
obschon  daselbst  eine  convergente  trigonometrische  Reihe 
für  /i  (e^O  vorhanden  ist. 

Diese  letztere  besitzt  hier  in  gewisser  Beziehung  noch 
einen  ganz  speci eilen  Charakter:  sie  bildet  nämlich  die 
Grenze  der  Entwicklung  von  f^  (x)  nach  negativen  Po- 
tenzen von  X.  Man  erkennt  indessen,  dass  diese  Eigenschaft 
durchaus  unwesentlich  nnd  in  Wahrheit  auch  leicht  zu 
beseitigen  ist.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  f^x^^B^x^ 
eine  Potenzreihe,  deren  Convergenzradius  @^1  ist,  und 
die  im  Falle  ^  =  1  auf  dem  Einheitskreise  noch  durchweg 
oder  im  allgemeinen  convergirt,  so  wird  offenbar  die  Reihe: 

(6)  f  ix)  =  /;  ix)  ±  /,  ix)  =  h  {Ä,  ±B,)'3^ 

0 

ffir  fl?=e^«  gerade  so  divergiren,  wie  die  Reihe  /i  (:c), 
während 

(7)  r (e*')  =  f  V { (a,  +  5,  t) .  e-^*  +  B, -e^'] 

0  ^ 

wird,  und  diese  convergirende  trigonometrisohe  Eleihe  jetzt 
nicht  mehr  die  Grenze  der  Entwickelung  vonY(^)  nach 
negativen,  und  im  Falle  ^=1  auch  nicht  diejenige  der 
Entwickelung  von  f{x)  nach  positiven  und  negativen 
Potenzen  von  x  bildet.  Man  erzielt  dies  z.  B.  am  einfachsten, 
wenn  man  speciell  setzt: 

(8)  Uix)  =  f  V  (a^ _  6^ i) .  a," 

also: 

(9)  /j  (e*')  =  £'v  (a.^  —  h^  i)  (cos  v  »9  +  i .  sin  v  *) 

0 

=  9.  (<?)  +  t .  V  (t>), 
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in  welchem  Falle  dann  f{ic)==sf^(x)  +  f^{x)  auf  dem  Ein- 
heitskreise durch  die  trigonometrische  Reihe  2  q)  ('S)  bezw. 
2i»y;  {d)  dargestellt  wird. 

Durch  die  vorstehende  Betrachtung  ist  die  Möglich- 
keit, Reihen  der  gedachten  Art  zu  construiren,  erwiesen, 
sobald  es  gelingt,  Reihen  nach  negativen  Potenzen  von  x^ 
wie  die  oben  mit  f^  (x)  bezeichnete,  herzustellen,  welche  auf 
dem  Einheitskreise  convergiren  und  in  das  Innere  als 
eindeutige,  durchweg  reguläre  Functionen  von  x  fort- 
gesetzt werden  können.  Um  dies  zu  erreichen,  wird  man 
natürlich  zunächst  nicht  wie  oben  von  irgend  einer  bestimmten 
Annahme    bezüglich    der   Goefficienten    a^,    by   ausgehen 

können,  sondern  vielmehr  von  einer  Feststellung  der  Singu- 
laritäten, welche  för  f^  {x)  auf  dem  Einheitskreise  erfor- 
derlich und  zulässig  erscheinen.  Man  erkennt  aber  ohne 
weiteres,  dass  hierbei  ausserwesentlich  singulare  Stel- 
len, sowie  algebraische  und  logarithmische  Verzweigungs- 
punkte jedenfalls   von  vornherein   auszuschliessen   sind,   da 

die  ersteren  die  Divergenz  von  S  (<»v  +  iy  *)  •  ö"*^'  nach 
sich  ziehen,  die  letzteren  die  eindeutige  Fortsetzbarkeit 
von  f^  {x)  verhindern  würden.  Als  möglicherweise  zulässig 
bleiben  daher  nur  wesentlich  singulare  Stellen,  welche 
noch  die  besondere  Eigenschaft  besitzen  müssen,  dass  f\  {x)^ 
falls  die  Variable  x  von  aussen  her  oder  längs  der  Peri- 
pherie des  Einheitskreises  sich  einer  solchen  Stelle  nähert, 
unter  einer  endlichen  Grenze  oder  zum  mindesten  integrabel 
bleibt. 

Der  Einfluss,  den  eine  derartige,   auf  dem  Gonvergenz- 
kreise   einer  Potenzreihe   angenommene  singulare  Stelle  auf 
deren  Gonvergenz  und  Divergenz  ausübt,   soll  nun  zunächst 
inauer  untersucht  werden. 


1M5.  lUtb.-pfay8.  Ol.  3. 
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§3. 

Es  sei  f(x)  eindeutig  und  regulär  für  |a?|<CiJ,  wo 
JB>1,  mit  Ausnahme  einer  einzigen  Stelle  auf  dem  Ein- 
heitskreise X  =  a  =  e"*.  Bezüglich  der  Beschaffenheit  dieser 
singulären  Stelle  x  =  a  unterscheiden  wir  die  folgenden 
zwei  Fälle: 

I.  Es  sei  f(x)  für  x  =  a  noch  absolut  integrabel, 
sobald  der  Integrationsweg  dem  Innern  oder  der  Peri- 
pherie   des    Einheitskreises    angehört,    d.    h.    das    Integral 

a 

j*  I /'(a:)  I  •  da?  werde  in  diesem  Falle   mit   \Xq — a\  beliebig 

klein  —  eine  Bedingung,  welche  z.  B.  stets  erfüllt  ist,  wenn 
I  /'(x)  I  im  Innern  und  auf  der  Peripherie  des  Einheitskreises 
in  jeder  beliebigen  Nähe  der  Stelle  a  stets  unter  einer  festen 
Grenze  bleibt. 

Alsdann  lässt  sich  zeigen,  dass  die  zunächst  für  |  x  {  <  1 

CO 

geltende  Potenzreihe  für  f{x)  =  ^^  A^  x^  noch  für  |  a?  |  ==  1 

0 

mit   eventuellem  Ausschlüsse   der  Stelle  x  =  a   convergirt 

und  mit  der  Fourier'schen  Reihe  för  f{e^*)  identisch  ist. 
Um  dies  nachzuweisen,  denke  man  sich  den  Einheits- 
kreis (E)  construirt  und  die  Stelle  a  mit  einem  Kreise  (K) 
von  beliebig  klein  anzunehmendem  Radius  q  umgeben.  Be- 
zeichnet man  sodann  mit  (0)  diejenige  Curve,  welche  aus 
dem  Einheitskreise  {E)  entsteht,  wenn  man  das  kleine  durch 
den  Kreis  {K)  ausgeschnittene  Bogenstück  (e)  durch  das 
entsprechende,  innerhalb  {E)  verlaufende  Bogenstück  {k) 
von  (K)  ersetzt,  so  hat  man  für  alle  Stellen  x  im  Innern 
von  (C),  also  sicher  für  |  a;  |  <^  1  —  g: 

(wobei   das  Pluszeichen   vor  C  die  positive  Integrationsrich- 
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tuDg  andeuten  soll.  Da  aber  in  Folge  der  gemachten  Voraus- 
setzung der  von  dem  Bogenstücke  (k)  herrührende  Bestand- 
theil  dieses  Integrals,  gerade  so  wie  ein  über  (e)  zu  er- 
streckendes mit  (k)  und  {e)  —  also  schliesslich  mit  q  — 
beliebig  klein  wird,  und  da  andererseits  f{x)  einen  ein- 
deutig bestimmten,  von  g  unabhäugigen  Werth  hat,  so  kann 
man  ohne  weiteres  das  Integral  über  {k)  durch  das  ent- 
sprechende über  {e)  ersetzen  und  erhält  somit  an  Stelle  der 
Beziehung  (1)  jetzt  für  |  x  |  <  1  die  folgende : 

und  hieraus  in  der  üblichen  Weise: 
(3)  f{z)  =  t-Ä,x- 


wo: 


(4) 


27t 


(+JE)  0 


1  cf(f)  j.     1  r 

^-^  'I^i-ijf^^-^*'  i^if{^')-^-'""-dv  (»--1,2,3,...) 

Dabei  lassen  sich  diese  Coefficienten  A^  noch  in  fol- 
gender Weise  umformen.  Bezeichnet  man  wieder  mit  {C) 
den   oben   definirten  Integrationsweg,   so  hat  man  offenbar: 

2^.  J/ (0  •  f'-'-dt  =  0  (v  =  1,  2,  3, . . .) 

oder,  da  man  hier  wieder  genau  wie  oben  den  Integrations- 
weg ((7)  durch  den  Weg  (E)  ersetzen  kann: 

28* 
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Durch  Addition  und  Subtraction  dieser  letzten  Gleichung 
lässt  sich  daher  A^  in  die  doppelte  Form  setzen: 

2^ 


(6)     Ar  =   < 


—  I  f(e^^  '  cos  vfj  -  drj 

71  %J 


0 
2n 


{v  =  1,  2,  3,  .  .  .) 


~.  I  /"(c^O  •  sin  vri  •  dri 


und    man    erhält    daher,    wenn    man    fl?  =  r-6*'  setzt   und 
r  <  1  annimmt,  aus  Gl.  (3)  die  Entwickelung : 


%n 


2n 


0  1  0 

Andererseits  muss  sich  f{e^)  in  Folge  der  gemachten 
Voraussetzungen  in  eine  mit  eventuellem  Ausschluss  der  ein- 
zigen Stelle  i?  =  a  convergirende  Fourier'sche  Reihe  ent- 
wickeln lassen,  nämlich : 


2ji 


2ji 


(8) 


f(e^^  =  1-  [/-(c»?.)  .  dti  +  LLv  (f{(^i) .  cos  v(r}-  »)  'dti 


und  da  die  Reihe  (7)  ffir  r  =  1  in  diese  letztere  übergeht, 
so  folgt,  dass  in  dem  hier  betrachteten  Falle  die  Potenzreihe 
f{x)  =  2jA^s^  noch  für  a;  e^'  (mit  eventuellem  Ausschluss 
der  Stelle  x^=a^^  =  a)  convergirt  und  mit  der  Pourier'- 

schen  Reihe  för  /*(€*•)  identisch  ist.  — 

II.  Es  sei  jetzt  f(x)  ^r  x=^a  noch  absolut  inte- 
grabel,  wenn  der  Integrationsweg  dem  Aeusseren  oder 
der  Peripherie  des  Einheiiskreises  angehört. 

Für  das  Gebiet  l<Z\x\<.B  existirt  alsdann  nach  dem 
Laurent 'sehen  Satze  eine  Entwickelung  von  der  Form: 
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(9)        f  (x)  =='^fyÄ^xr^tyÄ,x^  +  tA_^  «-", 

OD  0  1 

wobei  die  Reihe  der  positiven  Potenzen  (welche  sich  auf 
die  Constante  Aq  redncirt,  wenn  f(x)  überhaupt  keine  wei- 
tere singulare  Stelle  ausser  x^=a  besitzt)  für  |  o;  |  <  12,  also 
insbesondere  noch  für  |  :p  |  =s  1  absolut  convergirt.  Setzt  man 
also  Gl.  (9)  in  die  Form: 

(10)  tr  Ä^^  x-""  =-/•(«)— i;^  ^  x^ 

1  0 

so  folgt  mit  Hülfe  der  Substitution  x  =^—  aus  dem  Ergeh- 

nisse  des  Falles  I  ohne  weiteres,   dass  ^Ä_yXr^  noch  auf 

dem  Einheitskreise  —  mit  eventuellem  Ausschluss  der  Stelle 
x=:a  —  convergiren  muss.  Das  Gleiche  gilt  somit  von 
der    Gesammtreihe  (9),    woraus    dann    auch    wiederum    die 

Identität  von  Za^A^e^^  mit  der  Fourier'schen  Reihe  für 

—OD 

f((i^  sich  ergiebt. 

Daraus  kann  man  aber  mit  Hilfe  der  in  §  2  angestellten 
Betrachtung  weiter  schliessen,  dass  die  im  Innern  des  Ein- 
heitskreises  geltende  Entwickelung  von  f{x)  nach  positiven 
Potenzen   von  x  auf  dem  Einheitskreise   diver giren  muss. 

um  die  Beschaffenheit  dieser  letzteren  Reihe  und  ihre 

Beziehung  zu  der  Fourier'schen  Entwickelung  von  /*(e*^ 
genauer  festzustellen,  hat  man  auch  hier  wiederum  für 
«1  <  1  —  Q  zunächst : 


(">  '^(-)  =  2^JÄ-''' 


(+^) 


70  Q  und  (C)  die  in  I  angegebene  Bedeutung  haben).  Be- 
lichnet  man  sodann  mit  {k*)  das  ausserhalb  des  Einheits- 
reises verlaufende  Bogenstück  des  kleinen  Kreises  um  a,  so 
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kann  hier  offenbar  das  über  den  aus  (e)  und  (k*)  zusammen- 

dt 

durch  Verkleinerung  von  q  beliebig  klein  gemacht  werden, 
muss  also,  da  es  einen  von  q  unabhängigen,  bestimmten 
Werth  besitzt,  gleich  Null  sein.  Addirt  man  dieses  Inte- 
gral zu  dem  in  Gl.  (11),  so  ergiebt  sich: 

für  |a?|  <  1  —  ß,  bezw.  für  |x|  <  1,  wenn  man  schliesslich  q 
unendlich  klein  werden  lässt. 

um  zunächst  das  zweite  Integral  auszuwertben,  hat  man : 

1      ^ 1_      _1 =,  _  gy  (^-g^^-^ 

X  -a 
und  daher: 

(13)^        (+jn  i-^K) 

1 

Die  rechte  Seite  lässt  sich  in  eine  für  {a;{<{a|  d.  b. 
für  I  a?  I  <  1  convergirende  Reihe  nach  positiven  Potenzen 
von  X  entwickeln,  so  dass  sich  ergiebt: 

wo : 

(15)       B^  =  t^ (-. ly.  {yc^v  —  \\^  C-;,a-(^+^). 

1 

Ferner  hat  man  für  ,  o?  |  <  1 : 
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wo: 


(17) 


^0 


m 


in 


1  {Ül 

2jiiJ    t 


dt 


^fx^'yäv 


(+^) 


0 


^'-   2^JpFi-'^^=y/"(«")-e-'^'-d^    (v^l,2.3,...) 


\ 


Hiernach  liefert  Gl.  (12)  für  |a;|  <  1  die  folgende  Ent- 
wickelung : 

(18)  fix)  =  f:v  2?;  a?*'  +  Sv  O^y  {x  —  a)-^ 

0  1 

0 

deren  zweiter  Theil,  wie  die  Form  der  Coefficienten  C-v 
(s.  Gl.  (13))  lehrt,  die  Gesamratheit  derjenigen  Bestand- 
theile  enthält,  welche  die  Stelle  a  zu  einer  (wesentlich)  sin- 
gulären  macheu:  es  sind  nämlich  die  Coefficienten  C-v 
genan  diejenigen,  welche  man  als  Coefficienten  der  negativen 
Potenzen  von  x  —  a  erhalten  würde,  wenn  man  f{x)  in  der 
Umgebung  der  Stelle  x=^a  nach  dem  L au r entaschen  Satze 
entwickelt.     Hieraus  folgt  aber,  dass  die  Reihe: 


f^vB'^x''  =  f(x)'-ti^0^y{x  —  a) 

0  1 


—v 


noch  för  a;  =  a,  also  schliesslich  auf  dem  ganzen  Einheits- 
kreise sich  regulär  verhält.  Sie  besitzt  somit  einen  Con- 
vergenzradius,  der  grösser  als  1  sein  muss  (nämlich  den 
Convergenzradius  B  ^)),  so  dass  sie  insbesondere  für  |  o;  |  =  1 

^)  Dabei  ist  E=  op,  wenn  f{x)  keine  weiteren  sin^lären  Stel- 
len im  Endlichen  besitxt;  und  falls  auch  die  Stelle  x=(x>  keine 
^ingul&re  ist,  so  reducirt  sich  jene  Beihe  auf  das  constante  Anfangsf^lied : 

1 

-  f{o)  -  B.. 
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noch  absolutcoDvergirt.  Da  aber  die  Gesammt-Entwicke- 
lung  von  f(x)  nach  positiven  Potenzen  von  rc,  wie  oben  be- 
merkt, für  {a;{  =  l  divergirt,  so  erkennt  man,  dass  diese 
Divergenz  ausschliesslich  von  jenem  zweiten  Bestandtheile 

ti^Byai'  herrührt. 

0 

Eß  lässt  sich  aber  auch  genau   angeben,   welche  con- 

vergente  Entwickelung    für   x  =  e^'   an  die   Stelle  jenes 

divergenten  Bestandtheils  tritt,  dergestalt  dass  für  /*(c*0 
schliesslich  eine  convergente  trigonometrische  —  nämlich 
die  Fourier'sche  —  Reihe  zu  Stande  kommt. 

Hierzu  bemerke  man,  dass  die  Coefficienten  B'^  zwar  in 
(17)  zunächst  genau  in  derselben  Integralform  erscheinen, 
wie  die  Äy  im  Falle  I  (s.  Gl.  (4)):  aber  es  ist  a  priori 
klar,  dass  sie  nicht,  wie  jene,  mit  den  Fourier'schen  Ent- 

wickelungs-Coefficienten  von  /"(e^)  identisch  sein  können. 
Um  den  Zusammenhang  mit  diesen  letzteren  aufzuklären, 
hat  man  die  Beziehung: 

^Jf^^'^'^^"''^^'^  ^  (v==  1,2,3,...) 

wofür  man  wiederum,  analog  wie  oben,  schreiben  kann : 

(19)       =  ^  j  fienf) .  e^*  •  dv  -  D,, 

0 

WO : 

=  9^^"  U" -  l)«-i •«"-*•  (i -  o)"-'  •  m)  •  dt 
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(20) 


D,  =  X;-(v-l),.,C_,.a*'- 


Du^ch  Addition  bezw.  Subtraction  von  Gl.  (17)  und  (19) 
folgt  alsdann : 

Jf{e^*)  •  cos  VT] '  drj  —  Dy 


(21) 


ä;  = 


0 
29r 


—.  I  f{efl*)  •  sin  vrj  -dTj  +   Z)  , 

JttU 


so    dass   die   Entwickelung   (18)    fQr   a?  =  r«e^*'  und   r<l 
sich  folgendermaassen  schreiben  lässt: 

(22)  /"(rc^O  ^    ^  r/"(e''0-d»? +  -£»'»•''•  r/(e'")-cosv(i?-^)-d»? 

0  0 


Da  andererseits : 


(23)  /"(e^O  ^  -^  rA«''0-^'7  +  ~^''J/(«''0-co9i'(^--*)-di2 

0  0 

und  in  61.  (22)  für   r  =  1    alles  mit  Ausnahme   des  letzten 
Bestandtheik  conyergent  bleibt,  so  folgt: 


(24) 


lim  {t,v  B^  r^  eM  =  f^y  D  e~^S 


womit  die   gesuchte  Grenz -Entwickelung  von  ^B  a^  {^r 
10^=6^  gefunden  ist. 
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§4. 
I.  Setzt  man  jetzt: 


1   1 


) 


(1)  /,  («)  =  c»-'  =  e .  e'-'  '. 

SO  erfQllt  offenbar  die  einzige  singulare  Stelle  ^  =s  1  dieser 
Function  die  im  Art.  I  des  vorigen  Paragraphen  eingeführten 
Bedingungen.  Man  hat  nämlich,  um  das  Verhalten  von 
/*!  {x)  in  der  Nähe  der  Stelle  a?  =  1  zu  erkennen : 

(2)  /iCl  +  f  +  i^t)  =  (J     ^^^ 

also:  t 

1+    ^ 


(3)  l/;(l+l  +  i?i)|  =  e     f^*. 

Gehört  nun  die  Stelle  a?=l  +  f-}"^*  noth.  dem  In- 
nern des  Einheitskreises  an,  so  ist  f  wesentlich  negativ 
und  daher  —  was  auch  r}  bedeuten  möge  —  stets : 
\f^{x)\<e. 

Gehört  hingegen  x  der  Peripherie  des  Einheitskreises 
an,  so  möge  gesetzt  werden  x  ==  e^',  also : 

a?+l  =  c      \e      +c       )  =  2e     -cos 

X — l  =  e      v^      — e        /  =  2fe      •  sm - 

und: 

X  1    ,    1    a?  +  1         1       1  .       ,  * 

folglich : 

(4)  /;  ie»')  =  « 

=  e*  { cos  (1  cot|)  -t  •  sin  (*  cot g)/, 

^)  Der  Factor  e  ist  nur  hinzugef&gt,  um  einen  möglichst  ein- 
fachen Aufldmck  fdr  die  Entwicklungs-Coef&cienten  zn  erhalten 
(s.  Gl.  (9)). 
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80  dass   also  in  diesem  Falle  |  /i  (^)  |  =  ^    wird  —  auch  in 
beliebiger  Nähe  der  Stelle  ^  =  0  d.  h.  a?  =  1. 

E^   muss  daher  nach  Art.  I   des   vorigen   Paragraphen 
die  zunächst  für  |  o;  {  <  1  geltende  Entwickelung : 

(5)  /;  ix)  =  2-  A^  x^ 

0 

noch  für  |  o?  |  =  1  —  mit  eventuellem  Ausschlüsse  der  Stelle 
Ä=l   —  convergiren,  d.  h.  es  gilt  die  Entwickelung: 

(6)  /;(c^0  =  c*"*'*~*2  =  f^vA^icosv^  +  i'smv^) 

0 

für   0<t><2^,   und   dieselbe   ist   mit  der   Fourier'schen 

Reihe  för  /;  (e^O  identisch. 

Daraus  folgt  dann  noch  insbesondere,  dass  die  Eleihe  für 
#  =  0  divergirt. 

Was  die  Coefficienten  Äy  betrifft,  so  findet  man  aus: 

1 

V  1  «-0  ^ 


anmittelbar  für  y  >  1 : 

1 

=   C.f>(_l)''.l(;«  +  V-l)^_j  (v=l,2,3,....) 

1  ^' 


(7)  Ä,  =  e^t^  (_l)«.l    (;,  +  V  -  1), 

«  7C  • 


und  speciell:  -4^  =  6  •  2«  ( — l)^.  ~  =  1.    Man  kann  aber 

auch  die  hier  in  Form  unendlicher  Reihen  erscheinenden 
Grossen  Äy  mit  Hülfe  der  Mac  Laurin'schen  Entwickelung 
in  geschlossener  Form  darstellen. 
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Man  findet  auf  diese  Weise: 


und  für  v  >  1 : 


1 


Nun  ist  allgemein: 
"•'     4-)"  '  '  V.''''       '  dy" 


=  (- 1)" .  i .  y''+' .  iic  v^  •  l^:^!  •  r-'  ■  9'"'  (y) 

und  daher: 

1  /iy  pv  y     1 

also  schliesslich : 

(9)  ^^  =  ^L_1.(,,_1)^^^. 

II.  Die  Function : 


(10)  f,{x)  =  e'-'  =  e-e    '-\ 

welche   zu    der  eben    betrachteten    in    der   zwiefachen   Be- 
ziehung steht: 

(11)  f,ix)  =  {    ''';  . 
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genügt,   wie  leicht   zu   sehen,   den   in  Art.  II   des   vorigen 
Paragraphen  statnirten  Bedingungen.     Da  nämlich: 

—  IzSL 
(12)  /.(l+l  +  i?»)  =  e     **+'* 

also: 


(13)  1^,(1 +f  +  '?OI  =  e    ^*+'' 

SO  wächst  dieser  absolute  Betrag  über  alle  Grenzen,  falls 
|i7!<A^*|^l  (^  ^^^^  endliche  positive  Zahl)  und  f  negativ, 
numerisch  sehr  klein  genommen  wird,  also  wenn  x  auf  irgend 
einer  geraden  Linie  aus  dem  Innern  des  Binheitskreises  sich 
der  Stelle  1  nähert.  .  Da  im  übrigen  |/*s(^)|,  wie  die  erste 
der  Beziehungen  (11)  lehrt,  für  Stellen  ausserhalb  oder 
auf  der  Peripherie  des  Einheitskreises  auch  in  beliebiger 
Nähe  der  Stelle  x=l  stets  unter  einer  endlichen  Grenze 
bleibt,  so  folgt  aus  Art.  II  des  vorigen  Paragraphen,  dass 
die  für  \x' <l  geltende  Potenz-Entwickelung  von  f^{x)  für 

\x\  =  1  divergiren  muss,  während  andererseits  f^{e^)  durch 
eine  convergente  trigonometrische  Reihe  mit  ganz  neuen 
Coefficienten  darstellbar  ist.  Um  diese  letztere  zu  finden, 
kann  raan  ohne  weiteres  die  Formel  (24)  des  vorigen  Para- 
graphen anwenden.  Man  hat  —  unter  Beibehaltung  der  dort 
angewendeten  Bezeichnungen : 

« 1 


/i(«)  =  C-'  =  1  +^,(_l)v.^(a;_iy 

1  '• 


also :  C  „  =  (—  1)"  •  -, 

und  daher  (nach  §  3,  61.  (20)) : 

(-1)" 


D,  = 


-f-  (v  -  \\_y     d.  h.  =  A,  (Gl.  (9)), 
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so  dass  jene  Gl.  (24)  hier  lauten  würde: 

(14)  *    lim  l^^B^r'^eM  =  ^^Ae-*^'. 

r=I     (  0  j  I 

Beachtet  man  jetzt  noch ,  dass  die  in  §  3  mit  B'^  be- 
zeichneten Grossen  für  v  ^  1  sämmtlich  Null  sind  (da  /*,  (x) 
keine  singulare  Stelle  ausser  x=l  besitzt)  und  dass  (g  3, 
Fnssnote) : 

1        ^' 

SO  kann  man  Gl.  (14)  mit  Hinzufttgung  des  Gliedes  B^  fol- 
gendennaassen  schreiben: 

(15)  /;(c^0  =  ^^(cosv*  — i-sinv*), 

0 

ein  Resultat,  dessen  Richtigkeit  man  mit  Hülfe  der  Glei- 
chungen (11)  und  (6)  sofort  verificiren  kann. 

Es  scheint  mir  auch  nicht  ohne  Interesse,  die  aus  den 
allgemeinen  Ergebnissen  des  vorigen  Paragraphen  hergeleitete 
Divergenz  der  Potenz-Entwickelung  von  f^{x)  für  \x\  =  1 
nachträglich  noch  durch  die  Rechnung  direct  zu  bestätigen. 

Es  werde  gesetzt  für  |a;|  <  1 : 

(16)  f,{x)  =  c'-=  ^B  x" 

0 

(wobei  also  jetzt  das  im  allgemeinen  Falle  und  oben  mit 
Bq  4-  -^0  hezeichnete  constante  Glied  der  Einfachheit  halber 
mit  Bq  bezeichnet  ist). 

Alsdann  hat  man  Bq  =  f^  (0)  =  e  und  für  v'^l  zu- 
nächst: 

i_ 

v/V     da;»"    /.  =  o      v!\d[iyJ,..-i 
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also  mit  Benützung  von  Gl.  (8) : 
1    cTe-'         ,      ,.„    _.   L  ,     .sx.  1 


r^if  ^^-^^'-^''-f^-'^  -'^^-'^-^ 


schliesslich : 

(17)  ■Bv  =  e-.2«^,(v-l)      . 

Da  hiernach: 

so  wird  mit  i'  a=s  oo  auch  lim  By  =  co  ^  was  dann  nothwen- 
dig  die  Divergenz  von  2B^x^  für  |:»|  =  1  zur  Folge  hat. 

in.  Die  soeben  betrachtete  trigonometrische  Reihe  für 
f,  (c^O  convergirte  mit  Ansschluss  der  einen  Stelle  #  =  0. 
Man  kann  indessen  aus  den  Ausdrücken  f^  {x\  f^  (x)  leicht 
neue  bilden,  deren  trigonometrische  Entwickelung  auf  dem 
Einheitskreise  ausnahmslos  convergirt,  während  die  be- 
tre£Pende  Potenzreifae  dort  divergirt. 

Setzt  man  zunächst: 

(18)  f,{x)  =  /;(«)-^.(x) 

x-1  l-x  2   {^2'x-l  "2*Jc-i? 

=  e      —  e       ^=  e    \e         —  e  j 


^.     1  .    /l    x+l\ 

=  2 1  •  e  sm  I  ^. I 

v2f    x  —  1/ 


so  wird  die  für  \x\<l  geltende  Potenzreihe: 
(19)  f,  (x)  =  Iv  (^^  _  B^) .  af 

0 

wiederum  für  x  =  e'^*  divergiren.    Dagegen  wird  die  Reihe: 


20) 


1  > I  Qv  ^ 

/•,(c*')  =  —  2t-c»8in(2  cotgj  =  2»^^-sin»'^ 
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jetzt  auch  noch  fürT>  =  0,  also  ausnahmslos  conver- 
giren.  Sie  convergirt  freilich  in  der  Nähe  der  Stelle  #=  0 
ungleichmässig  —  wegen   der   unendlich   vielen   Maxima 

und  Minima,  welche  /^(ß^*)  daselbst  besitzt. 

Indessen    auch   diese  Eigenschaft   lässt  sich  noch  besei- 
tigen.    Ich  setze: 

(21)  F,  {x)  =  (*-!)./;  («) 
80  hat  man  für  \x\  <  1  nach  Gl.  (5): 

(22)  F^  ix)  =  (ä  —  l)  •  Jv  ^  «" 

0 

J,  +  S-  (^  _  A      )  x^+^ 

0 

und  nach  §  3,  Art.  I  für  0  <  *<  27i: 

(23)  F.(e*')  =  2t.sin|./"^'^'-"^) 

=  -  A  +  ^  U  -  aJ  .  /+'^ 

0 

Diese  Reihe   convergirt   aber  auch  noch  für  ^  =  0  — 
nämlich  gegen  den  Werth  Null  (da  in  Folge  der  bewiesenen 

Convergenz  von  2A  e^*  oflfenbar  lim  il   =0  sein  muss). 


v=» 


Sie   convergirt    somit   ausnahmslos    und,    da   sie   mit   der 

Fourier'schen    Reihe    für    die    stetige    Function    F^{e^*) 
identisch  ist,  auch  durchweg  gleichmässig. 

Betrachtet  man  nun  femer  die  Function: 


(24)  f  ,  {x)  =  («  -  1)  •  /,  («) 

80  wird  für  iajl  <  1: 

I  I 

OD      _  OD 

2. 

0 


(25)  F,{x)  -  (X-  l):2'BX       -B,+:s>'(B,-B^^,)-x^+' 
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und  diese  Reihe  muss  wiederum  nach  §  3,  Art.  TI  für  x  =  e^* 
diyergiren  (da  ja  der  Charakter  der  singularen  Stelle 
a;  =  1  durch  den  Factor  (x  —  1)  keine  wesentliche  Ver- 
änderung erleidet). 

Andererseits   hat   man  aber   für  |a;{>l  nach  QL  (11) 
und  (5): 

=  (x—  l)-2>'A^x-'' 

0 


(2G)  =  A^x-2>'(A^-Ä^,)-x 

0 


-v 


und   da  nach  §  3,   Art.  I  diese  Reihe  noch  für  x  =  e^*  im 
allgemeinen  convergiren  muss : 

(27)        F,  (e*0  =  A,  e*'  -  Jv  (^  -  A,^,)  ■  e-^'. 

0 

Die  Vergleichnng  mit  der  Reihe  (23)  zeigt  dann  aber 
ohne  weiteres,  dass  auch  diese  Reihe  ausnahmslos  und 
durchweg  gleichmässig  convergiren  muss. 

Hieraus  erkennt  man  also,  dass  selbst  in  dem  Falle,  wo 
die  Randfunction  in  eine  ausnahmslos  gleichmässig 
convergirende  trigonometrische  Reihe  entwickelt  werden  kann, 
man  noch  keineswegs  ohne  weiteres  auf  die  Convergenz  der 
im  Innern  geltenden  Potenzreihe  für  die  Stellen  des  Con- 
Tergenzkreises  schliessen  darf. 

§5. 

Während  das  Charakteristische  der  in  Art.  II  und  III 
des  vorigen  Paragraphen  betrachteten  Beispiele  darin  bestand, 
-ass  die  betreffenden  Potenzreihen  auf  dem  Convergenz- 
kreise  divergiren,  obschon  die  zugehörige  Raudfunction 
durch    eine   convergente   Fourier'sche   Reihe   darstellbar 

1895.  MAtlL-phys.  Ol.  3.  24 
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ist,  will  ich  jetzt,  wie  in  §  1  angekündigt  wurde,  ein  Bei- 
spiel einer  Potenzreihe  geben,  welche  nachweislich  auf  dem 
Ctonvergenzkreise  (mit  Ausschluss  einer  einzigen  Stelle)  noch 
convergirt,  wohingegen  die  Existenz  einer  ^eigentlichen** 
Fourier^sche  Reihe,  d.  h.  einer  solchen  mit  schlechthin 
convergenten  Integral-Goefficienten  (vgl.  §  1)  nach  der  Natur 
der  dargestellten  Function   definitiv  ausgeschlossen  erscheint. 

Ich  setze: 

^^^  ^^"^^  ^  {x-\)lg(\-x) 

also  für  l^l  <  1  : 

00 

(2)  fix)  =  i—^  =  ^a,x'' 

und  daher: 

so  dass  sich  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  a^  die  Re- 
cursionsformel  ergiebt: 

(4)  i.__^  =  l  (v  =  0,l,2,...) 

und  hieraus  speciell: 

(5)  «0  =  1. 

Ich  zeige  nun,  dass  die  Coefficienten  a^  siimmtlich  po- 
sitiv sind,  mit  wachsendem  Index  V  beständig  abnehmen 
und  für  v  =  oo  gegen  Null  convergiren. 

Schreibt  man  in  Gl.  (2)  {v  —  1)  statt  v,  also : 

(6)  ^  — "-  =  1, 

0    »"  — '< 

und  setzt  Gl.  (4)  in  die  Form : 
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(7)  ^  -T-f—  +  a,  =  1, 

so  folgt  durch  Subtraciion: 

(«>  «'  =  f  (.-x)Jll3^) 

Hieraas  ergiebt  sieh,  dass  a^'>  0  ist,  wenn  das  gleiche 
von  Oq.  Oj,  .  .  .  a^_|  gilt.  Da  aber  a^  =  1,  so  folgt  in  der 
That  allgemein :  a^  >  0. 

Schreibt  man  ferner  die  Gleichungen  (4)  und  (6)  fol- 
gendermaassen  : 


(9) 

'  -      -.1 

j      V  4"  1 X 

so  folgt    wiederum    durch    Subtraction    und    Multiplication 
mit  V  +  1 : 

(10)  (v+1)^''  "-l     -  =  1. 

j      V-j-l  —  X 

Setzt  man  hier  v  —  1  für  v,  also : 

(11)  r.^  -^^^^^^ =  1 

and  subtrahirt  diese  Gleichung  von  der  vorigen,  so  kommt: 

oder  anders  geschrieben: 

(12)  a^^i  —  a^  =  ^  

^    ^  ^  j      (v  —  «)  (v  +  1  —  X) 

1.  h.  ay_j  —  Uy  ist   sicher  positiv,   falls   alle  vorangehenden 
Differenzen    es    sind.     Da    aber    aus    Gl.  (10)    für   v  ==  l: 

24* 
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cIq  —  dl  ==  ö  sich  ergiebt,  so  folgt  wiederum,  dass  allgemein : 

a^^j  —  a^  >  0  sein  muss. 

Da  hiernach  die  positiven  Grössen  a^  mit  wachsendem  v 
beständig  abnehmen,  so  besitzen  sie  für  r  =  oo  einen  be- 
stimmten Grenzwerth.  Dieser  muss  aber  Null  sein,  da  an- 
dernfalls die  linke  Seite  der  Becursionsformel  (4)  wegen  der 
Divergenz  der  harmonischen  Reihe  mit  v  in^s  unendliche 
wachsen  würde. 

Aus  den  eben  nachgewiesenen  Eigenschaften  der  Coeffi- 
cienten  a^  folgt  aber  bekanntlich  die  gleichmässige  Con- 
vergenz  der  Reihen  ^a^cosv^^  ^a^sinyi?,  mit  even- 
tuellem Ausschlüsse  der  Stelle  #  =  0 ,  also  schliesslich  die 
gleichmässige  Gonvergenz  von  2a^x^  für  a;  =  e*',  mit 
eventuellem  Ausschlüsse  der  Stelle  x=l.  Hier  divergirt 
in  der  That  die  betrachtete  Reihe,  wie  sich  daraus  ergiebt, 
dass  lim  f{x)  =  +  c»   wird,    wenn  x  auf  dem  Radius  der 

xsl 

Stelle  1  zustrebt. 

Andererseits  erkennt  man  ohne  weiteres,  dass  f{x)  als 
Function  von  x  in  der  Nähe  der  Stelle  a;  =  1  nicht 
integrabel   ist,   da   sie    für  a?  =  1    so   unendlich   wird,   wie 

--—K -*     Es  muss  dann  aber  auch  f(e^*)  als  Function 

dx 

von  ^  an  der  Stelle  i>  =  0  die  Integrabilitat  verlieren,    da 

(c*^*  —  1)  =  2  i  •  e'     •  sin  —  für  tf  =  0  gerade  so  von   der 

ersten  Ordnung  verschwindet,  wie  (x  —  1)  für  a;  =  1.  Hier- 
aus folgt  dann  aber,  dass  die  Integral  -  Coefficienten  der 
Fourier'schen  Reihe  im  „eigentlichen"  Sinne  divergent 
werden  müssen:  die  betreffende  Reihe  ist  also  eine  ,un- 
eigentliche*  Fourier'sche  Reihe  in  dem  oben  (§  1)  näher 
definirten  Sinne. 
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Oeffentliche  Sitzung 

zu   Ehren   Seiner   Majestät   des    Königs   und  Seiner 
Eönigliclien  Hoheit  des  Prinz-Regenten 

am  16.  November  1896. 


Der  Präsident  der  Akademie,  Herr  M.  v.  Pettenkofer, 
eröffnet  die  Sitzung  mit  folgender  Ansprache: 

Die  heutige  Festsitzung  zu  Ehren  unseres  hohen  Pro- 
tectors,  des  Prinz -Regenten  Luitpold  von  Bayern,  zu  dem 
wir  ehrfurchtsvoll  aufblicken,  mahnt  uns  zugleich,  seiner 
Vorganger  aus  dem  Hause  Witteisbach  zu  gedenken,  welche 
sich  um  unsere  Akademie  in  hervorragendem  Maasse  verdient 
gemAcht  haben. 

Vier  von  ihnen,  welche  wir  theils  als  Stifter,  theils  als 
Reorganisatoren  der  Akademie  verehren,  hat  unsere  Akademie 
bei  der  Herstellung  und  Errichtung  dieses  Festsaales  dadurch 
besonders  zu  ehren  geglaubt,  dass  sie  inmitten  der  Symbole 
und  Wahlsprüche  unserer  Akademie  ihre  Portraits  an  der 
Decke  des  Saales  anbrachte. 

Zunächst  ist  es  der  eigentliche  Stifter  unserer  Akademie, 
Eurf&rst  Maximilian  HI.,  welcher  nach  den  Worten  meines 
Vorgängers  an  dieser  Stelle  in  ihr  « einen  Herd  für  Geistes- 
bildung und  ernste  Studien  für  Bayern  geschaffen"  und 
»in  einem  bislang  finsteren  Gebäude  die  erste  Fackel  ange- 
zündet hat*. 
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Ihm  zur  Seite  ist  das  Bild  des  Kurfürsten  Karl  Theodor, 
des  Stifters  der  kurpfälzischen  Akademie  der  Wissenschaften, 
welche  zugleich  mit  der  alten  kurbayerischen  in  der  jetzigen 
königlichen  Akademie  fortbesteht.  Karl  Theodor  hat  sich 
unter  uns  dadurch  ein  bleibendes  dankbares  Angedenken 
gesichert,  dass  ein  von  ihm  herstammender  Fonds  von  etwa 
180,000  Mark,  der  sogenannte  Mannheimer  Fonds,  eines 
der  wenigen  Stiftungscapitalien  ist,  über  deren  Rente  unsere 
Akademie  in  freier  Weise  für  wissenschaftliche  Zwecke  ver- 
fügen kann. 

Der  dritte,  als  Stifter  von  uns  verehrte  Fürst  aus  dem 
Hause  Witteisbach  ist  König  Max  Joseph  L,  welcher  im 
Jahre  1807  der  Akademie  eine  den  Fortschritten  der  Wissen- 
schaft, sowie  der  grösseren  Ausdehnung  des  bayerisclien 
Staates  angepasste  Organisation  gegeben  hat. 

Damals  wurden  unserer  Akademie  eine  grössere  Reihe 
von  wissenschaftlichen  Sammlungen  und  Instituten  ange- 
gliedert und  untergeordnet,  von  welchen  ich  die  damalige 
Hofbibliothek,  jetzige  Hof-  und  Staatsbibliothek,  das  Na- 
turaliencabinet,  das  chemische  Laboratorium,  das  Münzcabinet, 
das  Antiquarium ,  das  astronomische  Observatorium  als  die 
wichtigsten  nenne. 

Eine  Aenderung  in  dieser  Organisation  veranlasste  die 
Verlegung  der  Ludwig-Maximilians-Universität  von  Landshut 
nach  München,  welche  im  Jahre  1826  unter  der  Regierung 
König  Ludwigs  I.  erfolgte.  Manche  der  genannten  und 
andere  wissenschaftliche  Institute  und  Sammlungen  musstea 
nun  in  nähere  Verbindung  mit  der  Hochschule  gebracht  und 
desshalb  aus  ihrer  bisherigen  Abhängigkeit  von  der  Akademie 
theilweise  befreit  werden.  Es  erschien  als  zweckmässig,  in 
der  Form  einer  Personalunion  ihre  Verbindung  mit  der  Aka- 
demie fortzusetzen,  indem  die  Akademiker,  welche  Conserva- 
toren  von  Sammlungen  waren,  auch  zu  Uuiversitätsprofes- 
soren,   oder  umgekehrt  Universitätsprofessoren  zu  Conserva- 
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toren  ernannt  wurden.  Die  bis  dahin  der  Akademie  an- 
gegliederten wissenschaftlichen  Institute  und  Sammlungen 
bildeten  eine  eigene  unter  dem  Generalconservatorium  geeinte 
Körperschaft,  während  die  Akademie  den  Charakter  eines 
freien  Vereins  von  Gelehrten  erhielt,  dessen  Aufgabe  es  sein 
sollte,  die  WisseDschaft  zu  pflegen  und  zu  erweitem,  sowie 
durch  vereinte  Kraft  Werke  hervorzubringen,  welche  die 
Kräfte  des  Einzelnen  übersteigen. 

Zugleich  bekam  die  Akademie  die  Aufgabe,  die  wissen- 
schaftliche Verbindung  mit  gelehrten  Körperschaften  des  In- 
und  Auslandes  zu  pflegen. 

Die  Personalunion  mit  jenen  im  Generalconservatorium 
vereinten  wissenschaftlichen  Sammlungen  wurde  dadurch  her- 
gestellt, dass  der  anfangs  gewählte,  dann  vom  König  ernannte 
Vorstand  der  Akademie  zugleich  zum  Generalconservator 
bestimmt  wurde,  sowie  dadurch,  dass  in  der  Regel  nur  Mit- 
glieder der  Akademie  zu  Gonservatoren  der  wissenschaftlichen 
Sammlungen  und  Institute  ernannt  wurden. 

Durch  diese  Neuorganisation,  welche  heute  noch  das 
Grundgesetz  beider  Körperschaften  bildet,  hat  König  Ludwig  I. 
den  Anspruch  erworben,  den  Gründern  unserer  Akademie 
beigezählt  zu  werden. 

Unsere  Akademie  ist  in  den  seitdem  verstrichenen  sieben 
Jahrzehnten  der  ihr  gestellten  Doppelaufgabe  treu  geblieben : 
in  einer  langen  Reihe  von  Bänden  hat  sie  durch  vereinte 
Kraft  wissenschaftliche  Werke  von  bleibendem  Werthe  ver- 
öffentlicht; in  stets  steigendem  Masse  hat  sie  mit  gelehrten 
Körperschaften  des  In-  und  Auslandes  wissenschaftlichen 
Verkehr  gepflogen  und  auf  dem  Wege  des  Schriftentausches 
die  inzwischen  selbständig  gewordene  Hof-  und  Staatsbibliothek 
mit  einem  Schatz  werthvoUer  Bücher  bereichert. 

Aber  eine  neue  grosse  Aufgabe  ist  seither  an  unsere 
Akademie  wie  an  die  anderen  verwandten  Gelehrten- Gesell- 
schaften  der  alten  und  neuen  Welt  herangetreten,  die  Auf- 
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gäbe  nämlicb,  nicht  nur  die  wissenschaftlichen  Untersuchungen 
ihrer  Mitglieder  durch  den  Druck  zu  veröffentlichen,  sondern 
in  freierer  Weise  auch  gelehrte  Forschungen  Anderer  auf 
allen  Wissensgebieten  anzuregen  und  zu  unterstützen.  Dieser 
Aufgabe  können  sich  die  Akademien  in  ihrer  freien,  nicht 
durch  die  Zwecke  des  Unterrichts  gebundenen  Verfassung 
weit  besser  unterziehen,  als  die  Universitäten,  oder  als  eine 
etwa  unmittelbar  von  der  Staatsregierung  abhängige  Behörde. 

König  Maximilian  IL,  mit  seinem  erleuchteten  und 
warmen  Interesse  für  die  Wissenschaft,  hatte  diese  neue  Auf- 
gabe der  Akademie  klar  erkannt:  er  begründete  darum  bei 
der  historischen  Glasse  unserer  Akademie  eine  eigene  histo- 
rische Commission  und  stellte  ihr  die  Rente  eines  Gapitals 
von  650,000  Mark  zur  Verfügung  mit  der  Aufgabe,  Quellen- 
material  für  die  deutsche  Geschichte  in  ihrem  ganzen  Um- 
fang aufzufinden  und  herauszugeben,  wissenschaftliche  Ar- 
beiten auf  diesem  Gebiete  hervorzurufen  und  ihre  Publication 
zu  ermöglichen. 

Auch  für  die  Naturwissenschafben  hatte  König  Max 
Aehnliches  im  Sinne.  Leider  hat  sein  früher  Tod  die  Aus- 
führung vereitelt,  so  dass  nunmehr  die  beiden  anderen  Glassen 
unserer  Akademie,  die  philosophisch  -  philologische  und  die 
mathematisch-physikalische,  mit  einem  gewissen  Neid  auf  ihre 
reichere  Schwester  blicken. 

Und  doch  darf  ich,  ohne  den  Vorwurf  einer  unbilligen 
Bevorzugung  des  Wissensgebietes,  dem  ich  persönlich  meine 
Dienste  gewidmet  habe,  befürchten  zu  müssen,  hier  die  Be- 
hauptung aufstellen,  dass  heutzutage  das  Bedürfniss,  auf  dem 
Gebiet  der  Naturwissenschaften  wissenschaftliche  Unter- 
suchungen anzuregen  und  zu  unterstützen,  allgemein  als  das 
allerdringendste  empfunden  wird. 

Unsere  Hoffnung,  dass  auf  dem  Wege  der  Staatshülfe 
dieses  Bedürfniss  eine  ausgiebige  Befriedigung  finden  werde, 
ist  —  offen  gestanden  —  uur  eine  geringe.     Es  wäre  auch 
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unbillig,  von  der  Mehrheit  der  aus  der  Masse  des  Volkes 
gewählten  Vertreter  zu  erwarten,  dass  sie  alle  ein  klares 
Verstandniss  dafGr  haben,  dass  mittelbar  die  der  reinen 
Wi^enschaft  dienenden  Untersuchungen  und  Forschungen 
stets  auch  eine  die  Wohlfahrt  und  den  Wohlstand  des  ganzen 
Volkes  fordernde  Folge  haben,  wofür  ich  Beispiele  in  meiner 
Antrittsrede  als  Präsident  der  Akademie  mitgetheilt  habe. 
Femer  sind  die  Anforderungen,  welche  Heer,  Schule,  Ver- 
kehr a.  s.  w.  an  die  Steuerkraft  des  Landes  stellen,  so  gross, 
dass  jede  Landtagsverhandlung  fast  immer  wie  ein  Markten 
zwischen  Regierung  und  Volksvertretung  über  das  Mehr  oder 
Minder  der  für  diese  noth wendigsten  Bedürfnisse  erforder- 
lichen Geldmittel  erscheint. 

Eher  dürfen  wir  erwarten,  dass  einzelne  einsichtige  und 
zugleich  wohlhabende  Männer,  namentlich  Industrielle,  welche 
mit  einem  durch  eigene  wissenschaftliche  Vorbildung  ge- 
schärften Urtheil  erkannt  haben,  welche  Vortheile  der  von 
ihnen  betriebene  Industriezweig  mittelbar  streng  wissen- 
schaftlichen Forschungen  und  Untersuchungen  verdankt,  sich 
ihrerseits  der  Wissenschaft  gleichsam  wieder  dankbar  erweisen 
werden,  indem  sie  unserer  Akademie  die  nöthigen  Mittel  zur 
Verfügung  stellen,  naturwissenschaftliche  Forschungen  und 
Untersuchungen  anzuregen  und  zu  unterstützen.  Solche 
Männer  werden  nicht  so  engherzig  oder  kurzsichtig  sein,  zu 
erwarten,  dass  derartige  Untersuchungen  gleich  von  vorn- 
herein sofort  einen  in  Qeldwerth  umzurechnenden  Nutzen 
versprechen,  sondern  sich  von  den  Wahlsprüchen,  welche 
unsere  Akademie  bei  Ausschmückung  dieses  Saales  sich  an- 
geeignet hat,  den  vor  Augen  halten,  welcher  sagt:  Serimus 
arbores  posteritati  profuturas!  Lasst  uns  Bäume  pflanzen 
der  Nachwelt  zum  Nutzen! 
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Wahlen. 

Der  Classensekretär,  Herr  C.  v.  Voit,  giebt  sodann  die 
von  der  Akademie  vorgenommenen  und  von  Seiner  König- 
lichen Hoheit  dem  Prinz  -  Regenten  bestätigten  Wahlen  be- 
kannt. Es  wurden  in  der  mathematisch-physikalischen  Classe 
gewählt : 

zum  ordentlichen  Mitglieder 

Dr.  Ferdinand  Lindemann,  ordentlicher  Professor  der 
Mathematik  an  der  hiesigen  Universität,  bisher  ausser- 
ordentliches Mitglied; 

zum  ausserordentlichen  Mitglieder 

Dr.  Wilhelm  von  Miller,  ordentlicher  Professor  der  Chemie 
an  der  hiesigen  technischen  Hochschule; 

zu  correspondirenden  Mitgliedern: 

1.  Francesco  Brioschi,  Präsident  der  Accademia  dei  Lincei 

und  Professor    der  Mathematik   am    R.  Istituto   tecnico 
superiore  in  Mailand; 

2.  Dr.  Karl  Neumann,  Professor  der  mathematischen  Physik 

an  der  Universität  zu  Leipzig; 

3.  Dr.  Hendrik  Antoon  Lorentz,  Professor  der  Physik  an 

der  Universität  zu  Leiden; 

4.  Dr.  Alexander  Kowalewski,  Professor  der  Zoologie  und 

Akademiker  zu  St.  Petersburg; 

5.  Albert  Gaudry,  Professor  der  Paläontologie  am  Jardin 

des  Plantes  zu  Paris,  Membre  de  Tlnstitut; 
ü.  Sir  Archibald  Geikie,    Generaldirektor  der  Geological 

Survey  von  Grossbritannien  in  London ; 
7.  Nevil  Story  Maskelyne,  Professor  der  Mineralogie  an 

der  Universität  zu  Oxford. 
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1.  Herr  H.  Seeliqer  legt  unter  Besprechung  des  Inhalts 
eine  Abhandlung  des  Herrn  Professors  Dr.  K.  Lehmann- 
FiLHES  in  Berlin  :  ^lieber  die  Säcularstörnng  der  Länge 
des  Mondes  unter  der  Annahme  einer  sich  nicht  mo- 
mentan fortpflanzenden  Schwerkraft*  vor. 

2.  Herr  W.  Dtck  bringt  eine  Abhandlung  des  Herrn 
Privatdozenten  Dr.  Eduard  von  Weber:  ^lieber  gewisse 
Systeme  Pfaff'scher  Gleichungen*  in  Vorlage,  welche 
sich  an  die  in  der  Februar-Sitzung  d.  J.  mitgetheilte  Unter- 
suchung anschliesst 

3.  Herr  C.  v.  VoiT  theilt  die  Hauptresultate  einer  in 
seinem  Laboratorium  von  Herrn  Dr.  Alexander  Ellinger 
ausgeführten  Untersuchung:  ,Ueber  den  Nährwerth  des 
Antipeptons*  mit. 


üeber  die  Säcnlarstörung  der  Länge  des  Mondes 
nnter  der  Annahme  einer  sich  nicht  momentan 

fortpflanzenden  Schwerkraft. 

Von  R.  Lehmann-Filh^g. 

(Sing4la«/tn  7.  Detember.) 

Seitdem  Laplace  im  VIL  Capitel  des  X.  Buches  der 
Mecanique  Celeste  eine  Untersuchung  über  die  Wirkung  einer 
stransmission  successive  de  la  pesanteur*'  mitgetheilt  hat, 
sind  kritische  Discussionen  des  Newton'schen  Gravitations- 
gesetzes für  lange  Zeit  von  der  Tagesordnung  verschwunden. 
Eföt  in  neuerer  Zeit  hat  man  derartige  Fragen,  über  deren 
Wichtigkeit  wohl  kein  Streit  sein  kann,  wieder  mehr  in's 
Auge  gefasst,  indem  man  einerseits  die  Folgen  einer  etwaigen 
endlichen  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Gravitation  für 
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die  planetarischen  Bewegungen  auf  Grund  verschiedener  Hy- 
pothesen erörtert,  andererseits  in  Erwägung  gezogen  hat,  ob 
die  Intensität  der  Kraft  nicht  in  einer  anderen  Form  als 
Function  des  Abstandes  der  sich  anziehenden  Massentheilchen 
gegeben  werden   muss,    als  es  durch  Newton   geschehen  ist. 

Besonders  die  letztere  Frage  hat  vor  etwa  einem  Jahre 
eine  sehr  bedeutsame  Förderung  erfahren  durch  Seeliger^s 
Aufsatz  güeber  dajs  Newton'sche  Gravitationsgesetz*  (Astr. 
Nachrichten  Nr.  3273).  Eine  weitere  sehr  umfassende  Be- 
reicherung der  diesen  Gegenstand  betreffenden  Literatur  ist 
erfolgt  durch  die  soeben  erschienene  Schrift  von  Carl  Neu- 
mann, „Allgemeine  Untersuchungen  über  das  Newton *sche 
Princip  der  Fern  Wirkungen.*  Ueber  den  Inhalt  dieses 
höchst  wichtigen  Werkes  gab  schon  eine  ohne  Zweifel  von 
C.  Neumann  selbst  verfasste  Anzeige  in  den  „Mitteilungen 
der  Verlagsbuchhandlung  B.  G.  Teubner  in  Leipzig*,  28.  Jahr- 
gang, Nr.  5  eine  vorläufige  Orientirung. 

Ueber  die  zuerst  genannte  Frage,  die  nach  der  zeit- 
lichen Fortpflanzung  der  Gravitation,  liegt  gleichfalls  eine 
ansehnliche  Literatur  vor.  In  dieses  Gebiet  gehören  auch 
die  Untersuchungen  über  den  Einfluss,  welchen  z.  B.  die 
relative  Geschwindigkeit  der  sich  anziehenden  Punkte  auf 
Grund  des  Weber 'sehen  oder  Riemann 'sehen  Gesetzes  auf  die 
planetarischen  Bewegungen  ausübt.  Eine  sehr  schätzbare 
Zusammenstellung  der  wichtigsten  einschlägigen  Arbeiten  ist 
erst  kürzlich  in  dem  Aufsatze  von  S.  Oppenheim  „Zur  Frage 
nach  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Gravitation*, 
Jahresbericht  über  das  k.  k.  Akademische  Gymnasium  in  Wien 
für  das  Schuljahr  1894—95,  gegeben  worden. 

Die  vorhandenen  Untersuchungen  beziehen  sich  alle  in 
erster  Linie  auf  die  Bewegung  eines  Planeten  um  die  Sonne, 
und  eine  Anwendung  der  für  diese  gefundenen  Formeln  auf 
die  Bewegung  des  Mondes,  wie  sie  S.  Oppenheim  auf  S.  18 
seiner  Schrift  bei  Besprechung  der  von  v.  Hepperger  in  den 
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Sitzungsberichten  der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften  in 
Wien,  1888  veröflfentlichten  Arbeit  „üeber  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  Gravitation  **  von  dessen  Ausdruck  für 
die  Sacularstorung  der  Länge  eines  Planeten  gemacht  hat, 
fuhrt  zu  keinem  richtigen  Resultat. 

Der  Verfasser  der  vorliegenden  Untersuchung  hat  bereits 
im  Jahre  1884  in  Nr.  2630  der  Astr.  Nachrichten  eine 
Untersuchung  über  die  Bewegung  eines  Planeten  unter  der 
Annahme  einer  sich  nicht  momentan  fortpflanzenden  Schwer- 
kraft veröffentlicht.  Die  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegte, 
später  auch  von  v.  Hepperger  in  Anwendung  gebrachte 
Hypothese  ist  die,  dass  die  Gravitation  ähnlich  wie  das  Licht 
von  dem  Eraftcentrum  ausstrahlt,  und  dass  die  Gravitations- 
strahlen sich  wie  die  Lichtstrahlen  mit  constanter  Geschwin- 
digkeit gradlinig  im  Räume  verbreiten.  Bei  der  Begegnung 
mit  einem  Massenpunkte  ist  also  seit  dem  Ausgange  des  be- 
treffenden Impulses  eine,  wenn  auch  noch  so  kurze  Zeit  ver- 
gangen, in  welcher  der  anziehende  Punkt  im  Allgemeinen 
seinen  Ort  geändert  hat.  Hierdurch  entstehen  dann  Be- 
wegungsstörungen gegenüber  dem  Fall  einer  sich  momentan 
ausbreitenden  Kraft,  welche  eine  gewisse  Analogie  zu  den 
Aberrationserscfaeinungen  besitzen. 

Diese  Hypothese  ist  als  eine  rein  mathematische  aufzu- 
fassen, indem  irgend  eine  Vorstellung  über  die  physikalische 
Natur  der  Gravitation,  wie  wir  sie  z.  B.  bei  Laplace  finden, 
darin  nicht  ausgesprochen  ist. 

Die  Durchführung  der  erörterten  Hypothese  ist  nun 
jedenfalls  eine  unvollständige,  so  lange  sie  nicht  auf  den- 
jenigen Himmelskörper,  dessen  Bewegung  uns  wegen  seiner 
grossen  Nähe  ihre  Eigenthümlichkeiten  am  deutlichsten  er- 
kennen lässt,  angewendet  ist.  Auch  unter  Zugrundelegung 
anderer  Hypothesen,  z.  B.  des  Weber 'sehen  Gesetzes,  ist  die 
Mondbewegung  bisher  noch  nicht  genauer  untersucht  worden, 
offenbar  deshalb,  weil,  wie  v.  Hepperger  am  Schlüsse  seiner 
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Abbandlaag  ganz  richtig  bemerkt,  die  Entwickelungen  «in 
Folge  der  krummlinigen  Bewegung  der  Erde  und  der  durch 
die  Sonne  bewirkten  Störungen  mit  grossen  Schwierigkeiten 
verbunden«  sind. 

Wenn  hier  in  dieser  Richtung  ein  erster  Schritt,  der 
hoffentlich  Nachfolge  finden  wird,  gemacht  wird,  so  ist  von 
vornherein  zu  beachten,  dass  das  Verfahren  bei  der  unge- 
meinen Complication  der  Aufgabe  nur  ein  approximatives 
sein  kann.  Auch  ist  das  Thema  insofern  eingeschränkt 
worden,  als  vorzugsweise  die  Säcularstörung  der  Lange  zum 
Gegenstande  der  Untersuchung  gemacht  wurde,  wozu  der 
Umstand,  dass  ein  Theil  der  säcularen  Beschleunigung  des 
Mondes  durch  die  Theorie  noch  nicht  erklärt  ist,  aufzu- 
fordern schien.  Dass  hierbei  der  Radiusvector  und  die  Länge 
auch  in  allgemeiner  Weise  untersucht  werden  mussten,  liegt 
in  der  Natur  der  Sache. 

Das  Resultat  ist  ein  negatives,  da  nicht  eine  Beschleu- 
nigung, sondern  eine  Verzögerung  der  Mondbewegung  ge- 
funden wird,  deren  Betrag  nochdazu  zu  Annahmen  über 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Gravitation  nöthigte, 
welche  wenig  plausibel  erscheinen. 

Derartige  Rechnungsergebnisse  dürfen  nach  Ansicht  des 
Verfassers  nicht  dahin  führen,  die  Behandlung  der  betreffen- 
den Fragen  überhaupt  aufzugeben.  Vielmehr  sollte  man  die 
Untersuchungen  auf  verschiedenen  Grundlagen  weiterführen, 
, nicht  etwa«,  wie  C.  Neumann  in  der  erwähnten  Anzeige 
seines  Buches  sagt,  „in  der  Hoffnung,  dass  eine  solche  Theorie 
sofort  zu  physikalisch  wichtigen  Aufschlüssen  führen  werde, 
sondern  nur  in  dem  Bestreben,  den  ganzen  Kreis  der  hier- 
her gehörigen  Vorstellungen  zu  ordnen,  zu  erweitern  und 
vielleicht  für  künftigen  Gebrauch  nutzbar  zu  machen. 
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I.  Aufstellung  der  Differentialgleichungen. 

Wir  nehmen  ein  im  Räume  festes  Coordinatensystem  an, 
in  Bezug  auf  welches  der  Schwerpunkt  der  Erde  zur  Zeit  t 
die  Coordinaten  f^,  tJq^  ^q  habe.  Ein  Element  dniQ  der  Erd- 
masse habe  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  die  Coordinaten 
J^oi  9oi  2o  ^^^^  ^^°  Abstand  Qq  von  demselben,  so  dass 

Das  Massenelement  der  Erde  wirkt  anziehend  auf  das 
Massenelement  dm  des  Mondes,  dessen  ganze  Masse  m  heisse. 
In  Bezug  auf  das  feste  Coordinatensystem  habe  dm  die 
Coordinaten  ^'.  rj'^  l\  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  der 
Erde  x'^  y\  s\  üer  Abstand  zwischen  dm  und  dm^  heisse  <J, 
zwischen  dm  und  dem  Schwerpunkt  der  Erde  dagegen  r\ 
sodass 

«J»  =  (^'  -  jto)'  +  iy'  -  y*  +  i."'  -  ^o)*       1  „, 


=  (I'  -  lo  -  J?o)»  +  (•?'  -  Vo  -  «Jo)*  +  ( 


Wenn  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Gra- 
vitation fortpflanzt,  durch  —  bezeichnet  wird,  so  ist  die  Zeit, 

zu  welcher  der  auf  dm  wirkende  Impuls  von  dm^^  ausging, 
gleich  t  —  Bd^  imd  zu  dieser  Zeit  waren  die  Coordinaten 
von  dm^ 

?o-r^o       ^"'        dt       "^1.2*       d«2  1.2.3*       dt^'      "^'" 

»yoT-^o      ''"•       di       "^1.2'       dea  1.2.3         dt^       "^••■ 

bo-TJo       ''*''       ^i       "»1.2'       dr-»  1.2.8"       dt^      "^  * '  * 

Da  nun  aber  jedenfalls  0d,  d.  h.  die  Zeit,  während 
welcher  die  Gravitation  die  Strecke  d  durcheilt,  eine  sehr 
kleine  Grosse  ist,  so  gentigt  es,   nur  die  erste  Potenz  der- 
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selben  zu  berücksichidgen,  d.  h.  für  die  Goordinatea  von  dm^ 
folgende  Werthe  anzunehmen: 

So+fo  — ö^ Jl 

Der  Abstand   zwischen  dm  und  dem  durch  vorstehende 
Goordinaten  bestimmten  Orte  von  dw^  ist  hiernach 

oder  mit  Hülfe  von  2) 

<J  +  ö[(^'-  lo-fo)^^  +  (>?'-  '?o-t>o)'-^^V(e'-  Co-ao)^*^-], 

und   hiernach   wird   die   der  ^-Achse   parallele    Componente 
der  von  dm^  auf  dm  geäusserten  Beschleunigung: 

-  k^dm. 


oder,  wenn  auch  hier  wieder  6*,  ö',  .  .  .  remachlässigt  werden 
und  f'  —  lo  =  «',  t]'  —  rjg  =  y\  ^'  —  ^^  =  jf'  gesetzt  wird : 


+  So) 


Wir  werden  nun  zunächst  in  diesen  Ausdruck   die  von 
der  Rotation  der  Erde  herrührenden  Werthe  von  ^}^-,  ^^,  ^ 

(U      dt      dl 
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einsetizen.     Bezeichnen  wir  die  Winkelgeschwindigkeiten  um 
die  drei  Coordinatenaxen  mit  y^,  Xoi  V'o'  ^^  ^^^ 

Indem  wir  beachten,  dsfis 

^0  dt    ^^^   dt    ^^   dt  ^ 

ist,   erhalten  wir  für  obige  Beschleunigungscomponente   fol- 
genden Werth: 

Um  die  Einwirkung  der  ganzen  Erde  zu  erhalten,  haben 
wir  den  Ausdruck  3)  über  die  ganze  Erdmasse  niQ  zu  in- 
tegriren.     Aus  1)  und  2)  folgt: 

<J»  =  r'»  -  2  (»'5o  +  yX  +  ^'Jo)  +  eoS 

woraus,  wenn  wir  nur  noch  die  Glieder  zweiter  Ordnung  in 
Bezug  auf  die  Mondparallaxe  mitnehmen: 

JL         ^  r  1  -4-w  ^'go+y'^+^'^Q  _  ^  £0    .  w(n+2)  (x%+y%^z%)^ 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  die  Erde  eine  aus  homogenen 
concentrischen  Schalen  zusammengesetzte  Kugel  ist,  so  dass 
der  Schwerpunkt  im  Mittelpunkt  liegt  und  alle  Durchmesser 

1805.  ]Utb.-ph7i.  Cl.  8.  25 
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Hauptfcrägheitsaxen  sind.     Wir  haben  dann  nach  bekannten 
Sätzen : 

SqI  dfth  =  2  "^"' 

X(«'  fo  +  y'  »Jo  +  '8''  io)*  «^»»o  =  ^*  Po- 
wern! mit  Aq  das  Trägheitsmoment   der  Erde  in  Bezug   auf 
eine  durch  den  Mittelpunkt  gehende  Äxe  bezeichnet  wird. 

Mit  Hülfe  von  4)  erhalten  wir  hieraus  folgende  Re- 
lationen, in  denen  nicht  über  Glieder  zweiter  Ordnung  hin- 
sichtlich der  Mondparallaxe  hinausgegangen  ist: 

C<lm._l_\^     ,n(n-\)AA 


J  ~äJr- «»»0  -  r'»  [»»0  +     4~?«J  +  3?<i 

J       s»       ««o  —  ^.«  [»»o -h        4        r'«J^2r'» 
n^'-Jo)»^^   _'''[«.     .    ♦»(♦»-6)^0]    I     ^0 


6) 


»+2 


6) 
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r(y'-W(g'-ao)  j„  _y'»T«.    .  «(»»-6)^01 

r(g'-3o)(»'-;o)^^   _''*'L     1    n(n-5)^1 

J  ä=  *""<>  ~"  ?^  [*"•  "•       4      F«J 

r(ag'-io)(y'->>o)  j^  _  «y  r„     ,    « (n  -  6)  ^ol 
J äS "*"•—  ^  l*"o  +  ~4~  ?«J 

f(a''-go^&)  j_,   _  _.»  ^0 A 

J         a«        »"»o— *     2r'"+2       2r'« 

ä= ««o  — «J/   2?^ 

Mit  Hülfe  dieser  Belationen  erhält  man  als  Integral 
von  3): 

-  3\^»»o-^j  ö  j;r4  \x  -^+y  — +^  — j  -  -^-  (^.^  -  xp^y  )| 

Wir  haben  hieraas  die  Componente  der  bewegenden 
Kraft  zu  berechnen,  welche  die  Erde  auf  den  ganzen  Mond 
ausübt.  Zu  diesem  Zweck  ist  der  vorstehende  Ausdruck  7) 
mit  dem  Massenelement  des  Mondes  zu  niultipliciren  und 
Ober  die  ganze  Mondmasse  zu  integriren.  Wir  nennen  die 
geocentrischen  Goordinaten  des  Mondschwerpunktes  x,  y^  js; 
die  auf  diesen  Schwerpunkt  bezogenen  Goordinaten  des 
Massenelementes  ^,  ^,  };  den  Abstand  des  letzteren  vom 
Schwerpunkte  9.     Dann  ist  in  7)  einzusetzen 

r'»=(a;  +  J)»+(y  +  ^)»  +  (^+i)»=:r»^-2(x^c  +  yt,  +  ^i)^-^^ 

wo 

r*  =  jj*  +  y*  +  ^*, 

26* 
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Hieraus  folgt  nach  Analogie  von  4) 
J J^fi       ^^ic  +  y\i  +  zi       ng^    ,    n (n  +  2) (.v£  +  y ^  +  z^)^ 

wobei  Glieder   von    der   dritten  Ordnung  in  Bezug   auf  den 
scheinbaren  Moudradius  vernachlässigt  sind. 

Man  kann  hieraus  eine  Anzahl  von  Reductionsgleichungen 
herleiten,  die,  vom  Vorzeichen  der  Coordinaten  f,  t),  }  ab- 
gesehen, den  Formeln  5)  und  6)  analog  sind,  wobei  der 
Mond,  wie  vorher  die  Erde,  als  eine  aus  concentrischen  homo- 
genen Schalen  zusammengesetzte  Kugel  angesehen  wird, 
deren  Gesammtmasse  m  und  deren  Trägheitsmoment  in  Be- 
zug auf  eine  durch  den  Mittelpunkt  gehende  Axe  Ä  heissen 
möge. 

Durch  Integration  erhält  man  demnach  aus  7): 

-  P  [^x+  {mm,  -  »iA+iüoi)  l^f  8) 

wobei  die  Producte  der  Trägheitsmomente  vernachlässigt  sind. 

Dies  ist  die  ^-Componente  der  bewegenden  Kraft, 
welche  die  Erde  auf  den  Schwerpunkt  des  Mondes  ausübt. 
Für  den  Einfluss  der  Sonne  kommt  natürlich  ein  ähnliches 
Glied  hinzu,  in  welchem  wir  folgende  Bezeichnungen  an- 
wenden wollen: 

Es  sei  m^  die  Masse,  A^  das  auf  eine  durch  den  Mittel- 
punkt gehende  Axe  bezogene  Trägheitsmoment  der  Sonne, 
welche  wir  wie  Erde  und  Mond  als  eine  aus  homogenen 
concentrischen  Schalen  zusammengesetzte  Kugel  ansehen. 
Die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  (Mittelpunktes)  in  Bezug 
auf  das  im  Räume  feste  Coordinatensystem  seien  $j,  i;^,  Cp 
die  geocentrischen  Coordinaten  desselben  Punktes  a?i,  y^  j^j; 
der  Abstand  der  Mittelpunkte  von  Erde  und  Sonne  heisse  r^. 


mÄQ  6 
~2"  r* 
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Die  heliocentrischen  Coordinaten  des  Moudmittelpunktes 
werden  demnach  x  —  x^^  y  —  y^,  0  —  z^.  Der  Abstand  des 
letzteren  vom  Sonnenmittelpunkte  heisse  J,  Endlich  seien 
^n  ^i>  V'i  ^^®  Winkelgeschwindigkeiten  der  Sonnenrotation 
um  die  drei  Cobrdinatenaxen. 

Hiemach  wird  die  Componente  der  von  Erde  und  Sonne 
auf  den  Mond  ausgeübten  bewegenden  Kraft,  wenn  wir  für 
den  Augenblick  die  auf  das  feste  Goordinatensjstem  bezogenen 
Coordinaten  des  Mondmitteipunktes  ^,  ?;,  C  nennen : 

Da  wir  nun  die  geometrische  Bewegung  des  Mondes  zu 

untersuchen  haben,  so  muss  auch  ~j^  gebildet  und  von  -r-^ 

d!^x 
abgezogen  werden,  wodurch  -7^^  erhalten  wird. 

Man  findet,  wenn  qp,  Xi  ^f  die  Componenten  der  Winkel- 
geschwindigkeit der  Mondrotation  bedeuten: 

m  ^0— _pf--!??^a:4.  (mm  ._  ^^o  +  ^o^^  1^^ 
^^0  at^  —        '^    \         r8    ^^  1*^**^0  ^a  ^r^rf« 

-  3  (m»,„ ^  -»  -  j  -  (^a;  5-  +  y  J  +  ^  äf  j 


+  '^--^(z^-«/'y)} 
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-  3  („.«.  _  a>4^-^')  ?J  (x  ö  +  ,,  ^j  + .. «.) 

+  ¥'•',.0.'. -"".>)  10) 

Bildet  man  nun  aus  9)  und  10)  die  Differenz 

dt^         dt^        dt^ ' 
so  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form 

rf^a+«    — ^      «—  ao;  ^^'  11) 


wo 


fl  =  ÄX  (1  -  •-^^-H'?-^'-^)  12) 

In  dem  Ausdrucke  für  X,  der  alle  mit  ß  multiplicirten 
Glieder  umfasst,  wollen  wir  für  die  Componenten  der  abso- 
luten Geschwindigkeiten  der  Sonne  constante  Weiihe  an- 
nehmen, indem  wir  setzen 

dt~      '   dt~^'   dt~^' 

Dies  ist  allerdings  nicht  völlig  streng;  denn  wenn  die 
Geschwindigkeitscomponenten  des  Schwerpunktes  des  ganzen 
Systems  die  constanten  Werthe  a,  /S,  y  haben,  so  ist 

di         \     ^Wi^      /  wi  dt  ' 

wo  jeder  Planet  zu  berücksichtigen  ist.  Setzen  wir  in  X 
einfach    ^j/  =  «  t    so    vernachlässigen   wir    damit  entweder 

Glieder  von  der  Ordnung  der  Producte  der  Planetenmassen 
oder  von  der  Ordnung  des  Quotienten  einer  Planetenmasse 
dividirt  durch  r^*.  Beide  Vernachlässigungen  bedürfen  keiner 
Rechtfertigung. 
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Ferner  beachten  wir,  dass 

Hiemach  findet  sich 

V  mm^r^     /  r^  dt 


13) 


Durch  cyklische  Vertauschung  innerhalb  der  drei  Buch- 
stabengruppen a?,  y,  -8^;  a,  ß^  y\  gp,  Zi  V^  erhält  man  aus  X 
auch  die  Componenten  Y  und  Z  der  von  der  nicht  momen- 
tanen Fortpflanzung  der  Gravitation  herrührenden  störenden 
Kraft. 

Die  Differentialgleichungen  der  geocentrischen  Bewegung 
des  Mondes  lauten  also : 


384      Sitzung  der  inath.-phys,  Glosse  w»n  7.  Dezember  1895, 

^ei  +  Ä*  («' +  »»o)  ^  =  ä^   +  X 


14) 


Wir  werden  dieselben  jedoch  für  unsere  Zwecke  trans- 
formiren.     Zunächst  erhalten  wir  leicht 

dx^+dy^  +  dz^        qt.»  »i +  Wo    ,    t^  m  +  Wo  1 1:\ 

df^  ^'^   —r~  +  ^   "  a  ^^ 

=  2  J(g  dx  +  ^^dy  +  y^  d^)  +  2  J(Xda^+rdy +Zd^), 

wo  Ä*  die  Integrationsconstante  ist  und  die  Integrale 

als  untere  Grenze  die  Osculationsepoche  haben. 
Femer  geben  die  Gleichungen  14) 

xd^x-\-yd^y  +  zd^z    ,    7 ^  w  +  Wq /     3ß  5ß  ^^\ 

~dt^'  l"'^    ~    r~—\^dx+ydy+^dz/ 

-\-(xX  +  yY+^Z)  16) 

Weil  nun  aber  r*  =  a;*  -}"  y*  +  ^*»  *lso 

2    d«2    —  -^^^  I  ~gt^  » 

SO  erhält  man  durch  Addition  von  15)  und  16) 

'2    dt^         ^        r         >"  ^  "~a~~ 

+  2 SiXdz  +  Ydy  -f  Zd^)  +  (xX  +  yY+  sZ) 

Betrachten  wir  allein  die  durch  die  endliche  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit der  Gravitation  hervorgebrachte  Störung, 
so  erhalten  wir,  wenn  8  jene  Störung  andeutet: 
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^l^t^  +  ^^'^'irdr)  17) 

+  2  Si^dx  +  Ydy  +  Zd;^)  +  (xX  +  yY+jgZ) 

Mit  Rücksicht   auf  die  Bedeutung  von  ii  lässt  sich  in- 
dessen diese  Gleichung  noch  auf  eine  andere  Form  bringen. 

Da  bis  zu  den  Gliedern  von  der  Ordnung  —^  incl. 


SO  ist 


n    [^        2ri«"^  2  ri*      "      J' 

oder,    da    das   Glied       --*    weder   zu    ^(^g.ii    ^^^^ 
2  d  1  (^  da;  +  3-  ^y  +  9^-  ^^ )  einen  Beitrag  liefert: 

Hieraus  ergiebt  sich 


zu 


du 
d 


X  r^     l  ^  ^i  J 


und  analog  ^-  und  ^  -. 

Femer : 

du    .       dQ    ,       dO  dQ        on 

X  ^ — ]r  y^ — h^^"  =  ^-i    =2iJ 

Mit  Rücksicht  auf  das  Spätere  sollen  hier  an  Stelle  der 
geocentrischen  Coordinaten  a;,,  yj,  ^j,  r,  der  Sonne  die  auf 
den  Schwerpunkt  des  Systems  Erde-Mond  bezogenen  Sonnen- 
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coordiuaten  Xq^  y^^  j^^,  r^   eingeführt  werden.     Man   findet 
sofort : 

X*  —  Xfk  "~p         i  •  X 

yi  =  yo  +  ^---y  18) 

J^t  =  ^0  -\ i •  ^. 

*         "    '   tn  +  ^^o 

Bezeichnen  wir  den  Factor  — , ,  der  etwa  -  beträft, 

m  +  Wo'  81  ® 

durch  €  und  vernachlässigen  €*,  6*  .  .,  so  finden  wir 

,    fc2 w,  ["9^  J-JpQ  +  yyo  +  g^o    ^a  _  15  (^0  +  yyp_+££g)?]  « 
"^    ro    L2  ro*  ' '^  2  ro«  J  *" 

1    ^^^1  [3  «l^    I    Q  xxp  +  yyo  +  zzp  __  16(a;go-fyyo  +  £^i?o)^1 

AI        du       j  dQ 
Analog  -3-  und  3^. 

Wie  man  sieht  sind  die  mit  e  behafteten  Glieder  von 
einer  höheren  Ordnung  als  die  letzten,  welche  wir  bei  der 
Entwickelung  noch  berücksichtigen  wollten,  weshalb  wir 
innerhalb  der  festgesetzten  Genauigkeitsgrenze  haben: 

p^l^i\S  {xXt,  +  yyo  +  zzo)i  _L^1] 
ro    [2  ro*  2ro«J 


d 

d 


9.  =  ^'^^1  [3  ^?p_+ yyo_+ffp .  ^  j^] 


Hiernach  darf  man  also  in  der  Störungsfunction  und 
ihren  Ableitungen  die  geocentrischen  Coordinaten  der  Sonne 
durch  die  auf  den  Schwerpunkt  des  Systems  Erde-Mond  be- 
zogenen (barycentrischen)  Sonnencoordinaten  ersetzen. 
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Wir  führen  nun  ein 

ic  =  r  cos  j^  cos  A,  aj^  =  ro  cos  /^o  ^^^  K 

y  =  rcos  ßeinX  y©  =  ^o  cos ßo  sin  l^ 

a  =  r  sin  ß  ^0  =  ^0  si^  ßo 

wo  X  und  /$  die  geocentrische  Länge  und  Breite  des  Mondes, 
Xq  und  ^0  die  barycentrische  Länge  und  Breite  der  Sonne 
sind.     Eis  ergiebt  sich 

fl  =  ^  ri [3cos»/S  -  2  +  3cosVcos(2X  —  2Ao) 
+  3  sin  2  /?  sin  2  /?o  cos  {X  —  Ao)], 

wo  bereits  die  zweite  Potenz  der  Sonnenbreite  ß^  vernach- 
lässigt ist.  Da  jedoch  die  Störungsfunction  schon  einen 
starken  Verkleinerungsfactor  hat,  so  werden  wir  hier  auch 
das  Quadrat  der  Mondbreite  sowie  das  Product  der  Breiten 
von  Sonne  und  Mond  vernachlässigen,  so  dass  einfach 


a  =  ^^^,['^  +  Scosi2X-2k,)].  19) 


Da 


^—  ax  +  ^—  ay  +  :^  a^  +.5—  dx^  +  ^     dy^  +  5—  dz^  =  rt  AI 

dx  dy      ^        dz  dxo        "       dyo     -^^       dz^       " 


nnd 


0  9yo 

so  nimmt  Gleichung  17)  folgende  Gestalt  an : 

+  2S{Xdx-\-  Ydy-itZdg)-\-(jeX-\-yY-YeZ) 
oder,  da 
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-  2  J  [dj,  ^'^'•o  +  aAo  '^^^  +  äTäFo  '''■•*^*"  +  arä7o  '''••'^^ 

■^^Jx.^^^'-o  +  ^.n.öK}  20) 

+  2  X(Z(f a:  +  Ydy  +  Zde)  +  (xX  +  yY-\-  eZ) 
Die  beiden  ersten  Gleichungen  14)  geben 

=  |f  +  (xr-yX) 

Da  nun  — '-77*^—       r*  cos*  p  37    so  hat  man 

at  av 

cos'^^  ^  =  Const.  +  JlJ  dt  '\-^{xY''  yX)  dt, 

wo  die  Integrationen  von  der  Osculationsepoche  beginnen. 

Hinsichtlich  der  von  der  endlichen  Geschwindigkeit  der 
Gravitation  herrührenden  Störung  hat  man  demnach 

r»  cos»  /?  "^^Z  +  2  ^  J  r  cos  /?  d  (r  cos  ß) 
=  ^  J  a?  dt  +  ^{xY^yX)dt. 

Mit    Vernachlässigung   der   zweiten    Potenz   der   Mond- 
breite kann  man  diese  Gleichung  schreiben 


r» 


+  J(a:r-yX)d<  21) 
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Eine  scharfe  Integration  der  Gleichungen  20)  und  21) 
müsste  natürlich  durch  abwechselnde  Annäherungen  er- 
folgen. 

Die  in  den  entwickelten  Gleichungen  auftretenden  par- 
tiellen ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  der  Störungs- 
function  i2sind  innerhalb  der  festgesetzten  Genauigkeitsgrenzen 
die  folgenden: 


■w 


9^a 


=  +  fÄ»«,^8ia(2A-2i,) 
3 


1;^  «  -  f  Ä»m,  ^Jl  +  3  cos  (2i  -  2A,) 


=  +  3  ft»«,  -5  [1  +  3  cos  {21  —  2A,)] 


^  =  -  f  *»»»i  {i  sin  (2A  -  2A,) 


a^o 


irix,  =  +  3fc»«,  ^  sin  (2^  -  2i,) 
^  =  +  3Ä»fnj^cos(2i-2X,) 


9a/2 


22) 


;^^,      =-3Ä»».,^co8(2A-2Xi) 

/;f^    =-3Ä»«,5^8in(2A-2A,) 

1^      =_3P«J^cos(2A-2>l,) 

Femer  ergiebt  sich  aus  13)  und  den  analogen  Ausdrücken 
für  r  und  Z: 
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xX+  y  Y+zZ=  2P(mo  -  m)  (l  -  "' t° + ?^)  g(«a;  +/?y  +  y^) 

^    "         "^V  mm^r^    }r^  dt 

X\a{x-x,)  +  ß{t,-y,)  -\-  Y{e  -  e,)] 

— -^  *»  ( ji  -  ;ri)  [</>!  («yi  -  y  *,) +x,  (««,  -  ««,) 

I    j^^^  /|  __  tn^o  +  Wo^\  ö  xdy  —  ydx 
\  mm^r^      J  r^         dt 

+  /*  (y  —  y»)  +  y  (*  —  -»i)] 
+  ^^^ [^ iH>ic  —  <fe)  -y(x'-  Vy)] 


2    r* 
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a    r* 


Xdx+  Tdy +Zdz=-h  «K-m)  ( l  -^^^^^)  |(«<i«+/Sdy+yrf*) 

"^  \  mwof*     /H  dt 

25)  -  3Ä;«(»te-m)(  1  -  «"^0+*^^ ^  dy^J^dJ^^lÜ^fe. 

\  fiiwo*"       /  f^  \dt) 

X  (««1  +  /?y,  +  y*,) 
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II.  Die  Störungen  der  Planetenbewegnng. 

In  den  DifiPerentialgleichungen  20)  und  21)  treten  die 
Störungen  dr^  und  dX^  auf,  d.  h.  die  von  der  endlichen  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der  Gravitation  herrührenden  Stö- 
rungen des  Abstandes  der  Sonne  von  dem  Schwerpunkte  des 
Systems  Erde -Mond  und  der  auf  diesen  Punkt  bezogenen 
Sonnenlänge.  Diese  Störungen  sind  natürlich  identisch  mit 
denen  der  heliocentrischen  Coordinaten  jenes  Schwerpunktes. 
Zur  Berechnung  dieser  lassen  sich  die  bereits  entwickelten 
Differentialgleichungen  nach  einer  entsprechenden  Verein- 
fachung benutzen.  Setzen  wir  nämlich  in  9)  und  10)  mj  =  0, 
so  erhalten  wir  die  Bewegung  der  Masse  m  in  Bezug  auf 
die  Gentralmasse  Wq.  Ist  diese  Masse  ein  System  von  Massen- 
punkten, so  sind  diese  im  Schwerpunkt  vereinigt  zu  denken. 

Für  diese  setzen  wir  --^  ==  a,  -^  =l  ß   -4r  =  y,  wo  a,  ß,  y 

dt  dt  ^    dt        ' '  11/ 

constant  sind.  Hierbei  sind  offenbar  Glieder  von  der  Ord- 
nung der  Masse  tn  vernachlässigt,  welche  wir  als  ausser- 
ordentlich klein  im  Verhältniss  zu  m^  betrachten.  Wir 
werden  deshalb  überhaupt  Glieder  mit  dem  Factor  m  weg- 
lassen. 

Hiernach  wird 

ri^  __      .   dx 
dt  '^  dt 

^  =  54-^ 
dt       ^  ^  dt 

dC  ^      id£ 
"dt'^^'^  dt 

Unter  Mitnahme   der  Hauptglieder   erhalten  wir  somit: 


-**0+"':'"-3«o^"(«*+/*y+y^)-^'(zo*-V'oy)} 


dt^  - 
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Die  Sabtraction  ergiebt 

^  +  *»  (»0  +  «)  5  =  -  Ar*ÖWo5 

unter   dem   Central körper   wollen   wir  jetzt  die  Sonne 
verstehen,  so  dass  n?^  =  1  gesetzt  werden  kann. 

Setzen  wir 
r  =  _ i»ö ^,  +  3Ä»Ö  (az+ßp+ye)  J  +  *^Ao(^.^3._y^^)  }26) 

SO   werden   die   Di£ferentialgleicliungen    der   heliocentrischen 
Bewegung : 


27) 


Ans  diesen  Gleichangen  folgt  in  bekannter  Weise,  wenn 
—    "*~       eine  Integrationsconstante  bedeutet, 


a 


±^',.m±l!>i+^J!(l±!!^^2J(Xdx+Ydy+Zds), 


wo  von  der  Osculationsepoche  an  za  integriren  ist. 
Ferner  folgt  aus  27) 

mithin,  weil 

2    dt«    ""  d«2  +  d(2  ' 

18B5.  ]UÜi.-ph78.  Gl.  8.  26 
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ergeben  die  obigen  Gleichungen  durch  Addition 

Bezeichnet  dr  die  von  der  endlichen  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  Gravitation  herrührende  Störung  des 
Radiusvectors,  so  ergiebt  vorstehende  Gleichung: 

^  +  Ä»(l  +  «)  ^^i^  =  ^^{Xdx  +  Ydy  +  Zdd) 

-^r  {X  X  ^  Y  y-\- e  Z).  28) 

Wir  suchen  zweitens  eine  Gleichung,  welche  die  Störung 
der  in  der  rr^- Ebene  gezählten  wahren  Länge  i.  giebt. 
Man  hat  aus  27) 

also,  wenn  man  von  der  Osculationsepoche  an  integrirt  und 
für  diese  Parameter  und  Neigung  der  Bahn  gegen  die  n?y- 
Ebene  mit  j?  und  i  bezeichnet, 

^'^^7^--  =  *  K/?(l+wO  cos  %  +  kxY-  yX)  (JL 

Setzt  man  zur  Abkürzung  die  Projection  von  r  auf  die 
o;^- Ebene  gleich  q,  so  hat  man  also 

Q^  ^-J  =  k  Yp  (1  +  m)  .  cos  i  +j{xY—yX)  dt. 

Für  die  Störung  dX  hat  man  demnach  die  Differential- 
gleichung 

Q'''-jl  +  2f^QdQ=jixY-yX)dt. 

Da  nun  dg  von  der  Ordnung  der  Grösse  6  ist,  so  kann 

jji  

man  statt  ^  den  ungestörten  Werth 


— ^\* •  cos  » 
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einsetzen^  so  dass 

-^== ^^^r-^— cost  {Qdr)  +  -^j{xY—y X)  dt.   29) 

Da 

ß»  =  a?»  +  y*  =  r*  —  ß\ 

80  ist 

Man  wird  demnach  auch  d£f  zu  berechnen  haben.    Aus 
der  dritten  Gleichung  27)  ergiebt  sich  sofort 

^  +  k*il+m)'-^  =  3]^(l  +  m)/'^'^-i.Z.     30) 

Wir    wenden    uns    zunächst   zu   der   Storungsgleichung 
für  dr.     Man  findet 

Xdx  +  Tdy  +  Zds  =  —  '^  {adx  +  ßdy  +  yde) 

+  3Ä»d(aa:  +  /?y  +  y^)J: 

+  XQ{zdx^xdB)j^xli^{xdy^ydx)'\ 

Nun  ist,   wenn  ^  die  Enotenlänge,  i  die  Neigung  der 
Bahn  gegen  die  ^y- Ebene,  p  den  Parameter  bedeutet, 

yde  —  edy  =       JcYpJT -j-  m)  sin  isin  ß  dt 

zdx  —  xde  =  —  Ä yp(l  -f-  m)  sin  i  cos  (ß  d< 

a;c?y  —  ydx  =      i  Vj)  (1  +  «t)  cos  i  dt^ 
so  dass 

Xdx^  Ydy  +  Zda=^^(adx  +  ßdy-]-ydjB) 

-i.Sk^e(ax  +  ßy  +  rs)^, 

H |^-^[yo8iQ«*sinß-XoSintcosß 

-j-  i//^cosiJ  d^. 

26* 
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Bezeichnen  wir  die  Rotationsgeschwindigkeit  der  Sonne 
mit  o/q,  die  Neigung  und  Enotenlänge  des  Sonnenäquators 
in  Bezug  auf  die  a;y- Ebene  mit  J^  und  JTq,  so  ist 

Vo  =       ^ti  sin  c7"o  sin  K^ 
Xo  =  —  ct>o  sin  eTo  cos  K^ 
ipo  =       ^«^0  cos  Jq  , 
wodurch  die  letzte  Kiammergrösse  wird 

ü)q  [sin  eTo  sin  i  cos  (Kq  —  ß)  +  cos  Jq  cos  t]  =  Wq  cos  Nq  , 

wenn  -Wo  die  Neigung  des  Sonnenäquators  gegen  die  Planeten- 
bahn bezeichnet.     Hierdurch  wird 

Xdx  +  Ydy  +  Zd^  =  —  ^^'/  {adx  +  ßdy  +  ydi?) 
+  3*»d  (a:r;  +  /Jy  +  y^)  ^'  +  |  /^»ö^o^^o  Videos  A^o  fi 


Nun  ist 

Cadx-^ßdy-\'Ydz 
J 

ax  +  ßy  +  yz 

mithin 

t 

,^       z.2Ä«-^-+/^y" 

+  2  J(aa;  +  /?y  +  y^)  J. 


0  » 

+  |Pd^eOoT/^cosiVoJ^* 


'  ro«  ' 

wo   die  Integrale   als  untere   Grenze   die  Osculationsepoche 
^  =  0  haben,  und  x^^  y^,  e^^  Tq  für  diese  Zeit  gelten. 

Ist  u  das   Argument  der  Breite,  so   findet  man  leicht 

ax  +  /^y  +  y^  =  ^  (a'  cos  u-{'  ß*  sin  w), 
wo  wie  in  A.  N.  2630 

a'  =  a  cos  (ß  +  /?  sin  ß 

/^'  =  —  o  sin  ß  cos  i  -}-  /^  cos  fi  cos  i  +  y  sin  t. 
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Da  ferner  w  =  i;  -j"  ^i  wenn  v  die  wahre  Anomalie,  co 
den  Bogenabstand  des  Perihels  vom  Knoten  bedeutet,  so  ist 
anch 

ccx  -{-  ßy  -j-  yz  =sir  (a"  cos  v  -{-  ß**  sin  i;), 
wo 

a"  =       o'  cos  (0  -{-  ß*  aüno) 

ß"  =  —  a'  sin  cc;  +  ß*  cos  w. 
Demnach  ist 

^{ax  +  /Sy  +  y^)  J  =  o^'J  cos  t^  ^  +  /^"J  sin  t;  J. 
Diese  Integrationen  sind  leicht  auszuf&hren. 

Da  nämlich  dr^==k\/  -J^- esin  vd^,  wo  e  die  Ex- 
centricilät  bedeutet,  so  ist 

Mithin 
Uax+ßy+yjs)^=-^{a"cos2v+ß*'sm2v---2ß%)+Coust. 

Endlich  ist 

=  — — ^=  Kl  4-  ^  +  2c  C08  u  +  I  cos  2  r)  Äv 


=  -_-L,^=^ [(l  -u  ^),;  +  2e  sin  t;  +  ^  sin  2t>l  + 


Gonst. 
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Hiernach  wird 

j{Xdx+7dy+Zd.)  =  -  Ic^B  -'oo--  +  ß'»JRJi 
0  k*ee 


{a"  cos  2v+ß"  sin  2«;-2/S  "«) 


+ 


4p 
k^6A(t<ooco» 


».[(i+t> 


-[-2esin  t;  +  ~  sin2i; 
31)  ■    ^^t^a'co8t;o-i-^"sinvo 

+  ^^'(a^coB  2ro+iS"8in  2vo+2ß"Vo) 


k^$AoO)o<^08 


^»[(.+?).. 


2j)2 

^2  1 

+  2e  sin  t'o  +  7  sin  2t'o  . 

In  28)  tritt  auch  die  Grösse  xX  +  yY  +  £^Z  auf.    Wir 
finden  leicht 

a;x + i/r+  5Z  =  2Ä»ö  ^^y-t-JL" 

r 

Setzt  man  nun  31)  und  32)  in  28)  ein,  so  ergiebt  sich 

4-  2esint;  +  -  sin  2v\ 

+  c, 

WO 

C=2JcH'''"""'>^/''^"'>+^^ia"  cos2^o+/»"  8ia2v^-2ß''  r«) 


^*'<9^0<^OC08  ^0 


p* 


[(^  +  f  )*'o  +  2c  sin  «0  -I-  j  sin  2foj 


Lehmann-Fühes:  Säcidarstörung  der  Länge  des  Mondes  etc.    399 
Setzen  wir  ferner 

Tjf       2Ä'*d^oo>oC03iVo 

ijT__  _  ^^[(au  -^Qcoocosyo  e\ 

^PV^  P  2/ 

2p        ' 
so  nimmt  die  Differentialgleichung  für  dr  folgende  Gestalt  an 

d^irdr)    ,    7«/-,     ,       y^rdr 

-^  +  P(l+»«)-^-  33) 

=  (7  +  Dv  +  Ee  sin  v  +  Fe  sin  2  v  +  Ge  cos  2i;. 

Der  Umstand,  dass  diese  Differentialgleichung  auf  der 
rechten  Seite  nur  die  Variable  v  enthalt,  ist  ein  Fingerzeig, 
dass  man  diese  vortheilhaft  als  unabhängige  Variable  ge- 
brauchen kann. 

Mit  Zugrundelegung  der  für  die  ungestörte  Bewegung 
geltenden  Gleichungen 

dv       hVpil+m)     dr        Tl/^l+m       . 

ä^=— ^3 '     Ji  =  '^[/    -^^«^"^' 

öPr  _  k^(l  +  m)eco9v P 

dt^  r2  »    ^        l  +  ^cosv 

erhält  man,  wenn  man  1  -{-m^l  . .  ,  setzt, 

d^{rdr)^d^r  ^     tc^ärddr        d^ 
dt^     '~~dt^^^'^'^dt  dt  +^  dt^ 

k^eco^v  *   _.2lc^e%mvddr.      (k^pd^dr      2Ä:'g8iiit;  (Z3r\ 

Setzt  man  dies  in  33)  ein,  so  ergiebt  sich 

^^^Sr  =  ^^{G  +  Dv^Eesmv  34) 

+  Fe  sin  2v  +  öc  cos  2v)  =  W. 
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Das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  lautet 

dr  =  c,  sin  v  +  ^»  cos  v  +  sin  vjco9 vWdv 

—  cos  i;  j  sin  vWdv.  35) 

Die  Berechnung   dieses   Ausdruckes    erfordert   folgende 
Integrationen : 

Jr'  cos  vdv  Jr^  sin  v  dv 

}r^v  cos  vdv  jr^v  sin  vdv 

jr^  sin  v  cos  vdv  Jr'  sin*  vdv 

jr^  sin  2i;  cos  i;  di;  Jr'  sin  2 1;  sin  t;(7t; 

Jr*  cos  2 1;  cos  v  dv  ]r^  cos  2 1;  sin  v  dv. 

Diese  Integrale  lassen  sich  meist  ohne  grosse  Mühe  in 
geschlossener  Form  erhalten,  nämlich 

fr» cos i;rfi;  =  a31^rr^r(l-^)  sin -B-^sin 2^- |c/u<l 

(^  =  mittlere  Bewegung,  E  =  ezc.  Anomalie.) 
I  r*  sin  V  cos  vdv  =  o'  (1  —  c*)   c  cos  jE^  —  j  cos  2J? 

j  r'  sin  2t;  cos  vdv  =  -~  p*  log  nat  r  —  2pr  +  ^- 
(r^coa2vcosvdv  =  ^v^^yi^^^U  —  ^e'  +  SeAE 

jr*sin  vd[v  =  ^r* 

j  r'ü  sin  vdv  =  ^  (r* v  —  a*  Vi — c*  •  /<  <) 
Jr»  sin»  vdv  =  ^ILZ^  (2E  —  am2E) 
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I  r'sm2vsin  t;ai;=  — ^—^ — —\  l ~e\  E — ^ —v 

+  ( 1  _  e»)  sin  -B  +  I  sin  2  J5l 

I  r* cos 2t; sin r du  =  ^r*co8  2i;+-^  f  acos  J5-f  —log  nat  rj 

Die  Benutzung  dieser  Ausdrücke  wQrde  aber  eine  wenig 
übersichtliche  Form  für  die  Störung  dr  ergeben,  und  wir 
ziehen  es  deshalb  vor,  die  Integrale  nach  Potenzen  von  e 
zu  entwickeln,  wobei  wir  nur  die  Anfangsglieder  zu  kennen 
brauchen. 

Da  r'  =  j}'  (1  —  3c  cos  v  . . .)  ist,  so  findet  man   leicht 
I  r*  cos  vdv  =  p*   —  —  cv  +  «in  t;  —  -j  c  sin  2v  . .  1 
I  r't;cosi;d[t;=|>"  i;sint;-t-cosi;-jCi;*--evsin2i;--ccos2i;.. 
jr'8int;cosi;dt;=|>'  — jcos2v  + jC  cost;+  -  ccosSv.. 
jr^sin2ücost'di;=j}*  --cüst;-~cos3«;+— ßco82i;+~ccos4t;.. 

Jri  1  3 

r*  cos  2v  cos  vdv  =  p*  —  sin  v  +  ^  sin  3v  —  —  ev 

3  3  1 

—  -r  ö  sin  2i;  —  —  e  sin  4r  . . 

4r  16  J 

I  r*  sin  vdv  =  p*  —  cos  i;  +  t  ^  cos  2r  . . 

I  f^v  sin  vdv  =  p*  sin  t;  —  i;  cos  v  —  ^^  c  sin  2  v  + —ev  cos  2 v . . 

jr'8in*vdü  =p'  —  jsin2i;-}-— v  —  -esint;-j--csin3v.. 
I  r'sin2i;sini;(?v=p'  — sinv — — sinSv— jCt;-!-— esin4i;.. 
Jr*  cos  2v  sin  vdv  =|}»  -  cos  t;  —  |^  cos  3t;  +  ^  c  cos  4t;  .  .  1 
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In  einigen  dieser  Integrale  tritt  v  ausserhalb  des  Sinns 
und  Cosinus  auf;  diese  Glieder  sind  in  dem  zweiten  und 
siebenten  Integrale  allerdings  nicht  vollständig  angegeben, 
jedoch  sind  sie  deshalb  nicht  von  Bedeutung,  weil  sie  mit 
höheren  Potenzen  von  e  multiplicirt  sind  und  ausserdem 
periodische  Factoren  haben;  v  tritt  in  diesen  nur  in  der  ersten 
Potenz  auf.  Dagegen  tritt  v*  nur  in  dem  zweiten  Integrale 
auf,  und  zwar  ohne  periodischen  Factor.  Die  Vernach- 
lässigung von  e*,  e^  .  .  ,  ist  daher  berechtigt,  da  die  wich- 
tigsten der  säcularen  Glieder  mitberQcksichtigt  sind. 

Nun  ist 
<J  r  —  Cj  sin  t;  +  Cg  cos  v  +  Tir  {»in v^r^cosvdv  —  cos  i;Jr* sin  vdv\ 

+  rj-  {sin  v^r^v  cos  vdv  -  cos  v^r^v  sin  vdv) 

+7^-  {sin  V  fr*  sin  i;  cos  vdv 

—  cos  V J r^  sin*  vdv) 

4- .  2^  {sin  V  j  r'*  sin  2v  cos  vdv 

—  cos  t'Jr*  sin  2v  sin  vdv) 

+,-ö    {sin  V  fr*  cos  2v  cos  vdv 

—  cos  v^r^  cos  2v  sin  vdv) 

d.  h.  mit  Vernachlässigung  von  c*,  e*  .  .  .  . 

ör  =  Cj  sm  V  +  ^3  cos  v  +  -j^  +  -^g-  ^  36) 

_^._e>,;smi;-^-^+-  ^-^-j^vcos  i;--  -^.^--er^smt; 

~  3  "P"^®'^2t'  — ^   ^2-(?cos2v 

Die  Constanten  c^  und  c,  hat  man  gemäss  der  Bedingung 
zu  bestimmen,  dass  für  die  Osculationsepoche,  d.  h.  für  ^  =  0, 

sowohl  dr  als  auch  —rr  verschwinden   müssen.     Wenn  wir 

dt 
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die  mit  e  multiplicirien  Glieder  bei  dieser  Bestimmung,  welche 
durchaus  nicht  die  äusserste  Schärfe  beansprucht,  vernach- 
lässigen, so  haben  wir  mit  Rücksicht  auf  die  Relation 

ddr ddr     kVp 

~di         1^  '  ~W 

folgende  Bedingungsgleichungen : 

c^  sin  t;^  -f  Cj  cos  v^  +  p  (C  +  Dv^)  =  0 

Cj  cos  Vq  —  c,  sin  Vq  4"  M  -D  *=*  ^i 

woraus 

^1  =  —  p  [(C  +  Dvq)  sin  v^  +  D  cos  v^] 

^«  =  —  jä  [(^  +  ^^'o)  COS  Vo  —  ^  sin  vj. 

Es  ist  zweckmässig,  an  dieser  Stelle  eine  kurze  Er- 
wägung über  die  Coefficienten  C,  D,  E,  F,  O  anzustellen. 
In  diesen  tritt  neben  den  Grössen  a"  und  /?"  auch  der  Co- 

efßcient  — ^^  auf,  in  welchem  Aq  das  Trägheitsmoment  der 

Sonne,  (o^  die  Rotationsgeschwindigkeit  derselben,  p  den 
Parameter  der  Planetenbahn  bedeutet.  Obgleich  nun  das 
Trägheitsmoment  des  Sonnenkörpers  unbekannt  ist,  so  können 

wir  doch  annehmen,  dass  es  kleiner  als  —  i2J  ist,  wenn  It^ 

den  Radius  der  Sonne  bedeutet,  deren  Masse  wir,  wie  bereits 
früher  gesagt,  gleich  1  gesetzt  haben.    Hieraus  ergiebt  sich 

nun,   dass  — ^— ^  ein   ausserordentlich    kleiner  Bruchtheil  der 

Geschwindigkeit  eines  Planeten,  z.  B.  der  Erde,  sein  muss, 
während  a"  und  ß"  entweder  von  derselben  Ordnung  wie 
diese  Geschwindigkeit,  oder  doch  wenigstens  merkliche  Bruch- 
theile  derselben  sind.    Wir  werden  deshalb  mit  vollem  Rechte 

alle  Glieder  mit  dem  Factor  — ^^  vernachlässigen,  wodurch 
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unsere  Constanten  werden,  wenn  nur  die  erste  Potenz  von  e 
mitberücksichtigt  wird: 

C=^(a"  cos  t;,  +  /»"sin  t,,)  +  ^|*  (o"  cos  2 1;,  ^ 

F |LV« 

2a 

Es  wird  übrigens   erlaubt  sein,   in  C  das  zweite  Glied 
gegen  das  erste  zu  vernachlässigen,  so  dass 

Cf  ==  ^  (a"  cos  t;^  +  ß"  sin  v^).  38) 

Hiernach   erhält  man  ffir  die  soeben  bestimmten  Tnte- 
grationsconstanten : 

Cj  =  —  2aS  (a"  cos  v^  -f-  ß**  sin  v^)  sin  Vq 

=  -  aÖ  («"  sin  2  v^  -  ß*'  cos 2^^  +  ß'') 

c^  =  —  2a6  {a"  cos  v^  +  ß"  sin  v^)  cos  v^ 

=  -  aö  (a" cos2i;o  +  ß" sini;o+  «") 

Setzt  man  diese  Werthe   in  den  Ausdruck  36)  für  dr 
ein,  so  erhält  man 

(Jy=2aÖ(a"cosro+/J"sini;o)-aÖ(of"sin2t;o-/9''co82t;^+iS*')sint; 

-ad(a'' cos2i;o+/J"sin2i;Q+a*')cosi; 

+  —  adß**eam  2t; +  ~ada''e  cos  2i; 

40)  +  aSß^ev 

-  Saß  (a"  cos  VQ+ß"  sin  v^)  ßvsini; 
--raSß''e^vco&v 

-|a«/S"c»t)»8int;. 

4 


39) 
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Dieser  Ausdruck  ist  formell  Yollstandig  ausreichend,  wenn 
auch  in  den  Coefficienten  kleine  Glieder  den  Hauptgliedem 
gegenüber  vernachlässigt  sind. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  Gleichung  29),  welche 
die  Störuug  der  Länge  in  der  ajy- Ebene  giebt.  Wir  setzen 
fest,  dass  für  die  Osculationsepoche  die  Bahnebene  mit  der 
xy  -  Ebene  zusammenfallt ,  also  «  =  0,  ^^=0,  ^  =  r  ist. 
Allmählich  werden  i  und  0  von  0  verschiedene  Werthe 
annehmen,  deren  zweite  Potenzen  und  Producte  mit  Stonmgs- 
grossen  wir  jedoch  vernachlässigen  wollen.  Wir  werden  des- 
halb durchweg  ß  =  r,  d^  =  dr,  cos  i  =  1  setzen,  und  Glei- 
chung 29)  wird,  wenn  man  die  Planetenm&sse  der  Sonnen- 
masse gegenüber  vernachlässigt: 

Da  aber 

dSX_dSX^  kVp 
dt  dv  '    r»  ' 

so  geht  diese  Gleichung  über  in 

Wir  haben  nach  26) 

zY-^yX='^  {ay—ßz)  +  -^,7?  "• 

Nun  ist 

a;  =  r  (cos  m  cos  ß  —  sin  u  sin  ß  cos  i) 
y  =  r  (cos  ti  sin  ß  -|-  sin  u  cos  ß  cos  i), 

mithin,  wenn  man 

cos  i  =  1, 

setzt, 


406      SUeung  der  math.-phys.  Cla»$e  vom  7.  Detember  1896. 

«  r  —  j/Z  =  -  7f»ö  (— o  sin  n -f /?  cos  il)  55iü 
-f  PÖ  (acosn  +  ß  sin  H)  ^^  +  bL^-Am, 

Zur  Abkürzung  wollen  wir  schreiben 

o  cos  il  4- /?  sin /T  =  a'''  \ 

—  a  sin  ff  +  /5f  cos  77  =  /?'"  j  *^^ 

Vernachlässigen  wir  wie  bei  der  Berechnung  von  dr  das 
völlig  bedeutungslose  mit  Aq  multiplicirte  Glied,  so  ist 

Das  Integral  J  (ajF —  yX)  d<  lässt  sich  zwar  mit  Leich- 
tigkeit streng  berechnen,  da 

dt  =  ^  log  nat  r 


Bin  V  •,. Vp 


!' 

J     r  ek  \  cos 9?/' 

WO  q>  den  Excentricitätswinkel  bedeutet. 

Wir  ziehen  jedoch  auch  an  dieser  Stelle  eine  Ent- 
wickelung  nach  den  Potenzen  von  e  vor,  von  denen  wir 
übrigens,  mit  Vernachlässigung  unwesentlicher  Glieder,  nur 
die  erste  beibehalten. 

Wir  finden 
j{x  Y—  yX)  dt=  -kVäe  (a'"  cos  i;  +  /!?'"  sin  i;) 

+  k  Yäe  T  («'"  cos  2 1;  -f-  ß'"  sin  2t) 

4 


+  kyä0^ß'-'V 


wo 


if  =  —  Ä:l/a  Ö  («'"  cos  i-,  +  /?'"  sin  v^) 
-\-  kVäe  ^  (a'"  cos  2f„  +  ß-  sin  2v^)  +  kVäe  ^  ß'"  fo- 
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E^  wird  auch  hier  genügen,  nur  das  Hauptglied  zu  be- 
rücksichtigen, d.  h.  zu  setzen: 

H=  —  kVäe  («'"  cos  Vo  +  ß'"  sin  v^).  43) 

Femer   findet   man    mit    analogen    Vernachlässigungen 
aus  40) : 

y  -  2d(a"cosi;o+/?"sini;o)  -0(0" sin 2t'o-i^"cos2t'o+i?") sinv 

-  d(a"cos2ro+/9"sin  2vQ+a")  cosi; 

-~|(tt''cos2t'o  +  /J"sin2i;o 

-*"  o  «'')cco8  2i; 

-  —  {a**  sin  2t'o  -  ß"  cos  2i'q 

+  |iS")ösin2t; 

-  3d(a"  cos  Vq  +  ß"  sin  t'o)  et;  sin  v 
+  —  dß**e^v  cos  v 

-  —  S{a"  cos  t'o  +  /^"  sin  t'o)  c*t;  sin  2  f 

Hiernach  ergiebt  sich  dann  nach  41) 

+  «  [2a"  sin  2to  -  2/9"  cos  2io  +  2ß"  —  /?'"]  sin  v 
+  fl  [2a"  cos  2i;o  +  2/S"  sin  2fo  +  2a"  —  a'"]  cosu 

+  Ö  [o"  cos  2  t-o  + /S"  sin  2  i'o  4- 1  a"  + 1  a'"l  e  cos  2 1; 
+  e  [a"sin2üo -/?" cos2i'o  +  \ß"  +  \ß"'\ esin 2t; 

-|[4r-r']e«' 

+  6  d  [a"  cos  Vq  +  ß**  sin  t'o]  c v  sin  v 
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-\-  Qd[a"co8 «0  -|-  /J"8in  Uo]  c*t) sin  2v 
+  |«/J"c»t;»8inv. 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt: 
dl^zK  —  e  [{Aa"  —  a'")  cos  r,  +  (4^"  —  ß'")  sin  t)»]  «-• 

+  «  [2  (a"  cos  2  t'o  +  /J"sin  2  v^)  +  la"  —  a'"]  sin  v 

—  «  [2  (a"  sin  2  Vo  +  /*"  cos  2  v«)  +  2/?"  —  i»'"]  cos  v 

+  I  [o" cos  2t;o  +  ß"  sin  2io  + 1 a"  +  j «'"]  «  sin  2t; 

—  Ifo-sin  2t.o - /S" cos 2i;o -h |i?" +  |/J'"1  «cos 2v 

44)  +|ö/S''c»i>8int; 

—  6d  [a"cos  Vo  +  /^"sin  v^]  cv  cos  v 

—  ^  ö  [a"co8  Vo  +  /^''sin  r^]  ^r  cos  2  v 

Für  K  findet  man  das  Hauptglied : 

2r=  d[(4a^  —  a'")  cos  v^  +  (4/?"  —  ß*'')  sin  i^o]  Vo 

—  ö  [2(a"cos  2i;o  +  /^''sin  2t;o)  +  20"  —  a'"]  sin  v^ 
+  (9  [2  (a"8in  2i;o  —  /^"cos  2i;o)  +  2/?*'  —  /?'"]  cos  v© 

oder  reducirt 

K  -d[(4a"-a'"-/J"0cost;o+(4i^"  +  a'"-i?'")8int;o]       45) 

Wenn  es  sich  um  eine  genaue  numerische  Berechnung 
von  dr  und  8X  handelte,  so  würde  der  Umstand,  dass  in  den 
Gleichungen  40),  44),  45)  von  allen  Goefficienten  nur  die 
Haupttheiie    berücksichtigt    sind,    in^s    Gewicht    fallen.     Es 
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wäre  in  diesem  Falle  z.  B.  YöUig  illusorisch,  rein  periodische 
Glieder  mit  sin  2v  und  cos2i;  noch  mitzunehmen,  da  diese 
mit  e  multiplicirt  sind,  während  in  den  Coefficienten  von 
sin  V  und  cos  t\  sowie  in  den  constanten  Gliedern  e  vemach- 
lä^igt  ist.  Es  ist  aber  wohl  zu  beachten,  dass  es  sich  hier 
gar  nicht  um  eine  zahlenmässige  Summation  der  Störungs- 
glieder, sondern  nur  um  die  Feststellung  ihrer  Form  und 
eine  ungefähre  Bestimmung  der  Einzelbeträge  handelt,  wes- 
halb die  hier  vorgenommenen  Vernachlässigungen  als  durch- 
aus zweckmässig  anzusehen  sind. 

Wünscht  man  aus  irgend  welchem  Grunde  eine  weitere 
Entwickelung  der  Coefficienten,  so  ist  dieselbe  nach  der  vor- 
getragenen Methode  mit  Leichtigkeit  zu  erlangen. 

Der  Vollständigkeit  wegen  wollen  wir  noch  die  Störung 
senkrecht  zur  Bahnebene  erörtern,  obgleich  dieselbe  im  Fol- 
genden keine  Berücksichtigung  finden  wird.  Die  Störungs- 
grösse  ist  hier  Zy  also,  wenn  wir  Glieder  von  der  Ordnung  ö* 
sowie  auch  A^  vernachlässigen,  nach  26)  und  27) 


di^ 


+  ÄMl  +  m)5  =  -Ä»dj^,. 


Diese  Gleichung  soll  in  ähnlicher  Weise   wie  die  Dif- 
ferentialgleichung 33)   umgeformt   werden.     Es  ist   nämlich 


dl^z 


dt^ 
mithin  wird  die  Gleichung,  wenn  man  zur  Abkürzung 

^  =  s  46) 

setzt, 

d^S       \  Bf  Am\ 

dv^   '  p  ^ 

Das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  lautet: 

s-^  c'sinr  +  c"  cosv ^sinv  jrcosi'dv+  -'^  cosv  Irsint^ät^. 

1895.  ]Uth.-ph7i.  Gl.  8.  27 
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Nun  ist 

Jr cos vdv  =  &  [v 1 
e   \          cos  9?/ 

I  r  sin  vdv  =  —  log  nat  r, 
mithin 

s  =  c'8int;  +  c"cosz; — ^sini;(i; )  +  — cosvloir  natr.     48) 

e  \       coaq>/      e  ^  ^ 

Entwickelt  man  nach  Potenzen  von  e,  so  lauten  die 
Anfangsglieder 

5  =  c'  sin  t;  -f-  c"  cos  v  —  öy  -|-  -^  ev  sin  v. 

Da  für  die  Osculationsepoche  ^  =  0 

s  =:  0  und  j^  ==  0, 
dv         ' 

so  ergiebt  sich  genähert 

c*  =  öy  sin  f^,  c"  =  Sy  cos  r^^, 

also  mit  dem  mehrfach  erörterten  beschränkten  Genauigkeits- 
grade der  Coefficienten : 

Sy 

s  =  By  cos  (f  —  t'o)  —  öy  "h  -^  ^^  sin  ?;.  49) 

Ist  der  Planet,  dessen  Störungen  hier  berechnet  sind, 
von  einem  Trabanten  begleitet,  so  gelten  die  Störungswerthe 
für  den  Schwerpunkt  des  Systems. 

Die  hier  berechneten  Störungsgrössen  är  und  äX  werden 
in  den  folgenden  Entwickelungen ,  in  denen  allerdings  nur 
die  Hauptglieder  Berücksichtigung  finden,  unter  der  Bezeich- 
nung rfrj  und  (JAj  auftreten. 


Lehmann-Fithes:  SäcularstÖrung  der  Länge  des  Mondes  etc,   411 


in.  Die  Bewegung  des  Mondes. 

Wir  haben  die  Gleichungen  20)  und  21)  zuerst  in  der 
Weise  zu  integriren,  dass  wir  die  Glieder  von  der  Ordnung 
der  Excentricitäten ,  Neigungen  und  der  Sonnenstorungen 
des  Mondes  vern achlässigen.  Die  Differentialgleichung  20) 
wird  alsdann 

=  2S(X(ix  +  Ydij  +  Zde)  +  (a?X  +  y  F  +  zZ), 

wo  a^  die  halbe  grosse  Axe  der  von  der  Sonne  beschriebenen 
Elipse  ist,  und  a  die  mittlere  Entfernung  des  Mondes  vom 
Erdmittelpunkt  bedeutet. 

Gleichung  21)  wird  alsdann 

oder,  wenn  man  für  -tt  die  mittlere  Winkelbewegung  w  des 
Mondes  setzt, 

a»  ^  =  —  2a«(Jr  -\-Ux  Y  -  yX)  dt.  51) 

Für  die  auftretenden  Kraftcomponenten  sind  dann  natür- 
lich unter  demselben  G&sichtspunkte  nur  die  Hauptglieder 
auszuwählen. 

Man  findet,  wenn  l  und  Z^  die  mittleren  Längen  von 
Mond  und  Sonne,  »?j  die  mittlere  Bewegung  der  Sonne  be- 
deutet, 

-|«J[acos(2/  — g+/Jsin(2?  — Z,)]  +  2w»WiajSin(Zi  — Z)j 

27» 
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—  "'"-^^— -Öa»«{n*(asin  l-ß<ioal)-l  «?(asm  l^-ßcoal,) 
+ 1 «; [a  sin  (21  —  l,)  —  ß  cos  (21  —  Z,)]  +  n*n^a^ (cos  Z,  —  0 

a?  Z —  y  X  =  ö  o*  I  n*  (a  sin  Z  —  /?  cos  Z)  —  —  nj  (a  sin  Z,  —  /?  cos  Z,) 
+  I «1  [a sin  (2l  —  l^)  —  ß  cos  (2Z  —  l,)]  +  n»njO,  cos  (/,  -  l) 

l{Xdz+Ydif+Zde)=6a^l-n{acosl+ß&aT)+^nj{acosl+ß8ial,) 
-|2«-ir.f«<'««(2Z-g+/Jsin(2Z-Z,)]  +  ^^a,8ina,-0} 


WO 


A  =  2Öa»  (^  •  #«  +  ^*  (^l3!i±_4oVL«  _  A^\ I      52a) 


(0) 


C  =  —  2  ö  a  n  (  —  tt  (a  cos  Z«»  +  /9  sin  m)  +  -|  «j  (a  cos  ZJ 
-t-/ifsiniW)  -|j^^^   acos(2?<»  — po')  +  /*sJn(2i<"'  — ??') 

wenn  ?^^  und  Vf^  für  die  Osculationsepoche  ^  =  0  gelten. 

Einige  der  hier  auftretenden  Glieder,  die  sich  unmittel- 
bar aus  den  Formeln  für  die  Eraftcomponenten  ergaben, 
könnten  übrigens  ihrer  Kleinheit  wegen  hier  fortgelassen 
werden. 

Setzen  wir  noch 

n^—2nl  =  v^,  53) 

so  erhalten  wir  aus  50) 
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.p  +  y*(Jr  =  da  J3n^  (n-— -  wJ(acosZj  +/^8inij) 


f^'l^-^;[«^^(2Z-Z,)  +  /?8in(2?-^)] 


+  ^/i^^in  (/-/,)} +A^+C. 


Um  diese  Gleichung   zu  integriren,    beachten  wir,   dass 
die  Differentialgleichung 

in  welcher  die  a^,  &,-,  Oi,  /^<,  x^,  A^  sowie  A  und  G  gegebene 
Gonstanten  bedeuten,  das  allgemeine  Integral  hat 

y  =  Cj  C08  V  X  +  Cj  sin  y  X  +  ^  g_    g  cos  (x^  X  +  o,) 

wo  Cj  und  (;,  die  Integrationsconstanten  sind. 

Dies   auf  die   Differentialgleichung   für    dr  angewandt 
giebt 

dr  =  CiC0sv^  +  Cg8ini'^  +  ^Oan^-^ — ^(acos  Z,  +  /^sin  ij) 

+  2.>«a.  (,_,,^:;!.V_^)ljSin  (?-g  +  ^il  +  g    54) 

Um   die  Constanten  c^   und  c^  zu   bestimmen    bedenke 

man,  dass  für  die  Osculationsepoche  ^  =  0  auch  är  und  -rr- 
versch winden.     Hieraus  erhält  man 

c,  =  -Söan.^J'^CacosZf +  /98in?f) 
-  2  «  o«,  ^.^-^^-^  J^L^^  sin  (ZCO.  -  ^o))  -  ^ 
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c,^Saan] ^^^^  (a sin  P«-  ß cos P»>) 
-  f  <> «  ^l%~"i)2i  [«  «in  (2  ^">  -  a  -  ß  «in  (2  y") -  V^)^ 

Den  gefundenen  Werth  54)  von  dr  haben  wir  nun  in 
die  Gleichung  51)  einzusetzen.  Bei  der  hier  innegehaltenen 
Genauigkeit  ergab  sich 

((xY'^yX)dt  =  '^({Xdx  +  Ydy  +  Zda), 

so  dass 

-3—  = c.  COS  vi c^sinv  t  —  nß  (acosl  -f-  p  sinl) 

dt  rt     *  a     *  ^  11/ 

-1»^^  tS^.^^"*^  [acos{2/-y -f-/»8in(2i-Z,)] 

I    /,  w2wi     3ni  +  2n       .    ,,     y.     ?i    3n^  +  2n;  C     3nM-2nJ 

+  ^;i;^:^'3^;r=27*^i^^°^*i~^^'a2n(n2-2n;l'^"ä"2n(n^^ 

Die  Integration  ergiebt 
dX  = c.  sin  vt-\ c,  cos  y  ^  —  <9  (a  sin  Z  —  8  cos  l) 

—  i  ^  ^inrsJ^^  («  sin  ij  —  /?  cos  l,) 
3/»       w?        nn2-[-3n;— 6nn, r     •    /07   7\    /»       /07    im 

-  2^27P^2  3„,■^^3^.'_4,.„;[«8lp(2^-^l)-/^co9(2^-^,)] 

(ni  —  n)2     3n,  — 2n     *         ^*         ^ 

_  Ä^       3n«  +  2w;        jj        C       8n^  +  2n;       .   ,  ct\ 

2a'2n(n2-2n;r      ""  ä  "  2n(na-2;^  '  ^"^  ^»'     ^^^ 

Die  neue  Integrationsconstante  O3  ist  so  zu  bestimmen, 
dass  für  die  Osculationsepoche  <  =  0  auch  (Jjl  =  0  wird. 
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Die  Gleichungen  54)  und  55)  geben  eine  ungeßLhre 
Vorstellung  von  den  durch  die  endliche  Geschwindigkeit  der 
Gravitation  bedingten  Störungen  der  Mondbewegung.  Will 
man  die  Annäherung  weiter  treiben,  so  fragt  es  sich,  was 
fOr  Störungsglieder  ein  derartiges  Interesse  beanspruchen, 
dass  ihre  schärfere  Entwickelung  der  Mühe  lohnt.  Offenbar 
ist  es  nur  die  Säcularstörung  der  Länge,  die,  falls  überhaupt 
vorhanden,  mit  der  Zeit  merklich  werden  könnte;  wir  wer- 
den uns  deshalb  auch  nur  angelegen  sein  lassen,  diese  ge- 
nauer kennen  zu  lernen. 

Die  für  dr  und  dX  gefundenen  Werthe  54)  und  55) 
haben  wir  nun  zur  Berechnung  der  indirecten  Glieder  in 
den  vollständigen  Differentialgleichungen  20)  und  21)  zu 
verwenden. 

Wir  haben  uns  schon  überzeugt,  dass  der  Unterschied 
der  geocentrischen  und  barjcentrischen  Sonnencoordinaten 
für  uns  bedeutungslos  ist,  weshalb  wir,  um  nicht  jetzt  die 
Bezeichnungen  zu  ändern,  statt  des  in  20)  und  21)  auf- 
tretenden Index  0  überall  den  Index  1  schreiben. 

Setzen  wir  für  den  Radiusvector  des  Mondes  den  Werth 

r  =  a[l+J^fiCos(Xit  +  b^)] ,  56) 

so  wird 

r^       a^       o'  \  J'^/ 

Dies  haben  wir  in  die  rechte  Seite  von  20)  einzusetzen; 

f&r  — 3^  genügt  es  aber  n*  zu  setzen,  da  Glieder  mit  diesem 

kleinen  Factor,  welche  ausserdem  mit  der  Excentricität  der 
Erdbahn  multiplicirt  sind,  völlig  unbedeutend  sind. 


416      Sitzung  der  math.'fhys.  (Raste  vom  7.  Detember  189S. 
Gleichung  20)  nimmt  hiernach  folgende  Gestalt  an 

+  [3n»S/icos(X,^+6,)+6n?cos(2Z-2ij)]adr 

57)  — 6w!a»8in(2Z-2J,)dA-3«!a*[l+3cos(22-2y]^"' 

+  6w!o»sin(2l-2/,)di, 

+  gwlo»  r[l+3cos(2Z-2yi-^*  —3nla*(siTii2l-2l^)d^k^ 
+  3n?o  r[l+3cos(2i-2Z,)]— Mr  —9n\a^fsini2l-2l^)^dX 

—  6n;a»  r[H-3cos(2Z-2y]— ^^*  +9n]a^J8in{2l''2l,)^dX, 

—  Gnla  fsin{2l-2l,)d}i^^r        -6nW(coH(2l-2l,)dX,dX 

+  9 wla* Jsin  (2^—2/^)  dX^^]        +  6n;a»  rcos(2Z-2gai(5Aj 

Wie  man  sieht,  sind  in  dieser  Gleichung  die  Producte 
der  Coefficienten  /,  der  Mondungleichheiten ,  sowie  deren 
Producte  mit  der  Erdbahnexentricität  sowie  Quadrat  etc. 
der  letzteren  zum  Theil  bereits  vernachlässigt.  In  den  mit 
n]  multiplicirten  Gliedern  sollen  auch  die  ersten  Potenzen 
dieser  Grössen  vernachlässigt  werden,  soweit  dies  noch  nicht 
geschehen  ist. 

Auf  der  rechten  Seite  von  Gl.  21)  setzen  wir 

X  =  l  +  ^gi  cos  (Xi  t  +  bi), 
also 

^-  =  n  +  L ^.- i^cos  (A,-^  +  6,) , 
wodurch,  wenn  man  noch  mit 

multiplicirt : 
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^ = -^^^(rdr)  -  ^  (gif^-2nf,)  cos  (kt+b.)  +  ^,jix  Y-yX)ät 

oder,   indem   man   in  den   von  ii  abhängigen   Gliedern   die 
Excentricitäten  etc.  vernachlässigt 

—  3«;  rsin(2Z  — 2?,)^  — 3w;  rcos(2Z— 2i,)dA 

58)  ^  f  «;  Jsin  (2i  — 2/,)^  +  3MlJcos(2i— 2g  dX^ 

Wir  betrachten  zuerst  die  Gleichung  58).  Um  die 
Säcularglieder  in  dX  zu  erhalten,  haben  wir  in  -j-  die 
nicht  periodischen  der  Zeit  t  proportionalen  Glieder  auf  zu - 
suchen.     Ein  solches  Glied  tritt  zunächst  in « (^^^)  ^^^i 


a2 


weshalb  die  Neubestimmung  dieser  Grösse  aus  57)  noth- 
wendig  ist.  In  den  anderen  Gliedern  von  58),  in  denen  die 
Grössen  dr,  (JA,  dr^,  6X^  durchweg  mit  Verkleinerungs- 
factoren behaftet  sind,  kann  mau  die  schon  bekannten  An- 
näherungen verwenden. 

Um  das  betreffende  Glied  aus 

zu  erhalten,  hat  man  in  dr  nur  die  Glieder  von  der  Form 
t  cos  (A,- 1  -f  Const.)  oder  t  sin  (A,- 1  +  Oonst.)  zu  berücksichtigen. 
Da  derartige  Glieder  aber  in  54)  nicht  vorhanden  sind,  so 
ist  für  unsern  Zweck 

-  2  ^  2]  (^'  ^  -  2  n  /;)  cos  (A,7  +  ft ,)  =  0 
zu  setzen. 

In  dem  Gliede 
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müssen  zuerst  die  in  xY — yX  auftretenden  constanten 
Glieder  bestimmt  werden.  Bezeichnet  man  durch  11  und  JTj 
die  Längen  des  Mond-  und  Sonnenperigäums,  so  sind  die 
hier  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  Xit  -{-  bi^  d.  h.  die 
Argumente  der  bedeutendsten  Ungleichheiten  der  Mond- 
bewegung, die  folgenden : 

^ ,       ^jj        t  (Mittelpunktsgleichung) 

1  ->  2  Zj  +  IT  (Evection) 

2  Z  —  2  Zj  (Variation) 

Zj   —  /Ij  (jährliche  Gleichung). 

Wird  der  der  jährlichen  Gleichung  entsprechende  Werth 
von  fi  mit  /s  bezeichnet,  so  erhält  man  nach  weitläufigen 
Rechnungen    als  constantes  Glied   in   xY  —  yX  den  Werth 

e  ^kH,n  -  l  ^^  a^  (I  +  n)  («  sin  n,-ß  cos  JTJ 

in  welchem  freilich  das  mittelste  Glied,  da  es  von  der  Ord- 
nung njci  resp.  wJ/1-  ist,  ausgelassen  wird. 

Glieder     von     der     Form     t  sin  {i^  t  -{-  Const.)     oder 

t  cos  (Xft  +  Const.),    welche   gleichfalls  in  -^  1  (jjIT  —  yX)  dt 

der  Zeit  t  proportionale  unperiodische  Glieder  erzeugen 
könnten,  sind  in  xY — yX  nicht  vorhanden,  so  dass  för 
unsere  Zwecke 

ij'(xr-,x)d^=4^-i^?^''(|H-/;)(«8inn-/?cosii) 

"^  2   \     "    a*       "  äi*  )_\ 

oder  genügend  genau 

ij(xr-  yX)  dt  =  e  [*^  + '-  (^^-t^»  -  ^y)]  t. 


t 
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Die  vier  letzten  in  58)  auftretenden  Glieder  ergeben  bei 
der  hier  festgesetzten  Genaaigkeitsgrenze  kein  säculares  Glied. 

Die  Differentialgleichung  für  dX  lautet  demnach 

wo  für  {rdr)  nur  das  der  Zeit  proportionale  unperiodische 
Glied  einzusetzen  ist. 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  der  Gleichung  57),  um 
das  soeben  genannte  Glied  zu  bestimmen.  Dasselbe  wird 
offenbar  hervorgebracht  durch  ein  analog  gestaltetes  Glied 
auf  der  rechten  Seite  von  57). 

Zunächst  ist  das  constante  Glied  in  2  —        j^       — - 

dt 

zu  untersuchen.     Die  mühsame   und   langwierige  Entwicke- 

lung,    welche   hier   nicht  vorgeführt  werden   soll,    ergab  als 

Constanten  Theil 

^"S*-  ^  h  ^^»  -  ^5)  -  «  (2/5  +  e,)]  [« sin  /7,  -  /?  cos  /ij 
+  2  Är»»jn«ö  +  Pa»«  0  (^  cos  J+  -jp  cos  J^  +  ^*  cos  J,\ 

wo  ü)^  ü>Q,  (i>j  die  Rotationsgeschwindigkeiten  von  Mond,  Erde 
und  Sonne,  J^  e/^,  J|  die  mittleren  Neigungswinkel  der  be- 
treffenden Aequatoren  gegen  die  Ebene  der  Mondbahn  be- 
deuten. Aus  bereits  erörterten  Gründen  kann  das  erste 
Glied  fortgelassen  werden. 

Mit  ausschliesslicher  Rücksicht  auf  das  entwickelte  Glied 
haben  wir  also 

2J(Xdx  +  Ydy  +  Zde)  =  2a»wd  [^ 

■     fe^/^to  cos  / -1-^0  gop  cos  Jq    ,    A^(OiC0%Jx\        ,,^A^y>x\M 


420      Sitzung  der  math,'phys,  Glosse  vom  7.  Dezember  1895. 

Indess  lässt  sich  dieser  Ausdruck  mit  Rücksicht  auf  die 
Veränderlichkeit  der  Lage  der  Mondbahn  noch  vereinfachen. 
Es  ist  nämlich  leicht  zu  erkennen,  dass  die  mittleren  Nei- 
gungen der  Aequatoren  gegen  die  Mondbahn  wenig  von  den 
Neigungen  der  Aequatoren  gegen  die  Ekliptik  abweichen;  die 
Cosinusse  werden  von  den  Cosinussen  der  zuletzt  genannten 
Neigungen  nur  um  Grössen  von  der  Ordnung  des  Quadrates 
der  Neigung  der  Mondbahn  gegen  die  EkUptik  verschieden 
sein.     Hiernach  ist  zu  setzen: 

oj  cos  J"  =  i/^,  (jOq  cos  Jo  =  ipQ^  Wj  cos  «/"j  =  ip^ , 
woraus 


2J(Xdx+Ydy  +  Zds)  ._2a»«d[^'^^^+f  (-^^^^ 


L 


Hinsichtlich  eines  der  Zeit  proportionalen  Gliedes  ist  ferner 

xX  +  yY+ßZ=0. 

Desgleichen  mit  Hülfe  der  gefundenen  angenäherten 
Störungswerthe 

[3n*L  /icos  {Xit  +  bi)  +  6n]  cos  (21  —  21^)]  adr  =  0 

6nW8in{2l-2l^)3X  =  0 

3nW  [l  +  3  cos  (2 1  —  2Z,)1  ^*  =  0 
&nWsm{2l  —  2l,)dX,  =  0. 

In  57)  folgen  nun  zehn  Integrale,  von  denen  wir  sofort 
diejenigen  vier,  welche  dr^^  enthalten,  fortlassen  dürfen,  da 
sie  nur  Glieder  von  der  Ordnung  njci  ergeben.  Es  ist  dem- 
nach zu  untersuchen,  ob  die  übrig  bleibenden  sechs  Integrale 
unter  dem  Integralzeichen  Constanten  enthalten,  welche 
innerhalb  unserer  Genauigkeitsgrenze  liegen.  Das  ist,  wie 
man  leicht  erkennt,  nicht  der  Fall,  weshalb  diese  Integrale 
sämmtlich  =  0  zu  setzen  sind. 
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Die  Gleichung  57)  lautet  demnach: 

d^(rdr) 


dt^ 


+  {n'  —  2i?l)  (r  Jr) 


also  mit  ausschliesslicher  Rücksicht  auf  das  säculare  Glied: 


dJX 
dl 


Setzt  man  dies  in  59)  ein,  so  erhält  man 

:«""         n«-2n;       1.    a«     "•"  2  \,  a*  «i*  /J '^' 

mithin 

^^-~2'(n«-27^)^L  -^-+21 äi l^^jy'  ^^^ 

Dies  ist  also  die  Säcularstörung  der  Mondlänge,  deren 
Werth  sich,  wie  der  Vergleich  mit  52a)  und  55)  zeigt,  durch 
eine  erste  Berücksichtigung  der  indirecten  Glieder  auf  den 
rechten  Seiten  der  Differentialgleichungen  nicht  geändert 
hat.  Wie  das  Vorzeichen  von  äX  zeigt,  hat  man  es  nicht 
mit  einer  Beschleunigung,  sondern  mit  einer  Verzögerung  der 
Bewegung  des  Mondes  zu  thun,  und  dieses  Resultat  würde 
auch  Bestand  behalten,  wenn  man  durch  weiter  getriebene 
Approximationen,  die  auf  Grund  des  Vorhergehenden  prin- 
cipiell  einfach,  in  der  Ausführung  aber  äusserst  complicirt 
sein  werden,  den  Werth  von  dX  noch  schärfer  bestimmen 
wollte. 

Die  genaue  numerische  Berechnung  von  JA  ist  auch 
abgesehen  von  dem  unbekannten  B^actor  ß  wegen  der  Unbe- 
kanntschaft mit  den  Trägheitsmomenten  A,  Aq^  A^  nicht 
möglich. 

Nennen  wir  die  Radien  von  Mond,  Erde  und  Sonne 
?i  ^01  Qv  ^  können  wir  setzen 
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0 

wo  die  Factoren  6,  fi^,  fij  verrnnthlich  ächte  Brüche  sind, 
da  die  betreffenden  Körper  höchst  wahrscheinlich  nach  dem 
Mittelpunkte  zu  an  Dichtigkeit  zunehmen. 

Man  kann  hiernach  dl  unter  folgender  Form  darstellen: 

öx — |i±M[.^-  .„.41  +  WfVvi.e 

*         ^»»^  61) 

,    1  »lo.  /goV  V^g  1  fWo+?n    ai  . /M^  /^ V  V^i  ^  1  ^a 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Geschwindigkeit  der  Gravi- 
tation das  6r- fache  der  Lichtgeschwindigkeit  ist,  welche  für 
die   Zeiteinheit   des   mittleren   Sonnentages  in   planetrischer 

Längeneinheit  ausgedrückt  ^q? -^  beträgt,  so  ergiebt  sich  für 

t  tropische  Jahrhunderte 

(JA  =  — ^-[1  +  0.000004  e  + 0.11 18  £0- 0.0008  «J/», 

oder,  wenn  man  die  ganz  unmerklichen  Glieder  vernach- 
lässigt, 

j;i  =  - 2^^' [1  + 0.1118..]  <'. 

Um  die  Säcularstörung  der  Länge  des  Mondes  auf  ein 
erträgliches  Maass  herabzudrücken,  müsste  man  daher  der 
Geschwindigkeit  der  Gravitation  einen  immensen  Werth  bei- 
legen,  vielleicht  das  Millionfache   der  Lichtgeschwindigkeit, 
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Ueber  gewisse  Systeme  Pfaffseher  Gleichungen. 

Von  E.  T.  Weber« 

(Jknffekntfim  7.  J>e*0mb^,) 

Die  Theorie  der  besonderen  Systeme  PfaflTscher  Glei- 
chungen, welche  in  der  vorliegenden  Mitteilung  untersucht 
werden,  umfasst  diejenige  der  partiellen  Differentialgleichungen 
in  drei  Veränderlichen  als  einen  speciellen  Fall,  und  bildet 
gleichzeitig  die  Grundlage  einer  allgemeinen  Integrations- 
theorie der  letzteren;  es  gelingt  nämlich  auf  Grund  der  nach- 
folgenden Entwicklungen,  die  Darboux'sche  Integrations- 
theorie der  Gleichungen  2.  0.^)  nicht  nur  zu  vervollständigen 
und  nach  Lie 'sehen  Principien  geometrisch  zu  interpretieren, 
sondern  auch  auf  Gleichungen  und  Gleichungssjsteme  be- 
liebiger Ordnung  zu  übertragen.*) 

Im  ersten  Abschnitt  entwickeln  wir  die  notwendigen  und  hin- 
reichenden Bedingungen  dafür,  dass  die  genannten  Pfaff'schen 
Systeme  Integralflächen  der  gro&stmöglichen  Mannigfaltigkeit 
besitzen  und  charakterisieren  hierdurch  eine  Klasse  von  Inte- 


1)  Ann.  de  l'Ec.  Norm.  VII,  1870;  vgl.  auch  König,  Math. 
Ann.  24. 

2)  Ansätze  in  dieser  Richtung  finden  sich  bereits  in  den  B  ä  c  k  1  u  n  du- 
schen AbhandlaDgen  Math.  Ann.  11  nnd  13;  der  zuletzt  genannte 
Aufsatz  enthält  auch  schon  z.  T.  die  Resultate,  welche  ich  in  einer 
früheren  Mitteilung  (Sitzungsber.  der  k.  bayer.  Ak.,  1895,  Bd.  XXV, 
Heft  I)  unter  III  gegeben  habe. 
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grationsproblemen,  welche  die  partiellen  DifferentialgTeichungen 
beliebiger  Ordnung  in  3  Variabein  und  die  Systeme  solcher 
Gleichungen  umfasst;  im  zweiten  Abschnitt  werden  hinreichende 
(aber  im  allgemeinen  nicht  notwendige)  Bedingungen  dafür 
angegeben,  dass  sich  die  im  I.  Teil  studierten  Integrations- 
Probleme  auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen  zurück- 
führen lassen. 

I.  Abschnitt. 

1.   Sind  x^  y  unabhängige,  si  eine  abhängige  Variable, 
so  sei: 


a 


Verstehen    wir    unter  f  eine    Punktion    von    «,  y,  £, 

^0  ^»  •  •  •     w  '  ^0*^6^  ^^1  ^^1  •  •  ^^1"    beliebige  Incremente,  so 
setzen  wir: 


df         ,--  Dl"-''  (f)dx  +  DJ«-"  (f)  rfy  +  2  /Ü-)  ^^«1"^ 
also  z.  B. : 

(Jaf >  =  «;*+'^  Ja:  +  «^5^^  (Jy ;  daj^^  =  a^^^'^  dx  +  a'^^'  dy 
(1)  (i  =  0,  1,  ...  A;  fe  =  0,l,..  n— 1). 

Ist  ferner  stets: 

ddx  =  ddx,   ddy  =  ödy,   dda^^^  —  dda^^\ 
so  folgt  aus  (1) 


«.  Weber:  Pfaffedte  Sifsteme. 
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rf<Ja'*'  =  <Jda*  (jfc  =  0, 1, . .  n—2) , 
während  wir  die  Ausdrücke 

=  (dcr)<->  (i=l,2,..n)») 
setzen  wollen.     Notieren  wir  noch  die  Identität: 
(2)  J/Jrx       ,t/j/A  — VI     3/- 


(3) 


2.   Betrachten  wir  nun  die  k  PfafiTschen  Ausdrücke : 


(»=1,2,...Ä;  k>l  und  <n) 

worin  die  Mi^  Ni^  -4,,  ^  Funktionen  von   o:,  y,  ^er,  a^^), ..  a^) 
bedeuten.    Wir  nehmen  an,  dass  aus  dem  Gleichungssystem: 

(4)  (d),  =  0(»=:l,2,..Är) 

keine  Relation  zwischen  dx^  dy  allein   folgt,   so  dass  nicht 
alle  X^-gliedrigen  Determinanten  der  Matrix 


(5) 


-4o,i,  -4i,i, . . .     .<4„,i 

-^0,2»  •  •  • 


-4o,Jfc    • 


-^n,* 


identisch  verschwinden,  dass  dagegen  alle  ^-{"^-gli^^rigen 
Determinanten  der  aus  2  k  Zeilen  und  n  4-  3  Golonnen  be- 
stehenden Matrix 


(6) 


')   Vgl.   den   §  4   meiner  Arbeit:    ,Die   Charakteristiken   der 
partiellen  Differentialgleichungen',  Math.  Ann.  47. 

1895.  M«ili.-pla7t.  Gl.  8.  28 
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identisch  Null  sind,  ohne  dass  dies  bei  allen  Tc-^-X'^SeArif^i^ii 
Determinanten  der  Fall  ist. 

Aus  dem  Verschwinden  aller  ä -f- 2 -gliedrigen  Determi- 
nanten der  Matrix,  die  aus  (6)  durch  Streichung  der  ersten 
Golonne  hervorgeht,  und  aus  dem  Umstände,  dass  nicht  alle 
ft-gliedrigen  Determinanten  (5)  Null  sind,  lässt  sich  beweisen, 
dass  die  Tc  Gleichungen  mit  der  unbekannten  /u : 

(7)  if,  (|u)  --^.^A.,a<-''-'  =  0  (t  =  1,  2, . .  Ä) 

genau  n  —  /c+1   Wurzeln   gemein    haben.     Seien   dieselben 
durch  die  Gleichung 

Z  (iu)  EEE  2]  ^riU— *+!-••  =0 

r  =  0 

definiert,  so  kann  man  also  setzen: 


,it-l-r 


Die  Kit  Qi  sind   rational  durch   die   Atj   ausdrück  bar; 
umgekehrt  hat  man: 

* 

(8)  A,,f.-^qrK-r.i. 

3.   Aus  unseren  Voraussetzungen  über  die  Ausdrücke  (3) 
folgt  ferner,  dass  sich  die  2  X;  Gleichungen 


(9) 


'""  (t=l,2,..i-) 


a=0 

auf  genau  Zc+l  in  den  aj.'»+^)  unabhängige  Gleichungen 
reducieren.  Diese  können  nun  auf  folgende  Form  gebracht 
werden : 
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(10)  K=^i>, ai;+''  +  X..  =  0  (t  =  0, 1, . .  h). 

In  der  That  kann  man  die  Funktionen  x^  eindeutig  so 
bestimmen,  dass  für  jeden  Werk  der  aj*+^)  die  Beziehungen 
gelten : 

(11)  U,^j;,X„K,,   V-^X„K^,; 

denn  die  Coefficienten  der  aj**+^^  sind  wegen  (8)  auf  beiden 
Seiten  gleich,  und  die  Vergleichung  der  von  «^••+^)  freien 
Glieder  liefert  fQr  die  unbekannten  x^  die  2  A;  Bedingungen : 

dass  aber  alle  ft-(-2-gliedrigen  Determinanten  der  zu  diesen 
Gleichungen  gehörigen  Matrix  verschwinden,  ohne  dass  dies 
alle  ft4'l"Kliö<lrigen  thun,  folgt  aus  den  Voraussetzungen 
der  N.  2,  wenn  man  för  die  Abj  ihre  Werte  (8)  in  (G)  sub- 
stituirt  und  beachtet,  dass  q^  als  nicht  identisch  verschwin- 
dend angenommen  werden  kann. 

Da  man  aus  denselben  Gründen  die  JT,  vermöge  (11) 
als  lineare  homogene  Funktionen  der  Ui^  Vi  aasdrOcken 
kann,   so   sind   die  Systeme  (9)  und  (10)    völlig   äquivalent. 

4.  Als  , Charakteristik  n.  O."  des  Pfaflf'schen  Systems 
(4)  bezeichnen  wir  jeden  Streifen  n.  0.,  der  einem  der 
n — Ä+l  folgenden  Gleichungssysteme  genügt: 

(12)  dy  —  ^ydx 

(13)  rfaf^=(aJ*'+'^+^^a2J^^)da:(i=0,..r;  r  =  0,..w-l) 

(14)  rfaj-^  =  (a["+'>  +  A^  a<;+^>)  rfo:  (f  =  0,  1 , . .  w), 

nnter  ^j,  -/fg,.. -^„_k+i  die  Wurzeln  der  Gleichung 

(15)  X(--^  =  0, 

28* 
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unter  den  aj*+^)  Funktionen  von  x . .  aj|*)  verstanden,  die  (10) 

befriedigen.  Die  Elimination  der  aj;*+^^  aus  (10)  (14)  führt 
wegen  (15)  auf  die  folgenden  Gleichungen,  die  (14)  ersetzen 
können : 

(16)  2  ^s.y  <^«2.  +  X..  d«  =  0  (i  =  0,  1 , . .  ft) , 


«=0 


(^..v  =  I]pr  (--*.)•■')• 


rzzO 


Aus  unserer  Definition  folgt,  dass  alle  oo*  Flächen- 
elemente n  -f- 1.  0.,  die  sich  an  eine  Charakteristik  anschliessen, 
den  Gleichungen  (10)  genügen. 

5.  Ein  mit  dem  PfaflTschen  System  (12)  (13)  (16) 
äquivalentes  System  erhält  man  auch,  wenn  man  in  jeder 
der  Identitäten 

(17)  («J),  =  I]?.,rt"'('=l,2,..i) 

8=1 

die  Coefficienten  der  (Ja;,  rfy,  öa^**^  auf  beiden  Seiten  gleich- 
setzt, und  hierauf  die  ^,,  eliminiert.  Zur  Verification  dieser 
Thatsache   bemerken  wir,   dass  aus    der  einzelnen  Identität 

(17)  durch  die  geschilderte  Operation  ausser  den  Relationen 
(12)  (15)  zwei  Gleichungen  für  die  daj."^  hervorgehen,  die 
andererseits  auch  erhalten  werden,  wenn  man  aus  dem  ent- 
sprechenden Gleichungspaar  (9)  und  aus  (14)  die  aj."+^)  eli- 
miniert. Unsere  Behauptung  folgt  dann  aus  der  Aequivalenz 
von  (9)  und  (10). 

6.  Ist  nun  s  ein  „gemeinsamer  Streifen  n.  0.  der 
Pfaffschen  Gleichungen  (4)",  d.  h.  genügt  s  den  Gleichun- 
gen (4),  so  folgt  aus  (17),  dass  die  n  Gleichungen 

(18)  {dd)^;^  =  0  (i=l,2,.n) 
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sich  aaf  genau  n — k  unabhängige  reducieren,  wenn  die 
dx^  dy,  da^^y  den  Relationen  (12)  (16)  gentigen;  es  können 
nämlich  nicht  alle  2:-gliedrigen  Determinanten  der  Matrix 

identisch  verschwinden,  da  sich  sonst  entgegen  unserer  Voraus- 
setzung über  die  Ausdrücke  (3)  fßr  dieselben  eine  lineare 
Identität  ergäbe.     Wenn  nun  keine  der  Relationen 

(19)  dy  =  ^v  (Ja;  (v  =  1,  2, . .  w— Ä  + 1) 

erfüllt    ist,    so    kann    man    aus  (12)  (16)  (18)   die   Grössen 
da:,  dy,  rfaj"^  eindeutig  bestimmen,  wie  aus  der  Form  dieser 
Gleichungen  leicht  hervorgeht.    Bezeichnen  wir  mit  dvX^dvffy 
d^a^^^    dieses    Lösungssystem,    mit    c,  e\  e"   successive   Ele- 
mente n.  0.  von  5,  so  gibt  es  n — fc  +  1  zu  e  benachbarte, 
mit   ihm   vereinigt   liegende   Elemente   e^  {x  -{■  d^x^  ,..  a^*^ 
+  dya^J);  aus  der  geometrischen  Bedeutung   der  Gleichun- 
gen  (18)   folgt   dann^),   dass   diese   Elemente  mit  ö,  e'  zu- 
sammen auf  demselben   Element  fi-f-l.O.  E  gelegen  sind, 
das  nach   der   Schlussbemerkung   der   vorigen  N.   die  Rela- 
tionen  (10)  befriedigt.    Desgleichen  gibt  es  n  —  ft+1  zu  e' 
benachbarte  Elemente  e\,  (a;  +  d^  a:  -f-  dx  +  dy  dx^  •  .  •  .)»   ^^® 
mit  e'  e**  zusammen    ein    den    Relationen   (10)    gentigendes 
Element  n+ 1.  0.^'  bestimmen;  die  Incremente  d^dx,.dydaS^^ 
berechnen  sich  aus  (12)  (16)  (18),  nachdem  man  darin  unter 
Berücksichtigung  der  N.  1   die  x..  ajj*^   durch  x-^-  dx  etc. 
ersetzt  bat.     Durch  s  geht  mithin  ein  und  nur  ein  Streifen 
n  +  1.0.  S,   dessen   Elemente  E,E',,  den  Gleichungen  (10) 
genügen*),  und  die  Elemente  e^,  c^...  erfüllen  für  v  =  l,.. 


^)  Vgl.  meine  pag.  426  citierte  Arbeit  §  4. 
>)  Dasselbe  folgt  kürzer  daraas,  dass  die  Elimination  der  aj**"^^^ 
aus  (10)  und: 

aaj''>  =  aj"+^^5.x  +  a^t)ay(i  =  0,l,..n) 


f 
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w--i-|-l  einen   und  denselben,  auf  8  gelegenen,   zu  s  be- 
nachbarten und  mit  ihm  vereinigt  liegenden  Streifen  s^. 

7.  Verlangen  wir  nun,  dass  s^  wieder  ein  Streifen 
des  Pfaff'schen  Systems  (4)  sei,  so  müssen  vermöge 
unserer  Annahmen  über  s  die  Beziehungen  gelten : 

wie  auch  e  auf  8  gewählt  sein  mag.    Da  nun  aus  (17),  in- 
dem man  darin  d  und  d  durch  dy  ersetzt,   die  Beziehungen 

folgen,   so   hat   man   auch   d{dy)^^=.0,   da   doch   e'  und  e' 
ebenso  wie  e  und  e^  Elemente  einer  Charakteristik  sind. 

Mithin  setzt  sich  unsere  Forderung  in  die  andere  um, 
dass   die   (von  den   zweiten  Differentialen   freien)  Ausdrücke 

(20)  d^i^)^  -  d {d,). 

identisch  verschwinden,  wenn  die  d^x^  d^y^  d  aj"^  den  Re- 
lationen (12)  (16),  die  öx  .  .  den  Gleichungen  (18)  genügen.  | 
Nun  sind  aber  die  d^x  etc.  auch  durch  (12)  und  (14)  de- 
finiert, unter  den  aJ."+^J  Grössen  verstanden,  die  (10)  be- 
friedigen, und  das  allgemeinste  Incrementensystem  da("\  das 
(18)  erfüllt,  ist  demzufolge  durch 

(21)  af+"<Ja;  +  «|;t'><Jy 

gegeben,  worin  die  aJ^+^J  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  in 
(14),  während  die  dx^  5y  ganz  willkürlich  bleiben.*) 

Führt  man  jetzt  die  Differentiationen  in  (20)  nach  N.  1 
aus  und  ersetzt  hinterher  die  Incremente  durch  ihre  Werte 
(14)  (21),   so  erhält   man   nach   kurzer  Rechnung   als  not- 


auf  die  Bedingungen  (4)  führt,  und  dass,  wenn  diese  erfüllt  sind, 
aus  den  genannten  Gleichungen  die  ay^^'  sich  eindeutig  berechnen 
lassen,  wenn  keine  der  Relationen  (19)  erfüllt  ist. 

1)  Vgl.  das  Oitat  auf  pag.  429. 
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wendige  und  hinreichende  Bedingungen  dafür,  dass  s^  wieder 
ein  Streifen  des  Pfaff 'sehen  Systems  (4)  sei,  die  folgenden: 
Man  muss  vermöge  der  Gleichungen  (9)  oder  (10) 
identisch  haben: 

(22)  D^:\V^)  ^  D^;\U,)       (i  =  1,  2,  .  .  Ä), 
oder,  was  wegen  (11)  dasselbe  ist: 

(23)  Df  (Z^,)  =  DJ"  (if.)       (s  =  0,  1 .  .  .  Ä  -  1 ). 

8.  Da  somit,  wenn  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  auf 
fi  als  einen  gemeinsamen  Streifen  der  Pf  äff 'sehen  Glei- 
chungen (4)  wieder  dieselben  Schlüsse  angewendet  werden 
können,  wie  auf  5,  so  kommt  man  durch  unbegrenzte  Wieder- 
holung dieser  Schlussweise  zu  dem  Resultat,  dass  durch  s 
eine  und  nur  eine  Fläche  v  hindurchgeht,  die  den  Glei- 
chungen (4)  sowohl  als  auch  den  Ä  -j-  1  partiellen  Differential- 
gleichungen n  +  1-  0.  (10)  identisch  genügt.  Bemerken  wir 
nämlich,  dass  die  Fläche  t;,  sofern  sie  überhaupt  existiert, 
schon  durch  die  Forderung,  s  (und  S)  zu  enthalten  und 
irgend  einer  der  Gleichungen  (10)  zu  genügen,  völlig  be- 
stimmt sein  muss,  so  folgt  die  Existenz  dieser  Fläche  aus 
den  bekannten  Fundaraentaltheoremen^),  wenn  wir  gewisse 
Continuitätsbedingungen  als  erfüllt  ansehen ;  also : 

«Bestehen  die  Relationen  (23),  so  geht  durch  jeden  ge- 
meinsamen Streifen  n.  0.  von  (4),  der  keine  der  Gleichungen 
(19)  befriedigt,  eine  und  nur  eine  »Integralfläche"  des  Pfaff*- 
schen  Systems  (4),  welche  aus  je  oo^  Charakteristiken  eines 
jeden   der  n  — i  +  l  verschiedenen  Systeme   aufgebaut  ist.* 

Das  so  erhaltene  Integral  (4)  hängt  offenbar  ab  von 
n  —  ft  +  1  arbiträren  Funktionen  je  eines  Arguments.*) 


1)  Genügt  8  ausser  den  Relationen  (4)  auch  einer  der  Glei- 
chungen (19),  ohne  indes  eine  Charakteristik  zu  sein,  so  geht  durch 
ihn   eine  Integralfläche   von  (4),  die  ihm  entlang   eine  Rückkehr- 


432      Sitzung  der  mctth.-phys.  Glosse  vom  7.  Dezember  1895. 

9.  Sind  die  Voraussetzungen  der  NN.  2  und  8  in  Betreff 
der  Ausdrücke  (3)  erfQllt,  so  nennen  wir  die  Gesamtheit  der 
«  —  Je  -\-  l  Charakteristikensysteme  der  Gleichungen  (4)  ein 
, unbeschränkt  integrables  Streifensystem*  und  be- 
zeichen  es  mit  dem  Symbol  /S^^l^.  Je  nachdem  nun  die 
Ausdrücke  (3)  keine,  oder  1,  2,  .  .  A;  unabhängige  lineare 
Combinationen  der  Form  dO^  gestatten  (unter  den  O^  Funk- 
tionen von  X  .  .  öjj*^  verstanden),  ergiebt  sich  eine  wichtige 
Einteilung  der  Systeme  S^^}_^  in  k  -{-  l  Arten ,  die  wir  mit 
dem  Symbol 

24)  ^:l,,{l  =  0,l,,,k) 

bezeichnen  wollen.*)  Besonderes  Interesse  bietet  der  Fall 
l  =  k;  man  kann  dann  die  (S)i  durch  die  dOt  ersetzen  und 
demzufolge  den  Ausdrücken  JJf,-,  JT,-,  Äe,^  der  N.  2  bez.  die 
Bedeutungen 

beilegen.  Die  Bedingungen  (23)  sind  jetzt  eine  Folge  der- 
jenigen der  N.  2;  man  erkennt  dies  entweder  nach  N.  7 
aus  (2),  indem  man  /*  durch  die  <Z>,  ersetzt,  oder  direkt  daraus, 
dass  die  Relationen  (22)  nunmehr  identisch,  nicht  nur  ver- 


kante n.  0.  besitzt  (vgl.  meine  pag.  425  citierte  Arbeit,  §  7);  durch 
eine  Charakteristik  geht  eine  Schaar  von  Integralflächen,  die 
noch  von  einer  arbiträren  Funktion  eines  Arguments  abhängt  Die 
Integral  flächen  des  Textes  sind,  als  Schaaren  von  oo^  Flächenelementen 
aufgefasst,  die  allgemeinsten  „Integraläquivalente*  des  P&ffschen 
Systems,  das  aus  der  ersten  Qruppe  der  Gleichungen  (1)  und  aus  (4) 
gebildet  wird. 

1)  Die  in  meiner  früheren  Note  und   in  meiner  Arbeit  Math. 
Ann.  47  betrachteten  Systeme   sind   demnach   mit  /S^"{p=0,  l,..n), 

das  Gharakteristikensystem  einer  Gleichung  n.  0.  mit  jS^"1j  j  ru  be- 
zeichnen;  den  Fall  Sj^\,  betrachtet  gelegentlich  Herr  Bäcklund 

(Math.  Ann.  18);  Beispiele  für  die  Fälle  4!o  ^^^  4!l  ^^^^^  »i<^h 
in  meiner  oben  citierten  Arbeit. 
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möge  (9),  erfüllt  sind.  Die  k  in  Bezug  auf  die  aj.**^  unab- 
hängigen Gleichungen  n.  0.: 

(25)  <D,=  a(i=l,  2,  ..Ä), 

in  denen  die  0,-  willkürliche  Gonstante  bedeuten  und  die  wir 
als  ein  Involutionssystem  bezeichnen,  besitzen  dann  ein 
gemeinsames  Integral  mit  «  — ä:-|-1  arbiträren  Funktionen,  in 
dem  Sinne,  dass  durch  jeden  ihrer  gemeinsamen  Streifen  n.  0. 
im  allgemeinen  eine  und  nur  eine  gemeinsame  Integralfläche 
hindurchgeht. 

10.  Die  vorstehenden  Bemerkungen  gelten  auch,  wenn 
einige  der  C,,  etwa  die  m  ersten  (0^w<Cä:),  durch  Null 
ersetzt  werden;  die  Bedingungen  der  N.  2  müssen  jetzt  ver- 
möge der  Gleichungen 

<^i  =  0,  ..  Ö>«.=  0 

bestehen,  und  auf  eben  diese  Relationen  ist  auch  bei  der 
Wahl  des  Ausgangsstreifens  s  (N.  6)  Rücksicht  zu  nehmen. 

11.  Die  Bedingungen  (23)  drücken  aus,  dass  die  Glei- 
chungen n  +  1. 0.  (10)  im  Sinne  der  vorigen  N.  ein  In- 
volutionssystem bilden.  Ist  umgekehrt  ein  System  von  Ä  -J-  1 
involutorischen,  in  Bezug  auf  die  0^"+^^  linearen  und  unab- 
hängigen Gleichungen  n  +  1.  0.  vorgelegt,  so  kann  man 
dasselbe,  wie  leicht  zu  sehen,  auf  die  Form  (10)  bringen, 
worauf  durch  (3)  und  (17)  ein  System  SJ|*2.j^  definiert  ist, 
wenn  man  setzt: 

*— 1  Jk-l  s 

»•=0  r=0  f=0 

unter  den  Ar,-  irgend  welche  Ä*  Funktionen  von  x  .  .  ajj*^  mit 
nicht  identisch  verschwindender  Determinante  verstanden. 
Der  Charakter  l  des  Systems  S^lj^ ,  bestimmt  sich  dann 
durch  algebraische  Operationen,  die  l  integrabeln  Combina- 
tionen  dO^  der  Ausdrücke  ((J),  durch  Integration  gewöhn- 
licher Differentialgleichungssysterae. 
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IT.  Abschnitt. 

1.  Wir  betrachten  ein  PfaflF'sches  System 

(1)  {ä)i  =  0  (i  =  l,  2.  .*) 

von  der  in  I,  NN.  2  und  7  geschilderten  Beschaffenheit  und 
das  dazu  gehörige  System  von  Ä  +  1  linearen  partiellen 
DiflFerentialgleichungen  n  +  1.  0.  (vgl.  I,  (10)): 

(2)  Z.  =  0  (i=0,  l,...ft). 

Aus  den  Beziehungen  I  (23)  folgt  dann  leicht:  Diffe- 
rentiirt  mau  die  Relationen  (2)  ^-mal  partiell  nach  x  und  y^ 
wobei  die  Grössen  aj*)  als  Funktionen  von  x  und  y  be- 
trachtet werden  ,  so  reducieren  sich  die  resultierenden 
Gleichungen  vermöge  aller  vorhergehenden  auf  Ä+Z+l 
der  Form : 

(3)  irf'-I]«»<Y^"  +  ''^  =  o  (t  =  o,i,..A+i), 

worin  zur  Abkürzung  m==n — Je  gesetzt  ist*). 

2.  Unter  einer  , Charakteristik  w  +  r.O.*  des  Pfaffschen 
Systems  (1)  verstehen  wir  einen  Streifen  w-f-r.O.,  der  die 
folgenden  Differentialgleichungen  befriedigt: 

(4)  dy  =  ^^dx; 

(5)  daf)  =  (af +^>  +  ^^  a^*J>)  da;(i  =  0, 1 . .  Ä;  Ä=  0, 1,. . 

..n  +  r— 1); 

(6)  da<"+^>=(a|.'-*-+^^  +  ^^  <r^'Od^  (i  =  0, 1  . .  t,  +r), 

unter  uift  eine  der  m-f- 1  Wurzeln  ^j . ,  ^m+i  der  Gleichung 

(7)  z(--^)  =  0 


V.  Weber:  PfafPsche  Systeme.  435 

(vgl.  I  (15)),  unter  den  Grössen  a^*+*> . . .  a^JUii^^  irgendwelche 
Funktionen  von  xy^fa^^.a^^  verstanden,  die  den  Gleichungen 

(8)  iS:J*^=0(i  =  0,  l...*  +  Ä;  Ä  =  0,l,..r— 1) 

(9)  Zj'"^=0(i  =  0,l...Ä  +  r) 

identisch  genügen ;  die  Systeme  (8)  (9)  sollen  auch  von  den 
Integrationsconstanten  a?..  aJHk)^  mithin  von  allen  Flächen- 
elementen des  Streifens  erfüllt  werden.  Eine  solche  Charak- 
teristik bezeichnen  wir  generell  mit  Gj^'^K  Die  m+1 
Gharakteristikensysteme  n-^-r.O,  bilden  zusammen  ein  un- 
beschränkt integrables  Streifensystem  S^"^^^)- 

Die  Elimination  der  a^^-^-^^)  aus  (6)  und  (9)  führt  auf 
die  i-f-^'+l  totalen  Differentialgleichungen 


m 


(10)  ..M^^  =  2  ^*.A.  '^"S'*  +  *T  dar=0  (t  =  0,l,..*  +  r) 

die  wir  mit  (4)  (5)  zusammen  als  die  Definitionsgleichungen 
der  CS*+*'^  bezeichnen  wollen.  Ist  -/^^  keine  mehrfach  zäh- 
lende Wurzel  von  (7)'^),  so  sind  längs  jedes  Streifens  C^^oo* 
(;o«+i)  bestimmt,  deren  einzelner  durch  Angabe  eines  seiner 
Elemente  n+1.0.  festgelegt  ist;  ebenso  gehen  durch  jede 
Cjr+i)  ooi  C|7+2)  etc. 

3.   Wir  verstehen  unter  F  eine  Funktion  der  Grossen 
X. .  aJ,*li^^  setzen 

dF 


Ä 


^  — aa("+''> 


^)  Vgl.  I,  N.  9;  doch  durchzieht  dieaes  System  nicht  den  ganzen 
Raum  X. .  ai^J^\  sondern  nur  die  dnrch  (8)  definierte  Mannigfaltigkeit. 
*)  Vgl.  §  1  meiner  Arbeit  in  den  Math.  Ann.  Bd.  47. 
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femer,  wie  in  I,  N.  1 : 

dF-  2)^+»-^)  {F)  dx  +  2)J-^-^^  (F) dy  +  ^Ä^  da^;'^\ 

und  nehmen  an,  dass  dF  eine  integrable  Gombination  der 
Definitionsgleichungen  der  CJJ+*'^  sei,  d.  h.  dass  man  für  alle 
Werte  der  Incremente  dx,  dy,  da("-H')  vermöge  (8)  identisch 
habe : 

(11)  a{dy-A^dx)-\.^a,  [d\^  ^dF, 

•=0 

unter  a,  a^  nicht  näher  bestimmte  Funktionen  von  aj«-'ajj|ir^ 

verstanden.  Solche  integrable  Gombinationen  sind  z.  B.  die 
Ausdrücke  dK^^"^^;  doch  setzen  wir  voraus,  dass  aus  den 
Gleichungen 

(12)  rfJ^  =  0,  rfiqr-i>  =  0(i=*0,l...Ä  +  r— 1) 

vermöge  (8)  keine  Relation  zwischen  dx^  dy  allein  folgt*), 
insbesondere  also  auch,  dass  zwischen  den  linken  Seiten 
dieser  Relationen  keine  lineare  Identität  besteht;  dF  sei 
dann  eine  eigentliche  integrable  Gombination  der  Cjj+*"^ 
genannt.  Für  F  erhält  man  aus  (II),  indem  man  darin 
die  Goefficienten  der  dx ,  . ,  auf  beiden  Seiten  gleichsetzt 
und  die  a,  a,  eliminiert,  ein  System  homogener  linearer 
partieller  Differentialgleichungen  1.  0.,  worin  die  Variabein 
a?..a(j^'')  den  Relationen  (8)    zu   genügen   haben,   und  sich 

die  Zahl  der  unabhängigen  Variabein  demgemäss  reduciert. 
Alle  etwa  vorhandenen  integrabeln  Gombinationen  der  Cj7+^^ 
werden  also  durch  Integration  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungssysteme gefunden. 


^)  Im  Falle  r=0  soll  dasselbe  fflr  die  Gleichungen 
gelten. 


V.  Weher:  Tfaff^sche  Systeme, 


437 


4.  Unsere  AnDahme  in  Bezug  auf  F  ist  mit  der  andern 
äquivalent,  dass  der  Ausdruck 

vermöge  (8)  (9)  verschwinde,    d.  h.    dass   vermöge  (8)   eine 
Identität  der  Form 

(13)         |]A,<>-?(Dj;^>(F)  +  ^^  !)£•+'' (^)) 

AssO 

bestehe,   unter  ^,  ki  Funktionen  von  x  .  .  öJ|^>  verstanden. 

Also   verschwinden  vermöge  (8)  alle  Ä  +  r -j- 3 -gliederigen 
Determinanten  der  Matrix 


(U) 


"0                          '    ?(>i     ?li    • 

0      ,     0 

xi"                  ,   0,    Po,  . 

0      ,    0 

>                                               •              •          • 

4\^              ,0,0,. 

•                      •                                • 

D^:-^-'\F),  A„  A„  . 

An-\.r     ,       0 

Dir+'-'^cn  o,A„. 

•    -4n-fr-l,    Än^r 

was  für  F  wieder  ein  System  partieller  DiflFerentialgleichungen 
1.  0.  darstellt,  dessen  gemeinsame  Integrale  aber  nunmehr 
die  etwaigen  integrabeln  Conibinationen  aller  m  -(-  1  C(n+rr 
Systeme  liefern. 

Es  möge  umgekehrt  F  obigen  Bedingungen  genügen, 
aber  nicht  alle  i  +  r  -+-  2  -  gliedrigen  Determinanten  der 
Matrix  (14),  insbesondere  aber  auch  nicht  alle  aus  den  letzten 
n  +  r  +  2  Colonnen  gebildeten,^)  zum  Verschwinden  bringen; 
dann  besitzen  die  Gleichungen  (7)  und : 


n-\-r 


XlA(--^)"'^'*='> 


h=:0 


1)  Sonst  würde  aus  (12)  eine  Relation  ffir  dx,  dy  folgen. 
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wie  leicht  ersichtlich ,  genau  in  gemeinsame  Wurzeln ,  die 
mit  ^i  .  .  .  -^r-i  -^r+i  .  .  -^m+i  bezeichnet  und  durch  die 
Gleichung: 


nt 


(15)  s?;(-^r-*=o 


A=0 


gegeben  seien.  Man  verificiert  nunmehr  leicht,  dass  eine 
Identität  der  Form  (13)  besteht,  sowie  dass  die  Ä  +  r-f-S  in 
den  M""!^)  unabhängigen  Relationen,  auf  die  sich  demnach 
die  Gleichungen  (9)  und: 

2)0.-fr)  (F)  =  0 ,  D^""*^^  (F)  =  0 
reducieren,  die  folgende  Form  erhalten  können: 

(16)  i>r  =  I]?;«Sr"*'"  +  f  =  0  (i  =  0,l,.A  +  r  +  l). 

Durch  ^'- malige  Differentiation  dieser  Gleichungen,  die 
vermöge  (8)  ein  Involutionssystem  bilden  (I,  N.  N.  10,  11), 
erhält  man  vermöge  (8)  und  der  vorhergehenden  Differen- 
tiationsgleichungen ft  +  r  -f- J  -f"  2  Gleichungen 

(17)  Lf  =  0      (i  =  0, 1  . .  Ä  +  r  +  i  +  1). 

Die  9  Charakteristiken  C^T"*^"^'^'  des  Involutionssystems 
(16)  sind  definiert  durch  die  Gleichungen: 

dy   -^^dx-,  daf^{a^^^'^  -^A^a^^^^^)dx  (A     0,1, .  .i+r+r') 

worin  A^  eine  Wurzel  von  (15)  bedeutet  und  die  aJ""H)  die 
Relationen  (8)  (17)  (18)  identisch  erfüllen,  und  bilden  ein 
unbeschränkt  integrables  Streifensystem  S^^j^-^"^^) ;  die  Glei- 
chung 

(18)  F=C 


1)  Vgl.  die  Anm.  pag.  435. 
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hat  also  mit  (1)  ein  Integral  gemein,  das  von  m  willkür- 
lichen Funktionen  je  eines  Arguments  abhängt,  indem  durch 
jeden  gemeinsamen  Streifen  n  -f-  r.  0.  von  (1)^)  und  (18)  eine 
und  nur  eine  Fläche  hindurchgeht,  die  den  Gleichungen 
(1)  (18)  genügt. 

5.  Man  entnimmt  dem  Vorhergehenden  leicht  den  fol- 
genden allgemeinen  Satz: 

,Ist  r'>r,  jP  eine  Funktion  von  rc . .  ajj|+j')  und  be- 
sitzen die  Definitionsgleichungen  der  (7^^*+*"^  von  (1)  die  inte- 
grabele  Gombination  dF\  so  ist  auch  df  eine  solche,  unter  f 
irgend  eine  Funktion  von  F  und  F'  verstanden.* 

6.  Sei  die  ganze  Zahl  5  ^  r,  ferner  v it  ju,  Ö>  eine  Funk- 
tion von  X . .  «Jj!i*\  dÖ>  eine  eigentliche  integrable  Gombi- 
nation der  Definitionsgleichungen  der  C^"^  von  (1),  so  ist 
d(P  ofiTenbar  auch  eine  eigentliche  integrable  Gombination 
der  ü{,'*+»)  des  Involutionssjstems  (16);  also  reducieren  sich 
die  jfe  +  *  +  4  Gleichungen : 

L^'-^^  =  0 ,  D^"+'^  («>)  =  0 ,  D^"^'^  (O)  =  0 

auf  Zf  +  5  +  3  in  den  a^!*'^'-^^^  unabhängige ,  die  vermöge 
der  vorhergehenden  Gleichungen  (17)  und  vermöge  (8)  ein 
Involutionssystem  bilden,  und  die  Gleichungen  (1)  (18)  und 
(D=  C  haben  somit  ein  Integral  mit  m  —  1  willkürlichen 
Funktionen  gemein ;  durch  Wiederholung  dieser  Schlussweise 
erhält  man  schliesslich  folgendes  Theorem: 

„Ist  die  ganze  Zahl  ^^w,  sind  die  partiellen  Dif- 
ferentialgleichungen 

(19)  F^=s  G^^  jP,  =  C,  . . .  Fx=^  Gx 


1)  Ein  Streifen  w  +  r.  0.  von  (1)  iat  ein  solcher,  dessen  Ele- 
mente n.  0.  den  Gleichungen  (1),  dessen  Elemente  n-f-  1.0.  den  Re- 
lationen (2)  etc.  genügen. 
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bezw.  von  der  Ordnung  n  +  *'i,"W  +  r.  und  ist  n-^r  die 
grösste  dieser  Zahlen,  besitzen  ferner  die  Definitionsgleich- 
ungen der  Charakteristiken  Cj"**"'*\  . .  C^^'^X^  des  Pfaffschen 
Systems  (1)  bez.  die  eigentlichen  integrabeln  Combinationen 
dF^ , . .  dFi^  so  definieren  das  System  (1)  und  die  Gleich- 
ungen (19)  durch  ihre  gemeinsamen  Charakteristiken  n-^-r.O. 
ein  unbeschränkt  integrables  Streifen  System  äJj+T^  und  be- 
sitzen daher  ein  gemeinsames  Integral  mit  tw — Ä+1  arbi- 
trären Funktionen,  indem  durch  jeden  ihrer  gemeinsamen 
Streifen  n-\-r,0,^  der  keine  Charakteristik  des  Systems  SJjJJT^ 

ist,  eine  und  nur  eine  gemeinsame  Integralfläche  hindurch- 
geht. « 

7.  Wir  nehmen  endlich  an,  dass  die  Funktionen 
JPj . . .  Fm^  F\ . .  jPm  bez.  die  Ordnung  n-^-r^^  > .  .  n-]-rm^ 
fi-f"^i^  ..-^i  +  ^m  besitzen,  dass  man  habe  rrf>ri(i  =  l,2,...»*)i 
und  dass  r  die  grosste  der  Zahlen  Vi  sei.  Es  sei  ferner  fiir 
i=  1,  2, ..  m  dJPt'  eine  eigentliche  integrable  Combination 
der  C("+^.\  dFl  eine  solche  der  CJ"+^i)  des  Pfaffschen 
Systems  (1);  im  Falle  ri  =  ri  setzen  wir  überdies  voraus, 
dass  zwischen  den  Ausdrücken 

(20)  dF.,  dF\^  dK^^^  (Ä  =  0, 1 . .  i  +  r.  —  1) 

bez.  im  Falle  r,  =  0,  zwischen  den  Ausdrücken 

(21)  dF,;dF:Ad)j(j=h2,..hy) 
keine  lineare  Identität  bestehe. 

Ist  jetzt  s^")  ein  gemeinsamer  Streifen  n.  0.  der  Gleich- 
ungen (1),  der  keiner  der  m+I  Relationen  (4)  genügt,  so 
ist  ihm  entlang  ein  und  nur  ein  Streifen  $^^+^^  bestimmt, 
dessen   Elemente   w  +  r.  0.    die    Relationen  (8)    befriedigen 


^)  Vgl.  die  Anmerkang,  pag.  436. 
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(I,  N.  8).  Drücken  wir  die  zu  «(•»+«')  gehörigen  Grössen 
*  •  •  •  «i'lir^  als  Funktionen  eines  Parameters  aus  und  substi- 

tuieren  diese  Werte  in  die  m  Funktionspaare  J?,-,  Fi,  so 
kann  man  die  m  Funktionen  (p^  auf  eine  und  wesentlich 
nur  eine  Weise  so  bestimmen,  dass  man  für  jeden  Wert 
des  Parameters  identisch  hat: 

q>^{F,,F'^)  =  0  (2  =  1,  2,. .w). 

Diese  Bestimmung  wäre  nur  dann  unausführbar,  wenn 
sich  die  beiden  Funktionen  eines  Paars  vermöge  unserer 
Substitution  auf  Constante  reducierlen,  dann  aber  wäre,  wie 
leicht  zu  sehen,  s^")  eine  Charakteristik  von  (1),  was  aus- 
geschlossen wurde.  Ist  so  die  Form  der  Functionen  y,  ge- 
funden, so  ist  5^"+^^  ein  gemeinsamer  Streifen  der  Gleich- 
ungen (1)  und: 

q>,(F^,  F,)  =- 0  («=1,2,...«»), 

welche  nach  N.  5  und  6  mit  (1)  zusammen  ein  unbeschränkt 
integrables  Streifensystem  5^"+^^  bestimmen.  Das  Letztere 
wäre  nur  dann  nicht  der  Fall,  wenn  einer  der  Ausdrücke 
dq^i  keine  eigentliche  integrable  Combination  des  zuge- 
hörigen CJ""*^»^ -Systems  wäre;  dann  aber  hätte  man  not- 
wendig fi  =  r'i,  und  5^")  genügte  einer  der  Relationen  (4) 
oder  es  bestände  zwischen  den  Ausdrücken  (20)  bezw.  (21) 
eine  lineare  Identität,  was  unseren  Annahmen  gleichfalls 
widerspricht.  Da  nun  die  Integralfiächen  eines  Systems 
SO«+r)  gj(;h  durch  Integration  eines  Systems  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen  bestimmen  lassen ,  da  ausserdem 
auch  die  Funktionenpaare  Fi,  Fi  als  Integrale  solcher  Glei- 
chungen erhalten  werden  (N.  3),  so  können  wir  schliesslich 
den  Satz  aussprechen : 

„Unter  den  zu  Anfang  dieser  N.  geraachten  Voraus- 
setzungen kann  die  Au&uchung  der  allgemeinsten  Integral- 
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fläche  von  (1)  durch  Integration  gewohnlicher  Diffierential- 
gleichungssysteme  geleistet  werden.'^) 

Ezistirt  nicht  für  m,  sondern  nur  fttr  X  der  m-\-\ 
Charakteristikensysteme  von  (1)  je  ein  Funk tionen paar -F^,!^,' 
der  geschilderten  Bescha£Fenheit,  so  vereinfacht  sich  die 
Integration  von  (1)  insoferne,  als  sie  auf  die  Aufsuchung 
der  Integralfiächen  gewisser  Systeme  jSJJ^JT^  zurückkommt. 

^)  Ersetzt  man  im  Vorstehenden  das  System  (1)  durch  die 
einzige  Gleichung 

(I,  N.  1),  so  erhält  man  die  Integration stbeorie  der  part.  Differential- 
gleichungen n.  0.  in  8  Yariabeln,  im  Falle  n  =  2  eine  Erweiterung 
der  Darboux*8chen  Theorie,  indem  die  derselben  anhaftende  Be- 
schränkung auf  Funktionenpaare  gleicher  Ordnung  aufgehoben 
erscheint. 
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üeber  den  Eiweissumsatz  bei  Zufuhr  von  Antipepton. 

Von  Carl  Yoit. 

( JffipibiiyiN»  28,  Janmar  1896,) 

Herr  Dr.  Alexander  Ellinger  hat  in  meinem  Labora- 
torium Versuche  Qber  den  Eiweissumsatz  bei  Zufuhr  von 
Antipepton  am  Hunde  angestellt. 

Zu  einer  Zeit  als  man  glaubte,  die  Aufnahme  der  Stoffe 
aus  dem  Verdauungsschlauche  in  die  Säfke  erfolge  einfach 
durch  Osmose,  nahm  man  an,  das  Eiweiss  müsse,  bevor  es 
in  die  Säfte  übergehen  könne,  durch  die  Verdauung  unter 
Eintritt  von  Wasser  in  leicht  osmirende  Stoffe,  in  , Peptone*^ 
verwandelt  werden,  da  man  bei  osmotischen  Versuchen  das 
gewöhnliche  Eiweiss  nicht  oder  nur  in  minimaler  Menge 
durch  eine  Membran  hindurch  gehen  sah. 

Wenn  aber  das  gewöhnliche  Eiweiss  nur  als  ,  Pepton  ** 
resorbirt  werden  kann,  dann  muss  man  annehmen,  dass  das 
resorbirte  Pepton  irgendwo  im  Korper  wieder  in  gewöhn- 
liches Eiweiss  unter  Abspaltung  von  Wasser  zurfickver- 
wandelt  wird. 

Ist  dies  Alles  so,  so  muss  das  Pepton  vollständig  und 
in  allen  Stücken  die  Rolle  des  Eiweisses  übernehmen,  und 
man  muss  im  Stande  sein  mit  Pepton  unter  Zusatz  von 
stickstofffreien  Nahrungsstoffen  nicht  nur  den  Organismus 
auf  seinem  Bestände  an  Eiweiss  zu  erhalten,  sondern  auch 
einen  Ansatz  von   Eiweiss  zu   bewirken.     Es   könnte  aber 

29» 


444      Sitzung  der  mcah.'phys,  Glosse  vom  7.  Dezember  1896, 

auch  sein,  dass  das  Pepton  nur  als  ein  sehr  guter  Eiweiss- 
schützer  wirkt,  ähnlich  oder  vielleicht  noch  besser  als  der 
Leim;  in  diesem  Falle  würde  der  Körper  stets,  trotz  reich- 
licher Peptonfütterung,  noch  etwas  Eiweiss  von  sich  ver- 
lieren, und  es  dürfte  kein  Stickstoffgleichgewicht  der  Ein- 
nahmen und  Ausgaben  sowie  kein  Ansatz  von  Eiweiss 
eintreten. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  man  zur  Lösung  dieser 
Frage  zu  dem  Pepton  kein  anderes  eiweisshaltiges  Nahrungs- 
mittel geben  darf;  denn  in  diesem  Falle  könnte  der  Ansatz 
von  Eiweiss  aus  dem  Eiweiss  dieses  Nahrungsmittels  erfolgt 
sein ;  nur  wenn  der  Ansatz  von  Eiweiss  grösser  ist  als  der 
Eiweissgehalt  jenes  Nahrungsmittels,  könnte  ein  sicherer 
Schluss  gezogen  werden. 

Nach  den  ersten  Ernährungsversuchen  mit  „Pepton" 
verschob  sich  bekanntlich,  namentlich  durch  die  Unter- 
suchungen von  Kühne,  der  Begriff  dieses  Stoffes.  Man  be- 
zeichnete mit  diesem  Namen  anfangs  das  Produkt  der  Ver- 
dauung des  Eiweisses  durch  verdünnte  Salzsäure  und  Pepsin. 
Man  lernte  aber  später  Zwischenprodukte  zwischen  dem 
Säureeiweiss  und  dem  letzten  Produkt  der  Magenverdauung, 
dem  eigentlichen  Pepton  (Amphopepton)  kennen,  nämlich 
die  sogenannten  Albumosen ;  ebenso  Zwischenprodukte  zwi- 
schen dem  Globulin  und  den  letzten  Verdauungsprodukten 
der  Pankreasverdauung,  dem  Antipepton  und  dem  Hemi- 
pepton,  welches  letztere  bei  der  weiteren  Verdauung  zer- 
setzt wird. 

Es  war  also  nöthig  mit  allen  diesen  Produkten  Ernäh- 
rungs versuche  anzustellen. 

Adamkiewicz  hat  mit  dem  sogenannten  Witte^schen 
Pepton,  einem  Gemenge  von  viel  Albumosen  und  wenig 
Amphopepton,  gearbeitet  und  bei  Zugabe  von  Fett  einen 
geringen  Stickstoffansatz  beobachtet.  Leider  erstreckt  sich 
sein  Versuch  nur  auf  einen  einzigen  Tag. 
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Dann  hat  Pollitzer  Versuche  mit  Amphopepton  und 
mit  zwei  Albumosen,  der  Protalbuniose  und  der  Hetero- 
albamose.,  angestellt  und  mit  allen  drei  Stoffen  einen  Eiweiss- 
ansatz  erhalten;  allerdings  ist  dabei  der  Harn  nicht  in  ein- 
wandfreier Weise  aufgesammelt  worden. 

Endlich  hat  V.  Gerlach  mit  den  Albumosen  in  dem 
Witte'schen  Präparat  und  mit  dem  durch  Pankreasrerdauung 
hergestellten .  Antipepton  Versuche  gemacht;  bei  ersterem 
zeigte  sich  ein  Ansatz  von  Eiweiss;  bei  letzterem  erhielt  er 
kein  Resultat,  da  der  Hund  nach  Einnahme  des  Antipeptons 
erkrankte.  Auch  hier  wurde  der  Harn  nicht  direkt  aufgefangen. 

Alle  übrigen  Beobachter  gaben  die  verschiedenen  Pepton- 
Präparate  des  Handels  mit  anderen  stickstoffhaltigen  Nahrnngs«* 
mittein  z.  B.  mit  Reis  etc.,  grösstentheils  bei  Versuchen  am 
Menschen.  Sie  entschieden  daher  nur«  ob  der  Korper  bei 
Zufuhr  Yon  Eiweiss  in  anderen  Nahrungsmitteln  und  Zusatz 
von  Pepton  sich  auf  seinem  Eiweissgleichgewicht  zu  erhalten 
vermag  und  Ansatz  von  Eiweiss  stattfindet.  Diese  Versuche 
sind  von  hohem  Werthe  fQr  die  Ernährung  Kranker,  aber 
sie  entscheiden  nicht,  ob  die  Peptone  vollständig  für  das 
Eiweiss  eintreten  oder  nur  ab  ausgezeichnete  Eiweissschützer 
gewirkt  haben. 

Nach  den  angegebenen  Versuchen  erscheint  es  im 
höchsten  Grade  wahrscheinlich,  dass  die  Albumosen  einen 
Ansatz  von  Eiweiss  bewirken,  auch  wohl  das  Amphopepton; 
aber  wie  das  Antipepton  wirkt,  das  ist  noch  nicht  entschieden. 

Diese  Frage  hat  Herr  Dr.  Ellinger  zu  beantworten  ge- 
sucht, da  uns  von  Seiten  der  Farbwerke  von  Meister,  Lucius 
und  Brüning  in  Höchst  in  dankenswerthester  Weise  das 
kostbare  Material  (sogenanntes  Drüsenpepton)  zur  Verfügung 
gestellt  worden  war. 

Es  wurde  in  den  entscheidenden  Versuchen  bei  dem 
gleichen  Hunde  das  Drüsenpepton  in  seiner  Wirkung  mit 
dem    Ei  Weissrückstand     des    mittelst    Wasser    ausgelaugten 
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Fleisches,  mit  der  Soraaix>se  (Albumose),  die  wir  von  der 
Fabrik  Bayer  und  Comp,  in  Elberfeld  bereitwilligst  erhalten 
hatten,  und  mit  Witte'schen  Albnmosen  verglichen. 

Es  ergab  sich  bei  einem  Ueberschass  des  Eiweisses  des 
Fleischpulvers  und  den  Witte*8chen  Albumosen  ein  Ansatz 
von  Eiweiss  am  Körper.  Von  der  Somatose  warde  viel  mit 
dem  Koth  entleert,  so  dass  eine  dritte  Vergleichung  nicht 
möglich  war;  jedoch  wurde  so  viel  gesehen,  dass  sie  eben- 
falls das  Eiweiss  ersetzt.  Bei  dem  Drüsenpepton  (Anti- 
pepton)  trat  kein  Ansatz  von  Eiweiss,  sondern  ein  betracht- 
licher Verlust  Ton  Eiweiss  vom  Körper  ein,  so  dass  das  Anti- 
pepton  nur  eiweissschützend  wirkt  und  fttr  das  Eiweiss  nicht 
vollständig  eintritt. 

Das  Antipepton  ist  also  wohl  schon  weiter  zersetzt,  so 
dass  es  im  Organismus  nicht  mehr  in  Eiweiss  zurQckver- 
wandelt  werden  kann.  Dieses  Resultat  steht  auch  in  Ueber- 
einstimmung  mit  der  Angabe  von  Siegfried  über  die  Fleisch- 
9äure,  welche  wahrscheinlich  identisch  ist  mit  dem  Antipepton, 
sowie  auch  mit  den  Molekulargewichtsbestimmungen  von 
G.  Paals,  nach  denen  das  Molekulargewicht  des  Antipepton 's 
nicht  grösser  ist  als  das  des  Traubenzuckers,  während  die 
Albumosen  und  das  Eieralbumin  ein  viel  höheres  Molekular- 
gewicht ergaben.  Dr.  EUinger  hat  für  das  von  ihm  ange- 
wendete Drüsenpepton  ebenfalls  ein  sehr  niederes  Molekular- 
gewicht erhalten. 
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Beiträge  zur  Potentialtheorie.') 

Von  Walther  Dyck. 

(Sing^ltn^  BL  Dn^mhtr  1896.) 

IL 

Die  Oanss'sche  Formel  für  die  gegenseitige  Umwindung 
zweier  BanmcnrTen  nnd  ihre  Ausdehnung  auf  höhere 
Kannigfaltigkeiten.  Darstellung  der  Windungszahl 
zweier  Mannigfaltigkeiten  durch  Eronecker'sohe  0ha- 
rakteristiken  gewisser  Functionensysteme. 

Der  Torliegende  zweite  Tbeil  der  ,  Beiträge  zur  Potential- 
theorie*  behandelt  zunächst  ausführlich  die  Theorie  der 
ümschlingung  zweier  geschlossener,  sich  nicht  schneidender 
Linien  im  Baume,  giebt  sodann  die  Definition  der  üm- 
schlingung für  Mannigfaltigkeiten  höherer  Dimensionen  in 
einem  n-dimensionalen  Qebiete  und  entwickelt  die  zugehörigen 
analytischen  Formulirungen  in  Erweiterung  der  für  zwei 
Curven  im  Räume  gewonnenen  Darstellungen. 

Im  ersten  Abschnitte  handelt  es  sich  um  die  genaue 
Darlegung  der  Beziehungen  des  Gauss'schen  Integrals 
für  die  Anzahl  der  Dmschlingungen  zweier  Raum- 
curven  zu  den  im  ersten  Theile  dieser  Beiträge  (diese 


1)  Vorgetragen  in  der  Sitzung  7001  6.  Jnli  1896. 
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Sitzungsberichte  1895,  pag.  261  S.^)  entwickelten  For- 
meln für  die  Kronecker'sche  Charakteristik  gewisser 
Functionensysteme. 

Indem  wir  die  Raumcurven  auf  zwei  verschiedene  Arten, 
in  Parameterform  (§  2)  und  als  Schnitte  je  zweier  Flachen 
(§  3),  analytisch  festlegen,  ergeben  sich  zwei  wesentlich  ver- 
schiedene Functionensysteme  mit  zwei,  beziehungsweise  mit 
drei  Variabein,  deren  Kronecker'sche  Charakteristik  mit  der 
Gauss'schen  Windungszahl  übereinstimmt.  Die  verschiedenen 
Integral-  und  Summenformeln  ffir  die  Charakteristik,  die  wir 
in  den  „Beiträgen  I*  aufgestellt  haben,  führen  zu  einer  Reihe, 
zum  Theil  neuer  Methoden  för  die  Herleitung  der  Windungs- 
zahl. Dabei  sind  die  für  die  Parameterdarstelluug  gewonnenen 
Formeln,  die  sich  unmittelbar  an  die  Qauss'sche  Darstel- 
lung anknüpfen  lassen,  nicht  überführbar  in  die  Formeln, 
welche  unter  Zugrundelegung  der  Raumcurven  als  Schnitt 
je  zweier  Flächen  aufzustellen  sind.  Die  §§  4  und  5  sind 
deshalb  dem  Beweise  der  üebereinstimmung  der  auf  die  eine 
und  andere  Weise  gewonnenen  Zahlen  gewidmet. 

Im  zweiten  Abschnitte  wird  zuvörderst  (in  §  6)  die 
Definition  der  Anzahl  der  Windungen  einer  Ä- fachen 
Mannigfaltigkeit  um  eine  n  —  k  —  1-fache  innerhalb 
eines  Gebietes  von  n  unabhängigen  Variabeln  («im 
linearen  Räume  von  n  Dimensionen*  nach  der  aus  der  Geo- 
metrie übertragenen  Redeweise)  in  directer  Analogie  mit  *den 
durch  die  analytischen  Formulirungen  des  ersten  Abschnittes 
gewonnenen  Formeln  aufgestellt.^) 

1)  Der  I.  Theil  der  vorliegenden  .Beiträge  zur  Polen tialtheorie* 
ist  im  Folgenden  kurz  durch  ,  Bei  träge  I*  bezeichnet. 

2)  Es  ist  mir  nicht  bekannt,  dass  die  Frage  nach  der  Um- 
schlingung  von  höheren  Mannigfaltigkeiten  schon  behandelt  worden 
ist.  Herr  H.  Brunn  hat  (1887)  in  einer  anlässlich  seiner  Promotion 
aufgestellten  Thesis  auf  die  Möglichkeit,  zwei  zweidimensionale  Ge- 
bilde (speciell  .Kugeifl&chen")  im  Räume  von  ftinf  Dimensionen  in 
einander  zu  schlingen  hingewiesen* 
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Indem  wir  auch  hier  für  unsere  Mannigfaltigkeiten  von 
zwei,  den  ohigen  analogen,  Darstellungen  (in  Parameterform 
(§  7)  und  direct  durch  Gleichungssysteme  zwischen  den  Co- 
ordinaten  (§  8))  ausgehen,  erscheint  die  Windungszahl  als 
Kronecker'sche  Charakteristik  für  zwei  wesentlich  verschie- 
dene Systeme  von  Functionen  von  n  —  1 ,  beziehungsweise 
von  n  Variabeln.  Die  Uebereinstimmung  der  auf  den  beiden 
Wegen  gewonnenen  Zahlen  wird  (in  §  8)  in  analoger  Weise 
wie  im  ersten  Abschnitte  bewiesen.  Ohne  auf  die  verschie- 
denen Formeln  für  die  Darstellung  der  Windungszahl,  wie 
sie  nunmehr  aus  den  Entwicklungen  des  ersten  Theiles  dieser 
Beitrage  sich  ergeben,  nliher  einzugehen,  bezeichnen  wir  zum 
Schlüsse  (in  §  9)  noch  eine  merkwürdige  gegenseitige  Lagen- 
beziehung ganzer  Glassen  von  Mannigfaltigkeiten.  Mit  der 
Darstellung  der  Jk-dimensionalen  und  der  n  %  — l-dimensio- 
nalen  Mannigfaltigkeit  durch  Gleichungasysteme  zwischen  den 
Coordinaten  des  n-dimensionalen  Raumes  ist  nämlich  gleich- 
zeitig je  ein  ganzes  System  von  Mannigfaltigkeiten  0^'  und 
n—  !*•%  l*«'  und  n  —  2***,  2^  und  n  —  3*«'  u.  s.  w.  Ordnung 
gegeben,  denen  sämmtlich  ein  und  dieselbe  Windungs- 
zahl zugehört.  Diese  Beziehung  scheint  mir  besonders  ge- 
eignet, die  Bedeutung  der  Kronecker^schen  Charakteristik  für 
die  Lagenverhältnisse  der  verschiedenen  durch  ein  solches 
Functionensystem  zu  definirenden  Gebilde  hervortreten  zu 
hissen. 
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Erster  Abschnitt. 
Theorie  der  gegenseitigen  Umwindung  iweierBaumeurren. 

§  1. 
Das  Gauss'sche  Integral. 

Gauss  hat  in  einer  bekannten  Notiz  vom  Jahre  1833 
(Werke,  Band  V,  Nachlass,  Zur  Elektrodynamik,  pag.  605), 
die  Anzahl  der  ümschlingungen  zweier  geschlossener,  sich 
nicht  schneidender  Linien  Mi  und  Ml  durch  das  folgende 
Doppelintegral  dargestellt : 


1) 
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hierbei  bezeichnen  ei^  e'^^  e'zi  beziehungsweise  0\^g%<iMi<i  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  der  ersten,  be- 
ziehungsweise der  zweiten,  Linie  und  ist  die  Integration 
über  beide  Linien  ausgedehnt. 

Der  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen  besitzt  eine 
sehr  einfache  geometrische  Bedeutung,  aufweiche  Schering, 
von  welchem  auch  die  erste  Ableitung  der  6auss*schen 
Formel   herrührt*),    aufmerksam    gemacht   hat.      Es    stellt 


^)  Man  yergleiche  bezOglich  des  hier  gewählten  Yoneichena  der 
Determinante  die  am  Schlüsse  dieses  Paragraphen  folgende  Bemerkung. 

^)  Man  yergleiche:  0.  Böddicker,  «Erweiterang  der  Qanss^schen 
Theorie  der  Verschlingongen  mit  Anwendongen  in  der  Elektro- 
dynamik*. AasfQhrung  der  Göttinger  Inangoraldissertation  BÖddickers, 
erschienen  1876  bei  Spemann  in  Stuttgart. 
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nämlich  der  Zähler  den  sechsfachen  Inhalt  dar  des  von  zwei 
Linienelementen  do'i  beziehnngsweise  dol  der  beiden  Gurven 
bestimmten  Tetraeders,  oder  den  Inhalt  eines  Parallelepipeds, 
von  welchem  drei  Seiten  dnrch  dfoi,  dol  und  durch  die  Ver- 
bindnngslinie  der  Anfangspankte  beider  Linienelemente  ge- 
bildet sind;  der  Nenner  ist  gleich  der  dritten  Potenz  der 
Entfernung  der  beiden  Linienelemente  von  einander. 

FQr  die  Ausführung  der  Integration  ist  zu  beachten, 
dass  hiebei  jede  der  Gurven  in  bestimmter  Richtung  zu 
durchlaufen  ist.  Wir  setzen  diese  dadurch  fest,  dass  wir  in 
beiden  Gurren  je  einen  (übrigens  willkürlichen)  Punkt  heraus- 
greifen, in  diesem  die  eine  der  beiden  entgegengesetzten 
Richtungen  der  Tangente  ab  positive  Fortschreitungsrichtung 
auszeichnen  (was  durch  die  Wahl  des  Vorzeichens  der  Rich- 
tungscosinus an  dieser  Stelle  geschieht)  und  nun  in  dieser 
Richtung  die  Bogenlängen  zahlen.  Wir  haben  dann  um 
die  Richtung  beizubehalten  stets  im  Sinne  der  wachsenden 
Bögen  fortzuschreiten,  d.  h.  die  Bogenelemente : 


2')  doi  —  \/rf^I«  +  djri»  -f.  djrs» 

und 

2')  dol  =  Ydjsl^  +  diS2^+dj^p 

sind  für  die  ganze  Integration  positiv  zu  nehmen. 

Bestehen  die  Gurven  aus  mehreren  getrennten,  in  sich 
geschlossenen  Theilen,  so  führt  unter  Voraussetzung  einer  ge- 
meinsamen analytischen  Definition  für  die  einzelnen  Zweige, 
die  Bestimmung  der  Fortschreitungsrichtung  auf  einem 
dieser  Züge  deren  Fixirung  auch  auf  den  übrigen  Zügen 
mit  sich. 

Der  Nenner  des  Ausdruckes  unter  dem  Integralzeichen 


ist  positiv  zu  nehmen. 


8 
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Es  sei  liier  erwähnt,  dass  wir  alle  in  der  Folge  auf- 
tretenden QuadratwurzelausdrQcke  positiv  annehmen;  es  ist 
dies  gestattet,  weil  dieselben  unter  dem  Wurzelzeichen  stets 
eine  Summe  von  Quadraten  enthalten,  welche  im  Allgemeinen 
nicht  sammtlich  gleichzeitig  in  den  betrachteten  Gebieten 
verschwinden,  so  dass  also  die  Wurzel  innerhalb  des  Ge- 
bietes ihr  Vorzeichen  nicht  wechselt. 

Rechnen  wir  nun  in  unserem  Coordinatensystem  die 
Richtung  der  Axe  a^  nach  Osten,  die  von  jbt,  nach  Norden, 
die  von  0^  nach  dem  Zenith,  so  gibt  das  Vorzeichen  der 
Tnhaltsdeterminante  die  folgende  Unterscheidung  für  die 
gegenseitige  Richtung  der  Elemente  doi  und  dol: 

Stellt  man  sich  in  die  positive  Richtung  des  Elements 
doi  der  ersten  Curve  und  blickt  auf  das  Element  dol  der 
zweiten  Curve,  so  dreht  dieses  im  entgegengesetzten  Sinne 
des  Uhrzeigers  um  dol,  wenn  die  Determinante 


3) 


Zi — £{  —  dg'i  de'i 
is% — £2  — de%  dg\ 
^3  —  ^8     —  dff'z     de^ 


positiv  ist  (vergl.  Fig.  1),  im  Sinne  des  Uhrzeigers,   wenn 
diese   Determinante   negativ   ist   (Fig.  2).      Dieselben   Be- 


Fior.  1. 


Fig.  2. 


W.  Dyck:  Beiträge  zur  Potentialthearie,   IL  453 

Ziehungen  ergeben  sich  dabei,  wenn  wir  von  dol  nach  do{ 
blicken  *). 


§2. 

Formeln  für  die  Windungszahl  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  beiden  Raumcurven  in  Parameter- 

darstellnng  gegeben  sind. 

a)  Das  CkiiBB'sohe  Doppelintegral. 

Der  Gauss^sche  Ausdruck  für  die  Windungszahl  V  lässt 
sich  direct  ausführen,  wenn  man  die  beiden  Linien  in  Para- 
meterdarstellung gegeben  annimmt.     Es  seien  durch 

^1  =  q>i  ih)  z{  =  xpi  {X2) 

4')  e2  =  q>2{h)  und  4')  ei  =  \p2{X2) 

ez  =  cpz{X{)  ^5  =  i/;8(Ajj) 

die  Coordinaten  der  Punkte  unserer  beiden  Raumcurven 
dargestellt,  abhängig  von  den  Parametern  X^  bez.  X^. 
Wir  setzen  dabei,  der  präcisen  Äusdrucksweise  wegen,  die 
Functionen  q>i  und  \pi  als  eindeutige,  reelle  Functionen  der 
reellen  unbeschränkt  veränderlichen  Grössen  X^  bez.  X^  voraus ; 


1)  Es  schien  fär  die  rorliegenden  Untersuchungen  zweckmässig, 
durch  die  eben  gegebene  Auszeichnung  des  einen  der  beiden  zu 
einander  symmetrischen  Coordinatensysteme  die  Vorzeichen  4~  Qi^d  — 
der  Determinante  in  die  bestimmte  Beziehung  zu  den  Figuren  1 
und  2  zu  bringen.  Dabei  habe  ich,  um  fdr  die  in  der  Regel  als 
«positiv*  bezeichnete  Drehung  Fig.  1  auch  eine  positive  Windungs- 
zahl zu  erhalten,  die  Gauss'sche  Determinante  noch  mit  einem  Minus- 
zeichen versehen,  welches  übrigens  bei  der  Ableitung  der  zweiten 
und  dritten  Colonne  der  Z&hlerdeterminante  durch  Differentiation  der 
ersten  Colonne  naturgemäss  in  die  Formel  eintritt. 
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die  q>i  und  tpt  seien  femer  stetig  und  überall  endlich,^)  und 
nach  den  Parametern  A^,  beziehungsweise  A,,  differentiirbar. 
Die  Raumcnrven  sollen  keinen  Punkt  mit  einander  gemein 
haben,  d.  h.  tp^ — ^j,  ip^ — y^,  ifj^ — y^  niemals  zugleich 
für  dieselben  Werthe  der  l  verschwinden.  Femer  sollen  nie- 
mals gleichzeitig  die  drei  Ableitungen  qpn,  q>2i^  q>zi  der 
Functionen  9>^(Aj)  nach  l^  verschwinden  und  gleiches  für  die 
Ableitungen  1//12,  1/^22,  ips2  der  Functionen  ipi  (X^)  nach  ^2 
gelten. 

Es  ergiebt  sich  dann  unmittelbar  fOr  die  Windungszahl  V 
das  Doppelintegral: 

«/^i-yi     -^11     V^i2 

1 --—  —  •  dX^dX^, 


-9>l)'  +  (V^2-y2)*  +  (^B-<rs)* 


bei  welchem  den  obigen  Voraussetzungen  zufolge  die  Inte- 
gration über  die  X  an  eine  Grenzbedingung  nicht  mehr  ge- 
bunden ist. 

Um  die  Richtung  für  die  Integration  auf  beiden  Linien 
nach  den  in  §  1  gegebenen  Bestimmungen  festzulegen,  wählen 
wir  an  einer  bestimmten  (aber  übrigens  willkürlichen)  Stelle 
jeder  der  beiden  Curven  diejenige  Richtung  für  die  Zählung 
der  Bogenlängen,  für  welche  die  dem  Linienelemente  do'i 
(bez.  doi)  an  dieser  Stelle  entsprechende  Aenderung  dX^ 
(bez.  X^)  positiv  ist.  Da  nun  für  die  Elemente  der  beiden 
Curven 


1)  So  dasB  wir  hier,  was  indess  die  Allgemeinheit  der  Betrach- 
tungen nicht  wesentlich  beschränkt,  nur  von  ganc  im  Endlichen 
gelegenen  Curven  reden. 
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beziehungsweise 


6')  dö«  =  ]/v^!,+  i/^;,+v4,-d^ 

ist,  so  folgt,  da  wir  die  Quadratwurzeln  positiv  annehmen, 
dass  wir  für  die  Integration  im  ganzen  Gebiete  die  Ele- 
mente dX^  bez.  dX^  positiv  zu  nehmen  haben,  also,  kurz 
ausgedrückt,  dass  wir  im  Sinne  der  wachsenden  Werthe  X^ 
und  X^  über  die  Gurven  zu  integriren  haben.^) 

Aus  Formel  (5)  für  V  ist  nun  die  Bedeutung  der  Win- 
dungszahl als  Eronecker*scher  Charakteristik  direct  zu  er- 
schliessen.  Die  Entwicklungen  der  §§  1  und  2  der  ,  Bei- 
träge I*  (Formel  (12)  auf  Seite  266)  ergeben  nämlich  un- 
mittelbar den  Satz: 

Stellt  man  das  Gauss^sche  Integral  für  die  Um- 
schlingung zweier  Kaumcurven  mit  Hülfe  einer 
Parameterdarstellung  (4)  der  Gurven  dar,  so  ist  die 
Windungszahl  V  gleich  der  Kronecker'schen  Cha- 
rakteristik des  Systems  der  drei  Functionen: 

der  zwei  Variabein  A^,  X^. 

Deuten  wir  nach  Formel  (2)  der  „Beiträge  I'  die  drei 
Functionen  im  Räume  der  Goordinaten  g^^  e^^  g^,^) 


1)  Die  Darstellung  ist  in  dieser  weitl&nfigen  Form  mit  Rücksicht 
auf  die  im  Folgenden  enthaltenen  Ausfuhrangen  gegeben. 

2)  Es  ist  absichtlich  mit  Rücksicht  auf  die  folgenden  For- 
meln die  Bezeichnung  der  Goordinaten  durch  z^  beibehalten;  diese 
treten  hier  an  die  Stelle  der  x^  der  Formel  (2)  in  den  ,  Beiträgen  T, 
während  die  in  jener  Formel  mit  is^  bezeichneten  Parameter  hier 
durch  die  l^  ersetzt  sind. 
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^i  =  ^i(^i)  — <ri(^i)i 

so  folgt  der  Satz: 

Die  Zahl  der  gegenseitigen  ümwindungen  der 
in  (4)  dargestellten  Raumcurven  ist  gleich  der  Zahl 
der  Windungen   der   Fläche  (8)  um   den   Nullpunkt. 

Die  Fläche  (8)  ist  dabei  auf  die  einfachste  Weise  geo- 
metrisch aus  den  beiden  Curven  abzuleiten.  Legt  man  näm- 
lich durch  den  Nullpunkt  des  Goordinatensystems  Strahlen 
parallel  zu  den  zweifach  unendlich  vielen  zwischen  beiden 
Raumcurven  zu  ziehenden  Sehnen  und  schneidet  auf  diesen 
Strahlen  je  die  Längen  dieser  Sehnen  (gemessen  in  der  Rich- 
tung von  der  ersten  zur  zweiten  Gurve)  ab,  so  bilden  die 
Endpunkte  dieser  Strahlen  eben  die  Fläche  (8).^) 

Die  Formeln  (8)  ergeben  weiter,  dass  die  Gestalt  der 
Fläche  von  einer  gegenseitigen  durch  Parallelverschie- 
bung der  beiden  Gurven  hervorgerufenen  Lagenveränderung 


1)  Man  kann  sieb  auch  eine  anschauliche  Vorstellang  von 
unseren  Flächen  dadurch  verschafifen,  dass  man  sie  als  «Trans- 
lations flächen"   auffasst,  die  sich  auf  eine  zur  M^  :  z^  y;  (i^^ 

congruente  und  aaf  eine  zweite  aus  der  M*  durch   «Spiegelung  am 

Nullpunkt*  entstandene  Curve  jp,-  =  —  (p^  (X^)  als  Leitcurven  beziehen. 

Herr  Finsterwalder  hat  mehrere  Modelle  solcher  Flächen  con- 
struirt,  die  im  BrilTschen  Verlage  erschienen  sind.  Eines  derselben  be- 
zieht sich  speciell  auf  zwei  in  orthogonalen  Ebenen  gelegenen  Kreise 
als  Leitlinien,  versinnlich t  also  gerade  den  für  unsere  Betrachtungen 
elementarsten  Fall  der  gegenseitigen  Umschlingung  zweier  Krei^ie. 
Auch  L  i  c ,  der  die  Theorie  der  Translationsflächen  in  Verbindung  mit 
den  entsprechenden  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung aasgebaut  hat  (Vergl.  neben  älteren  Untersuchungen  die  zu- 
sammenfassenden Darstellungen  in  den  Berichten  der  Leipziger  Ge* 
Seilschaft  d.  W.  Bd.  44),  veranlasste  im  Leipziger  mathematischen 
Institut  die  Herstellung  von  Modellen  gewisser  Translationaflächen. 


W,  Dyek:  Beiträge  zur  PotenHalthearie,  IL  457 

unabhängig  ist  und  dabei  nur  die  Lage  der  Fläche  gegen 
den  Goordinaten-Anfangspunkt  geändert  wird ;  die  Windung»- 
zahlen,  welche  die  Fläche  mit  Bezog  auf  die  verschiedenen 
Punkte  des  Raumes  aufweist,  geben  also  zugleich  die  Win- 
dungszahlen der  beiden  Gurven  für  alle  möglichen  durch 
Parallel  Verschiebung  entstehende  Lagen. 

Die  Entwicklungen  in  den  , Beiträgen  P  zeigen  nun- 
mehr, dass  wir  sofort  noch  zwei  weitere  Darstellungen 
für  die  Windungszahl  V  bilden  können,  nämlich  mit  Hülfe 
eines  einfachen  Integrals  und  durch  eine  Summen- 
formel. Wir  betrachten  noch  kurz  diese  Darstellungen  und 
ihre  geometrische  Bedeutung. 

b)  Darstellang  von  V  darch  ein  einfaches  IntegraL 

Die  Windungszahl  lässt  sich  (nach  Formel  (26)  der  ,  Bei- 
träge I',  für  Zr  =s  0)  darstellen  durch  das  einfache  Integral : 

9)  ,  ^»-y«     -<Pii      ^n 


ausgedehnt  über 

welches  die  Windungszahl  der  Sehnittcurve  der  Fläche  (8) 
mit  der  Ebene 

^i  =  V^i  — ^1  =  0 

um  den  Nullpunkt  darstellt  und  in  welchem  (^o,  ein  stets 
positiv  zu  nehmendes  Element  bedeutet,  welches  den  beiden 
Gleichungen : 


10')  ^       V vn-^r  ^f'l    ,. 

TU 
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beziehungsweise 
10') 


O  Oj  = — •   « A, 


V 


iS 


entsprechend  für  die  Ausführung  der  Integration  zu  ver- 
wenden ist.^)  Es  ergiebt  sich  dann  (indem  man  die  Determi- 
nante nach  der  ersten  Horizontalreihe  auflöst  und  die  oben 
genannten  Formen  für  do^  benützt)  folgende  Form  des  ein- 
fachen Integrals: 

0  —dX^    dX^ 


11) 


V  = 


2 


^2)'  +  (^8-9>8)')" 


Führen  wir  hier  die  Coordinaten  je^i,  iSfJ,  B3  beziehungs- 
weise 01^  zl^  zl  der  beiden  Raumcurven  (4)  ein,  so  können 
wir  auch  schreiben: 


12) 


r= 


0 


1 


jf5 — ^2      — «*2      dZi 

e'i — e'i    — de'z    ds^ 


27t      I      ((^J-^ya+(^J-^3r) 
das  Integral  erstreckt  über  e\—e\  =  0. 


1)  Deutet  man  die  Parameter  Ix,  X^  als  rechtwinklige  Coordi- 
naten einer  Ebene,  so  ist  df>x  nichts  anderes  als  das  Linienelement 

der  Cnrve 

Vi  (^2)  — 9^1(^1)  =  0. 

dargestellt  darch  seine  Projectionen  dX^,  dX^  auf  die  Axen.  ~  Ueber 
diese  Deutung  der  X,  die  ich  hier  nicht  weiter  verfolge,  vergleiche 
man  die  Schlussbemerkungen  des  §  9. 
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In  dieser  Form  lässt  sich  die  geometrische  Bedeutung 
dieses  einfachen  Integrals  am  leichtesten  übersehen: 

Man  denke  sich  nämlich  eine  Gerade,  stets  pa- 
rallel zur  Ebene  ff^  e^  bleibend,  an  den  beiden  Curven 
entlang  gleiten,  so  misst  die  Anzahl  der  vollen  Um* 
drehungen,  die  diese  Gerade  im  entgegengesetzten 
Sinne  des  Uhrzeigers  bei  dieser  Bewegung  beschreibt, 
die  Anzahl  der  gegenseitigen  Umwindungen  beider 
Curven. 

Man  überzeugt  sich  von  der  Richtigkeit  dieses  Satzes 
sofort  durch  Aufstellung  des  die  Umdrehungszahl  darstellen- 
den Integrals.  Für  die  anschauungsmässige  Verfolgung  der 
Bewegung  der  Geraden  ist  dabei  noch  folgendes  zu  beachten: 
Denkt  man  sich  durch  die  gleitende  Gerade  eine  Ebene 
parallel  zur  Ebene  z^e^  gelegt,  so  erfährt  die  Gerade  in 
dieser  Ebene  die  zu  messende,  drehende  Bewegung  und 
gleichzeitig  wird  die  Ebene  selbst  in  Richtung  der  Axe  e^ 
parallel  verschoben.  Besondere  Stellen  der  Bewegung  sind 
nun :  Erstens  diejenigen,  in  welchen  der  Sinn  jener  Drehung 
umkehrt;  diese  sind  durch  das  Verschwinden  der  Zähler- 
determinante unseres  Integrals  gekennzeichnet.  (Vergl.  die 
beiden  durch  x  x  bezeichneten  Stellen  in  nebenstehender 
Figur  4.)  Zweitens  diejenigen,  in  welchen  die  Richtung  der 
Parallelverschiebong  der  Ebene  umkehrt.  Die  letzteren  Stellen 
sind  durch  das  Verschwinden  von  \p^^  beziehungsweise  von  q>^^ 
gegeben,  d.  h.  durch  diejenigen  Lagen  der  sich  verschieben- 
den Ebene,  in  welchen  sie  eine  der  beiden  Curven  berührt. 
Berührt  dabei  die  Ebene  die  zweite  Curve  (ist  also  V^i2=^0)i 
so  gleitet  die  bewegliche  Gerade  auf  dieser  im  Sinne  ihrer 
augenblicklichen  Bewegung  fort,  während  die  Bewegung  auf 
der  ersten  Curve  direct  umkehrt  (vergl.  die  beiden  durch 
oo  bezeichneten  Stellen  in  den  nebenstehenden  Figuren  3 
und  4).    Dem  entspricht  analytisch,  dass  aus  der  Formel  (10*) 

für  das  positiv  zu  nehmende  Element  dOj: 

80* 
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flfOi  = •  aXi 


^ 


12 


folgt,  dass  mit  xp^^  gleichzeitig  dl^  sein  Zeichen  wechselt. 
Ein  Gleiches  ergiebt  sich  bezüglich  des  gleichzeitigen  Zeichen- 
wechsels von  9)ji  und  dX^,  Die  beiden  Curven  werden  also 
im  gegenwärtigen  Falle  nicht  (wie  im  Falle  des  Doppel- 
integrals (5))  im  Sinne  der  wachsenden  Parameter  X^  und  A, 
durchlaufen,  sondern  im  Sinne  des  positiven  Elementes  dO|. 
Die  nebenstehenden  Figuren  dienen  noch  zur  Yersinn- 
lichung  des  Umstandes,  dass  nach  dem  Gesagten  bei  der 
Bewegung  der  gleitenden  Geraden  im  Allgemeinen  ein- 
zelne Theile  der  beiden  Curven  mehrfach  in  verschiedener 
Richtung,  andere  gar  nicht  von  der  Geraden  überstrichen 
werden  können. 


Fig.  3. 


Fig.  4. 


Weiter  aber  zeigen  sie,  dass  der  Verlauf  dieser  Bewegung 
sich  auch  aus  mehreren  getrennten  Gyklen  zusammensetzen 
kann,  ohne  dass  darum  die  fraglichen  Curven  aus  mehreren 
Zügen  zu  bestehen  brauchen.  Der  Sinn,  in  welchem  in 
diesem  Falle  die  einzelnen  Theilbewegungen  zu  addiren  sind, 
wird  festgelegt   durch  den   an   einer  Anfangsstelle  der  Be- 
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wegung  auf  beiden  Baumcarven  (gemäss  §  2.  pag.  454)  ein- 
getragenen Bichtungssinn,  durch  welchen  auch  die  Rich- 
tung beim  Beginne  jeder  in  sich  geschlossenen  Theilbewegung 
der  Geraden  festgelegt  wird. 

c)  DarBtellnng  yon  V  durch  eine  (Eronecker'sche) 

SummenformeL 

Aus   Formel   (13)  und   (14)  der  ,  Beiträge  I*    ergeben 
sieb  fär   V  sofort  die  beiden  Summenformeln : 


13  a) 


und 


13  b) 


F  =     S  sign,  i 


m 


\ 


1 


F=2 -L  sign.  ^ (!/»,- g),) 


{' 


-Tu    V'i, 
-9"«     Vm 


\ 


wobei   die  erste  Summe   sich  erstreckt  auf  alle  Punkte,  für 
welche 

V^i— ^1  =  0,     t//j-sp,  =  0,     %—q>^>0 

ist,  die  letztere  auf  alle  Punkte 

t//,  — qf)j  =  0,     V^2  — 5P,  =  0. 

Schreiben  wir  auch  diese  Formeln  direct  in  den  Co- 
ordinaten  0i  und  0}  der  beiden  Raumcurven,  so  lauten  sie, 
wenn  man  rechts  noch  mit  dX^'dX^  miütiplicirt : 


14  a) 


and 


14b) 


F=       Ssign 


ig°-{ 


— da'i    de\ 
—  dsfi    dB\ 


} 


1 


F=-  -Ssign 


ign.k/s  -£r;). 


—de\     de[ 
—  dz^    de'2 


\ 
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die  Summen  ausgedehnt  über 


jerj  — ^1  =  0,     ^erj  — ;?;  =  ö,     je?;  — ^3>0, 
beziehungsweise  über: 

J^i  —  ^1  =  0,     JSi  —  £r3  =  0; 

dabei  ist  zu  beachten,  dass  hier  duii  und  d/s'i  diejenigen 
Aenderungen  der  Coordinaten  bezeichnen,  welche  positiven 
dX^  und  dX^  entsprechen. 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Formeln  ist  un- 
mittelbar ersichtlich: 

Es  wird  die  Windungszahl  V  bestimmt  durch 
die  Punktcharakteristiken  der  scheinbaren  Doppel- 
punkte, welche  das  System  der  beiden  Raumcurven 
vom  Zenith   aus  gesehen  (vergl.  Seite  452)   darbietet. 

Dabei  ergiebt  sich  folgende  anschauliche  Deutung  für 
das  Vorzeichen  der  beiden  in  der  zweiten  Summenformel 
enthaltenen  Factoren: 

Der  erste  Factor  jsl  —  z\  entscheidet  durch  sein  Vor- 
zeichen, ob  im  scheinbaren  Doppelpunkt  die  erste  der  Curven 
unterhalb  oder  oberhalb  der  zweiten  Curve  verläuft. 

Das  Vorzeichen  des  zweiten  Factors,  der  Determinante: 


15) 


trennt  die  scheinbaren  Doppelpunkte  in  zwei  zu  einander 
symmetrische  Gattungen  in  folgender  Weise:  Man  projicire 
die  beiden  Curven  in  der  Richtung  vom  Zenith  aus  auf 
die  Ebene  e^  e^  und  trage  in  der  Projection  die  auf  der 
Curve  festgesetzte  Fortschreitungsrichtung  ein.  Unterscheidet 
man  dann  die  beiden  Curven  wie  in  den  obigen  beiden  De- 
terminanten als  erste  und  zweite,  so  entsprechen  einem  posi- 


5P11 

Vm 

dkl .  d^  = 

-dis\ 

d£\ 

9>si 

^n 

-de'x 

dßi 
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tiven,  beziehungsweise  einem  negativen  Werthe  der  Determi- 
nanten in  den  scheinbaren  Doppelpunkten  die  durch  Fig.  5  und  6 

Fig.  6.  Fig.  6. 


Z 


/ 


I 

gekennzeichneten  beiden  Falle.  Die  Determinante  giebt  näm- 
lich den  mit  dem  bekannten  Möbius'schen  Vorzeichen  ver- 
sehenen doppelten  Inhalt  des  Dreiecks,  welches  durch  die 
beiden  vom  scheinbaren  Doppelpunkt  (im  positiven  Richtungs- 
sinne) auslaufenden  Bogenelemente  bestimmt  ist. 

Die  Formeln  (14  a,  14  b)  zählen  also  die  Windungszahl  V 
ab  gemäss  der  durch  die  folgende  Figur  7  gegebenen  Unter- 
scheidung der  scheinbaren  Doppelpunkte,  die  wir  in  ihrer 
Ansicht  in  Richtung  vom  Zenith  aus  darstellen  und  wobei  die 
stark  gezeichnete  Gurve  dem   Beschauer  näher  liegen  soll: 


Fig.  7. 
>0 


-dir; 


djsl 


<0 


I 


fi\  —  e%<^ 
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Die  Formel  (14  a)  erstreckt  sich  nur  über  die  Punkte, 
für  welche  jg^  —  ifi>0  ist.  Dabei  lässt  sich  diese  Formel 
unmittelbar  in  die  andere  (14b)  überführen,  wenn  wir  be- 
achten, dass 

-  ds'i     djsfl 


16)     £  sign. 


{ 


-^11 


-(fii 


h 


=  L  sign 


■{ 


—  djSi     de\ 


}=„ 


ist,  falls  wir  die  Summation  über  alle  scheinbaren  Doppel- 
punkte (die  Unterschiede  im  Sinne  der  Figuren  5  und  6  ge- 
nommen) erstrecken.  Es  entspricht  diese  hier  unmittelbar 
geometrisch  einleuchtende  Beziehung  der  allgemeinen  Formel, 
welche  Eronecker  für  die  Vorzeichensumme  aller  Punkt- 
charakteristiken eines  Functionensystems  aufgestellt  bat 
(vgl.  .Beiträge  1%  pag.  268). 

§3. 

Formeln   für   die   Windungszahl   unter  der  Voraus- 
setzung,  dass   die    beiden  Raumcurven   als   Schnitt- 
linien je  zweier  Flächen  gegeben  sind. 

Nimmt  man  die  beiden  Raumcurven  M[  und  M^  je 
durch  zwei  Gleichungen  zwischen  den  Variabein  e^^  e^^  sf^ 
gegeben  an  und  zwar  die  M^  durch: 


17") 


die  M[  analog  durch: 

^i(^l,^2,^8)  =  0, 
^8  (^11  ^ii  ^8)  =  Ol 


17') 


so  lässt  sich  das  Gauss'sche  Doppelintegral  für  die  Win- 
dungszahl nicht  allgemein  aufstellen.  Dagegen  treten  hier 
direct  die  Formeln  für  die  Kronecker'sche  Charak- 


W,  Dyek:  Beiträge  zur  Potentialiheorie,  II. 


465 


teristik  fdes  Systems  der  vier  Functionen  (mit  drei 

Yariabeln) 

18)  Fol  -P'i.  -F,,  F^      ein. 

Es  lässt  sich  ans  den  geometrischen  Entwicklangen,  die 
Eronecker  insbesondere  in  den  Abschnitten  II  und  V  seiner 
Abhandlung  über  Functionensysteme  vom  März  1869  gegeben 
hat  und  in  welchen  die  Charakteristik  als  Windungszahl 
einer  gewissen  ebenen  Gurve  um  den  Nullpunkt  erscheint 
(vgl.  hiezu  , Beiträge  I",  §  3),  die  Bedeutung  der  Kronecker*- 
schen  Charakteristik  als  Zahl  der  gegenseitigen  Windungen 
zweier  Raumcurven  (im  Falle  von  drei  Variabein)  herleiten. 
Wir  gehen  indess  auf  diese  Form  der  Herleitung  nicht  näher 
ein,  beweisen  vielmehr  in  den  folgenden  §§  4  und  5  die  Ueber- 
einstimmung  der  in  den  §§  1  und  2  gegebenen  Gauss^schen 
Zahl  V  mit  der  im  gegenwärtigen  §  definirten  Eronecker'- 
schen  Charakteristik  K  durch  eine  directe  Yergleichung 
der  für  V  abgeleiteten  Summenformel  (13  a)  und  der  ent- 
sprechenden, sogleich  zu  erwähnenden  Summenformel  fOr  K 
(Formel  (26a)). 

Aus  den  in  den  ,  Beiträgen  P  entwickelten  Formeln 
(12),  (26)  und  (13),  (14)  ergiebt  sich  die  Darstellung  der 
Zahl  K  durch  ein  dreifaches,  durch  ein  zweifaches  und  durch 
ein  einfaches  Integral,  sowie  durch  den  Eronecker'schen 
Summenausdruck,  Formeln,  die  wir  der  Vollständigkeit  halber 
in  Efirze  hierher  setzen. 

a)  Das  dreifache  Integral  für  K  lautet: 

F       Fn      -foi      Ffis 


19) 


Fl    Fix    Fii    Fii 
F,    F^    F„    F„ 

Fs     jPai      Fn     -Pjj 


'  dog-, 
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hier  ist 
20) 


doj  =  dif^  •  dz^ '  de^ 


das  positiv  zu  nehmende  Element  der  Integration  und  die 
Integration  über  die  Gesammtheit  der  reellen  Werthe  s^^  e^y  0^ 
zu  erstrecken. 

b)  um  die  Darstellung  durch  ein  zweifaches  Integral 
zu  erhalten,  zeichnen  wir  eine  der  Functionen  JP,  z.  B.  -P© 
aus  und  es  folgt  dann 


0       -Fol      -Poa      jPo8 


21) 


K=- 


Fi    Fix    Fit    Fit 
Ft    Fn    F,t    F,t 


Ft    Fti    F„    F> 


3S 


—  •  doj, 


Vf]  +FI  +  jpf .  VfI  +  Fi  +  FU 


wo  do2  das  stets  positiv  zu  nehmende  Element  der  Fläche 
2^0  =  0,  über  welche  die  Integration  zu  erstrecken  ist,  be- 
zeichnet. Für  die  Integration  ist  es  zweckmässig,  dot  in  den 
drei  verschiedenen  Formen 


22) 


do,  =  - 


Vfi+fi+fu 

Z,  rC,  t  ^^    1,  ^,  O 


•  d£fj^  •  djs^ 


anzunehmen. 


c)  Das  einfache  Integral  erstreckt  sich  über  eine 
der  in  Betracht  kommenden  Curven,  z.  B.  über  l^o=0,  Fi-^O, 
in  welchem  Falle  wir  erhalten : 
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23) 


0     Fn    Fr,    J?",. 
Ft    F„    Ftt    F„ 


1      r        F,    F^,    F„    F„ 

wobei  dfo,  das  stets  positiv  zu  nehmende  Linienelement  der 
Curve  2^0  =  0,  2^,  =  0  bezeichnet,  welches  för  die  Integration 
(beim  Auflösen  der  Zählerdeterminante  nach  den  Unter- 
deterrainanten  der  Matrix  der  ersten  beiden  Reihen)  zweck- 
massig in  den  Formen 


V 


24)     dot  =  — 


-^01         -^02        -*'o« 

Fn      Fii      Fi2 


Fok    Fol 
Fik    Fii 


düi 


t,  Ä,  i  =s  1 ,  2,  3 


anzanehmen  ist. 

Die  Factoren  coj,  co,,  C(>,  der  drei  Integralausdrücke  sind 
beziehungsweise : 

25)  w,  =  27r',         Wj  =s  47r,         co,  =  2/r. 

d)  Als  Summen  forme!  zur  Darstellung  von  K  end- 
lich ergeben  sich,  wenn  wir  die  Functionen  jPo,  F^^  F^  vor 
der  letzten  F^  auszeichnen,  die  Formeln: 

/    Fol      Foi      Foa  ■ 

26  a)         Jr  =  -  S  sign.  {  F^     F,,     JP„ 


Ffi    -Fjj     -Fj 


ti 
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und 


26  b) 


ä:  =  -  .  S  sign. 


0     i^oi    Fo9    Fi 


OS 


08 


0     Fn    F»    F, 


IS 


0     F„    F„    F, 


U 


Fs    Fn    Fn    Fn 

die   erstere  Samme  erstreckt   über   die  Punkte,    für  welche 

F,  =  0,        F,  =  0,        F,  =  Q,        F,>0 
ist,  die  letztere  ausgedehnt  über  die  Punkte 

Fo=0,        -F,  =  0,        F,  =  0. 
Man  hat  dabei  die  Relation 

Fm    Fn    Foi  \ 


27) 


Ij  sign. 


Ol 


^11        ^It        ^18 


=  0, 


Ffi      Fn     Fn 

falls  die  Summe  über  alle  Punkte 

Fo  =  0,        F,  =  0,        F^  =  0 

erstreckt  wird. 

Bezüglich  der  geometrischen  Bedeutung  der  vorstehenden 
Integralformeln  sei  auf  die  Entwicklungen  der  .Beiträge  I* 
verwiesen.  Auf  die  Discussion  der  Summenformeln  haben 
wir  sogleich  einzugehen. 

§4. 

Ableitung   einer  neuen  Formel  für  die  Bestimmung 

der  Charakteristik  K. 

Es  handelt  sich  nunmehr  in  den  folgenden  §§  4  nnd  5 
darum,  die  üebereinstimmung  der  Zahl  V  (der  §§  1  nnd  2) 
mit  der  jetzt  (in  §  3)  betrachteten  Zahl  K  zu  erweisen. 
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Zunächst  stehen,  wie  schon  die  geometrische  Bedeutung 
der  verschiedenen  Ausdröcke  erkennen  lässt,  die  für  beide 
gewonnenen  Formeln  in  keiner  directen  Beziehung  zu  ein- 
ander. Um  sie  mit  einander  in  Verbindung  zu  bringen  und 
ihre  gegenseitige  Stellung  zu  kennzeichnen,  verfahren  wir 
folgendermassen : 

Wir  knüpfen  an  die  beiden  Summenforroeln  (I3a)  und 
(26  a)  für  V  und  K  an  und  zeigen,  dass  die  in  diesen  For- 
meln dargestellten  Zahlen  an  denselben  Stellen  und  in  glei- 
chem Sinne  sich  ändern,  wenn  wir  die  gegenseitige  Lage  der 
Curven  Ml  und  Ml  durch  Bewegung  derselben  abändern. 
Nunmehr  bringen  wir  beide  Curven,  ohne  sie  zu  deformiren, 
in  eine  solche  Lage,  dass  sie  keinerlei  gegenseitige  Yer- 
schlingung  mehr  besitzen  (was  unter  Voraussetzung  von  ganz 
im  Endlichen  gelegenen  Curven  stets  möglich  ist);  für  diese 
Lage  ist  V  sowohl  wie  K  gleich  Null.  Bewegen  wir  von 
dieser  Ausgangslage  der  Zählung  aus  die  Curven  in  ihre 
ursprüngliche  Lage  zurück,  so  ändern  sich  die  beiden  Zahlen 
in  gleicher  Weise  und  damit  folgt  schliesslich  für  die  End- 
lage: 
28)  V=K. 

Gleichzeitig  aber  gewinnen  wir  in  dieser  Ab- 
zahlung der  Aenderungen  der  Zahlen  F,  beziehungs- 
weise K  im  Laufe  der  Bewegung  der  Curven  M'i  und 
Ml  gegen  einander  eine  neue  Methode  zur  Bestim- 
mung unserer  Windungszahl.^) 


1)  Die  hier  angewendete  Methode  der  Abzahlung  einer  Charak- 
teristik hat  Kronecker  ganz  allgemein  formulirt  mittelst  der  Einführung 
willkürlicher  Parameter  in  die  Fanctionen  des  Systems;  er  hat  bei 
dieser  Gelegenheit  auf  die  durch  die  Einfflhrung  eines  Parameters 
gegebene  Möglichkeit  einer  Abz&hlung  der  Charakteristik  mit  Hülfe 
des  Stürmischen  Yer&hrens  hingewiesen.  Vergl.  Berliner  Monats- 
berichte vom  21.  Febr.  1878,  pag.  147,  148. 
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Zar  rechnerischen  Darlegung  wählen  wir  speciell  für 
die  Veränderung  der  gegenseitigen  Lage  der  beiden  Gunr^i 
eine  Verschiebung  der  Curve  Ml  in  Richtung  der  Axe  j^t^ 
bei  festgehaltener  Curve  Mi. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Summenformel  (13a) 


=  2j  sign.  \  >, 

l    —AD..        1/J-.     ) 


13a) 


die  Summe  ausgedehnt  über: 

i/'i  — yi  =  o,       i/'i  — ys  =  o,       V's  — y8>o. 

Die  Curve  M\  sei  um  die  Strecke  (i  in  Richtung  der 
negativen  Axe  e^  verschoben,  so  dass  also  für  die  ver- 
schobene Curve 

29)  ^,  =  1/;,, 

ist.  Wählen  wir  nun  0  so  gross,  gleich  Co,  dass  für  alle 
scheinbaren  Doppelpunkte  xpi  —  y,  =  0,  xp^ —  qpj==  0  der 
beiden  Curven  stets 

{ips  -  Co)  —  g>s<  0 

ist,  so  wird  die  einer  solchen  Lage  der  beiden  Curven  ent- 
sprechende Zahl  Vc^  =  0  sein,  weil  alle  scheinbaren  Doppel- 
punkte aus  dem  Bereich  der  Abzahlung  gerückt  sind.  Von 
hier  ab  also  als  Ausgangslage  haben  wir  die  Zählung  zu 
beginnen  und  nunmehr  C  von  C^  bis  0  abnehmen  zu  lassen. 
Passiren  wir  nun,  die  Curve  M*i  in  der  positiven  Rich- 
tung der  Axe  jer,  an  die  feste  Curve  M[  heranschiebend,  mit 
einem   Zweige    der   Ml  die  M[^  so   tritt   an   einer  solchen 

Stelle  C=C,  für  welche  also 
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V^i  — qr'i  =  0,        V^«  — 9>,  =  0,        (t/fg  — C)  — y,  =  0 

ist,  der  betreffende  scheinbare  Doppelpunkt  in  den  Bereich 
unserer  Abzahlung  ein,  weil  hier  die  Function  (i//,  —  C)  —  y, 
von  einem  negativen  zu  einem  positiven  Zahlwertb  übergeht. 
Der  Werth  von  V  wird  also  an  einer  solchen  Stelle : 


um  1  vermehrt,  |  —  g>n     e/;,, 

wenn  für  diesen  Punkt 


um  l  vermindert, 


—  y„     xp, 


Sl 


>0 
<0 


ist.  Die  im  Laufe  der  Bewegung  von  0  =  Co  mit  abnehmen- 
dem 0  bis  C=0  an  den  Durchgangspunkten  der  beweg- 
lichen Curve  durch  die  feste  Gurve  eingetretenen  Aenderungen 
ergeben  also  für  die  Endlage  der  beiden  Curven  die  Zahl  V 
ausgedrückt  genau  durch  die  obige  Summenformel  (13  a). 

Zu  einer  neuen  Summenformel  werden  wir  dagegen 
geführt,  wenn  wir  dieselbe  Betrachtung  unter  der  Voraus- 
setzung der  Definition  unserer  Curven  durch  die  Gleichungen 
JV  =  0  durchfahren. 

Es  handelt  sich  hier  um  die  Summenformel  (26  a) 


26a) 


Z  =  —  S  sign. 


jPoi    Fm    Fl 


Ol 


02 


08 


Fii    Fi2    Fl 


18 


die  Summe  ausgedehnt  über 
Fo  =  0,        F,^0, 


Fii    F32    Fm 


F,^0,        F,>0. 


Die  Verschiebung  der  Curve  M]  in  Richtung  der  nega- 
tiven Axe  jflTg  um  den  Betrag  G  giebt  für  die  verschobene 
Curve  die  Gleichungen: 

._.  Fo(J^^^,a,,JS,  +  C)  =  0, 

F,  («.,  ^„  z»  +  C)  =  0. 
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Wählt  man  also,  alle  Flachen  Fi  =  0  als  ganz  im  End- 
lichen liegend  vorausgesetzt,  nur  C  gross  genug,  gleich  Co, 
so  werden  sämmtliche  Punkte  der  verschobenen  Gurve  MI 
kleinere  Ordinaten  besitzen,  als  die  Punkte  der  festen  Fläche 
F2  =  0  und  damit  auch  kleinere,  als  die  Punkte  der  auf  ihr 
liegenden  festen  Curve  M[.  Dann  ergiebt  sich  für  einen 
solchen  Werth  Co  von  Ü  die  Zahl  Kc^  =  0^  weil  die  Glei- 
chungen 

keine  reellen  gemeinsamen  Lösungen  mehr  besitzen. 

Von  dieser  Lage  C=Co  als  Anfangslage  aus  verschieben 
wir  nun  wieder  die  Curve  Ml  in  der  Richtung  der  positiven 
Axe  j8r,;  es  handelt  sich  dann  darum,  zu  bestimmen,  an 
welchen  Stellen  C  die  durch  die  folgende  Formel  gegebene 
Zahl  Kc  sich  ändert. 

31)  Ji^oiC-e^n^aA+C)   F,,{£fi,£l,,Sf,+C)  F^(£f,,e,,£f,+C)\^ 

Kc=-Yi  sign.  FuiJffiyJS,,az+0  jP„(ier„ir„jß',+C)  2^„(i'„£r„ir,+C; 

i^,i(^„jer„,er,)       Fn{jif,,£f,,ej,)       Fn(s,^t^t) 
die  Summe  ausgedehnt  über  alle  Werthe 

Fi  (^i,  £rj,  ^3)  ==  0,  Fi  (jeri,  JB2,  et)  >  0. 

Zunächst  treten  von  C=  Co  an  je  paarweise  gemein- 
same Lösungen  der  Gleichungen 

auf  an  den  Berührungsstellen  der  sich  verschiebenden  Curve 
MI  mit  der  festen  Fläche  jP8  =  0,  beziehungsweise  ver- 
schwinden je  zwei  solche  Punkte,  die  im  Laufe  der  Bewegung 
der  Curve  MI  entstanden  sind,  wieder.  An  diesen  SteUen 
ist  die  Determinante  in  der  obigen  Formel  (31)  für  Ko  gleich 
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Null,  während  sie  für  die  beiden  im  Berührungspunkte  zu- 
sammenrückenden Schnittpunkte  der  Curve  mit  der  Fläche 
J\=  0  (wenn  wir  von  singulären  Vorkommnissen,  wie  dies  hier 
stets  geschieht,  absehen)  je  verschiedenes  Vorzeichen  aufweist. 
Diese  Stellen  üben  also  keinen  Einfluss  auf  die  Zahl  Ko  aus. 
Wenn  dagegen  ein  Zweig  der  Curve  Mi  die  feste  Curve 
M'i  passirt,  d.  h.  an  den  Stellen,  für  welche  die  Gleichungen 

_.  F,(ir„ir„ir,  +  C)  =  0 

F2  (£fi,  jer„  Jß',)  =  0 
-F,  (ir„  ir„  ir.)  =  0 

gemeinsame  Losungen  besitzen,  tritt  eine  Aenderung  in  der 
Abzahlung  ein,  insofeme  ein  Punkt,  für  welchen  die  drei 
ersten  Gleichungen  erfüllt  sind,  entweder  aus  einem  Gebiete, 
in  welchen  F^^^O  ist,  in  das  Gebiet  i^,  >  0  eintritt  und  da- 
durch bei  der  Abzahlung  gemäss  Formel  (31)  neu  hinzu- 
kommt, oder  umgekehrt  aus  Fs>0  in  das  Gebiet  2^,  <  0 
eintritt  und  dadurch  für  die  Abzahlung  in  Wegfall  kommt. 
Eine  solche  Stelle  ist  also  im  ersten  Falle  mit  ^  1  für  die 
Bildung  der  Zahl  K  in  Rechnung  zu  setzen  je  nachdem  die 
Determinante  in  der  Formel  für  Kc  an  dieser  Stelle  ^  0  ist,  im 
zweiten  Falle  dagegen  mit  + 1 . 

Nun  seien  Jli,  je^,,  irs  die  Coordinaten,  C  der  Parameter 
in  einem  solchen  Durchgangspunkt  der  beweglichen  Curve  M" 
durch  die  feste  Curve  Mi;  vor  dieser  Lage  kommt  der  be- 
weglichen Curve  der  Parameter  C+  dC,  nach  derselben  der 
Parameter  C — dC  zu,  wo  nach  unserer  Annahme  über  die 
Richtung  der  Verschiebung  (von  C=Co  bis  C=0),  dC 
eine  positive  Aenderung  bezeichnet.  Die  Coordinaten,  bez, 
der  Parameter  für  den  gemeinschaftlichen  Schnittpunkt  der 
drei  Flächen  JP«=0,  Jp\  =  0, 1^2=0  vor  und  nach  dem  Durch- 
gang durch  die  singulare  Stelle  sind 
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^i±^^]i         i^a  +  d^i,         ^j  +  dje^sy         C+dC 
wobei,  wie  sich  direct  ergiebt: 


33)         d£fi :  dj^i :  djs^i  :dC=^ 


V''.. 

Fo2 

F^ 

F„- 

I'u 

F„ 

F,, 

F,,- 

F,, 

F„ 

F^ 

0 

Der  Unterschied,  ob  beim  Durchgang  durch  die  singu- 
lare Stelle  der  Schnittpunkt  der  drei  Flächen  JPo  =  0,  jPi  =  0, 
jFj  =  0  aus  einem  Gebiet  jPj  <  0  in  ein  Gebiet  Fs>0  rückt 
oder  ob  das  umgekehrte  statthat,  wird  durch  das  positive 
oder  negative  Vorzeichen  des  Werthes  von 


34) 


—  {F,,  dg,  +  ^32  dUf,  +  Fa3  rf^a), 


(die  ( — dßi)  als  die  Aenderungen  der  Zi  nach  dem  Durch- 
gang durch  die  singulare  Stelle  gerechnet),  entschieden,  also 
mit  Berücksichtigung  der  obigen  Werthe  für  die  djst  durch 
das  Vorzeichen  des  Determinantenquotienten: 


F»x     F(A      0      Fl 


Ul 


09 


35)  — 


Fn    F,,      0      F,, 
Fti    F^t    Fn     0 


F.     F.    F 


US 


i^ai      i^82      ^1 


88 


0 


jF,,  F,2         jP,3 

Fn     Ft%     Fii 


Nun  ist  aber  nach  Seite  473  für  die  Abzahlung  der 
Durchgangspunkte  4^  1  in  Rechnung  zu  setzen,  je  nachdem 
der  Ausdruck  (35)  und  die  Determinante  in  (31),  d.  i.  die 
Nennerdeterminante  von  (35),  gleiches  oder  ungleiches  Vor- 
zeichen haben.  Die  an  einer  solchen  Stelle  erfolgende  Aen- 
derung  der  Zahl  Kc  ergiebt  sich  also  zu  + 1,  je  nachdem  die 
Zählerdeterminante  einen  positiven  oder  negativen  Werth 
besitzt. 


W,  Dyclc:  Beiträge  zur  Potentialtheorie,   II. 


475 


Danach  ergiebt  sich  also  für  die  Abzahlung  der 
Zahl  K  durch  die  Summation  sämmtlicher  Aende- 
rungen,  welche  die  Zahl  Kc  von  C  =  Co  bis  (7=0 
erleidet,  die  folgende  neue  Formel: 

Fo,     Fo,      0      Fon 


36)         X=Ssign.< 


Fn    F,,      0      F„ 
Fii     F«     Fn      0 


>  » 


[F,,    F^    7^35      0 

die  Summe  erstreckt  über   alle  Punkte,   für  welche 

Ft  (^„  ^i,  ^3)  =  0,  Fs  {01, 0t,  ^3)  =  0 


00 


lind 

ist. 

Man  erkennt  dabei  sofort,  dass  K  sich  durch  diese 
Formel  darstellt  als  Kronecker'sche  Charakteristik  des  Sy- 
stems der  fünf  Functionen 


37) 


-Fo  {»i,  ^a»  ^8  +  G),       Fl  {0,,  0i,  0^  +  C), 
jF;  (£r„  £fj,  iTj),  i';  (£rj,  jßf„  ^3),  G 

mit  den  vier  Variabein  0i^  0^^  0%^  C,  und  kann  sich,  davon 
ausgehend,  auch  direct  von  der  Uebereinstimmung  der  in  den 
Formeln  (26  a)  und  (36)  gewonnenen  Zahlen  überzeugen. 

Man  hat  zu  dem  Ende  nur  die  Kronecker'sche  Summen- 
formel zu  bilden  für  die  Functionen: 

um  unmittelbar  Formel  (26a)  zu  erhalten.  Dabei  ist  für 
die  Bestimmung  des  Vorzeichens  die  Vertauschung  der  Reihen- 
folge der  Functionen  Ft  und  G  zu  berücksichtigen. 

81* 


476    Nachtrag  z,  Süsung  der  math.-phys.  Glosse  vom  6.  Jtdi  1895, 


§5. 
Beweis  der  Uebereinstimmung  der  Zahlen  V  and  K. 

Mit  Hülfe  der  neuen  Formel  für  die  Bestimmung  der 
Zahl  K  ist  nun  der  üebergang  von  dieser  zu  der  aus  dem 
System  der  Functionen  xpi — y^,  i/^.^ — 9),,  \pz — y,  abgeleiteten 
Zahl  V  gegeben.     Das  Vorzeichen  der  Determinante 


38) 


F,, 

F„ 

0 

F^ 

i^n 

^« 

0 

F» 

^« 

Fn 

F,^ 

0 

■f.. 

Fn 

F^ 

0 

unterscheidet  nämlich  die  scheinbaren  Doppelpunkte  der  bei- 
den Curven  üfi  und  M]  (genommen  in  der  Richtung  der 
Axe  iTj)  in  demselben  Sinne,  wie  das  Vorzeichen  der  De- 
terminante 

39) 


-  9^«     ^ 


2S 


von  dessen  Bedeutung  wir  in  §  2  (pag.  462)  gehandelt  haben. 

Die  letztere  Determinante  trennt  nämlich  die  scheinbaren 
Doppelpunkte  nach  dem  Vorzeichen  des  kleinen  Flächen- 
elements, welches  bei  Projection  der  auf  den  beiden  Curven 
im  scheinbaren  Doppelpunkt  angenommenen  Linienelemente 
do'i  und  dol  auf  die  Ebene  a^  e^  entsteht.  Dabei  sind  beide 
Curven  im  Sinne  der  wachsenden  Parameter  durchlaufen  an- 
genommen. Sind  nun  die  beiden  Raumcurven  durch  die 
Gleichungen  JP,  =  0  gegeben,  so  hat  man  für  die  dz\^  dz\^  ds^ 
der  ersten  Curve 


40') 


i^«  dz\  +  j;,  dz\  +  F^dz\  =  0, 
F,,dz\^F^^dz\  +  F,,dz,  =  0. 
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nnd  ffir  die  zweite  Corve  analog: 

F,,  dB[  +  F„dz\  +  F^  dzl  =  0, 
F,,  dz\  +  F^^  dz\  +  i?'„  dz\  =  0. 


40") 


Führt  man  diese  Beziehungen  ein,  so  folgt  nach  kurzer 
Umrechnung  fSr  den  Inhalt  jenes  kleinen  Elementes : 


41) 


9n     ^n 


.  dX^  dX^ 


FF        0     F 

■^01      -^  (fi        ^        -'•OS 


^11       ^12 


0     F. 


18 


dei 


dzl 


F      F       F^      0 


-^81       -^82       -^88         ^ 


F      F 

-'■21       -'^22 


-^81       -^82 


F         F 

-*^  Ol       -'^02 


F      F 

■^11       -^12 


Nun   gilt  aber  fQr  die   positiv  zu   nehmenden  Linien- 
elemente beider  Curven : 


42) 


420 


dol  =  l/v^^+V^Ja+V^;,-  fU,  = 


V 

^21       ^22       ^28     * 

T       F       F     \ 

-'^81       -^82       -'^88 

F          F 

V 

-^01       -^02        -^08 
■^11       -^12       -^18 

% 

^^81 


F  F 

-'•Ol  -'■02 

1^  F 

■^11  ■^  12 


•rfiß^S« 


Nehmen   wir   also   (wie   stets)   die  Quadratwurzeln  aus 
den   Quadratsummen    positiv,    so    sind    für    die   Summation 
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zugleich  mit  rfA,,  beziehungsweise  dX^  auch  die  beiden  Aus- 
drücke : 

dz's  ,  d0n 


und 


43) 


F      F 


F      F 


F      F 

'  Ol       -*^  02 


F       F 


positiv   zunehmen*),   d.  h.  filr   alle    Elemente    der    Sum- 
mation  ist: 


44)       sign. 


—  dz[     dz\ 

—  dz\     dzl 


\  =  sign. 


—  9*11     ^\% 


\ 


r22 


=  Sign. 


F       F 

^01        '  02 


F       F 


0      F. 


03   , 


0      F. 


18 


F      F       F        0 

^21        -'22       ^  23         " 


F       F       F        0 

^31        -^32       ^33         ^ 


Es  kommen  somit  für  die  Abzahlung  der  Zahlen   V  und  K 
durch   die   Formeln   (I3a)    und    (36)    dieselben    Punkte, 


1)  Man  bemerkt  unmittelbar,  dass  diese  VorEeichenbestimmung 
genau  übereinstimmt  mit  der  durch  das  Kronecker'sche  «Fortgangs- 
princip*  (Berichte  der  Berliner  Akademie  vom  M&rz  1869,  pag.  160) 
gegebenen.  Nach  der  Eronecker^schen  Regel  ist  die  Fortgangs- 
richtnng  auf  den  beiden  Curven  so  zu  wählen,   dass  die  Ausdrücke 


<?i      ^1 


0. 


Foi    Foo    Fi 


81 


23 


82 


28 


F 


88 


Fm       Fm       Fi 


Ol 


03 


08 


d 0  beziehungsweise     /''n    i^ja    ^*«     '  d^ 


0i 


0«     ^ü 


Rtets  positiv  sind;  ersetzt  man  für  die  beiden  Ausdrücke  die  will- 
kürliche Function  $(^i,  z^^  z^)  durch  z^,  so  ergeben  sich  die  obigen 
Bedingungen. 
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niluilich  die  bei  der  Bewegung  von  Ml  gegen  3f|  auftreten- 
den wirklichen  Doppelpunkte,  genommen  beiderseits  mit 
denselben  Vorzeichen  in  Rechnung.  Damit  ist  aber  die 
Identität  der  nach  den  Formeln  (13a),  (26  a)  und  (36)  ge- 
wonnenen Zahlen  V  und  K  bewiesen. 

Wir  fassen  das  Resultat  der  vorliegenden  Untersuchung 
zusammen  in  dem  Satze: 

Die  Zahl  der  gegenseitigen  ümschlingungen 
zweier  Raumcurven  im  Gauss^schen  Sinne  ist  iden- 
tisch mit  der  Eronecker'schen  charakteristischen 
Zahl  des  Functionensystems: 

7)    «^.W-^iC^,).    '/',(^)-9'.(^i).   %iK)-fAKh 

beziehungsweise  des  Fuactionensystems: 

18)    F^{ji^,Jit,Zi),    -FiC^,,^,,^,),    F^(,^^,^t,z^),    -^.(^'„^„^5), 

wenn 

beziehungsweise 

AiJ  und 

^i  (^1.  -2^11  ^s)  ==  0,  JPa  (^1,  ^2,  ^3)  =  0 

die  zur  analytischen  Darstellung  der  beiden  Curven 
dienenden  Gleichungen  sind. 
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Zweiter  Abschnitt. 

Theorie  der  gegenseitigen  Umwindung  Jb-dimensionaler 
und  n — /!;  —  l-dimensionaler  Mannigfaltigkeiten  im  line* 

aren  Gebiete  yon  n  Dimensionen. 

§6. 

Verallgemeinerang    des   Oauss^scben    Integrals   für 

Gebiete  von  n  Dimensionen. 

Die  Gauss^sche  Formel  fOr  die  Zahl  der  gegenseitigen 
TJmwindungen  zweier  Raumcurven  und  ihre  Darstellung  als 
Kronecker*sche  Charakteristik  eines  zugehörigen  Functionen- 
sjstems  lässt  nun  die  nachfolgende  Erweiterung  für  höhere 
Mannigfaltigkeiten  naturgemass  erscheinen: 

Es  seien  im  Gebiete  von  n  reellen  Variabein  e^,  e^, ,,,  z^ 
die  wir  (zu  kurzer  Sprechweise)  als  rechtwinklige  Coordi- 
naten  des  linearen  Raumes  L^  von  n  Dimensionen  bezeichnen 
und  deuten  wollen,  je  zwei  geschlossene  Mannigfaltigkeiten 
Mk  und  -Sf;_fc_i  von  ifc,  beziehungsweise  von  n  —  k — 1  Di- 
mensionen gegeben;  so  definiren  wir  als  gegenseitige 
Windungszahl  Fder  beiden  Mannigfaltigkeiten  den 
Werth  des  Integrals: 
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45) 


F= 


«        ,  (1),  (2)^  (*)^      (H-y     (*+2)     (w-1) 

^i~^i    —  rf^i    —dzi.,.^d£fi     dzy     dz\,,.dz\ 


z*-z^    - 


(1) 
(1) 

dzi 


(2)  (*)       (H-1)    (*+«)    (»-1) 

(2)^        (k)^   (jk+1)  (fc+?)   («-n 
^  dz't . . .  — (tei     dzl    dzl . . .  dzli 


•       ■  •  •       • 


•  •       ft 


•  •  •       • 


(1) 


(2) 


(*)        (*+I)     (k+2)     (n-1) 


l        r  r  K-^n    -dzn    -dz'n...  -dzi,    dz^    dz^... 

Die  Integration  erstreckt  sich  dabei  f£Lr  die  Yariabeln 
z\.,,z*^  über  die  Mannigfaltigkeit  M*k,  fdr  die  Yariabeln 
z\.,.z\t  über  die  Mannigfaltigkeit  Jfn.jfc.i.  €5^-1  bezeichnet 
die  tt — 1-dimensionale  Oberfläche  der  , Kugel*  vom  Radius  1 

^?  +  «J+. ..  +  <  =  !. 

Ehe  wir  zeigen,  dass  durch  dieses  Integral,  ausgedehnt 
über  zwei  geschlossene  Mannigfaltigkeiten,  eine  ganze  Zahl 
dargestellt  wird,  betrachten  wir  die  Bedeutung  des  unter  dem 
Integralzeichen  stehenden  Ausdruckes. 

Ausgehend  vom  Punkte 


z 


1  7 


^i, 


z. 


der  Wk  sind  auf  dieser  Mannigfaltigkeit  in  bestimmter  Reihen- 
folge k  Nachbarpunkte: 


%  '^—  1 ,  ^,  .  .  .  rb 


(0  (0  (0  (0 

z\  +  dz[,     zi  +  dz',     e^J^dz',  ,,.  z[,  +  dz'^ 

angenommen.     Ebenso,  vom  Punkte 

«  «  H  « 

^1  7         ^i  ?         ^8  1  •  •  •         ^1« 

der  Mn^k-i  ausgehend,  auf  dieser  n — Je — 1  Nachbarpunkte 

0\       ^       Ol        „       iD„  U) 

z\  +  dZi     jeTj-frfjerJ     jer, -f  d;8rj|  . . .     ^er)^  +  dje?^    y  =  Ä  +  l, ...  w  — 1. 
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Diese  n+1  Punkte  bilden  die  Eckpunkte  eines  dem 
Tetraeder  im  dreidimensionalen  Räume  analogen  Körpers 
im  Lni  welchen  wir  analog  wie  das  Tetraeder  zum  Parallel- 
epiped  zu  einem  parallelepipedischen  Element  rfo,  dessen 
Eckpunkte  sich  aus  den  oben  gegebenen  durch  Addition  der 
Goordinaten  ergeben,  ergänzen  können.  Der  Inhalt  dieses 
Körpers  ist  durch  die  Zählerdeterminante  des  unter  dem 
Integralzeichen  stehenden  Ausdruckes  dargestellt.  Die  in  der 
M'k  liegende  Gruppe  von  ifc+1  Punkten  bestimmt  dabei  ein 
parallelepipedisches  Element  der  Mk^  doi^  und  ebenso  die  in 
der  Mn-k-i  liegende  Gruppe  von  n — Je  Punkten  ein  solches 
Element  doi-k-i  dieser  Mannigfaltigkeit.  Im  Nenner  des 
Ausdruckes  steht  die  (absolut  zu  nehmende)  n**  Potenz  der 
Entfernung  r  der  beiden  Elemente  dOk  und  doH-i^i  von  ein- 
ander, die  wir  auch  als  den  Inhalt  des  ^n  dimensionalen 
Würfels*  von  der  Kantenlänge  r  deuten  können. 

Für  die  Integration  über  die  beiden  Mannigfaltigkeiten 
setzen  wir  in  Analogie  mit  der  für  das  Gauss*8che  Integral 
zu  beachtenden  Bestimmung  fest,  dass  die  Elemente 


46')         do'k  = 


(1)  (1)  (1)  (1) 

/      dz[  dz'i  ds^  ...    dz'n 

/  (2)  (2)  (2)  (2) 

!  dz[  ds[  dz\  ...    dz't. 


(fc)^        (*)^        W^  (*)^ 

dz\     dz^i     dz^    .  . .    dzl^ 


und 


46")    rfo;,.M  = 


/   (t+i)  (*+i)  (ft+n            (*4-i)  "a 

./      dzl  dz\  dz\  . . .    dz"^ 

(H-2)  (A+2)  (H-2)             (*+2) 

dz\  dz:  dz;  ...    d< 


(M-l)     (n-1)     (n-l)  (H-l) 

,1  dß\      dzl      dzl    .  . .    dzn 
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der  M'k  bezw.  Mn-\-\  in  unserem  ganzen  Gebiete  niemals 
verschwinden  sollen,  dass  also  niemals  gleichzeitig  die  sämmt- 
lichen  Unterdeterminanten  einer  der  MatricesNull  sein  sollen.*) 
(Vergl.  die  Bemerkung  auf  pag.  452). 

Das  Vorzeichen  der  Determinante  im  Zähler  unseres 
Integrals  unterscheidet  dann  in  analoger  Weise  wie  im  Ge- 
biete von  drei  Dimensionen  zwei  wesentlich  verschiedene 
Lagen  der  Elemente  doi  und  rfoi-i-i  gegen  einander,  die 
wir  in  Analogie  mit  der  dort  gegebenen  geometrischen  Vor- 
stellung als  ,im  entgegengesetzten  Sinne  windend**  bezeichnen 
wollen.  Wesentlich  ist  dabei  der  durch  die  Reihenfolge  der 
Tc  bezw.   w  —  Ä  —  1  Fortschreitungsrichtungen  (die  durch  die 

dz  bezw.  dz"  definirt  sind)  in  die  Elemente  dol  und  dOn-k-\ 
gelegte  Sinn.  Dieser  Richtungssinn  ergiebt  sich  ffir  die 
ganze  Mannigfaltigkeit  M'k  bezw.  Jlfn-*-i  in  eindeutig  be- 
stimmter Weise,  wenn  er  für  ein  bestimmtes,  aber  übrigens 
beliebiges  Element  von  M),  bezw.  M^^u-i  festgelegt  ist.  Man 
vergleiche   für  diese  Festlegung  die  Formeln  (49)  und  (64). 

Durch  unsere  Annahmen  über  die  Möglichkeit  der  ein- 
deutigen Festlegung  des  Richtungssinnes  schliessen  wir  die 
sogenannten  „Doppelraannigfaltigkeiten**,  bei  welchen 
man  in  dem  hier  entwickelten  Sinne  von  einer  Windungs- 
zahl nicht  sprechen  kann,  von  der  gegenwärtigen  Betrach- 
tung aus. 

Es  ist  noch  folgender  Umstand  bemerkenswerth :  Wir 
konnten  dem  positiven  und  negativen  Vorzeichen  der  Deter- 
minante in  Formel  (45)  im  Falle  zweier  Raumcurven  eine 
ganz  bestimmte  Lagenbeziehung  der  beiden  gerichteten  Ele- 
mente  do'i    und    do[   der  Raumcurven   an    die   Seite   stellen 


1)  Es  genügt  übrigens  schon,  anzanehmen,  dass  die  Unter- 
determinanten je  einer  der  beiden  Matrices  in  (46')  und  (46*)  nicht 
B&ffimtlich  zugleich  fBr  Gebiete  von  k—\  bezw.  von  n — k-^  Dimen- 
sionen auf  itfj  bezw.  itfj_j^_i  verschwinden. 
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(Fig.  1  und  2,  pag.  452),  welche  gegenseitig  umkehr- 
bar war. 

Im  Falle  zweier  Mannigfaltigkeiten  von  Jehezw. 
n  —  k—l  Dimensionen  ist  diese  Beziehung  nicht 
mehr  in  allen  Fällen  eine  gegenseitig  umkehrbare. 

Vertauschen  wir  nämlich  in  der  Formel  (45)  die  beiden 
Mannigfaltigkeiten  Mk  und  Mu-k-i  miteinander,  so  erhalt, 
wenn  wir  die  Reihenfolge  der  Linienelemente  auf  beiden 
festhalten,  die  Determinante  das  Vorzeichen 

die  Determinante  behält  also  bei  der  Vertauschung  das  Vor- 
zeichen, wenn 

n  gerade,        k  gerade  oder  ungerade 
n  ungerade,   k  ungerade 

ist;  d.  h.  in  diesen  Fällen  ist  die  Windung  des  Elementes 
do'k  gegen  das  Element  dOn^k-i  dieselbe,  wie  die  Windung 
des   Elementes   don^k-i   gegen   do'k.     Dagegen  wechselt  für 

n  ungerade,   k  gerade 

die  Determinante  ihr  Vorzeichen,  d.  h.  die  Windung  des 
Elementes  dok  gegen  don-k-i  ist  entgegengesetzt  gleich 
der  Windung  des  Elementes  dOn^u-i  gegen  doi  Die  Win- 
dungszahl der  geschlossenen  Mannigfaltigkeiten 
selbst  wechselt  also  für  ungerades  n  und  gerades  k 
bei  der  Vertauschung  derselben  ihr  Vorzeichen. 

§7. 

Formeln  für  die  Windungszahl  unter  Voraussetzung 
einer  Parameterdarstellung  für  die  beiden  Mannig- 
faltigkeiten. 

Wir  legen  analog  wie  für  die  beiden  Raumcurven  jetzt 
für  unsere  Mannigfaltigkeiten  M[  und  Jlf^_j_,  eine  Para- 
meterdarstellung zu  Grunde  durch  die  Gleichungssjsteme : 
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47-) 


beziehungsweise : 


47') 


•        •         •         « 

^2  ™  '/'2  (^M-1'  ^H-2'  •  •  •  ^*-l)' 


•     •     •     • 


in  welchen  die  Functionen  q>  bez.  xf>  wieder  als  eindeutige 
reelle  Functionen  der  reellen,  von  einander  unabhängigen 
Veränderlichen  ^i ,  ^,  ...  \;  A^ , ^ ,  A^g'  •  •  •  ^w-i  vorausge- 
gesetzt  sind. 

Wählen   wir  jetzt  zum  Punkte  ät'    auf  Jtf'  gerade  die 

1c  Nachbarpunkte  z'  -f  dz*    welche  entstehen,  wenn  wir  nur 

je  einen   der  Parameter   X     um   den   positiven  Betrag   dX 
ändern   und   verfahren  in  gleicher  Weise  im  Punkte  z^  auf 
Jlf[_j_i,  so  setzt  sich  unser  obiges  Integral  (45)  direct  um 
in  die  Form : 

^«-^2      -9»21  - -9>2t     V'2ik+l-V'2K-l 


48) 


.    ••" 


« ••    • 


1       rr'Pn-'Pn  -9'«i--y»»  '/'„»+,•.■«/',«_, 

_ —  ,    I  I   imri 'dX^,,. 

""■'  JJ  ^('^''  9^'+('p»-<p,f+-+{^yvy 


dX 


«-1» 


K...r^. 


in  welcher  die  den  q>  bez.  xp  angefügten  zweiten  Indices  die 
nach    dem    entsprechenden   Parameter  X   genommenen   Dif- 
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ferentialquotienten  bezeichuen.  Die  Integration  erstreckt  sich 
dabei  über  die  sämmtlichen  absolut  zu  nehmenden  Elemente 
der  beiden  Mannigfaltigkeiten  Jtf]^  und  il/*_j^^p  für  welche 
die  Formeln  gelten: 


49')     do[  = 


^u      ^2* 


beziehungsweise 


9>n      ^21      •     •      ^ni  'i* 


•    •  • 


■    •    • 


dX^  dX^ . . .  dX^^ 


Vnk   I 


U+1    ^^2*+!    •"'    ^«*+l 


2 


'^^Kjt\^K^r"^K-\ 


"Pm^i   %u-^l"-    %n-l 


wir  verfügen  dabei  über  die  Richtung  der  Elemente  für  die 
Integration  so,  dass  wir  im  Sinne  der  wachsenden  X  iute- 
griren;  die  dX  sind  also  stets  positiv.  Die  Integration 
ist  an  Grenzbedingungen  nicht  geknüpft. 

Formel  (48)  kennzeichnet  somit,  nach  den  im 
I.  Theil  der  Beiträge  gegebenen  Entwicklungen 
(Formel  (12)  auf  pag.  260)  die  Zahl  V  als  Kron- 
ecker'sche  Charakteristik  des  Systems  der  n  Func- 
tionen : 


50) 


v'^-yn   '/'2— y«i 


V'n-  % 


der  n — 1  Variabein  X.,  ...  Jl.,  jl.  ,,   . .  .  X    ,.    F  ist  da- 

her    auch    stets    eine   ganze  Zahl,   die   wir   eben    als 
Windungszahl  bezeichnen. 

Führen  wir  nun  in  Analogie  mit  unseren  früheren  For- 
meln (8)  die  durch  die  Gleichungen 
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^1  =  V^i  Uifc^-p  •  •  •  K-i)  —  9^1  (^r  •  •  •  ^k)' 

definirte  n  —  1  dimensionale  Mannigfaltigkeit  ein,^)  so  folgt 
anch  hier  der  Satz: 

Die  Zahl  der  gegenseitigen  Xlmwindungen  der 
in  (47)  dargestellten  Mannigfaltigkeiten  M^  und 
jr'_j_j  ist  gleich  der  Zahl  der  Windungen  der  Man- 
nigfaltigkeit (51)  um  den  Nullpunkt. 

Die  Zahl  V  lässt  sich  nunmehr  als  Charakteristik  des 
Functionensystems  (50)  im  Änschluss  an  die  in  den  » Bei- 
trägen I*  entwickelten  Formeln  weiter  darstellen  durch  ein 
n — 2-faches,  n — 3-faches,  . . .  einfaches  Integral  und  durch 
eine  Summenformel,  und  es  ergeben  sich  hieraus  neue  Me- 
thoden für  die  Herleitung  der  Windungszahl  in  Analogie 
mit  den  in  §  2  für  zwei  ßaumcurven  gegebenen.  Es  ist 
nicht  uninteressant,  deren  Bedeutung  im  Einzelnen  näher  zu 
verfolgen*);    wir  greifen  aber  im  Gegenwärtigen   von  dieser 


1)  Die  Mannigfaltigkeit  M^^i  (61)  kann  dabei  analog  wie  die 
Fläche  (8)  in  übersichtlicher  Weise  entstanden  gedacht  werden  d^i- 
durch,  dasa  man  darch  den  Nallpunkt  des  Goordinatensystems  Strahlen 
parallel  zn  den  (n— l)-fach  unendlich  vielen  zwischen  den  beiden  Man- 
nigfaltigkeiten zu  ziehenden  Sehnen  zieht  und  auf  diesen  je  die  Längen 
dieser  Sehnen,  gemessen  in  der  Richtung  von  der  ersten  zur  zweiten 
Mannigfaltigkeit,  abschneidet.  Andererseits  kann,  analog  wie  dort, 
^n—i  auch  entstanden  gedacht  werden  als  .Translationsmannig- 
faltigkeit*, die  sich  auf  eine  zur  -3^^— *_i:«^  =  v^C^^^i . . .  ^„_i) 

congroente  und  auf  eine  zweite  aus  der  Mj^  durch  .Spiegelung  am 
Nullpunkt*  entstandene  Mannigfaltigkeit  z^  =  —  <p^  (Aj  ...  A^)  als  Leit- 
gebilde bezieht. 

2)  Man  vergleiche  für  eine  weitere  Deutung  der  hierher  gehöri- 
gen Formeln  auch  die  Schlussbemerkungen  des  §  9. 
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ganzen  Reihe  der  Darstellungen  von  V  nur  das  letzte  Olied, 
die  Summenformel,  heraus,  auf  welche  wir  in  der  Folge  noch 
einzugehen  haben. 

Die  Summenformel,   in  ihrer  doppelten  Gestalt,   lautet: 


52  a) 


F=(-ir-^Ssign.  <^ 


oder 


52  b) 


F=(>ir^i;sign. 


^11     "^ 


12 


^21       -9^22 


^Ik     Vik+i     -ViH-l 


k    V^2*+i    •••V'aii-i 


•  ••  • 


•  •  •    « 


-•P«-1 1  -'Pn-i  i-  -Vn-lk  V,.l  »+l  -  Wl  «-I 


-'Pn     -*Pii     --'Pik     V'i*+I     -Vi,.!    j 


(v„-?Ü 


9^21       -9.i2     --<P2k     V2k+1     -y'in.l    1 


t   •  • 


•  •   •  • 


•   •   •  • 


-9^ti.l  1  -'Pn-12-  '"Pn-lk  Vn-l  H-1  -  "^n^l  «-ll 


die  erste  Summe   ausgedehnt  über  alle  Punkte,   für  welche 

ist,  die  zweite  ausgedehnt  über  alle  Punkte 

1^1  — 9?j  =  0,       v;^— 9?2=0,  ...  v'^,  — 9P^_j  =  0. 

Wir  können  diese  Punkte  in  geometrischer  Sprechweise 
bezeichnen  als  die  scheinbaren  Doppelpunkte,  welche  die 
Ansicht  der  beiden  im  linearen  Räume  L^  der  ^i  •  .  •  ^^  ge- 
legenen Mannigfaltigkeiten  Mk  und  3fN~k-i  gesehen  in  der 
Richtung   der  Axe  jst    darbietet.     Das  Vorzeichen    des    Fac- 
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fcois  (v^ — 9?^)  an  jeder  dieser  Stellen  besagt  uns,  welche  der 
beiden  Mannigfaltigkeiten  dort  dem  Beschauer,  den  wir  wieder 
im  Punkte  -er^  =  +  c»,  ^r^  =  ^r^  .  .  .  ;gr^_  ^  =  0  aufgestellt  denken, 
näher  liegt.  Das  Vorzeichen  des  zweiten  Factors  trennt  die 
scheinbaren  Doppelpunkte  nach  dem  Sinne  der  n  — 1  Fort- 
schreitungsrichtungen  auf  Mj,  bez.  Mn-k-u  Dabei  gilt  für 
die  Gesammtheit  aller  scheinbaren  Doppelpunkte  die  Eron- 
ecker^sche  Formel: 


53) 


Lsign. 


—  9? 


11 


-^ik       Vi*+i 


Vii.-] 


^21 


'P2k         V^2*+l        •••     V^2n-1 


•  •  •       • 


—  'Pn-U---     —'Pn-lk    Vh-1*+1---     V'„-1„_, 


=  0, 


die  Samme  ausgedehnt  über  alle  scheinbaren  Doppelpunkte 

* 

y,— 9^1  =  0,       V'g  — 9^2  =  0  •••  V^«-i~9^H-i  =  ^' 

eine  Formel,  welche  die  üeberführung  der  Formeln  (52  a)  und 
(52  b)  in  einander  vermittelt. 


§8. 

Formeln  für  die  Windungszahl  der  Mannigfaltig- 
keiten unter  Voraussetzung  ihrer  Darstellung  durch 
Qleichungssysteme  zwischen  den  Coordinaten. 
Beweis  der  üebereinstimmung  der  in  §  7  und  8  ge- 
wonnenen Zahlen. 

Gehen  wir  nunmehr  von  der  Darstellung  der  beiden 
Mannigfaltigkeiten  Mi  und  Mn-jt-i  durch  Gleichungssysterae 
in  den  Coordinaten  iS(  aus.  Es  sei  die  Mn^k-i  gegeben  durch 
die  (k  +  1)  Gleichungen : 

1805.  M«tli.-pli78.  Ol.  8.  32 
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54') 


^1  {^11    ^21    •  •  •    ^w)  ^^  0, 


und  analog  die  Mk  durch  die  (w  —  k)  Gleichungen 


54') 


k-^2 


(^11   ^21    •  •  •    ^„)  —  0, 


-F 


Es  lässt  sich  dann  auch  hier,  wie  im  Falle  zweier  Raum- 
curven  das  in  Formel  (45)  gegebene  Integral  für  die  Win- 
dungszahl nicht  allgemein  aufstellen.  Man  erhält  aber  analog 
wie  dort  den  Satz: 

Die  gegenseitige  Windungszahl  der  beiden  durch 
die  Gleichungen  (54*)  und  (54')  definirten  Mannig- 
faltigkeiten ist  gleich  der  Kronecker'schen  Charak- 
teristik K  der  in  dem  Gleichungssystem  enthaltenen 
(n-^-l)  Functionen 

55)  Fq^  jFj,  JPg,  ...  Fn 

der  n  Variabeln  ^er^,  z^,  ...  z^. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ergiebt  sich  genau  den  Dar- 
legungen des  §  4  entsprechend,  wenn  wir  anknüpfen  an 
die  Darstellung  der  Zahl  K  durch  die  Summenformel : 


56)  2r=(-l)"-i;sign.^ 


Fo^ 

F„ 

-Po» 

1 

Fu 

m 

F^ 

9 

Fl, 

• 

• 

• 

• 

• 

Fn- 

11 

Fn- 

•IS 

-Ph-Im 
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die  Summe  erstreckt  über  alle  Punkte,  für  welche 


F,  =  0,    F,  =  0, 


Fn^i  =  0,    Fn>0 


ist,  und  diese  mit  der  in  Formel  (52  a)  gegebenen  Darstellung 
der  Zahl  V  vergleichen. 

Verschieben  wir,  etwa  in  Richtung  der  Axe  gn^  die 
Mannigfaltigkeit  Mn^u-i  i  so  ändern  sich  die  Zahlen  V  und  K 
sprungweise  an  den  Stellen,  in  welchen  die  bewegte  Jf^-k-i 
die  feste  üfi  durchsetzt.  Wir  beginnen  nunmehr  die  Ab- 
zahlung dieser  Aenderungen  von  einer  Lage  der  Mi^k-i  an, 
in  welcher  diese  völlig  getrennt  von  der  Mi  erscheint.  Es 
lasst  sich  eine  solche  Lage,  wenn  wir  voraussetzen,  dass  beide 
Mannigfaltigkeiten  ganz  im  Eadlichen  liegen,  stets  durch 
eine  endliche  Verschiebung  der  Jf^^^^i  (die  wir  hier  in 
Richtung  der  negativen  Axe  ^n  vornehmen)  erreichen.  In 
dieser  Anfangslage  ist  V  sowohl  wie  K  gleich  Null.  Die 
Aenderungen  der  Zahl  V  zwischen  der  Anfangs-  und  End- 
lage führen  unmittelbar  zu  den  Formeln  (52)  für   V. 

Aus  den  Aenderungen  der  Zahl  K  aber  ergiebt 
sich  (ganz  entsprechend  den  Entwicklungen  auf  pag.  472-475) 
die  folgende  neue  Formel: 


57) 


«■-{-If+'-Lsign. 


-Pol 

F(y2 

•  •   -Po»-i 

0 

Fou 

Fu 

• 

Fi2 

• 

•  •  Fi  H-i 

•   •         • 

0 

• 

F,„ 

• 

« 

F,x 

•                             1 

Fk2 

•    •         • 
.    .    .       jFikM-l 

• 

0 

• 

Fkti 

Fk+ii 

• 

Fk+\2    ' 

.  .    Ffs^in-l 

«     •              • 

Fk+in 

• 

0 

• 

m 

F„, 

« 

Fn2 

»     ■     •              ■ 

• .  •  F„„..i 

9 

Fuu 

32* 

• 

0 
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die  Summe  erstreckt  über  alle  Punkte,  für  welche 
F/z^,z^,...0n+C)=O,  J',(xfp£f2,...^,+C)=0,...,  Jfc(ier„£fjj,...^H+O)=0, 

und  OO  ist,  eine  Formel,  welche  K  als  Kron- 
ecker^sche  Charakteristik  des  Systems  der  Func- 
tionen 


58) 


-^0  (^n  ^« »  •  •  •  ^««  +  C^'  •  •  •  ^*  (^r  ^»»  •  •  •  ^»  +  (^1 


mit  den  Yariabeln  ^j,^2)  -"^ni  C^  darstellt. 

Nunmehr  aber  lassen  sich  die  Formeln  (52)  und  (57) 
für  die  Zahlen  V  und  K  direct  mit  einander  yergleichen; 
sie  beziehen  sich  beide  auf  die  «scheinbaren  Doppelpunkte*^, 
welche  die  Mannigfaltigkeiten  M'k  und  M^^k^-i  gesehen  in 
Richtung  der  Axe  Sn  darbieten  und  unterscheiden  dieselben 
in  derselben  Weise  nach  dem  Vorzeichen  der  Inhaltsdeter- 
minante : 


59)     Jn^l  = 


(1) 
"dz'i 


(1) 


(2) 


dzi 


dzl 


. . .  dßi 


(2)  (*) 

—  (l02        ...    ^dZ2 


(*+l)  (..-1) 

dz2      . . .  dzi 


. .    . 


(«)  (2)  (»)  (*+l)  (H-1) 


der  linearen  n  —  1  -  dimensionalen  Gonfiguration,  welche  sich 
aus  der  Projection  der  k  bez.  n — k  —  1  Linienelemente  der 

Mit  bez.  JlfM-jb~i  in  dieGoordinatenmannigfaltigkeitjerj,;e'2,...jrM-i 
(durch  Orthogonalprojection  in  Richtung  der  Axe  z,^)  ergiebt. 
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Für  die  obige  Inhaltsdeterminante  erhält   man  nämlich 
zunächst  in  den  9),  tp  geschrieben  die  Formel: 


60) 


-^«.1  = 


•  •  •     • 


I  ••     • 


•  ••     • 


-^"-1 1  "  Vn-l  2  ...  -9>fi-l  k    ^nA  Jk+l 


«•     • 


..   V'n-lfi-l 


dA|(?Ag. . .  eZAjb  df^it+i  •  •*  ^^-1  * 


Für  die  Umsetzung   in  eine  in  den  Functionen  F  ge- 
schriebene Formel  beachte  man,  dass  die  Matrix 


61') 


(1) 

de{ 

• 

(1) 
—  dek    .  . 

•       •  • 

(l) 

.     —  dzi,^x 

(1) 

—  dBk 

m 

• 

ds'i 

«       •  • 

•                       • 

.       —  dZn-\ 

1 
• 

(») 
-dek 

correspondirende  Matrix  ist  zu 


F. 


k-^-W 


F. 


ik+12 


62') 


«1 


F. 


m2 


F  F 


F 


!•»— 1 


i?". 


MI» 


und  ebenso  die  Matrix 
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(*+i) 

•  <  • 

(k+l) 

61') 

• 
• 

• 
• 

•  •  • 

•  •  • 

• 

• 

• 

•  •  • 

*  •  • 

• 

correspondirende 

Matrix 

zu 

(HD   ' 


(n-l) 


R 


Ol 


02 


«       •       • 


F. 


On-1 


R 


On 


62") 


•       •       • 


F 


1(1 


k2 


kn-1 


R 


kn    \ 


Führt  man  dann  in  der  Mannigfaltigkeit  Mk  etwa  die 
Coordinaten  Zf^^  Zi^,  . . .  ^,^,  in  der  Mannigfaltigkeit  M^_j^_^ 
die  Coordinaten  zj^^  Zj^,  .  . .  zj^^^^^^  als  unabhängige  Variable 
ein,  wählt  die  &,  bez.  n  —  k  —  1  Fortschreitungsrichtungen 
auf  diesen  Mannigfaltigkeiten  so,  dass  jeweils  nur  eine  der 
obigen  unabhängigen  Coordinaten  sich  ändert,  während  dann 
die  abhängigen  Coordinaten  den  Gleichungen 


'*"*"        dz' 

<T  =  i+  1,  . ..  n,        *  =  V  V 
beziehungsweise 


^fc' 


T  =  0,  1,  . . .  A,       j  =>j,  ^2»  . . .  i^.fc^p 

entsprechend  sich  ändern,  bezeichnet  endlich  D^  bez.  Dy  die 
Determinante  der  F^  welche  durch  Streichung  der  Vertical- 
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reihen  i^  i\,  ...  t\  in  der  Matrix  (62'),  beziehungsweise  der 
Reihen  j^^  j^  ...  j^^j^^i  in  der  Matrix  (62")  entsteht,  so  folgt 
für  die  n — 1  gliedrige  Determinante  (59)  der  dz  in  den  F 
geschrieben  die  Formel: 


63) 


^».,  =  ('1)~+' 


Ol 


11 


F. 


kl 


F. 


»1 


C2 


F, 


12 


F, 


k2 


TP  W 

•^k-{-ll       -^ife+12 


n2 


dzi    dz'i    ...  dzi    dzj   dzi    . , .  dzl  .  , 


On-I 


F 


tn-1 


JkM-I 


F 


n  »— 1 


0 


0 


0 


nn 


Di 


D, 


0» 


F, 


1» 


k» 


l^  F  0 


0 


Nun  hat  man  aber  ffir  die  posiidy  za  nehmenden  Ele- 
mente der  beiden  Mannigfaltigkeiten  die  Formeln: 


64' 
(iol  = 


')    1    /''  9*11         9"«        •   •   •         'Pnl 

■/  «  •     .     ■  . 


<P 


Ik 


9 


ik 


•  rfAj  dX^  .  .  .  dkf^  = 


9 


nk 


ft+ll 


iH-12 


•    .    • 


.    .    • 


:  J^i 


F. 


»2 


nnd 


H-i» 


F. 


dzi   dz'i    . . 


»•»   II 


dzi 
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•  •  •    v^»fc+l 

•  •    •               • 

•  •    •             • 

•  <^ Vi  •  •  •  ''^-l 

-1/ 

F        F 

■^  Ol               02 

•  •                                •     •     • 

•  •                                •     •     • 

F         F 

F 

• 
• 

mn 

Der  Vergleich  dieser  Ausdrücke  ergiebt,  dass  einer 
Summation ,  in  welcher  die  Elemenie  di.^  . . .  dkk  bezw. 
dXk^x . . .  dXn-i  f>tets  positiv  genommen  sind,  eine  Summation 
entspricht,  für  welche  die  Ausdrücke 


dzi^  dz'i^ . . .  dz'i 


Di 


— -    beziehungsweise 


di)^  <?4  •  •  •  ^'in-i-\ 
Dj 


stets  positiv  gerechnet  werden.^)  Hieraus  aber  folgt  durch 
Vergleich  der  Formeln  (63)  und  (60),  dass  für  alle  Elemente 
der  Summation  das  Vorzeichen  der  Determinante  (59)  in 
den  da  übereinstimmt  mit  dem  der  Determinante  (60)  in 
den  q>^  \p  und  mit  dem  der  Determinante  (63)  in  den  F. 

Daraus  aber  folgt  die  Identität  der  durch  die 
Formeln  (52)  und  (57)  gewonnenen  Zahlen  V  und  K 
und  damit  der  zu  Eingang  des  Paragraphen  aufge- 
stellte Satz. 


1)  Das  aus  diesen  Formeln  für  die  Mannigfaltigkeiten  abzu- 
leitende «Fortgangsprincip*  erweist  sich  als  Verallgemeinenuig  des 
▼on  Eronecker  in  der  Abh.  vom  März  1869  (vergl.  auch  diese  Abh. 
S.  473,  Anm.)  gegebenen,  worauf  ich  in  einer  folgenden  Note  noch 
näher  einzugehen  gedenke. 
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§9. 
Folgerungen.     Schiassbemerkungen. 

Der  hiermit  gewonnene  Satz  über  die  Bedeutung  der 
Eronecker^schen  Charakteristik  der  Functionen 

Fq^  ^n  •••  -^•» 
als  Windungszahl  zweier  Mannigfaltigkeiten  Mi  und  Mü^m-u 
die  durch  Nullsetzen  von  n  —  Je  bez.  von  t+1  ^^r  obigen 
Functionen  gewonnen  werden,  lässt  nun  die  Bedeutung  der 
Zahl  K  fBr  dieses  Functionensystem  in  ganz  allgemeiner 
Weise  übersehen: 

Wie  wir  auch  das  System  der  n+1  Functionen 
von  n  Variabein  0  in  zwei  Theile  zerlegen,  stets 
definiren  die  gleich  Null  gesetzten  Functionen  der 
beiden  Theile  zwei  sich  ergänzende  Mannigfaltig- 
keiten von  k  bez.  von  n  —  k  —  1  Dimensionen,  deren 
Windungszahl  stets  dieselbe,  und  gleich  der  Krön- 
ecker'schen  Charakteristik  fdes  Functionensystems 
ist.  Für  Ä;s=0  erhalten  wir  ein  System  von  Punkten 
in  Verbindung  mit  einer  Mannigfaltigkeit  von  n— 1 
Dimensionen^),  für  k^=sl  eine  lineare  Mannigfaltig- 
keit und  eine  n  —  2-dimensionale  u.  s.  w. 

Im  zweidimensionalen  Räume  handelt  es  sich  um 
die  Windung  von  Linien  um  Punkte,  im  dreidimensio- 
nalen Räume  um  die  Windung  von  Flächen  um  Punkte, 
von  Linien  um  Linien,  im  vierdimensionalen  Räume 
um  die  Windung  von  dreidimensionalen  Räumen  um  Punkte, 
von  Flächen  um  Linien,  im  fünfdimensionalen  Räume 
um  die  Windung  von  vierdimensionalen  Räumen  um  Punkte, 
von  dreidimensionalen  Räumen  um  Linien,  von  Flächen  um 
Flächen  u.  s.  w. 


1)  Es  erscheint  in  diesem  Zusammenhange  sinngemäss,  auch 
von  einer  Windongszahl  einer  (n — l)-dimensionalen  Mannigfaltig- 
keit um  ein  Punktsystem  zu  sprechen. 
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Dabei  liefern  die  verschiedeDen  Möglichkeiten,  die  n-^-l 
Functionen  des  Systems  zu  je  1  und  n,  zu  2  und  n — 1  u.  s.  w. 
abzutheilen    im    Ganzen    « -}"  1    verschiedene   Punktsysteme, 

T^  — Linien,  allgemein  (7.  ,  -i)  t-dimensionale  Mannig- 
faltigkeiten in  Verbindung  mit  ihren  complementären  Mannig- 
faltigkeiten von  n  —  k  —  1  Dimensionen,  denen  säramtlich 
ein  und  dieselbe  Windungszahl  zukommt. 

Diesen  verschiedenen  Möglichkeiten,  die  ZahlJT 
als  Windungszahl  zweier  durch  Zerlegung  des  Func- 
tionensystems 

^01  -^n    •••    ^^    II    •^*+ii    •••    -^w 

hergestellten  Mannigfaltigkeiten  aufzufassen,  ent- 
sprechen nun  paarweise  die  verschiedenen  Arten 
der  Darstellung  von  K  durch  bestimmte  Integrale 
Oter  (Summenformel)  bis  (n+l)**®'  Ordnung,  von 
denen  wir  im  ersten  Theile  dieser  Beiträge  ge- 
handelt haben. 

Speciell  bezieht  sich  die  dort  in  (14)  gegebene  Kron- 
ecker'sche  Summenformel,  und  ebenso  andererseits  das  von 
Kronecker  abgeleitete  (n — l)-fache  über  Fq=  0  ausgedehnte 
Integral  auf  die  Deutung  der  Charakteristik  als  Windungs- 
zahl der  (n — l)-dimensionalen  Mannigfaltigkeit  F^^ssQ  um 
das  Punktsystem  F^  =  0,  ...  F«  =  0.  Allgemein  giebt  das 
in  Formel  (26)  der  Beiträge  I  gegebene  (n  —  k  —  1)- fache 
Integral  und  ein  correspondirendes  ^-faches  die  Auffassung 
der  Zahl  K  als  Windungszahl  der  Mannigfaltigkeiten 

und 

Mi:  :     i^*+i  =  0,     Fk+2=0,,..    Fn  =  0. 

Es  verdient  dabei  in  diesem  Zusammenhange  nochmals 
der  dort  schon  erwähnte  Umstand  hervorgehoben  zu  werden, 
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dass  das  zur  Berechnung  der  Windungszahl  dienende 
(n  — Ä — l)-fache  Integral  sich  über  die  Mn^t-i  als  Grenze 
erstreckt,  während  der  unter  dem  Integralzeichen  stehende 
Ausdruck  lediglich  von  den  zur  Definition  der  Mk  dienenden 
Functionen  abhängt.  Mit  Hülfe  der  in  den  dortigen  Ent- 
wicklungen zu  Grunde  gelegten  Deutung  der  Functionen  F 
als  Coordinaten  eines  (n-{-l)-dimensionalen  Raumes  XQ^x^y.,.Xn 
erhält  dabei  der  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Aus- 
druck die  gerade  für  die  Auffassung  des  Integrals  als  Win- 
dungszahl wesentliche  Bedeutung  als  Differential  eines  {n-h-iy 
dimensionalen  ,  räumlichen  Winkels ''. 

Das  n-fache,  in  Formel  (12)  der  ,  Beiträge  P  gegebene 
Integral  für  K  hat  für  die  hier  erörterte  Theilung  des 
Functionensystems  der  F  keine  unmittelbare  Bedeutung.  Ein 
Integral  dieser  letzteren  Art  hat  dagegen  in  den  auf  die 
Parameterdarstellung  der  beiden  Mannigfaltigkeiten  Mk  und 
ilfi-*-i  bezüglichen  Formeln  (§  7)  den  üebergang  der  an 
die  Kronecker*sche  Charakteristik  anknüpfenden  Integrale  zu 
der  Gauss'schen  Darstellung  der  Windungszahl  vermittelt. 

Umgekehrt  kann  man  nun  auch  die  Deutung  der  Zahl  K 
als  Windungszahl  zweier  zusammengeordneter  Mannigfaltig- 
keiten wieder  anwenden  auf  das  aus  der  Parameterdarstellung 
(Formel  47'  und  47')  gewonnene  Functionensystem 

50)  '/'i  — 9>ii     V's  — 9^21  •••     V'h  — 9>n. 

Betrachtet  man  nämlich  die  n  —  1  Parameter  Xf  als 
Coordinaten  eines  (n  —  l)-dimensionalen  Raumes,  so  ergeben 
sich  auch  hier  durch  Nullsetzen  je  zweier  sich  ergänzender 
Gruppen  von  Functionen  \pi  —  qp,-  einander  zugeordnete  Paare 
von  Mannigfaltigkeiten ,  deren  gegenseitige  Windungszahl 
eben  wieder  unsere  Zahl  K  ist.  Ich  gehe  indess  hier  nicht 
näher  auf  diese  Entstehungsweise  der  Zahl  K  ein. 
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Berichtigungen 

zum  I.  Theile  der  Beiträge  zur  Potentialtheorie. 

Auf  Seite  264  Formel  (6)  sind  im  Nenner  die  Matrixatriche  sa  ergänzen. 

„        II    271  Zeile  9  Ton  oben  ist  zu  lesen  Gleichung  (18)  statt  (16). 

,        ,     276      .     7     .        ,        ,     ,       ,  .         (21)     .     (19). 

«        ,     276       ,     9     .        ,        .     ,       ,  ,         (25)      .     (23). 

,276      ,     8     .   unten    ,     ,       .  ,         (U)     ,     (19). 
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Yersseiehnlss  der  eingelaufeneii  Draeksehriften 

Juli  bis  December  1895. 


Dia  Yorehrliehen  GaMllsolutftaii  und  Institata,  mit  welchan  unMre  Akademie  in 
Taaeehyerkehr  steht,  werden  gebeten«  neelieteh«idee  Yeneiebnies  sogleieta  eis  KmpAui^g»- 
beetfttigmig  m  betnehten. 


Von  folgenden  Gesellsoluiften  und  Institaten: 

SocUti  cTilmiUation  in  Ähhevüle: 
Mdmoires.    Tome  18.  19.    1893/94.    8^. 

BalleUn.    Ann^e  1892  No.  2—4,  1893  No.  1—4,  1894  No.  1.  2.   8®. 
Cinqnentenaire  de  M.  Emest  Prarond.     1894.    8^. 

Bayäl  Society  of  SoiUh-AustraMa  in  Adelaide: 
Transaciions.    Vol.  19,  pari  1.     1895.    8®. 

Südslatische  Akademie  der  Wissenschaften  in  Agram: 

Ljeiopis  za  ^dinn.  1894.    1895.    %^. 

Rad.  Vol.  117-122.    1894/95.    8«. 

Monnmenta  spectantia  historiam  Slavomm  merid.  Vol.  XXVI.  1894.  8^. 

MoDumenta  historico-jaridica  Slav.  merid.    Vol.  V.     1894.    8^. 

Djela.    Vol.  XIV.  1.    1896.    4«. 

Tade  Smiiiklas,  2ivot  i  djela  D^«  Franje  Ra6koga.    1895.    ^, 

Milan  Besetar,  Zadarski  i  Raüinin  Lekcionar.    1894.    8<^. 

New 'York  State  Library  in  Albany:. 
New- York  State  Maseum.    47^i>  annual  Report  for  1898.     1894.    8<>. 
New- York  State  Library.   76^^  annnal  Report  for  1892/93.    1894.   8^. 

üniversity  of  the  State  of  New -York  in  Albany: 
State  Library  Balletin.    a)  Bibliograpfay  No.  1.    b)  Additions  No.  2. 
1894/95.    80. 

SoeUti  des  Antiquaires  de  Picardie  in  Amiens: 
Bulletin.    Annäe  1898  No.  1—4.     1894  No.  1.     1898/94.    8<». 
K,  Akademie  der  Wissenschaften  in  Amsterdam: 
Verfaandeliogen.   Afd.  Nataurkande  ISectie.  DeelU,  7.  Deel  IH,  1—4. 

II  Sectio.    Deel  IV,  1-6.     1894/96.    4^. 
Verhandelingen.    Afd.  Letterknnde.    Deel  I,   No.  4.     1895.    4». 
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Zittingsverdlagen.    Afd.  Natuurkande.    Jaar  1894/95.     1895,    4^ 
Verslagen  en  Mededeelingen.    Afd.  Letterkunde   8®  Reeks,    Deal  11. 

1896.    8». 
Jaarboek  voor  1894.    S^. 
Mjrmedon  aliaqne  poemata.    1895.    8^. 

Peabody  Institute  in  Bdititnore: 
28^  annual  Report.    Jane  1,  1895.    8^. 

Johns  Hopkins  üniversity  in  Baltimore: 
Circulars.    Vol.  XIV,  No.  119,  120,  121.     1895.    4«. 
American   Joamal   of  Mathematics.     Vol.   XVI,   4.     XVII,    1 — 3. 

1894/95.    4P. 
The   American   Journal   of   Philology.    Vol.   XV,    2  —  4.     XVI,    1. 

1894/96.    80. 
American  Chemical  Journal.    Vol.  16,  No.  7  u.  8.   Vol.  17,  No.  1—7. 

1894/96.    8«. 
Johns  Hopkins  Univeraity  Stndies.     Ser.  Xlf.   No.  8—12,    Ser.  XIII, 

No.  1-8.     1894/96.    &>. 

Naturforsehende  Oesdlsehaft  in  Basd: 
Verhandlungen.    Band  XI,  1.     1895.    8<^. 

Hislarisch-antiquarisehe  Gesellschaft  in  Basel: 
Baaler  Chronik.    Leipzig  1896.    8^. 

Universitätsbibliothek  in  Basel: 
Schriften  der  Uni^ersit&t  aus  dem  Jahre  1894/95.    4^  und  8^. 

Bataviaasch  Genootschap  van  Künsten  en  Wetenschappen  in  Batavia: 

Tijdschrift.     Deel  88,    aO.  4.  5.     1895.    8<>. 
Notulen.    Deel  82,  afl.  4;    Deel  33,  aQ.  1.  2.     1896.    8<>. 
Verhandelingen.    Deel  48,  stuk  2;   Deel  60,  1.     1894/95.    S^. 
Nederlandsch-Indisch-PIakaatboek.    Deel  Xlll.     1896.    S^. 

Kgl.  natuurkundige  Vereeniging  in  Nederlandsch  Indie  zu  Bataria: 
Natuurkundig  Tijdschrift.    Deel  64.     1895.    8. 
Boekwerken    ter   tafel   gebracht    in   de   vergaderingen   1893.    1894. 
1894/96.    80. 

Historisdier  Verein  in  Bayreuth: 

Archiv  für  Geschichte  u.  Alterthumskunde  in  Ostfranken.  Band  XIX,  2. 
1894.    80. 

K.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Belgrad: 
Glas.    No.  48.    1895.    8». 
Spomenik.    No.  26.  27.  29.    1896.     4^. 

K,  preussische  Akademie  der  Wissenschaften  in  Berlin: 
Abhandlungen  aus  dem  Jahre  1894.     4^. 
Sitzungsberichte.   1896,  No.  26  -  88.    40. 

K.  geolog,  Landesanstalt  und  Bergakademie  in  Berlin: 

Abhandlungen.     Neue  Folge.     Heft  16,  17  u.  19  mit  lugehörigen 
Atlanten.     1895.    4^  u.  fol. 

Deutst^e  chemische  Gesellschaft  in  Berlin: 

Berichte.    28.  Jahrg.,  No.  12—18.     1896.    8^. 


Verzeiehniss  der  eingelaufenen  Drucksehriften,  503 

Deutelte  geologische  GeseUechaft  in  Berlin: 
Zeitschrift.    Band  46,  Heft  4;  47,  Heft  1.  2.    1694/95.    SP, 

PhysikaHisehe  Gesellschaft  in  Berlin: 
Die  Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1893.   49.  Jahrg.,  Abtb.  I— III. 

Do.  i.  J.  1889;  45.  Jahrg.  8  Voll.    Braunschweig  1895.    8<^. 
Yerhandltiiigen.    12.  Jahrg.   No.  1,    13.  Jahrg.  No.  l'-'4,    14.  Jahrg. 
No.  1  u.  2.    Leipzig  1894.    8^. 

Physiologische  Gesellschaft  in  Berlin:  « 

Centralblatt  fftr  Physiologie.    1895.   No.  8-14.    16-19.    8«. 

Kaiserlieh  deutsches  archäologisches  Institut  in  Berlin: 
Jahresbericht  Aber  d.  Jahr  1894/95.     1895.    4<>. 
Jahrbuch.    Band  X,  Heft  2  n.  3.     1895.    40. 

Geodätisches  Institut  in  Berlin: 

Zenithdistanzen  zur  Bestimmung  der  Höhenlage  der  Nordsee-Inseln 
Helgoland  etc.     1895.    4^. 

A.  Westphal,  Untersuchungen  über  den  selbstregistrirenden  Universal- 
pegel EU  Swinemflnde.     1895.    4^. 

K.  preuss.  meteorologisches  Institut  in  Berlin: 
Bericht  Aber  d.  Jahr  1894.    1895.    8<». 
Ergebnisse  der  meteorol.  Beobachtungen  in  Potsdam  im  Jahre  1894. 

1895.    4«. 
Ergebnisse  der  Gewitterbeobachtungen  im  Jahre  1891.    1895.    49. 
Ei^bnisse  der  Niederschlagsbeobachtnngen  im  J.  1898.     1895.    4^. 

Jaiirhuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik  in  Berlin: 

Jahrbuch.    Bd.  XXIV,  Heft  2.  8,     1895.    8". 

Verein  für  Geschichte  der  Mark  Brandenburg  in  Berlin: 

Forschungen  zur  Brandenburgischen  und  Preossischen  Geschichte. 
Band  VlII,  1.     Leipzig  1895.    &^. 

Naturwissenschaftliehe  Wochenschrift  in  Berlin: 

Wochenschrift.    Band  X,  Heft  6—11.    1895.    fol. 

Zeitschrift  für  Instrumentenkunde  in  Berlin: 

Zeitschrift.    15.  Jahrg.    1895.    No.  7—12.    Juli— Dezember.    4P. 

Naturforschende  Gesellschaft  in  Bern: 

Mittheilnngen  aus  d.  Jahre  1891.    1895.    S9. 

Allgemeine  Schweizerische  Gesellschaft  für  die  gesammten  Naturwissen- 
schaften in  Bern: 
Neue  Denkschriften.    Band  84.    1895.    49. 

Verhandlungen.  77.  Jahresversammlung.  Schaffhausen  1894.  89, 
Nebst  einer  französischen  Uebersetzung.    Gen^ve  1894.    8^. 

Historischer  Verein  in  Bern: 
Archiv.    Band  XIV,  8.     1895.    S^. 

Soeiete  d' Emulation  du  Doubs  in  Besangon: 
Mämoires.    VL  S^rie,  Vol.  7.  8.    1893/94.    8« 

B,  Deputazione  di  storia  patria  per  le  Provincie  di  Bomagna 

in  Bologna: 
Atti.    Serie  IIL    Vol.  XIII,  fasc.  1-8.    1895.    4«. 
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üniversüät  in  Bonn: 

Scbrifien  aas  dem  Jahre  1894/96  in  4®  o.  8<>. 

Verein  von  Alterthumsfreunden  im  Eheinlande  in  Bonn: 

Bonner  Jahrbücher.    Heft  96—98.    1895.    49. 

Naturhistorischer  Verein  der  preussisehen  Eheinlande  in  Bonn: 

Verhandlangen.    51.  Jahrg.   2.  H&lfbe.     1894.    8^^. 

•       SocUtS  des  sciences  physiques  et  naturelles  in  Bordeaux: 

M^moires.     IV«  S^rie,    tome  III,  2.    IV,    1.  2.    Paris   et   Bordeaux 

1898/94.    Bf^. 
Observations  pluYiom^triques  1892/98.     1898.    ^. 

SocUtl  Linnlenne  in  Bordeaux: 

Actes.    Vol.  45.  46.    1898.    80. 

Catalogne  de  la  biblioth^ae,  fasc.  1.    1894.    8®. 

Societi  de  gSographie  eommerciäle  in  Bordeaux: 

Bulletin.    1896.   No.  13—20.    BP. 

Archiv  der  St<idt  Braunsehweig: 

Urkundenbuch  der  Stadt  Braunschweig.    Bd.  II,  Abth.  1.    1895.    4^. 

Schlesische  Gesellschaft  für  vaterländische  Ctätur  in  Breslau: 

72.  Jahresbericht  nebst  Ergftnzungsheft.    1896.    8^. 

Historisch-statistische  Sektion  der  k.  k.  Mährischen  Landwirthsehafls- 

Gesellschaft  in  Brunn: 

Urkunden  zur  Geschichte  der  Stadt  Brunn.     1895.    8^. 

ÄcadSmie  Boyale  des  sdences  in  Brüssel: 

M^moires  des  membres  in  4^.  Tome  50,  part2.  T.  51.  52.  1898/94.  A^. 
Mdmoires  couronn^s  in  49.    Tome  58.     1898/94.    4^. 
M^moires  couronnds  in  8^.    Tome  47.  50.  51.  52.     1892/95.    8^ 
Correspondance  du  Cardinal  de  Granvelle.  Tome  X  et  XI.  1893/94.  4^. 
Biographie  nationale.    Tome  XII,  2.   XIII,  1.    1892—94.    8^. 
Bulletin.    8.  S^rie.    Tome  29,  No.  6;  Tome  30,  No.  7—10.    1896.    8*. 

Äcadiniie  Boycde  de  midecine  in  Brüssel: 

M^moires   couronn^    et  autres   memoire«.     Tome   XIV,    No.    1 — S« 

1895.    8^. 
Bulletin.   FV.  Sörie.    Tome  IX,   No.  7—10.     1896.    8». 

Institut  international  de  bibliographie  in  Brüssel: 
Bulletin.    Vol.  1,   No.  1.     1896.    8^. 

Sodäi  des  Böllandistes  in  Brikssel: 
Analecta  Bollandiana.    Tome  XIV,  3  u.  4.    1895.    S^. 

Sociite  entomologique  de  Belgique  in  Brüssel: 
Aunales.    Tom.  88.    1894.    8<^. 

SociitS  Boyale  malacölogique  de  Belgique  in  Brüssel: 

Annales.    Tome  27.    Ann^e  1892.    8^. 
Proceft-verbaux.    1892-95.    8®. 
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K.  ungarische  Akademie  der  Wissenschaften  in  Budapest: 

ungarische  Revue.     1895.    Heft  6—7.    8^ 

Almonach.     1895.    8^. 

Njel?ta(lomänyi  Közlemdnyek.  ( Sprach wissenschaftl.  Mittheilungen.) 
Bd.  XXIV.  3.  4;    XXV,  1.  2.     1893/94.     S». 

Zi.  Simonyi,  A  Magyar  hatärozök.  (Die  Bestimmungswörter  im  Un- 
garischen.)   Bd.  II,  2.     1895.    8®. 

6y.  Zolnay,  Nyelveml^keink.    (Unsere  Sprachdenkmäler.)     1894.    4P, 

TOrtänettud.  Ertekez^sek.  (Historische  Abhandlungen.)  XVI,  2 — 5. 
1893—96.    80. 

Tägläs  Gabor,  Ujab  adaMkok.  (Neuere  Beiträge  zu  den  Felsen- 
inschriften.)    1894.    40. 

MonumentacomitialiaregniTransylvaniae.  Vol.XVJ.  XVII.  1693—94. 8**. 

Öväry,  L.  A.  M.  T.  Akad.  törtänelmi  bizottsägänak  oklev^Im&solatai. 
(Urkunden-Abschriften  d.  histor   Commission.)    Bd.  2.    1894.   8^. 

EirAly  J.,  Pozsony  väros  Joga  a  Eöz^pkorban.  (Pressburger  Stadt- 
recht.)     1894.    80. 

Archaeologiai  ärtesitö.  (Archaolog.  Anzeiger.)   XIII,  3-5;  XIV,  1—5: 

XV,  1—3.     1893.    40. 

Archaeologiai  EOzlem^nyek.    (Arcfaäol.  Mittheil.)  Bd.  XVII.    1896.   fol. 
Tarsadalmi  ^rtekez^sek.  (Staats wissenich.  Abhandlungen.)  XI,  7—10. 

1894—95.    8«. 
Nyelvtudomän.  ü^rtekezdsek.      (Sprachwissenschaft!.    Abbandlungen.) 

XVI,  4.  5.    1894.    8«. 

Munkäcsi  B.,   A  Votjäk  nyelv   ezöt^ra.     (Votjäkisches  Wörterbuch.) 

fasc.  8.     1893.    8^. 
Magyarorszä^i  tanulök  kfilfÖldön.     (Ungarische  Studirende  im  Ans- 

landd.)    Vol.  III.    1898.    8«. 
Acsddy  J.,  K^t  penzügytört^nelmi  tanulmäny.    (Zwei  finanzgeschicht- 

Hcbe  Studien.)     1894.    8^. 
Fraknöi  V.,  Mätyas  Eiraly  levelei.    (Sektion  fdr  äussere  Angelegen- 
heiten.)   Vol.  I.     1893     8«. 
Thaly  E.,  Bercs^nyi  hä,zassä^a.     (Die  Ehe  Bercsenyi^s.)     1894.    80. 
Monumenta  Hungariae  historica.    Glass.  IL    Vol.  33.    1894.    8®. 
Hampel  J.,   A  rdgibb  Eözäpkor  emläkei.     (Denkmäler  des  früheren 

Mittelalters.)    Vol.  I.    1894.    80. 
Term^sz^lludomdnyi  £rtekezdsek.  (Naturwissenschaftl.  Abhandlungen.) 

XXm,  8-12.     1894.     80. 
Mathematikai  ^rtekez^sek.  (Mathem.  Abhandlgn.)  XV,  4.  5.    1894.   8^ 
Mathematikai  Ertesitö.    (Mathemat.  Anzeiger.)    XI,  6—9.  XII,  1—12. 

XIII,  1.  2.     1893-95.    80. 
Mathematikai  Eözlem^nyek.     (Mathem.  Mittheilungen.)    XXV,   4.  5. 

XXVI,  1.  2.     1893—94.    80. 
Mathematische  und  naturwissensch.  Berichte   aus  Ungarn.    XI,  1.  2. 

XII,  1.  2.     1893—95.    80. 
Rapport.    1898.    1894.    1894—96.    80. 

Chyzer  G.&L.  Eulczytiski,  Araneae  Hungariae.  Tom  I.II,  1. 1892—94. 40. 
Meyer  Ootth.  Alfred,    Der  silberne  Sarg   des   heil.  Simeon  in  Zara 

(in  Ungar.  Sprache.)     1894.    fol. 
Szamota  Istv&n,  A  Schlägli  Magyar  Szöjegyz^k.     1894.    8^. 

1895.  M«ih.-ph7B.  GL  3.  33 


506  Verseichnias  der  eingelaufenen  Druckschriften. 

Statistisches  Bureau  der  Haupt-  und  Eesidemstadt  Budapest: 
Publikationen.    Vol.  XXV,  2.     1895.    S». 

K,  ungarische  geologische  Anstalt  in  Budapest: 

fivkönyve  (Jahrbuch.)    Bd.  XI,   3-6.    XII,  1.     1895.    S^  und   Atlas 

zu  XI,  4  in  fol. 
Mittheilun^en  aus  dem  Jahrbuche.    Bd.  IX,  7.    1895.    8^. 
Földtani  Közlöny.     Bd.  XXV,  1—6.     1895.    8®. 

Botanischer  Garten  in  Buitemorg  (Java): 
Mededeelingen  uit  *8  Lands  Plantentuin.   No.  XLV.   Batayia  1895.    4^. 

Bumänisches  meteorologisches  Institut  in  Bukarest: 
Anatele.    Tom.  IX,  anul  1893.     1895.    4^. 

Societi  Linnienne  de  Normandie  in  Caen: 

Bulletin.    IV.  S^rie.  Vol.  8,  fasc.  1-4.  Vol.  9,  fasc.  1.     1894/95.    efi. 

Äsiatic  Society  of  Bengcd  in  Ccäcutta: 

Bibliotheca  Indica.    New  Ser.    No.  850-59.     1894-95.    8». 

Journal.    No.  844—46.     1895.    8«. 

Proceedings.    No.  4 — 8,  April— August  1895.    8®. 

Oeological  Suroey  of  India  in  Cälcutta: 
Records.    Vol.  28,  part  3  u.  4.     1895.    4°. 

Meteorological  Department  of  the  Government  of  India  in  Cälcutta: 

Monthly  Weather   Review   1895   January — July   and   Annnal   Sum- 

mary  1894.     1895.     fol. 
Indian  Meteorological  Memoirs.  Vol.  V,  part  7—10.  Cälcutta  1895.  fol. 
Indian  Meteorological  Memoirs.   Vol.  VI[,  part  1-4.  Simla  1895.  fol. 
Report  on  the  Administration  in  1894/95.     1895.    fol. 

Philosophiccfl  Society  in  Cambridge: 

Proceedings.    Vol.  VIII,  part  5.     1895.    8^ 

Museum  of  comparative  Zoology  at  Harvard  College  in  Cambridge^  Mass. : 

Bulletin.    Vol.  27,  No.  1—6.     1895.    8». 
Memoirs.    Vol.  XVIH,  XIX,  1.     1895.    4«. 

Physikalisch-technische  Reichsanstalt  in  Charlottenburg: 

Wissenschaftliche  Abhandlungen.    Bd.  IL     Berlin  1895.    4^. 
Die  Th&tigkeit  der  phyaikalisch-technischen  Reichsanstalt  1894/95. 
Berlin  1895.    4^. 

K.  sächsisches  meteorologisches  Institut  in  Chemnitz: 
Jahrbuch  1894.    Jahrg.  XII,  1.  H&Ifte.    1895.    i^. 

Societi  des  sciences  naturelles  in  Cherbourg: 

Remarques  sur  la  nomenclature  h^paticologique  'par  Aug.  Le  Jolis. 
Paris  1894.    8». 

Zeitschrift  „The  Monist"  in  Chicago: 
The  Monist.    Vol.  6,   No.  4.     Vol.  6,   No.  1.     1896.    80. 

Zeitschrift  „The  Open  Court"  in  Chicago: 
The  Open  Court.    No.  409—480.    1895.    4<>. 
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Norweg.  Chradmessungs-Commission  in  Ghristiania: 
A^trooomisclie  Beobachtangen.     1895.     4^. 

0.  £.  Scbiötz,  Resoltate  der  1894  ausgeföhrten  Pendelbeobachtangen. 
1895.    80. 

Naturforschende  Gesellschaft  Gi'aubündens  in  Chur: 
Jabresbericbt.    Neue  Folge.    Bd.  88.     1895.    8^. 
P.  Lorenz,    Die    Ergebnisse   der   sanitariüchen   Untersucbungen    der 
Rekmten  des  Kantons  Graubünden.    Bern  1895.    4^. 

Chemiker-Zeitung  in  Cöthen: 
Cbemiker-Zeitung  1895.    No.  48-101.    fol. 

Universität  in  Czernoicite: 

Verzeicbniss  der  Yorlesangen.    Winter-Semester  1895/96.    1895.    8^. 

üebersicht  der  akademischen  Behörden  1695/96.     1895.    8^. 

Die  feierliche  Inauguration  des  Rektors  am  4.  Okt.  1894.     1895.    8^. 

ProHmial-Comviission  zur  Verwaltung  der  westpreussischen  Pravinzial- 

Museen  in  Danzig: 

Abhandlungen  znr  Landeskunde  der  Provinz  Westpreussen.    Heft  IX. 

1894.  40. 

Colorado  Scientific  Society  in  Denver,  Colorado: 
5  Abhandlungen  aus  den  Proceedings  von  1895.    8^. 

Verein  für  Anhaltische  Geschichte  in  Dessau: 
Mittheilungen.     Band  VII,  3.     1895.    8^ 

Äcadimie  des  Scietices  in  Dijon: 
Mämoires.    IV.  Se'rie.    Tome  4.    Annexes  1893— 9  t.     1894.    8^. 

Gelehrte  estnische  Gesellsdia ft  in  Dorpat: 
Sitzungsberichte  1894.     1895.    8^. 

Union  gSographique  du  Nord  de  la  France  in  Douai: 

Bulletin.    Vol.  18,  triraestre  1—3.    1895.    8''. 

K.  sächsischer  Älterthumsverein  in  Dresden: 

Jahresbericht  1894/95.     1895.    8«. 

Neues  Archiv  für  sächsische  Geschichte.    Bd.  XVI.     1895.    8^. 

General  dir  ektion  der  kgl.  Sammlungen  in  Dresden: 

Bericht    über    die   Verwaltung    der    kgl.    Sammlungen    in    Dresden 
1892/93.     1895.    fol. 

American  Chemical  Society  in  Easton,  Fa.: 

The  Jonmal  of  the  American  Chemical  Society.     Vol.  17,    No.  10. 

1895.  8P. 

Scottish  Microscopicäl  Society  in  Edinburgh: 
Proceedings.    Session  1894—95.    p.  177—276.    8«. 

.    Boyal  Society  in  Edinburgh: 
Proceedings.    Vol.  XX,  p.  385—480.    1895.    8«. 

Verein  für  Geschichte  in  Eisleben: 
Mansfelder  Blätter.    IX.  Jahrg.     1895.    8^. 
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Gesellschaft  für  bildende  Kunst  und  vaterländ,  Älterthümer  in  Emden, 
Jahrbuch.    Bd.  XI,  1.  2.     1895.    8^. 

Naturforschende  Gesellschaft  in  Emden: 

79.  Jahresbericht  für  1893/94.     1896.    8«. 

K,  Universität  Erlangen: 

Schriften  aus  dem  Jahre  1894/95.    4«  u.  S^, 

Beale  Accademia  dei  Georgofdi  in  Florenz: 

Atti.    IV.  Ser.     Vol.  18,  disp.  2.     1895.    8^ 

SencJcenbergische  naturforschende  Gesellschaft  in  Frankfurt  alM.: 

Abhandlungen.    Band  XIX,  No.  1.  2.     1895.    40. 
Bericht.     1895.    8«. 

Physikalischer  Verein  in  Frankfurt  a/M,: 
Jahresbericht  für  1898/94.     1895.     8». 

Naturwissenschaftlicher  Verein  in  Frankfurt  a/0.: 
Helios.     18.  Jahrg.  1895.    No.  1—6.    8°. 

Naturforschende  Gesellschaft  in  Fretburg  ijBr. : 
Berichte.    Bd.  IX,  1-3.     1894-95.    8». 

Kirchlich-historischer  Verein  in  Freihurg  i/Br.: 
Freiburger  Diöcesan-Archiv.    Bd.  24.     1895.    8^. 

Universität  Freiburg  in  der  Schweiz: 
Collectanea  Friburgensia.     Fase.  IV.     1895.    4^. 
Behörden,   Lehrer  und  Studirende.     Wint.-Sem.  1895/96.     1895.    8^. 

Institut  national  in  Genf: 
Bulletin.    Tome  33.     1895.    8®. 

Observatoire  in  Genf: 

Resumä  mdt^orologique  de  Tann^e  1894.     1895.    8^. 
Sur  quelques  particularit^s  de  Thiver  1894/95.  par  A.  Eammermann. 
1895.    8«. 

Societe  de  physique  et  d^histoire  naturelle  in  Genf: 
Mömoires.    Tome  XXXII,  1.     1894-95.    4». 

Universität  Genf: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1894/95.    8<>. 

Museo  civico  di  storia  naturale  in  Genua: 
Annali.    Ser.  II.    Vol.  14.  15.    1894-95.    8«. 

Obei'hessische  Gesellschaft  für  Natur-  und  Heilkunde  in  Giessen: 

80.  Bericht.     1895.    8^. 

Unioersität  in  Giessen: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1894/95  in  4^  und  8^. 

Oberlausitzische  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Görlitz: 
Neues  Lausitzisches  Magazin.     Band  71,  Heft  1.  2.     1895.    8^. 

K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Göttingen: 
Göttingiache  gelehrte  Anzeigen.  No.  VII— XII,  Juli— December  1895.  4^ 
Nachrichten.    Hist-philol.  Classe.    Heft  8.  4.     1895.    4^. 
.  Mathem.-phy8.  Classe.    Heft  2.  3.     1895.    l^. 
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Astronomische  Mittheilungen  der  k.  Sternwarte  zu  Göttingen.  Th.  IV. 

1895.    40. 
GesclAftliche  Mittheilungen.    1895.    No.  2. 

Sternwarte  in  Gottingen: 

Ä.  ?on  Koenen  u.  W.  Schar,  Üeber  die  Auswahl  der  Punkte  bei 
GOttingen,  an  welchen  bei  Probe-Pendelmessungen  Differenzen 
zu  erwarten  waren.     1895.    4^ 

Denison  Scientific  Association  in  Granvüle  (Ohio). 

Bulletin  of  the  Scientific  Laboratories  of  Denison  Universitj.  Vol.  VIII, 
part  1.  2.     1893/94.    S». 

The  Journal  of  Gomparative  Neurology  in  Chranvüle: 

Journal.    Vol.  V,  p.  71-188.    8^. 

LandesmiAseum  Joanneum  in  Graz: 

LXXXm.  Jahresbericht  über  das  Jahr  1894.     1895.    S9. 

Historischer  Verein  für  Steiermark  in  Graz: 
Mittheilungen.    43.  Heft.     1895.    80. 

I^aturwissenschaftlicher  Verein  für  Steiermark  in  Graz: 
Mittheilungen.    Jahrg.  1894.    Heft  31.    1895.    8«. 

Gesellschaft  für  Pommersche  Geschichte  in  Greifstcald: 
Pommersche  Genealogien.     Bd.  5.    1896.    8^. 

K,  NiederJändiscTie  Regierung  im  Haag: 
J.  A.  C.  Gudemans,    Die  Triangulation  von  Java.  IV.  Abth.    1896.   4^. 
Nederlandsch  kmidkondig  Archief.  I.  Ser.  6.  Deel.  4®  Stuk.  Nijmegen. 
1895.    8<>. 

K.  Instituut  voor  de  Taal^  Land-  en  Volkenkunde  van  Nederlandsch 

Indie  im  Haag: 

Bijdragen.    VI.  Reeks.    Deel  I,   aflev.  3.  4.     1895.    8®. 

De  Gargb^g*8  te  Ngajogyäkartä  door  J.  Groneman.     1895.    4^. 

Sociite  Hollandaise  des  Sciences  in  Haarlem: 

Archives  N^rlandaises  des  sciences  exactes.  Tome  29,  livr.  2. 3.  1895.  8^. 
Oeuvres  complbtes  de  Christiaan  Huygens.  Vol.  VI.  La  Haye  1895.  4^. 

Teyler  Genootschap  in  Haarlem: 
Archives  du  Mus^e  Teyler.    Ser.  II.    Vol.  4,  partie  4.    1896.    4P. 
Verhandlungen   van   Teylers   tweede  Genootschap.    N.  R.    Deel.  V, 

stuk  1.     1895.    8». 
Verhandlungen  van  Teylers  godgeleerd  Genootschap.  N.  S.  Deel.  XV. 
1895.    80. 

Gymnasium  zu  Hall  in  Tyrol: 

Programm  1894/95.     1895.    8». 

Kais.  Leopoldinisch'Garolinische  deutsche  Akademie  der  Naturforscher 

in  Halle: 
Leopoldina.    Heft  XXXI,   No.  11-22.    1895.    4». 

Thüringisch-sächsischer  Geschichts-  und  Alterthumsverein  in  Halle: 
Jahresbericht  für  1894/95.     1895.    8^ 
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Deutsche  margenländische  Gesellschaft  in  Halle: 
Zeitschrift.    Band  49,    Heft  2.  8.    Leipzig  1895.    8®. 

Universität  Halle: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1894/96  in  4^  and  8. 

Naturwissenschaftlicher  Verein  für  Sachsen  und  Thüringen  in  Halle: 

Zeitschrift  f.  Naturwissenschaften.  Bd.  68,  Heft  1  u.  2.  Leipzig  1895.  8^. 

Stadtbibliothek  in  Hamburg: 

Jahrbach  der  Hamburgischen  Wissenschaft!.  Anstalten.  XL  Jahrg.  1898 
und  Beiheft.     1894.    4«. 

Wettei auische  Gesellschaft  für  die  gesammte  Naturkunde   in  Hanau: 
Bericht.jLl892~95.     1896.    80. 

Historischer  Verein  für  Niedersachsen  in  Hannover: 
Zeitschrift.    Jahrgang  1895.    8^. 

Universität  Heidelberg: 

Leo  Eönigsberger,  Hermann  v.  Helmho1tz*8  Untersuchungen  über  die 

Grundlagen  der  Mathematik  und  Mechanik.     1895.    4^. 
Schriften  der  Universität  aus  dem  Jahre  1894/95  in  4^  u.  8^. 

Historisch-philosophischer  Verein  in  Heidelberg: 

Neue  Heidelberger  Jahrbücher.    Jahrg.  V,   Heß  2.    1895.    8*^. 

Finländische  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Hehingfors: 

Observations  met^orologiques.     1889—1890.    Kuopio  1895.    foL 
Observations  (meteorologiques).    Vol.  XII,  livr.  1.     1894.     fol. 
Acta  societatis  scientiarum  Fennicae.     Tom.  20.     1895.    4^. 
öfversigt  XXXVl.    1893/94.     1894.    8". 

Bidrag    tili   käunedom   af  Finlands   Natur   och  Folk.    Heft  54-56, 
1894/95.    8«. 

Universität  Helsingfors: 

Schriften  der  Universität  Helsingfors  aus  d.  Jahre  1894/96  in  4^  u.  8^. 

Verein  für  siebenbürgische  Landeskunde  in  Herrn annsladt : 

Archiv.    N.  F.     Band  XXVI,  Heft  8.     1896.    8». 
Jahresbericht  für  das  Jahr  1894/95.     1895.     8«. 

Siebenbürgischer    Verein   für  Naturwissenschaften  in  Hermannstadt: 
Verhandlungen.    44.  Jahrg.     1895.    8«. 

Michigan  Mining  School  in  Houghton: 
Prospectus  of  elective  studies.    May  1896.    8®. 

Kar jyathen- Verein  in  Iglö: 
Jahrbuch.     XXII.  Jahrg.     1895.    S«. 

Ferdinande  um  in  Innsbruck: 
Zeitschrift.    8.  Folge.    Band  39.     1895.    8*. 

Medicinisch-natuncissenschaftliche  Gesellschaft  in  Jena : 

Jenaische  Zeitschrift  für  Naturwissenschaft.  Bd.  29,  Heft  8  u.  4.  Bd.  80, 
Heft  1.     1896.    8<>. 
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Verein  für  Thüringische  OesehickU  und  IMterthumsJcunde  in  Jena: 
Zeitwhrift.    Bd.  VIII,  3.  4;  IX,  1.    1898/94.    8^. 
Regesta  diplomatica  necnon  epistolaria  hisioriae  Tburingiae.    1.  Halb- 
band.   1895.    40. 

Naturforechende  Gesellschaft  bei  der  Universität  Jurjew  (Dorpat): 

Sitznogsberichte.    Bd.  X,  8.    1696.    8^ 
Schriften.    No.  VIII.    1895.    4«. 

Universität  Jurjew  (Dorpat): 

Schriften  der  üniyersität  aus  dem  Jahre  1894/95  in  4^  u.  8^ 

Centralbureau  für  Meteorologie  etc,  in  Karlsruhe: 
Jahresbericht  des  Centralbnreans  für  das  Jahr  1894.     1895.    4®. 

Grossherzoglich  technische  Hochschule  in  Karlsruhe: 
Schriften  ans  dem  Jahre  1894,95  in  4<>  n.  8^*. 

Grossh,  hadische  Staats-Älterthümersammlung  in  Karlsruhe: 
VerOffentlichnngen  der  grossh.  badischen  Sammlungen.    1895.    4^. 

Sociiti  physico-mathimatique  in  K(Man: 
Bulletin.    II«  S^rie.    Tome  IV,  No.  3.  4;  V,  No.  1.  2.     1894/96.    8^. 

Universität  Kasan: 
Utschenia  Sapiski    Tom.  62,  No.  2.  7.  8.  9.  11.    1895.    S«. 

Verein  für  hessische  Geschichte  in  Kassel: 
ZeiUchrift.    N.  P.    Bd.  XIX.     1894.    8». 
Mittheilnngen.    Jabrgaog  1892.     1893.    8^. 

Verein  für  Naturkunde  in  Kassel: 
Abhandlnugen  und  Bericht  XL.    1895.    8^ 

Universität  Kharkow: 
Sapiski.    1895.    Heft  3.    8®. 

K.  Universität  in  Kiel: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1894/95.    4^  u.  8^. 

Gesellschaft  für  SchLeswig-Hotstein-Lauenburgische  Geschichte  in  Kiel: 
Zeitschrift.    Band  24.    1894.    8». 

Naturwissenschaftlicher  Verein  für  Schleswig-Holstein  in  Kiel: 
Schriften.    Band  X,  Heft  2.    1895.    09. 

Universität  in  Kiew: 
Iswestija.    Vol.  ?6,  No.  3-10.     1896.    8**. 

Äerztlich-naturwissenschaftlicher  Verein  in  Klausenhurg: 
^rtesitö.    3  Hefte.    1895.    8^. 

Kroatische  archäologische  Gesellschaft  in  Knin: 
Glasilo.    Band  I,  Heft  3.     1895.    4». 

Physikaiisch'Ökonomische  Gesellschaft  in  Königsberg: 
Schriften.    86.  Jahrgang.    1894.    1895.    4<>. 

Universität  in  Königsberg: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1894/95.    4^  u.  8^. 
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GeneoHogiek  Institut  in  Kopenhagen: 

Arabere  og  Kabyler  Skildringer  af  Carit  Btlar.   2  Bde.    1868—70.   S^. 

K,  Akademie  der  Wissenschaften  in  Kopenhagen: 

Oversigt.    1895.   No.  2.    8°. 

Skrifter.     1)  hietorisk.  Afd.  IV,  2.    2)  naturvid.  Afd.  VIII,  1.  1895.  4«. 

Gesellschaft  für  nordische  Älterthumskunde  in  Kopenhagen: 
Aarböger.     II.  Raekke.    Band  10,   Heft  2  u.  8.     1895.    8^. 

Akademie  der  Wissenschaften  in  Krakau: 
Sprawozdania  komiHyi  fizjograficznej.    Tom.  29.     1894.    8^. 
Zbiör  wiadomoSci  do  Antropol.    Tom.  XVIII.     1895.    8®. 
Anzeiger.     1895.     Juni,  Juli,  Oktober.  Noyember.    8^. 
Rozprawy.    a)  histor.-filoz.    Ser.  II,  Tom.  6.    b)  mathemat.    Ser.  II, 

Tom.  7.     1895.    8°. 
Biblioteka  pisarzy  polskich.    Tom.  30.     1895.    8^. 
Kinkel,  Bibliografia  histor.    Tom.  2,   Heft  1.     1895.    8®. 
Archiwam  liierat.    Tom.  8.    1895.    8®. 

Pami^tnik  (mathemat.)    Tom.  18,   Heft  8.     1895.    4^ 

Historischer  Verein  für  Niederbayern  in  Landshut: 
Verhandlungen.    31.  Band.     1895.    8<>. 

SociHe  Vaudoise  des  sciences  naturelles  in  Lausanne: 
Bulletin.    III.  Serie.    Vol.  XXXI,   No.  117.  118.    1895.    80. 

Maatschappij  van  Nederlandsche  Leiterkunde  in  Leiden: 
Tijdschrift.    Deal  XIV,   No.  3,  4.     1895.    8°. 

K.  sächsische  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Leipzig: 
Abhandlungen  der  philol.-hiät.  Claese.    Band  XV,  No.  3.  4.    1895.    4^. 
Berichte.     Philol.-hiat.  Classe.    1895.   I.  II.    S^. 
Abhandlungen  der  math.-phys.  Classe.     Bd.  XXII,    No.  2—5. 
Berichte.    Math.-phys.  Classe.     1895.   Heft  II-IV.    8^ 

Journal  für  praktische  Chemie  in  Leipzig: 
Journal.    N.  F.    Bd.  51,  Heft  12.     Bd.  52,   Heft  3-11.     1895.    Bfi. 

Anatomische  Gesellschaft  in  Leipzig: 
Wilhelm  His,  Die  anatomische  Nomenclatur.     1895.    8®. 

Astronofnische  Gesellschaft  in  Leipzig: 
Katalog.     I.  Abth.    10.  Stück.     1895.    4®. 
Vierteljahrsschrift.    80.  Jahrg.     Heft  3.     1895.    8*. 

Archiv  der  Mathematik  und  Physik  in  Leipzig: 

Archi?  der  Mathematik  und  Physik.  IL  Reihe,  14.  Theil,  1.  u.  2.  Heft. 
1895.    8". 

Verein  für  Erdkunde  in  Leipzig: 

Wissenschaftliche  Veröffentlichungen.     Bd.  If.     1895.    8<>. 
Mittheilnngen.    1894.     1895.    8^ 

Faculti  in  Laie: 

Tra?aux  et  Mömoires,    Tome  III,  No.  10—14.    1898.    8«. 

üniversity  of  Nebraska  in  Lincoln: 

Bulletin  of  the  Agricultural  Experiment  Station.    No.  48.    1895.    8^. 
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Museum  Francisco-CaröUnum  in  Line: 

58.  Jahresbericht,  nebst  47.  Lieferang  der  Beitr&ge  znr  Landeskunde. 
1896.    8^. 

Zeitschrift  ^La  Cellüle'  in  Loewen: 

La  Gellnle.    Tome  XI,  1.    1895.    4^ 

The  English  Historical  Beview  in  London: 
Historical  Review.    YoL  X,   No.  89.  40.    1895.    8^. 

Boyal  Society  in  London: 
Philosophical  Transactioos.    Vol.  185,   part  IL    A.  B.     1895.    4^. 
Proceedings.    VoL  68,   No.  347-862.    1896.    89. 

B,  AstronomiccU  Society  in  London? 
Monthly  Notices.    VoL  56,  No.  8.  9.    VoL  56,  No.  1.     1895.    8«. 

Chemical  Society  in  London: 
JournaL    No.  392—897.    July— December  1895.    8®. 
Proceedings.    No.  154—156.     1895.    8*. 

Geologicdl  Society  in  London: 
The  quarterly  JournaL    No.  201—204.    1895.    8<>. 
Geological  Literature  during  the  halfyear  ended  Dec.  1894.  1895.  8^. 

Linnean  Society  in  Ijondon: 

Proceedings.    Nov.  1898  to  June  1894.    8^. 

The  JournaL    Zoology.    Vol.  25,   No.  158  —  160.     Botany.    VoL  80, 

No.  209.  210.     1894.    8«. 
The  Tranaactions.   II.  Ser.   Zoology.  VoL  VI,  part  8.   Botany.  VoL  IV, 

part  2;   V,  part  1.     1894-95.    4». 
List  1894/95.     1894.     S^. 

Mediccd  and  Chirurgical  Society  in  London: 
Tranaactions.     VoL  78.     1895.    8^. 

Boyal  Microscopical  Society  in  London: 
JournaL     1895.    Part  4-6.    BP. 

Zoological  Society  in  Loidon: 
Proceedings.    1895.    Part  IL    8^. 

Zeitschrift  „Natur e"  in  London: 
Nature.    VoL  52,  No.  1334—57.     1895.    4». 

Äeademy  of  Science  in  St.  Louis: 
Transactions.    VoL  VI,   No.  18.    Vol.  VII,   No.  1—8.    1895.    8^. 

Sodete  geologique  de  Belgique  in  Litttich: 
Anuales.    Tome  XX,  3;    XXI,  8;    XXII,  1.  2.    1892—95.    8«. 

Section  historique  de  Vinstitut  Boyal  Grand-Ducdl  in  Luxemburg: 
Pablications.    Vol.  42—44.     1895.    8^. 

Historiseher  Verein  der  fünf  Orte  in  Luxem: 
Der  Geschichtsfreund.     Bd.  50  u.  1  Fascikel  Beilagen.  Staus  1896.  8^. 

Acadimie  des  sciences  in  Lyon: 
Cartulaire  Lyonnais,  docoments  inddits  recueillis  et  publica  par  M.-C. 

Guigue.    Tome  IL    1898.    4^ 
M^moires.    Sciences  et  lettres.    11 L  S^r.    Tome  2.     Paris  1898.    4^. 
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Socieli  d^agrietdture,  science  et  inäustrie  in  Lyon: 
Annales.    VII.  Sär.    Tome  I.    189S.    1894.    4<». 

Sociite  d'anthropologie  de  Lyon: 
Bulletin.    Tome  12.  IS.     1894—95.    8®. 

Sociite  Linneenne  in  Lyon: 
Annales.    Tome  88-40.    1891—93.    8". 

Onothera  oq  Oenothera.    Les  änes  et  le  vin  par  le  D^  Saint-Lager. 
Paris  1893.    S». 

B,  Academia  de  la  historia  in  Madrid: 
Boletin.     Tomo  27,  cuad.  1—6.     1895.    8°. 

It,  Academia  de  ciencias  in  Madrid: 
Memorias.    Tomo  XVI.    1895.    4^ 

Fondazione  scientifica  Cagnola  in  Mailand: 
Atti.    Vol.  XII,  XIII.     1894/95.    &>. 

R,  Istituto  Lomhardo  di  scienze  tn  Mailand: 
Rendiconti.     Ser.  IL     Vol.  26.    1893.    Vol.  27.     1894.    8°. 
Memorie.    a)  Classe  di  lettere.    Vol.  XIX,  2;    XX,   1.    b)  Classe  di 

scienze  matematiche.    Vol.  XVII,  4;    XVIII,  3.     1893/95.     4^ 
Indice  generale  dei  lavori  dalla  fondazione  all*  anno  1883.    1891.  8^. 

Societä  Italiana  di  scienze  naturali  in  Mailand: 
Atti.    Vol.  35,  fasc.  1.  2.     1895.    8^ 

Societä  Storica  Lomharda  in  Mailand: 
Archivio  Storico  Lombardo.    Ser.  III.    Anno  22,  fasc.  6.  7.    1895.    8®. 

Literary  and  philosophical  Society  in  Manchester : 
Memoirs  and  Proceedings.    IV.  Serie.    Vol.  9,   No.  3—6.    1894/95.    8*. 

Universität  in  Marburg: 
Scbriften  aus  dem  Jahre  1894/95  in  4^^  u.  8^. 

FacultS  des  sciences  in  Marseille: 
Annalea.    Tomo  III,  fasc.  1—3  et  Supplement.    Tomo  IV,  fasc.  1—3. 

1893/94.    49. 
Annales  de  Tlnsiitut  botanico-g^ologique  colonial.  Vol.  I.  Paris  1893.  8®. 

Verein  für  Geschichte  der  Stadt  Meissen  in  Meissen: 
Mittheilungen.    Band  IV,  1.     1895.    8^. 

Acadimie  in  Metz: 
Mämoires.     Ann^es  1892/93,  1893/94  et  1894/95.     1895.     8^ 

Observatorio  meteorologico  central  in  Mexico: 
Boletin  mensnal.    Mayo— Setiembre  1895.    4P, 

Comision  geolögica  Mexicana  in  Mixico: 

Boletin.    No.  I.    1895.    4». 

Ezpedicion  cientifica  al  Popocatepetl  por  Josä  G.  Aguilera  y  Ezequiel 
Ordoiiez.    1895.    8^. 

Regia  Aecademia  di  scienze  lettere  ed  arti  in  Modena: 
Memorie.    Serie  II.    Vol.  10.    1894.    4^. 
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Amministraziane  dellePubhlicazioni  Cassinesi  in  Montecassino  (CasertaJ: 
Spicilegium  Casinense.    Tomas  IV,  1.    1895.    fol. 
Internationales  Tausch-Bureau  der  Republik  Urtiguay  in  Montevideo: 
Comercio  ezterior  y  movimiento  de  navegacion  en  el  aiio  1894.  1895.  4^. 
Naestro  pafs  por  Orestes  Äradjo.    1895.    8^. 

AcadSmie  de  sciences  et  lettres  in  Montpellier: 

M^moires.    Section  des  lettres.  2«  Sdrie.     Tome  1.  No.  1 — 4. 

Section  des  sciences.  2«Sär.  Tome  1,  No.  1—4.  Tome 2,  No.  1. 
Section  de  m^decine.   2«  S^rie.   Tome  1,  No.  1.    1893.    8®. 

Dasehkow^sches  ethnographisches  Museum  in  Moskau: 
Sistematitscheskoe  Opisanie  Kollekziy  Doschkowskago  ethnografltsches- 
kago  Musea.    Bd.  IV.    1895.    40. 

Direction  des  Musees  public  et  Roumiantzow  in  Moskau: 
Compte-rendu  (in  russ.  Sprache).    1892—94.    1895.    8®. 

SociitS  Imperiale  des  Naturdlistes  in  Moskau: 
Bnlletin.    Ann^e  1895,   No.  1.  2.     1895.    8^. 

Lick  Observalory  in  Mount  Hamilton,  California: 
ContributioDS.    No.  4.    Sacramento  1895.    8^. 

Detitsche  Gesellschaft  für  Anthropologie  in  Berlin  und  München: 
Correspondenzblatt.    1895,   No.  6—10.    4^ 

K,  bayer.  technische  Hochschule  in  München: 

Programm  für  das  Jahr  1895/96.     1895.     8^. 
Bericht  für  das  Jahr  1894/95.     1895.    4». 
Personalßtand.     Winter-Semester  1895—96.     1896.    8^. 

Universität  in  MüncJien: 

Schriften  ans  dem  Jahr  1895  in  4^  u.  8<>. 

Historischer  Verein  in  München: 

Monatsschrift.     1895.     No.  10.  11.     8». 
Oberbayerisches  Archiv.    Bd.  49,   Heft  1.    1895.    8« 
56.  und  57.  Jahresbericht.     1896,    &^. 

Aerztlicher  Verein  in  München: 
Sitzungsberichte.     Bd.  IV.    1894.     1895.    8®. 

Akademischer  Verlag  München: 
Hochschul- Nachrichten.     1895.     No.  65—59.     4<^. 

Westphäl.  Provinzidl -Verein  für  Wissenschaft  und  Kutist  in  Münster: 
22.  Jahresbericht  für  1893/94.     1894.    8«. 

Acadhnie  de  Stanislaw  in  Nancy: 
Mdmoires.    5«  S^rie.    Tome  10.  11.     1893.    8^. 

SociSte  des  sciences  in  Nancy: 
Bnlletin.     S^r,  II.    Tome  13,  fasc.  28.  29.    Paris  1894.    Q^. 
Catalogue  de  la  biblioth^que.     1894.    8^. 

Reale  Accademia  di  scienze  morali  et  politiche  in  Neapel: 
Atti.     Vol.  27.     1894-95.     1896.    8«. 
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B.  Äccadetnia  delle  scienze  fisiche  e  matematiche  in  Neapel: 

Rendiconto.     Ser.  3.    Vol.  I,  fasc.  6—11.    1896.    8<>. 
Atti.    Ser.  n.    Vol.  7.    1895.    4«. 

Zoologische  Station  in  Neapel: 
Mittheilangen.    Bd.  XII,  1.    Berlin  1895.    8^. 

Historischer  Verein  in  Neuburg  ajB,: 
Eollektaneen-Blatt.    58.  Jahrg.     1894.    8^. 

North  of  England  Institute  of  Engineers  in  New-CasÜe  (upon-Tyne): 
Transactions.    Vol.  44,  pari  4  und  Appendix.     1896.    8^. 
Report  of  the  Proceedings   of  tbe  flameless  explosiyes  Committee. 
Part  I,  2.  1895.  80. 

Connecticut  Academy  of  Arts  and  Sciences  in  NeW'Haven: 

Tranaactions.    Vol.  IX,  2.     1895.    8^. 

2he  American  Journal  of  Science  in  New-Haven: 

Journal.    No.  295  u.  296.     July  and   Augast  1895.     No.  298  —  300. 
October— December  1895.    8^. 

Observatory  of  the  Yale  University  in  New-Haven: 
Report  for  the  year  1894—95.     1895.    8®. 

American  Museum  of  Natural  History  in  Neto-York: 
Annnal  Report  for  the  year  1894.     1895.    S^. 

American  Chemical  Society  in  New- York: 
Journal.    Vol.  17.  No.  8.  9.  11.    Easton  1895.    8^. 

American  Geographical  Society  in  New- York: 
Bulletin.    Vol.  27,  No.  2.  3.    1895.    8^. 

State  Museum  in  New- York: 
Bulletin.    Vol.  3,  No.  12.  13.    Albany  1896.    8». 

Naturhistorische  Gesellschaft  in  Nürnberg: 

Abhandlungen.    Band  X,  Heft  8.     1895.    8®. 

Verein  für  Geschichte  der  Stadt  Nürnberg: 

Jahresbericht  1893.  1894.     1894/95.    8^^. 
Mittheilungen.    Heft  11.     1895.    8®. 

Verein  für  Naturkunde  in  Offenbach: 
33.-36.  Bericht  1891—95.    1895.    80. 

Verein  für  Geschichte  und  Landeskunde  in  Osnabrück: 
Mittheilungen.    20.  Band.     1895.    ^, 

Naturwissenschaftlicher  Verein  in  Osnabrück: 
10.  Jahresbericht.     1895.    8^. 

Geological  Survey  of  Canada  in  Ottawa: 
Annual  Report.    New  Series.    Vol.  VI.    1896.    8**. 

Boyäl  Society  of  Canada  in  Ottawa: 
Proceedings  and  Tranaactions.    Vol.  XII.    1895.    4^. 

Circolo  matematico  in  Palermo: 
Bendiconti.    Tomo  IX,    fasc.  3-6.    1896.    4^. 
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Äcadimie  de  mSdecine  in  Paria: 
Bulletin.     1895.    No.  26-51.    8«. 

Academie  des  sciences  in  Paris: 
Comptes  rendus.    Tome  121,  No.  1-6.    8—26.    1895.    4P. 

Bihlioth^que  nationaie  in  Paris: 
Catalogue  des  Manuscrits  arabes.    Fase.  3.    1895.    fol. 

£cole  poHytechnique  in  Paris: 
Journal.   Cahier  68  et  64.     1898/94.    4P, 

Comiti  international  des  poids  et  mesures  in  Paris: 
Travaux  et  Mämoires.    Tome  8.  10.     1898/94.    fol. 
XVI«  Rapport  sur  l'exercice  de  1892.     1893.    fol. 

Moniteur  Scientifique  in  Paris: 
Moniteur.    Livr.  643—648.    Juillet -D^cembre  1895.    4». 

Musee  Guimet  in  Paris: 
Annale«  in  4^.    Tome  XXV.  XXVI,  1.     1894.    4«. 
Annales.    Biblioth^qae  d^ätodes.    Tome  4.     1894.    8^. 
Revue  de  Thistoire  des  religions.    Tome  27,  8;    28,  1—3;    29,  1—3; 
80,  1-3;  81,  1.     1893/94.    8^. 

Museum  d^histoire  naturelle  in  Paris: 
Bulletin.    Ann^e  1895,  No.  4—6.    8«. 

Nouvelles  Archives.   Ser.IlI.  TomeV,  VI,  1.2.  VII,  I.   1893—96.  4». 
Centenaire  de  la  fondation  du  Museum  d'hist.  nat.   Volume  comm^- 
moratif.    1893.    4^. 

Sociiti  d'anthropalogie  in  Paris: 
Bulletins.   1893.   No.  5-12.    1894.   No.  1—9.    1893/94.    8«. 
M^oires.    lU.  Sdrie.    Tome  I,  fasc.  1—8.    1893/94.    8^. 

SociitS  de  giographie  in  Paris: 
Comptes  rendus.    1895,    No.  9—13.    Q^. 
Bulletin.    VIL  S^rie.    Tome  XVI,  2  et  3  trim.    1895.    8^. 

Soditi  de  matTiematique  de  France  in  Paris: 
Bulletin.    Tome  23,  No.  4—8.    1895.    S^. 

Societi  zoologique  de  France  in  Paris: 
Bulletin.    Tome  18.    1893.    8^. 
Mtooires.    Tome  VI,  partie  1—4.    1898.    8^. 

Äcadimie  ImpiricUe  des  sciences  in  St.  Petersburg: 

Bulletin.    V.  S^r.     Tome  2,  No.  5.    Tome  8,  No.  1.    1895.    4<>. 

Comite  gSologique  in  St.  Petersburg: 

Bulletins.  Vol.  XII,  8. 9 ;  XIII,  1  -9;  XIV.  1  —5  et  Suppl.  au  Tome  XIII. 

1893—95     8^ 
Mtooires.     Vol.  VIII,  2.  3;  IX,  3.  4;  X,  3;  XIV,  1.  3.    1894/95.    4®. 

Bussische  astronomische  Gesellschaft  in  St,  Petersburg: 
Iswestga.    Heft  4.    1895.    8<>. 
fiphämerides  des  dtoiles  (W.  Dollen)  pour  1896.     1895.    8^. 

Kaiserl.  russische  geographische  Gesellschaft  in  St.  Petersburg:  i 

Beobachtungen   der  russischen   Polarstation   an   der   LenamCmdung.  i 

Th.  I.    1882-84.    1895.    40. 
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Kaiserl,  mineralogische  Gesellschaft  in  St.  Petersburg: 
Materialien  zur  Geologie  Russlanda.     Bd.  XVII.     1895.    6°. 

Physikal. -chemische  Gesellschaft  an  der  kais.  Universität  St.  Petersburg: 
Schurnal.     Tom.  XXVII,  Heft  4-8.     1895.    8». 

Sociite  des  naturalistes  de  St.  Petersburg: 

Travaux.    a)  Section  de  geologie.    Vol.  23.    b)  Section  de  Zoologie. 

Vol.  25.    c)  Section  de  botanique.    Vol.  25.     1895.    8®. 
Protokoly.    1895.   No.  1-5.    8P. 

Kaiserliche  Universität  in  St.  Petersburg: 

Obosrenie.     1805/96.     1895.     &«. 

Wostotschnyje  Samjetki.     (Orientalische  Bemerkungen.)    1895.   4^ 

Academy  of  natural  Sciences  in  Philadelphia: 
Journal.    Vol.  IX,  part  4.     1895.    fol. 
Proceedinga.     1895,  part  I.    8^. 

Historicdl  Society  of  Pennsylcania  in  Philadelphia: 

The  Pennsylvania  Magazine  of  History.   Vol.  XIX,  No.  1—8.   1896.   8^ 

Alumni  Association  of  the  College  of  Pharmacy  in  Philadelphia: 

Alumni  Report.   Vol.  31,  No.9.  June  1895.   Vol.  32,  No.  1.  2.  October, 
November  1895.    S^. 

American  Philosophical  Society  in  Philadelphia: 

Proceedinga.    Vol.  34,  No.  147.    1895.    80. 

Tranaactions.     New  Series.    Vol.  XVIIl,    part  2.     1895.    4l 

B.  Scuola  normale  superiore  di  Pisa: 
Annali.    Scienze  fisiche.     Vol.  VII.     1895.    8«. 

Portland  Society  of  natural  History  in  Portland: 

Proceedinga.    Vol.  II,  part  3.     1895.    8^ 

höhmische  Kaiser  Franz- Joseph-Akademie  in  Prag: 

Rozprawy.   THdal,  Ro6nik  3,  ci8lo5;  Tf  ida  11,  Ro6nik  8,  öialo  22— 32. 

T.ida  III,  Ro6nik  3,  öi'alo  1  und  4.     1894.     8^. 
Historicky  Archiv.     Öislo  6.     1895.    eP. 
Veatnik.    Rofcnik  IV.    Öfalo  1—3.     1895.    S«. 
Bulletin  international.  Classe  des  aciences  math^matiquea  I.   1894.    8^. 

Gesellschaft  zur  Förderung  deutscher  Wissenschaft,  Kunst  und 

Literatur  in  Prag: 

Uebersicht  über  die  Leiatungen  der  Deutschen  Böhmena  auf  dem  Ge- 
biete der  Wiaaenachaft  etc.  im  Jahre  1898.     1895.    8^. 

Mathematisch-physikalisclie  Gesellschaft  in  Prag: 

Öaeopia.    Band  24,  No.  1-5.     Bd.  25,  No.  1.     1894/95.    8«. 

K,  K,  Deutsche  (Carl- Ferdinands)  Universität  in  Prag: 

Ordnung  der  Vorlesungen.    Winter-Semeater  1895/96.     1895.    8<>. 
Personalstand  1895/96. 

Verein  für  Natur-  und  Heilkunde  in  Preasburg: 
Verhandlungen.    Jahrg.  1892  -  98.    N.Folge.    Heft  8.    1894.    8^. 
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Archaedlogical  Institute  of  America  in  Princeton  (New- Jersey): 
American  Journal  of  Archaeology.    Jan.— Sept.  1895.    8^ 

Kgl,  botanische  Gesellschaft  in  Regensharg: 
Katalog  der  Bibliothek.     Th.  I.     1895.    8». 

Historischer  Verein  in  Regensburg: 
Verhandlungen.    Band  47.     1895.    8®. 

Observatorio  in  Rio  de  Janeiro: 
Annuario  1895.     1894.    S«. 

Geological  Society  of  America  in  Rochester: 
Bulletin.    Vol.  VI.    1896.    BP, 

R.  Accademia  dei  Lincei  in  Rom: 

Atti.    Ser.IV.  Memoire  della  classe  di  scienze  fisiche.  Vol.  VII.  1894.  4^. 
Atti.  Ser.  V.  Classe  di  scienze  fisiche.  Rendiconti.  Vol.  IV.  Semestre  1, 

fasc.  12.    Semestre  2,  fasc.  1—7.     1895.    4^. 
Atti.    Ser.  V.  Ciasse  di  scienze  morali.   Vol.  I,  part.  1.  Memorie.   1894. 

Vol. III,  part.  2.  Notizie  degli  scavi.  April— Aug.  1895.  1894/95.  4^ 
Rendiconti.    Classe  di  scienze  morali.    Serie  V.   Vol.  IV,  fasc.  4—8. 

1895.    8®. 
Rendiconto  deir  adunanza  solenne  del  9  Giugno  1895.     1895.    4P. 

R,  Comitato  geologico  d'Italia  in  Rom: 
Bollettino.    Anno  1895,  No.  2  u.  8.    8^. 

Accademia  Pontificia  de^  Nuovi  Lincei  in  Rom: 
Atti.     Anno  47,  Sessione  V.   Anno  48,  Sessione  I— VIT.    1894/95.    4^ 

Kais,  deutsches  archäologisches  Institut  (röm,  Äbth.)  in  Rom: 
Mittheilungen.     Vol.  X,  No,  1.  2.    1895.    8°. 

R.  Ministero  della  Istruzione  pubblica  in  Rom: 
Indici  e  cataloghi.    42  Hefte.     1886/95.    BP. 

Zeitschrift  V Oriente  in  Rom: 
L*Oriente.    Rivista  trimestrale.     Anno  II.   No.  1.  2.    1895.    8^. 

Kgl.  italienische  Regierung  in  Rom: 
Opere  di  Galilei.    Vol.  V.    Firenze  1895.    4«. 

R,  Societä  Romana  di  storia  patria  in  Rom: 
Archivio.    Vol.  XVIU,  1.  2.     1895.    BP. 

Universität  Rostock: 
Schriften  aus  dem  Jahr  1894/95  in  4^  u.  8^ 

Acadhnie  des  sciences  in  Rouen: 
Präcis'analytique  des  travauz.  Annäe  1891/92  et  1892/93.   1898/94.   8^. 

Accademia  degli  Agiati  in  Rovereto: 
Atti.     Anno  145,  Serie  III.    Vol.  I,  fasc.  2.     1895.    BP. 

The  American  Association  for  the  avancement  of  science  in  Salem: 
Proceedings  for  the  4ad  Meeting.    August  1894.    1895.    8^, 

American  Joumai  of  Science  in  Salem: 
Journal.    No.  297.    (Sept.  1895.)    8^. 
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Historischer  Verein  in  8t.  Gcdlen: 

Urkundenbuch  der  Abtei  Sanct  Gallen.    Th.  lY«   Lief.  4.     1895.    4^. 
Der  Elosterbnich   in   Rorschach   und   der   St.  Galler  Krieg   1489/90 
von  Job.  Häne.     1895.    8<». 

Ohservatorio  astronömico  meteorolögico  in  San  Sälvator: 
Anales.    1895.    fol. 

California  Academy  of  Sciences  in  San  Francisco: 

Proceedings.    Vol.  IV,  part  2.     1895.    8®. 
Memoire.    Vol.  II,  No.  4.    1896.    4^ 

Gesellschaft  für  Salzhurger  Landeskunde  in  Salzburg: 
Mittheilungen.    85.  Vereinajahr.     1895.    8^. 

JT.  K.  Staatsgymnasium  in  Salzburg: 
Programm  für  das  Jahr  1894/95.     1895.    8^^. 

Instituto  y  Observatorio  de  marina  in  San  Fernando: 
Almanaque  naütico  para  1897.    Madrid  1895.    4^. 

K.  K,  archäologisches  Museum  in  Spalato: 
BuUettino.     Anno  18,  No.  6—11.     1895.    8«. 

Historischer  Verein  der  Pfalz  in  Speyer: 
Mittheilungen.    XIX.    1895.    8^. 

K.  schwedische  Akademie  der  Wissenschaften  in  Stockholm: 

öfversigt.    Vol.  61.     1894.     1895,    8^ 

Astronomieka  Jakttagelser.    Vol.  V,  Heft  1—4.    1893—95.    49. 

Hj.  Th^l,  Om  Sverigea  zoologiska  hafsstation  Kristineberg.    1895.   8^. 

Handlingar.    Bd.  26.     1894/95.    40. 

K,  Vüterhets,  Historie  och  Antiquitets-Äkademie  in  Stockholm: 

Antiquarisk  Tidskrift  för  Sverige.    Del  V,  No.  4;    Del  XIV,  No.  2; 
Del  XVI,  1-3.    1895.    80. 

Geologiska  Förening  in  Stockholm: 
Förhandlingar.    Bd.  17,  Heft  1—6.     1895.    8^. 

Gesellschaft  zur  Förderung  der  Wissenschaften  in  Strassburg: 
Monatsbericht.    Heft  6  u.  Heft  1895.    8^. 

Universität  Strassb urg : 
Schriften  aus  dem  Jahre  1894/95.    40  u.  8^. 

K,  statistisches  Landesamt  in  Stuttgart: 
Beschreibung  des  Oberamts  Cannstadt.    1895.    8*^. 

Geological  Suroey  of  New -South -Wales  in  Sydney: 

Records.    Vol.  IV,  4.    1895.    4^. 

Memoirs.    Palaeontology.    No.  9.     1895.    4^. 

BoycU  Society  of  New -South -Wales  in  Sydney: 
Journal  and  Proceedings.    Vol.  28.     1894.    QP, 

Department  of  Mvnes  and  Agriculture  of  N.- South -Wales  in  Sydney: 
Annaal  Report  for  the  year  1894.    1896.    fol. 
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Observatorio  astron^ico  nacional  in  Tacubaya: 

Boletin.     Tomo  I,  No.  22.        Mexico  1895.    4^. 
Anuario.    Ano  de  1896.    Mexico  1895.    8« . 

Norske  Videnakabs  Sehkab  in  Throndhjem  (Drontheim): 
Skrifter  1893.     1894.    d9. 

Physikalisches  Observatorium  in  Tiflis: 
Beobachtungen  im  Jahr  1893.     1895.    fol. 

Beobachtungen  der  Temperator  des  Erdbodens  in  den  Jahren  1888/89. 
1895.    8«. 

Deutsche  Gesellschaft  für  Natur-  und  Völkerkunde  Ostasiens  in  Tokyo: 
Mittheilongen.     Heft  56  a.  Snppl.-Heft  2  ko  Bd.  YL     1895.    4». 

Universität  Tokyo  (Japan): 
The  Jonmal  of  the  College   of  Science.     Vol.  7,   part  5.     1895.    4^. 
The  Imperial  üniversity  Calendar.     1894/95.    BP. 

Biblioteca  e  Museo  comunäle  in  Trient: 
Archivio  Trentino.     Anno  XII,  fasc.  1,     1895.    8®. 

i2.  Accademia  deUe  seienze  in  Turin: 
Atti.    Vol.  80,  disp.  12—16.    1896.    8". 

R,  Museo  geologico  in  Turin: 
Essai  sur  Torog^nie  de  la  terre  par  Fed.  Sacco.     1895.    8^. 

Universität  Tubingen: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1894/95.    4^  n.  8^. 

K,  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Upsala: 
Nova  Acta.    Ser.  IH.    Vol.  XV,  2.    1895.    4» 

Universität  in  Upsaia: 
Schriften  der  Universität  aus  d.  J.  1894/95  in  4°  u.  8^. 

Historisch  Genootsehap  in  Utrecht: 
Bijdragen  en  Mededeelingen.    Deel  XVL    'sGravenhage  1895.    8^. 
Verslag   van   de  algemeene  vergadering  der  leden,    16.  April  1805. 

'sGravenhage  1895.    h^. 
Werken.    III.  Serie.    No.  6.    8*Gravenhage  1894.    8^. 

Physiologisch  Laboratorium  der  Hoogeschool  in  Utrecht: 
Onderzoekingen.    IV.  Beeks.  III,  2.    1895.    &^. 

Ateneo  Veneto  in  Venedig: 
L^Ateneo  Veneto.    Serie  XVIII.    Vol.  1.  2.     1894.    B^. 

JB.  Istituto  Veneto  di  scieme  in  Venedig: 
Atti.     Tomo  52,   diso.  4-9.     Tomo  53,    disp.  1-3.     1893—95.    8». 
Memorie.    VoL  25,  No.  1-3.     1894.    4P. 

Bureau  of  EthncAogy  in  Washington: 

Ghinook  Texts  by  Franz  Boas.     1894.    8^. 

Archeologic  Investigations  in  James  and  Potomac  Valleys,  by  Gerard 

Fonke-     1894.    8^. 
Tke  Siooan  Tribes  of  the  East  by  James  Mooney.     1894.    6^. 

1885.  Matli.-püy8.  Ol.  3.  3| 
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U,  S.  Departement  of  Ägricülture  in  Washington: 
Bulletin.    No.  6.    Division  of  Ornitholojfy.     1895.    S«. 

Surgeon  Gener aVa  Office,  ü,  8.  Army  in  Washington: 
Index-Catalogue.    Vol.  XVL     1895.    4». 

ü,  S,  Coast  and  Oeodetic  Survey  in  Washington: 

Bulletin.     No.  34.     1895.    8«. 

United  States  Geologicäl  Suroey  in  Washington: 

Bulletin.    No.  118-122.    1894.    8». 

MonograpbB.     No.  XXm.  XXIV.     1894.     4P. 

14t*»  annual  Report  1892/93.     Part  I.  II.     1893/94.    49. 

Kaiserliche  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien: 

Denkschriften.   Mathem.-naturwissenschafcl.  Glasse.   Bd.  61.    1894.   4^. 
Sitzungsberichte.    Philos.-histor.  Glasse.     Band  131   and  Register  zu 

Band  121—130.     1894.    8«. 
Sitzungsberichte.     Mathem.-physikal.   Classe.     Band   103,    Abth.   1, 

No.  9—10,  Abth.  2»,  No.  6-10,  Abth.  H»>,  No.  4—10,  Abth.  III, 

No.  5-10.     1894.    8^ 

Archiv  fQr  österreichische  Geschichte.    Band  81,  Hälfte  II.     1895.  ^. 

Fontes  rerum  Austriacarum.    Abth.  IL    Bd.  47,   Hälfte  2.     1894.  8^. 

Monumenta  conciliorum  generalium.     Tom.  III,   pars  3.  1895.  fol. 
Almanach.    44.  Jahrg.     1894.    8^. 

K.  K.  geologische  Reichsanstalt  in  Wien: 

Jahrbuch.    Jahrg.  1895.     Band  45,  Heft  1.     1895.    4P.  l 

Verhandlungen.    1895.    No.  8—13.    4P. 

K.  K.  Centralanstalt  für  Meteorologie  in  Wien; 
Jahrbücher.    Jahrg.  1892.     Band  37.     1894.    4^. 

Oesterreichische  Gradmessungs-Gommission  in  Wien: 
Astronomische  Arbeiten.     1895.    4^. 

K.  K.  Gesellschaft  der  Aerzte  in  Wien: 
Wiener  klinische  Wochenschrift.     1895.    No.  27—42.  44—62.    4P. 

Anthropologische  Gesellschaft  in  Wien: 
Mittheilungen.    Band  XXV,  2.  3.     1895.    4®. 

Zoologisch-botanische  Gesellschaft  in  Wien: 
Verhandlungen.    45.  Band,  Heft  6—9.     1895.    8«. 

K.  K,  naturhistorisches  Hofmuseum  in  Wien: 
Annalen.     Band  X,  2.     1895.    4^. 

Verein  zur  Verbreitung  naturwissenschaftlicher  Kenntnisse  in  Wien: 
Schriften.    35.  Band.    Vereinsjahr  1894/95.     1895.    &. 

Verein  für  Nassau^ sehe  Alterthumskunde  in  Wiesbaden: 
Annalen.    27.  Band.     1895.    gr.  8^. 

Nassauischer  Verein  für  Naturkunde  in  Wiesbaden: 
Jahrbücher.     Jahrg.  48.     1895.     9P. 

PhysikdUsch-medicinische  Gesellschaft  in  Würzburg: 
Verhandlungen.    N.  F.    Bd.  29,  No.  2-6.     1896.    8^. 
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Observatorium  der  haiserh  Marine  in  WühelmsiMven: 

Beobachtungen  der  meteorolog.  Station.    Th.  I.    Berlin  1895.    4^. 

Oriental  üniversity  Institute  in  Woking: 

Vidmodya,  the  Sanscrit  critical  Jonmal.  Vol.  24,  No.  4—8.    1896.   8*. 

Herzogliche  Bibliothek  in  Wolfenbüttel: 

Otto  y.  Heinemann,   Die  Handschriften   der  herzoglichen  Bibliothek 
zu  Wolfenbüttel.    Band  V.    1895.    8». 

Naturforschende  Gesellschaft  in  Zürich: 

VierteJÜfthnschrifb.    40.  Jahrg.    Heft  2.     1895.    8^. 

Physikalische  Gesellschaft  in  Zürich: 

7.  Jahresbericht.     1893  n.  1894.     1895.    8^ 

Zeitschrift:  Astronomische  Mittheilungen  in  Zürich: 

Astronom.  Mittheilungen.    Jahrg.  XII,  No.  85  u.  86.     1895.    8^. 


Von  folgenden  Privatpersonen: 

Le  Prince  Albert  I*^  de  Monaco: 
R^oltats  des  campagnes  scientifiques.    Fase.  YÜI  et  IX.    1895.    fol. 

Eduard  Bodemann  in  Hannover: 
Die  Lei bniz- Handschriften  der  k.  offen tl.  Bibliothek  in  Hannover.  1895. 8^* 

Renioard  Brandstetter  in  Luzern: 
Malaio-Poljnesische  Forschuigen.    No.  IV.     1896.    4^. 

Ludwig  Friedländer  in  Strassburg: 

Juvenalis  satararnm  libri  V.     2  Voll.     Leipzig  1895.    8^. 

H.  Fritsche  in  8t,  Petersburg: 

Ueber  den  Zusammenhang  zwischen  der  erdmagnetischen  Horizontal- 
intensität und  der  Inclination.     1895.    8^. 

Ernst  Haeckel  in  Jena: 

Systematische  Phylogenie  der  Wirbel thiere.    Bd.  UI.    Berlin  1895.  8^. 

C,  A.  Hering  in  Dresden: 

Das  Entwicklangsgesetz  der  Erde  and  der  Erzlagerstätten.    1895.    8^. 

Gustavus  Detlef  Hinrichs  in  Saint-Louis: 

The  Elements  of  Atom-Mechanics.    Vol.  1.     1894.    8^. 

Charles  Janet  in  Paris: 

6  zoologische  Abhandlungen  in  SeparatabdrQcken  a.  d.  Jahre  1895.  8^. 

James  E,  Keeler  in  Chicago.    (London?): 

1.  Conditions  affecting  the  Form  of  Lines  in  the  Spectrum  of  Saturn. 

2.  A  Spectroscopic  Proof  of  the  Meteoric  Constitution  of  Satum*s 

Rings.    1895.    8^. 
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Albert  von  KÖlUJcer  in  Würzhurg: 
Zum  feineren  Bau  des  Zwischenhims.    (Sep.-Abdr.)    1895.    8^. 

Otto  Kunze  in  Friedenau-Berlin: 
Geognostische  Beiträge.     Leipzig  1895.    8^. 

Le  comte  de  Landberg  in  Tutzing: 
Arabica.    No.  III.     Leide  1895.    8«. 

]5mile  Lemoine  in  Paris: 
2  mathematieche  Abhandlungen.    (Sep.-Abdr.)     1894/95.    8^. 

Ernst  Leyst  in  Moskau: 

6  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der  Meteorologie  und  des  £rd- 
magnetisnius  aus  den  Bänden  X — XVIII  des  Repertoriuni  £tir 
Meteorologie.     St.  Petersburg.    4^. 

Katalog  der  meteorologischen  Beobachtungen  in  Kussland  und  Finn- 
land.    St.  Petersburg  1887.     4». 

Observations  faites  k  l'Observatoire  m^tdorologique  de  rüniversite 
Imperiale  de  Moscou.     1893.     1894/95.     (Jan vier— Mars).    4^. 

Gabriel  Matiod  in  Versailles: 
Revue  historique.    Tome  58,  No.  II.    Tome  59,  No.  I.  IL  Paria  1896.  BP. 

Julius  V,  Olivier  in  München: 
Was  ist  Raum,  Zeit,  Bewegung,  Masse?     1895.    8^. 

Joseph  Beber  in  Äschaffenburg: 
Comenius'  Werke.     Band  L    Giessen  1896.    8P. 

Carl  Meiser  in  Regensburg: 
Taciti  Opera.    Vol.  2,  fasc.  7  ed  Car.  Meiser.     Berolini  1895.    8^. 

Otto  Bibbeck  in  Leipzig: 
Vergili  opera  rec.  Otto  Ribbeck.     Vol.  II— IV.     1895.    BP. 

Wühelm  ScMemüller  in  Beichenberg: 
Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles.     Prag  1895.    8^. 

Hugo  Schuchardt  in  Graz: 
Sind  unsere  Personennamen  übersetzbar?    1895.    8^. 

Edmund  Freiherr  v,   üslar- Gleichen  in  Hannover: 
Udo,  Graf  von  Reinhausen,  Bischof  von  Hildesheim.  1079—1114.  1895  8^. 

Alb  recht  Weber  in  Berlin: 
Vedische  Beiträge.     1895.    49. 

Friedrich  von  Weech  in  Karlsrühe: 
Codex  diplomaticus  Salemitanus.     Tom.  IIL     1895.    8^. 

Max  Wellner  in  Neugedein: 
Einleitung  zur  Geschichte  der  Wissenschaften.     1896.    8**. 

Daniel  Wereyika  in  Ceernowitz: 
Topographie  der  Bukowina.     1895.    8^. 

Ludwig  F,  A,  Wimmer  in  Kopenhagen: 
De  Danske  Runeminders-Maerker.     fol. 
Les  Monuments  runiques  de  TAllemagne.     1895.    8^. 
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Namen-Register. 


V.  Baeyer  Adolf  197,  278. 

V.  Baaernfeind  Carl  Maximilian  (Nekrolog)  161, 

BauBchinger  Julius  239. 

Boltzmann  Ludwig    25. 

Brioschi  Francesco  (Wahl)  370. 

Dyck  Walter   1,  261,  306,  447. 

Gaudry  Alberfc  (Wahl)  370. 
Geikie  Archibald  (Wahl)  870. 
G6bel  Karl  73,  331. 

Hartig  Robert   199,  279. 

V.  Haushofer  Karl  (Nekrolog)  171. 

Y.  Helmholtz  Hermann  (Nekrolog)   186. 

Hyrtl  Josef  (Nekrolog)  184. 

Ismail  Pascha  (Nekrolog)  168. 

Kowalewski  Alexander  (Wahl)  370. 
Kundt  August  (Nekrolog)   177. 
Y.  Kupffer  Karl  197. 

Lehmann-Filhäs   B.  371. 

Lindemann  Ferdinand  219,  278,  (Wahl)  370. 

Lorentz  Hendrik  Antoon  (Wahl)  870. 

Maskeljne  NeYil  Storj  (Wahl)  870. 
Y.  Miller  Wilhelm  (Wahl)  370. 
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Neumann  Karl  (Wahl)  370. 
Nöther  Max   98. 

y.  Pettenkofer  Max  156,  865. 
PringBheim  Alfred  39,  75,  295,  837. 
Priogsheim  Nothaneal  (Nekrolog)   180. 

Badlkofer  Ludwig  829. 
Ranke  Johannes  8. 
Bückert  Johannes  27. 
Rüdinger  Nikolaus   125. 

y.  Sandberger  Fridolin    115. 

y.  Behack  Adolf  Friedrich  (Nekrolog)  156. 

Schmidt  A.  805. 

Seeliger  Hugo  2. 

y.  Voit  Carl   161,  443. 

y.  Weber  Eduard    101,  423. 
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Sach-Eegister. 


Abbildang,  conforme  eines  Flftchenstfickes    278. 
Abbildnng  der  Halbebenen  auf  ein  Polygon   219. 
Anpaasong,  direkte   73. 
Antipepion,  Eiweissumsatz  bei  Znfuhr  desselben   443. 

Befrncbtungsvorgang,  zur  Eenntniss  desselben   27. 

Blatt  form   von   Campannla  rotondifolia ,    abhängig   von   der  Licht- 

intensit&t   331. 
Blei-  nnd  Fahlerzgänge  in  der  Qegend  von  Weilmilnster   116. 

Caron   197. 

Differentialgleichongen,  simultane  partielle  IL  0.  mit  drei  Yariabeln 

101. 
Drehwuchs  der  Kiefer   190. 
Druckschriften,  eingelaufene   307,  501. 

Eröffnungsrede  zur  Öffentlichen  Sitzung   865. 

Funktionen,  Entwicklung  eindeutiger  analytischer  in  Potenzreihen  75. 

Halswirbelsättle,  Anthropologie  derselben   8. 

Integralsatz  von  Gauchy   89,  295. 

Kegelschnitte,  der  7-Sy8teme  98. 
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Sitzungsberichte  , 

der  . 

königL  bayer.  Akademie  der  WissenscliafteD. 


Mathematisch-physikalische  Classe. 

Sitzung  Yom  4.  Januar  1896. 

1.  Herr  Robebt  Habtig  bespricht:  «Die  Einwirkung 
der  schwefligen  Säure  auf  die  Nadeln  und  die  Gesund- 
heit der  Fichte/  Die  Abhandlung  soll  an  einem  anderen 
Ort  veröflfentlicht  werden. 

2.  Herr  Febd.  Lindemakn  legt  eine  Mittheilung  des  aus- 
wärtigen Mitgliedes  der  Classe,  des  Herrn  Professors  AurelVoss 
in  Wtirzburg:  «Ueber  die  cogrediente  Transformation 
der  bilinearen  Formen  in  sich  selbst**  vor. 


Ueber  die  cogrediente  Transformatioii  der  bilinearen 

Formen  in  sich  selbst. 

Von  iL.  Yo»8  in  Würzburg. 

Den  von  Herrn  Lindemann^)  in  seiner  Bearbeitung  der 
Clebsch 'sehen  Vorlesungen  über  Raumgeometrie  für  drei  und 
vier  homogene  Variable  bezeichneten  Weg,  alle  linearen  Trans- 
formationen einer  quadratischen  Form  in  sich  zu  bestimmen, 
hat  Herr  A.  Loewy  neuerdings  in  seiner  Inauguraldissertation 

^)  Ygl*  Vorlesungen  über  Geometrie  von  Glebsch-Lindemann, 
II,  1,  S.  856—868;  Ueber  die  Tranaformation  einer  quadratischen  Form 
in  sich  selbst,  von  A.  Loewy,   Nova  Acta  der  Leop.  Carol.  Academie, 
Bd.  LXV. 
1896.  Katlk-pliyB.  Ol.  1.  1 


2  Sitzung  der  mathrphys.  Ciasse  vom  4.  Januar  1896. 

für  Formen  von  n  Variabein  durchzuführen  gesucht.  Aber  die 
so  gewonnenen  Formeln  lassen  weder  die  Anzahl  der  willkür- 
lichen Parameter,  noch  die  Analogie  mit  den  Cayley 'sehen 
Formeln  erkennen.  Es  ist  daher  vielleicht  nicht  ganz  über- 
flüssig, im  Folgenden  eine  etwas  einfachere  Behandlung  des 
Problems  auszuführen,  welche  einerseits  den  Yortheil  bietet,  als 
eine  unmittelbare  Erweiterung  der  Cayley'schen  Darstellung  zu 
erscheinen,  andererseits  aber  auch  die  Ausdehnung  auf  das  all- 
gemeinere Problem,  eine  bilineare  Form  von  nicht  verschwin- 
dender Determinante  cogredient  in  sich  zu  transformiren,  gestattet. 

§  1. 

Die  cogrediente  Transformation  der  bilinearen  Formen 

in  sich  selbst. 

Soll  eine  bilineare  Form  von  n  Variabein 

M/4         S/A        ...        «Vit 

1)  2/i  y«  •  •  •  Vn 

durch  die  cogrediente  Transformation 
2)  ^^  =  ^^..^, 

in  sich  übergeführt  werden,  so  sind  die  w*  quadratischen  Glei- 
chungen 

vermöge  der  Substitutions-Coefficienten  zu  erfüllen.  Aus  ihnen 
ergiebt  sich,  falls  die  Determinante  J  der  Form  S  nicht  ver- 
schwindet, —  eine  Voraussetzung,  die  im  Folgenden  beständig 
festgehalten  werden  soll  — ,  dass 

C»«:l 

ist,  unter  C  die  Determinante  der  Substitution  2)  verstanden. 
Die  letztere  heisst  bekanntlich  eigentlich  oder  uneigentlich, 


A,  Voss:  Ueber  die  oogredienU  Transformation  etc»  3 

je  nachdem  G  gleich  -|-  1  oder  —  1  ist.  Sind  also  die  §^.  über- 
haupt lineare  Functionen  der  x^  und  genügen  die  Ooefficienten 

I  den  Bedingungen  3),  so  sind  auch  umgekehrt  die  x^  als  lineare 

I  Functionen  der  f.  darstellbar. 

I  Setzt  man,  was  immer  zulässig  ist, 

vfo  t,  T^  T,  Ty  Jc^  X  vorläufig  ganz  willkürliche  Variable  be- 
deuten, so  ist  die  nothwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung für  das  Bestehen  der  Gleichung 

gegeben  durch 

wie  man  sofort  durch  Eintragen  der  Ausdrßcke  4)  in  die  vor- 
stehende Gleichung  ersieht.  Die  Gleichung  5)  ersetzt  daher 
vollständig  die  sämmtlichen  Transformationsbedingungen  für 
die  Ooefficienten  c,.^  und  es  ist  nicht  erforderlich,  nachzuweisen, 
dass  die  letzteren  jene  Bedingungen  erfüllen. 

Nun  ergeben  sich  aus  4)  und  2)  die  Gleichungen: 

Hieraus  folgt:  Verschwindet  die  Determinante 

unter  dem  Symbol  J.^  das  Kronecker'sche  Zeichen  verstanden, 
welches  durch  die  Gleichungen 

definirt  ist,  oder  anders  ausgedrückt,  verschwindet  die  cha- 
rakteristische   Function    der    Substitution    nicht    für 

1* 


4  Sitzung  der  math.-phys.  Glosse  vom  4,  Janitar  1896, 

^  =  1,  80  sind  die  r.  lineare  Functionen  der  t^.  und  die 
T^  sind  zugleich  die  nämlichen  linearen  Functionen 
der  T^,^)  Und  mutatis  mutandis  gilt  dasselbe,  wenn  die  cha- 
rakteristische Function  wenigstens  nicht  die  Wurzel  ^  =  —  1  hat. 

Setzt  man,  etwa  unter  der  ersteren  Voraussetzung, 

so  wird  die  Bestimmung  aller  Transformationen,  bei  denen  ^  =  1 
nicht  Wurzel  der  charakteristischen  Function  ist,  da  nunmehr 
zwischen  den  t  keine  linearen  Gleichungen  mehr  auftreten 
dürfen,  zurückgeführt  auf  die  Lösung  der  n}  linearen  Gleichungen 

5;  i  =  1,  2  .  .  .  n 

zwischen  den  n^  Unbekannten  ß.  Dies  ist  bis  auf  einen  ganz 
unwesentlichen  Unterschied  das  merkwürdige  System  linearer 
Gleichungen,  das  ich  in  einer  früheren  Arbeit*)  genauer  unter- 
sucht habe. 

Verschwindet  aber  die  charakteristische  Function  für  ß  =  - 1 
und  zwar  so,  dass  auch  noch  ihre  fi  —  l**"*  Unterdeterminanten 
sämmtlich  mitverschwinden,  die  /i*^  Unterdeterminanten  (Sub- 
determinanten  n  —  fi^^  Ordnung)  dagegen  nicht  mehr  sämmt- 
lich Null  sind,  so  giebt  es  eine  ^  fache  Mannigfaltigkeit  von 
Lösungen  des  Sjstemes  von  linearen  Gleichungen 

welche  durch  die  Werthe 

ß=  1,  2  .  .  .  /u 


^)  unter  der  charakteristisclien  Function  einer  Substitution  U  soll 
hier  die  Determinante  der  Form 

ü+qE 
verstanden  werden. 

^)  Ueber  die  cogrediente  Transformation  der  bilinearen  Formen. 
Abh.  d.  k.  bayr.  Academie  d.  Wiss.    1890. 
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bezeichnet  werden  möge.     Die  fi  linearen  Formen 

sind    alsdann   von   einander   unabhängig,  d.  h.  es  findet   keine 
Relation  von  der  Form 

statt. 

Nun  folgt  aus  6)  durch  Mnltiplication    mit  den  yf  und 
Sommation  nach  t 

2XSyfx,  =  0, 

das  heisst:  Verschwinden  noch  alle  f^ — 1**°  Unterdeter- 
minanten der  charakteristischen  Function 

für  Q  =  —  1  (ß=a+l),  so  bestehen  zwischen  den  t  (t) 
fA  von  einander  unabhängige  lineare  Gleichungen. 

Dieser  Satz  lässt  sich  in  der  folgenden  Weise  umkehren: 
Giebt  es  bei  einer  Transformation,  welche  die 
Form  cogredient  in  sich  yerwandelt,  ein  System  von 
ju  von  einander  unabhängigen  linearen  Gleichungen, 
denen  die  T  (f)  genügen,  so  muss  die  charakteristische 
Function  für  q  =  —  1  (^==+1)  mit  allen  fi— !*•"  ünter- 
determinanten  verschwinden,  während  die  /i*®"  ünter- 
determinanten  nicht  mehr  sämmtlich  Null  sind. 

unter  der  Voraussetzung  der  Gleichung 

folgt  nämlich  aus  6)  die  Gleichung 

aber  eine  solche  Gleichung  kann  nicht  bestehen,  da  sonst 
zwischen  den  x^  allein  schon  eine  Relation  vorhanden  sein 
rürde.  Es  müssen  also  nothwendig  alle  Goefficienten  in  der- 
selben gleich  Null  sein,  d.  h.  es  ist 

womit  der  angegebene  Satz  bewiesen  ist. 


6  SÜMung  der  mathrphya.  Cl<Mse  vom  4.  Januar  1896, 

Dieses  einfache  Theorem  ist  die  Grondlage  der  folgenden 
Untersuchung.  Aus  demselben  geht  herror,  dass  sich  alle 
Transformationen  der  Form  in  sich  selbst  durch  An- 
nahme von  linearen  Relationen  zwischen  den  t  oder  t 
ergeben  müssen. 

Diese  Transformationen  zerfallen  nun,  sogar  noch  auf  zwei- 
fache Weise,  je  nachdem  man  die  Wurzel  ^  =  -f- 1  oder  q  =  —  l 
bevorzugt,  dem  Verhalten  der  Unterdeterminanten  der  charak- 
teristischen Function  entsprechend,  in  bestimmte  Classen.  Und 
die  Aufgabe,  die  Transformationen  jeder  Classe  durch  die  ihr 
enioprechende  Zahl  von  rationalen  Parametern  zu  bewerkstelligen, 
wird  im  Folgenden  ihre  Lösung  finden.  Dabei  ist  es  natürlich 
nicht  ausgeschlossen,  dass  die  einzelnen  Classen  aus  einander 
durch  andere  Processe,  insbesondere  Grenzübergange,  abgeleitet 
werden  können. 

Unter  der  Voraussetzung  nun,  dass  genau  n — )w  =  (j 
von  einander  unabhängige  Relationen  für  die  t  und 
damit  auch  für  die  T  bestehen,  kann  man  setzen,  unter 
V,  to  willkürliche  Grössen  verstanden, 

8)  ^,  =  •2«,.«'. 

s=s  1,  2  ., .  iu;  i  =  1,  2  ...  n 

wo  die  a.nf.1  unbekannte  Coefficienten  sind,  zwischen  denen 
keine  lineare  Identität  von  der  Form 

Ä;  =  1,  2  ...  w 

besteht.  Alsdann  sind  von  den  je  n  Gleichungen  6)  für  die 
T,  T  genau  fi  überflüssig,  und  die  übrigen  n—fi  ergeben  diese 
Grössen  als  dieselben  linearen  Functionen  der  t,  beziehungs- 
weise T,  wenn  man  fi  der  Grössen  r,  T  willkürlich  annimmt. 
Es  ist  daher  zu  setzen 

9)  ^i^^Kr^^r  +  ^lPil  +  '-K^ia 

T,  =  ^^r'^r+''lPn  +  -'\PiO 
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wo  die  ^,  X  wieder  willkürliche  Parameter  sind  und  die  h.  ,p. 
ebenfalls   unbekannte   Coefficienten    bedeuten.     Trägt   man   die 
Ausdrücke  der  t.  r,  T,  T  aus   8)  und  9)  in  die  Gleichung  5) 
ein,  80  ergiebt  sich  in  Folge  der  Willkürlichkeit  der  Parameter 

t;  ,  tc;  ,  ^  ,  X 

r'       f'      8'      s 

r  =s  1  ...  f,i 
s  =  1  .. .  a 

das  folgende  System  von  Gleichungen 

10)  ^«v*«..i>*.  =  0 

welches  für  alle  Werthe 

r,  ^,  Z  =  1 ,  2  . . .  ju 

erfüllt  sein  muss,  während  die  Indices  i,  k  unter  dem  Zeichen  2 
sich  Ton  1  bis  n  erstrecken. 

Von  der  näheren  Untersuchung  dieses  Systems  von  Gleich- 
ungen hängt  es  ab,  ob  die  gegebene  Form  überhaupt  congre- 
diente  Transformationen  Yon  dem  angegebenen  Charakter  zulässt. 
Die  hierauf  bezüglichen  Untersuchungen  hoffe  ich  bei  einer 
anderen  Gelegenheit  darzulegen;  der  Zweck  der  vorliegenden 
Mittheilung  ist  es,  die  angegebenen  Gleichungen  auf  die  beiden 
ein  besonderes  Interesse  in  Anspruch  nehmenden  Fälle  der 
Transformation  der  symmetrischen  und  alternirenden 
Formen  anzuwenden.  Dabei  würde  es  möglich  sein,  die  Dar- 
stellung in  eine  einzige  zu  verschmelzen.  Ich  ziehe  es  jedoch 
vor,  die  beiden  Fälle  gesondert  zu  behandeln,  theils,  um  eine 
grössere  üebersichtlichkeit  zu  erreichen,  theils  der  besonderen 
Aufmerksamkeit  wegen,  die  man  von  jeher  dem  ersten  Falle 
zugewendet  hat. 

§2. 

Die  Transformation  der  symmetrischen  Formen. 

Ist  die  bilineare  Form  symmetrisch,   so   ist   es   bequemer, 
1  Stelle  derselben  die  quadratische  Form 


8  Sitzung  der  math.-phy8,  Clctase  vom  4,  Januar  1896. 

«.k  =  «*< 
za  betrachten,   und   die  linearen  Transformationen  derselben  in 
sich   zu   bestimmen.     Ohne   wesentUche   Beschränkung   könnte 
man  natürlich  8  auch  gleich   als   eine  Summe  von   Quadraten 
der  Yariabeln  Yoraussetzen. 

Setzt  man  nun 
1)  ^^ik^i  =  ^ 


oder 


^«.=^«.A» 


wo  die  A^^  die  adjungirten  Elemente  der  Elemente  a^^^  bedeuten, 
so   reducirt   sich   die  Bedingung  5)  des  §  1  auf  die  Gleichung 

2)  ^u,r,==0. 

Bestehen  nun  zwischen  den  tn — fi  lineare  Relationen,  d.  h. 
ist  ^  =  -f- 1  eine  Wurzel  der  charakteristischen  Function,  für 
die  noch  die  n — ^ — 1*®°  Unterdeterminanten  etc.  verschwinden, 
so  bestehen  ebensoviel  linear  unabhängige  Gleichungen  zwischen 
den  M^,  nämlich  die  folgenden 

ß  =  1,  2  ...  n — fd. 

Diese  sind  in  der  That  von  einander  unabhängig,  denn  die  An- 
nahme einer  Identität 

würde,   da  die  Determinante  J  nicht  verschwindet,   erfordern, 
dass 

ist,  gegen  die  Voraussetzung.     Setzt  man  nun 

r=l,2...^ 

wobei  die  v  unabhängige  Parameter  bedeuten,  so  existiren  keine 
Relationen  von  der  Form 


Pi^ki  +  '"  Pfji  ^kfi  =  ö 


Ä.  Voss:  Ueber  die  eogredisnte  lYansformoHon  etc,  9 

dagegen  gibt  es  n  —  /jI=sv  Systeme  Ton  Grössen 

a  =  1,  2  ...  V 
welche  die  Gleichungen 

4)  -2a^jaf  =  0,  ...  :^a^^a^  =  0 

befriedigen,  und  diese  v  Systeme  sind  untereinander  linear  un- 
abhängig,    um  nun   die  Gleichung  2)  zu  erfüllen,   setze  man 

wo  die  X^  . . .  A^  wieder  willkürliche  Parameter  sein  mögen, 
während  die  erste  Summe  von  ^  =  1  bis  ß  =  x  geht.  Dabei 
folgt  zugleich,  dass  x  ^^  /tc  sein  muss.  Denn  wegen  der  Un- 
abhängigkeit der  V  würde,  falls  in  dem  Ausdruck  für  r^  auch 
v^^,    vorkäme,  die  Gleichung  2)  nur  so  erfüllt  werden  können^ 

dass 

^K^  «»1  =  0 

•  .  •  • 

wäre.     Aber  diese  Gleichungen   charakterisiren  jene  ß^^x«  ^Is 

lineare  Functionen  der  ajj,  deren  Auftreten  in  r^  bereits  durch 

die  Form  von  5)  berücksichtigt  ist;  überdiess  ist  in  §  1  die 
allgemeine  Darstellung  der  r  bereits  gegeben. 

Die  Gleichung  2)  reducirt  sich  nun  auf 

a,  Ä  =  1,2  . .  .^, 

welche  für  die  unabhängigen  t?  zu  befriedigen  ist.    Dies  liefert 
üe  Gleichungen 

in  der  die  jp^^  willkürliche    Elemente    einer    schiefen 
)eterminante  /i^  Ordnung  sind.     In  der  That  kann  man 


10  Sitzung  der  nuUK'jihya.  Clcuse  vom  7.  Januar  1896, 

wegen  der  über  die  a  gemachten  Voraussetzung  immer  aus  den 
Gleichungen 

da  eine  der  fi  reihigen  Determinanten  der  a  sicher  von  Null 
verschieden  ist,  die  Grossen  ß^^  bestimmen.  Dabei  scheint  es 
noch  möglich  zu  sein,  sogar  (n — fj)  fi  Werthe  der  ß  ganz  will- 
kürlich anzunehmen.  Indessen  gelingt  es,  die  Trans- 
formationsformeln von  den  ß  überhaupt  gänzlich  zu 
befreien. 

unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  hat  man  nämlich 
wenn  zur  Abkürzung 


J^Al^lr         ^kr 

h  —  1,2  ..  .n 

r  —  1,  2  . .  .^u 

n  — 11  —  V 

gesetzt  wird, 

7) 

^    f\                        1          1             «         i 

Setzt  man  jetzt  die  gefundenen  Ausdrücke  in  die  Formein  4) 
des  §  1  ein,  so  ergeben  sich  durch  Elimination  der  v,  l  die 
Gleichungen,  welche  die  t  durch  die  x  ausdrücken. 

Um  die  Rechnung  möglichst  bequem  auszuführen,  multi- 
plicire  man  die  n  Gleichungen 

mit  den  a^^  und  summire   über  i.     Infolge  der  Gleichungen  4) 
werden  dadurch  die  ^^ . .  .  A^  eliminirt  und  man  erhält 

8)  2a.,a;,  =  ^(Ä£,,  +  i/J,,.)«,.r„ 


Ä.  Voss:  üeber  die  eogredienU  Transformation  etc. 


11 


wobei 


^^.r«..  =  ^^^,l«ir«,s 


die   Elemente   \^  einer   symmetrischen    Determinante 
und  die 

nach  6)  die  Yöllig  willkürlichen  Elemente  einer  schie- 
fen Determinante  ^**'  Ordnung  sind. 

Setzt  man  endlich  die  Determinante  der  ^i-\-\  Gleichungen 
gleich  Nall,  so  ergiebt  sich 


0  = 


^  */.!  +  ^Pf^l    ••**/,/,  +  ^Pl^M'      2  *-B»^ 


2a.,  X. 


-v«< 


Aas  dieser  Formel  gewinnt  man  die  Darstellung  der  ^^ 
durch  die  x^y  sobald  noch  vorausgesetzt  wird,  dass  die  in  völ- 
liger Analogie  mit  den  Gayley'schen  Formeln  auf- 
tretende schief  symmetrische  Determinante 

9)  ß  =  |Ä6.„-}-Ap.J 

Ä,  a  =  1,  2  .  .  .  /u,  0  <  ^  <  w 

nicht  identisch  verschwindet.    Für  den  Fall  ^  =?  n  ergeben  sich 
die  Cayley'schen  Formeln  seibat. 

Zur  Bestimmung  der  Anzahl  der  willkürlichen  Para- 
meter, von  denen  die  Coefficienten  der  Transformation  ab- 
hängen, genügt  folgende  einfache  Betrachtung. 

Die  Coefficienten  a.^,  deren  Zahl  n//  ist,  sind  zwar  will- 
ürlich,  aber  nicht  alle  wesentlich.  Denn  man  kann  durch 
le  lineare  Transformation 


V  =  —  y    w 

r  *  rs     « 


12 


Süeung  der  ma(h.-phys.  Olowe  vom  4.  Januar  1896. 


vermöge  der  die  öleichungen  3)  übergehen  in 

bewirken,  dass  fi*  der  Grössen  <2,,  willkfirUch,  aber  fest  gegebene 
Werthe  annehmen.     Setzt  man  nämlich 

10)  Yu  «»1  +  .  •  •  Y^, «»/,  =  d^., 

so  kann  man  für  die  Indices  k  stets  solche  fi  Werthe 

auswählen,  dass  die  DetermiDante  der  Gleichungen  10)  von  Null 
verschieden  ist.  Demgemass  sind  von  den  n/i  Grössen  d^^  oder 
a^^  nur  (n  —  ju)  ^  als  wirklich  wesentlich  anzusehen.  Die  Wahl 
dieser  willkürlich  bleibenden  Parameter  kann  noch  auf  mannig- 
fache Weise  geschehen,  insbesondere  kann  man  z.  B.  die  a^^^ 
dem  folgenden  Schema  entsprechend  ansetzen: 


A„     0 


Vi 

0 
0 


'^v-12 
Kst 

0 


0      0 


0 
0 


v^ 


welches  n  horizontale  und  ^  Yerticale]^Reihen  enthält. 

Hiermit  ergiebt  sich  als  Gesammtzahl   der  in  der 
Transformation  auftretenden  Parameter 


(n-^)^  + 


^(/^-l) 


n(w— 1)       («— ^)(n  — iu-1) 


Ä,  Voss:  üeber  die  oogrecUente  Transformation  etc.  13 

welche  Zahl  für  iu  =  n,  fi  =  n—l  ihren  gröasten  Werth,  näm- 
lich — ^,  annimmt.^) 

§3. 
Die  charakteristische  Function  der  Substitution. 
Die  charakteristische  Function 

erhält  man  ohne  weiteres  aus  den  aufgestellten  Gleichungen 
für  die  x  und  ^.     Hat  man  nämlich 

wo  tTj . . .  «?^  irgend  welche  Variable  sind,  vermöge  deren  sich 
die  ^  als  Functionen  der  x  ausdrücken  lassen,  und  setzt  man 
zugleich 

so  ist 

^^..^•*  =  ?« 

oder 

-^(^i.  +  e^JP.*  =  ?.*  +  ^^.k 

Hieraus  folgt,  dass  die  charakteristische  Function  durch  die 
Gleichung 

gegeben  ist.     Da  nun  nach  den  Gleichungen  7)  des  §  2 


^)  FQr  ^  » 1  erh&lt  man  z.  B.  die  bekannte,  bei  g^eradem  n  an- 
eigentliche Transformation 

0 

u  setzen  ist,  mit  n->l  willkürlichen  Parametern. 


14 


SUeung  der  maih^-phys,  Glosse  vom  4.  Januar  1896. 


ist,  so  wird  die  charakteristische  FuDction 
durch  die  Determinante 

m  •     •  •  •    •  • 

•  •      •  »  •    •  • 

Äß„,(l+C)-A/?„j(l-?),.  .Äß,^(l+?)-A/J,^(l-e),<(^-l) . .  <(?-l) 

ausgedrückt.  Um  sie  in  eine  einfachere  Form  zu  bringen, 
multiplicirt  man  dieselbe  mit  der  nicht  yerschwindenden  Deter- 
minante 


%= 


a 


11 


a 


nl 


y'i 


a 

y, 


* 

M 


yl 


in  der  die  y  Yollig  willkürliche  Grossen  bedeuten.    Man  erhält 
dann,  falls 

^«? »?'-(«?');  c,?  =  i,2...v 

zur  Abkürzung  gesetzt  wird,  unter  Berücksichtigung  der  For- 
meln 4)  des  §  2  sofort  die  Gleichung 

-P'(e)  I P«  I  %  =  (- 1)"""  0 -«)""''«'.» »(?) 

wo  unter  t«xv  die  Determinante 

(11)     ..     (lv)i 


("1)      ••     (»'»') 
unter  H{q)  dagegen  die  Determinante 

I  Ärft„i(l+^)— ^1>„,(1-?)  ..  Är6     (1+p)— Ai>     (1-e) 


Ä,  Voss:  Üeher  die  oogrediente  Transformation  ete,  15 

zn  yerstefaen  ist,  wobei  die  letztere  aus  den  im  §  2  eingeführten 
Elementen  brs  eines  symmetrischen,  sowie  den  willkürlichen 
Elementen  pr«  eines  schiefen  Systems  besteht. 

Ans  der  angegebenen  Formel  folgt  für  ^  s=  oo 


also  endlich  durch  Division 


=  w    n 

xy 


F{Q)  =  (-!)"-''  (1-?)»-''  ^l^^ 
mithin  fOr  ?  =  0  wegen  £r(0)  =  ß , 

-F(0)  =  C  =  (-1)»-'' 

Würde  man  übrigens  die  Variabein  t  anstatt  der  t  in  der 
ganzen  Darstellung  bevorzugt  haben,  so  erhalt  man  eine  cha- 
rakteristische Function  F  {q)  von  der  folgenden  Form 

in  welcher 

ist,  so  dass  auch 

JF"0  =  (— ly* 

wird. 

Hieraus  folgt:  Die  charakteristische  Function  jP(^) 
der  Transformation  hat  die  n  —  ^(  fache  Wurzel  ^  =  1, 
für  die  noch  die  w— ju— 1^®°  ünterdeterminanten  sämmt- 
lieh  verschwinden.  Verschwindet  also  die  Determinante  B 
der  hm  nicht,  was  von  der  Wahl  der  Parameter  a  abhängt,  so 
ist  diese  Wurzel  auch  nicht  in  höherer  Multiplicität  vorhanden, 
d.h.  die  zu  ihr  gehörigen  Elementartheiler  sind  alle 
einfach.  Wenn  dagegen  jene  Determinante  verschwindet,  oder 
überhaupt  der  Wurzelfactor  1. —  q  in  höherer  Potenz  auftritt, 
wird  die  Vertheilung  der  Elementartheiler  eine  andere,  so  lange 
aber  überhaupt  die  a  den  angegebenen  Voraussetzungen  gemäss 
gewählt  werden,  kann  das  Verschwinden  der  Unterdeterminanten- 
sfsteme  sich  nicht  auf  einen  höheren  als  den  angegebenen 
Grad  erstrecken. 


16  Süzwng  der  mathrphys.  Claase  vom  4.  Januar  1896. 

Die  Determinante  der  Transformation  ist  ( — 1)*"'*; 
man  erhält  also  aneigentliche  Transformationen,  so  oft  n  —  /u 
eine  ungerade   Zahl  ist,   also   insbesondere  für  fi  =  n  —  1   die 

von   — ^^-^ — -   Parametern    abhängigen   uneigentlichen   Trans- 

fonnationen. 

Es  beweist  zugleich  die  angegebene  Darstellung  unter  Be- 
rücksichtigung der  eben  gemachten  Bemerkungen  die  folgen- 
den Sätze: 

Verschwinden  bei  eigentlicher  (uneigentlicher) 
Transformation  die  n— /ix**"  ünterdeterminanten  für 
die  Wurzel  p=l  nicht  mehr,  während  alle  n — ju  —  !*•** 
noch  Null  sind,  so  ist  n — fi  eine  gerade  (ungerade 
Zahl),  und  analog: 

Verschwinden  bei  eigentlicher  (uneigentlicher) 
Transformation  die  n  —  /i*^  Unterdeterminanten  nicht 
mehr  für  die  Wurzel  ß  =  — 1,  so  ist  fi  eine  gerade  (un- 
gerade) Zahl.^) 


^)  Ein  anderer  Beweis  dieser  S&tze,  welcher  sich  der  von  Herrn 
FrobeniuB  ermittelten  Eigenschaften  der  Elementartheüer  der  Trans- 
formation bedient,  ist  folgender. 

Bezeichnet  man  die  zu  ^  =  i  und  ^  =  --1  gehörenden  Elementar- 
theüer durch 

H^       9C^       •  •  •       fC^ 

K^     K^     •  •  •      Wg 

80  ist  bei  eigentlicher  Transformation  (bei  uneigentlicher  gelten  ganz 
ähnliche  Betrachtangen) 

^i~h^s4~*  o^r  ^^°®  gerade  Zahl 
und  xi  +  «2  +  . . .  «y  +  Ä?!  -|-  ^2  +  . . .  fc,  +  2 1»  =  n 

wo  m  die  Zahl  der  reciproken  Wurzelpaare  bedeutet.    Sind   nun    die 
Elementartheüer  mit  ungeraden  Exponenten 

Xf,      Xj^      ...       Xq 

™i  '*i  "  •  •  "*<? 
so  ist  die  Anzahl  der  übrigen  Elementartheüer  x,  k  jedenfaUs  eine 
gerade.  Daher  ist  auch  q  eine  gerade  Zahl,  folglich  die  Anzahl  x 
der  Elementartheüer  von  der  Form  q  —  1  selbst  eine  gerade. 
Daraus  folgt  dann  aber,  dass  auch  die  Anzahl  der  Elementar- 
theüer h  ebenfalls  gerade  sein  muss. 


Ä,  Voss:  lieber  die  cogrediente  Tranaformation  ete.  17 

Einige  Bemerkungen  über  die  im  vorigen  auftretenden 
Determinanten  mögen  hier  noch  ihren  Platz  finden. 

Die  Determinante  tr«y  ist  immer  von  Null  verschieden. 
Denn  wenn  sie  verschwände,  so  würde  bei  vöUig  beliebigen 
Werthen  der  y  der  Ausdruck 

für  Werthe  der  y^  Null  sein  müssen,  die  von  den  y  unabhängig 
sind;  dies  ist  aber  nur  möglich  wenn 

ist,  was  durch  den  Charakter  der  acf  ausgeschlossen  ist.  Ver- 
steht man  unter  Wg  die  aus  tOp  entspringende  Determinante, 
welche  entsteht,  wenn  man  die  v  Reihen  der  y  durch  die  afi, 
^  =  1  ....  V  ersetzt,  so  ist 

wenn  unter  Q  die  ^  reihige  Determinante  der  Grössen 

2a.  a.  =s  Q 

verstanden  wird.  Und  bezeichnet  man  mit  P  die  aus  (a^  ent- 
springende Determinante,  welche  entsteht,  wenn  man  die  y 
durch  die  Grössen 

ersetzt,  so  erhält  man  leicht  die  Formel 

5)  P  J^-'  u,^  =  B  fo.^ 

wo  nun  B  die  symmetrische  Determinante  der  bf^  bedeutet. 
Endlich  ist  auch  noch 

6)  P^J*'^  =  BX 

wobei  X  die  v  reihige  Determinante  der  Grössen 


^*?^«.» 


189«.  XatlL-phys.  CL  1. 


18  Sitzung  der  maihrphys,  Classe  vom  4,  Januar  1896. 

bedeutet.     Durch  Division  Ton  5)  und  6)  folgt  also 

Hieraus  ergibt  sich,  dass  die  Determinante  Wx  nur 
mit  <^,  und  dass  die  symmetrische  Determinante  JB  nur 
mit  X  verschwindet. 

Die  im  vorigen  entwickelten  Formeln  liefern  alle  Para- 
meterdarstellungen der  Transformation  in  sich  selbst  ohne  Grenz- 
übergänge. Dabei  ist  die  Variable  t  (t)  bevorzugt*.,  und  diesem 
Umstände  entspricht  es,  dass  die  Wurzel  ^=1  zunächst  in 
höherer  Yielfachheit  auftritt.  Es  ist  indessen  leicht,  die  be- 
sonderen Bedingungen  anzugeben,  unter  denen  jP(^)  auch  die 
Wurzel  ^  =  —  1  erhält. 

Nach  den  Bemerkungen  in  §  1  kann   dies  nur   dann  der 

Fall  sein,  wenn  auch  die  t  einem  System  linearer  Gleichungen 

genügen.  Sind  also  genau  x  von  einander  unabhängige  Rela- 
tionen 

vorhanden,  so  muss  nach  §  2,  7)  wegen  der  WillkQrlichkeit 
der  Vr  und  i, 

^\<-^    ...   :s«J»<  =  o 

sein.     Damit  ergiebt  sich  aber 

wobei  die  Grössen  h^  nun  den  Gleichungen 

~k&     kr    r 

oder 

2p    h  =0 

genügen  müssen.  Giebt  es  nun  x  von  einander  unabhängige 
Systeme  der  ä^,  d.  h.  verschwinden  noch  die  x  — !*•"  Unter- 
determinanten der  schiefen  Determinante  der  p^    so  ist 

A^  =  A'  u;,  +  ...  h^  w^ 


Ä.  Vom:  Ueber  die  cogrediente  Transformation  ete,  19 

oder 

**  =  -«*r*;«'.'  «=1 ^ 

wobei  die  tr«  willkürliche  Grossen  bedeuten. 

Und  dieser  Ausdruck  repräsentirt  genau  x  unabhängige 
Systeme  von  Grössen  d^^. 

Bestände  nämlich  eine  Relation 

so  wäre  nach  g  2,  (unter  8) 

d.  h.  die  h*  wären  gegen  die  Voraussetzung  nicht  Ton  einander 
unabhängig.  Es  wird  also  die  charakteristische  Func- 
tion F{q)  für  ^=  —  1  noch  mit  sämmtlichen  x  —  l^^ 
ünterdeterminanten  verschwinden,  wobei  es  von  Interesse 
scheint,  dass  dieser  Charakter  derselben  lediglich  durch  die  Wahl 
der  Elemente  pra  aufgeprägt  werden  kann. 

Die  Formeln  dieses  §  ergeben  also  eine  nach  der  Anzahl 
der  Elementartheiler,  welche  zu  ß  =  +  !(?  =  — 1)  ge- 
hören, ausgeführte  Classification  der  cogredienten  Transforma- 
tioneUf  und  zwar  so,  dass  innerhalb  jeder  Classe  genau  die 
nothwendige  Anzahl  willkürlicher  rationaler  Parameter  vor- 
handen ist.  Keine  dieser  Classen  kann  aus  der  anderen  direct 
abgeleitet  werden ;  dagegen  ist  dies  durch  Grenzübergänge  immer 
möglich.  Denn  die  eigentlichen  Transformationen  bilden  ein 
irredncibeles  System,  d.  h.  jede  noch  so  specielle  Trans- 
formation dieser  Art  kann  durch  einen  derartigen  Process  aus 
der  allgemeinsten  der  Gattung  hergeleitet  werden.  Setzt  man 
andererseits  irgend  eine  bestimmte  uneigentliche  Transformation 
mit  einer  anderen  dieser  Art  zusammen,  so  erhält  man  immer 
eigentliche  Transformationen,  und  hieraus  folgt,  dass  auch  alle 
uneigentlichen  Transformationen  aus  der  allgemeinsten  ihrer  Art 
durch  Grenzübergang  geiiinden  werden  können. 


20  Sitzung  der  math.-phys,  Classe  vofn  6.  Januur  1896. 

§4. 

Die  cogrediente  TranvsformatioD  der  alternirenden 
bilinearen  Formen   von  nicht  verschwindender  Deter- 
minante in  sich  selbst. 

Die  Transformation  der  alternirenden  Formen  von  nicht 
verschwindender  Determinante  lässt  sich  nun  in  vollständiger 
Analogie  mit  den  Rechnungen  der  §  2  and  3  in  wenigen  Worten 
ausführen. 

Setzt  man  in  den  Bedingungsgleichungen  10)  des  §  1 
voraus,  dass 

ist,  und  setzt  man  ferner 

so  reduciren   sich   die   beiden   letzten  Gleichungen  10)   auf  die 
einzige  Oleichung 

welcher  man  in  derselben  Weise  wie  in  §  2  durch  die  Annahme 

2)  «rt  =  *J 

<    «  1,  2  .  .  .<y 

genügt,  wobei  die  Coefficienten  a^^  in  derselben  Weise  vrie  dort 
eingeführt  werden.    Die  noch  übrig  bleibende  Gleichung  10)  §  1 

sagt  ferner  aus,  dass  die  Grössen 

zu  einer  symmetrischen  Form  gehören,  die  völlig  will- 
kürlich angenommen  werden  kann. 

Unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  wird  nach  §  1,  9) 
?,  =  2{k  «,,  +  Xh.;)  v,  +  l, p,,  +  . . .  l^p,^. 


Ä.  Voss:  Üeher  die  coffrediente  TransfottnaÜon  etc. 


21 


Nun  ergiebt  sieb  aus  den  Gleicbungen  3)  zunächst  durch 
Multiplication  mit  a^.^  und  Summation  über  i 

oder,  wenn  man  zur  Abkürzung 

Ä  =  1,  2  .  .  .  /4 
*=  1,  2  ...  11 


setzt : 


2x,a,,^i:ikB,,  +  XlJv,-\.JSX,p^,a,, 


Multiplicirt  man  jetzt  mit  den  a^^  und  summirt  über  Jc^  so 
ergiebt  sich,  wenn  man  an  Stelle  von 


-^J'*.«*r  =  -^«/*«^.«fcr 


die  Elemente  einer  alternirenden  Form  &  .  setzt,  während  die 

durch  die  Elemente  s^^  einer  völlig  willkürlichen  sym- 
metrischen Form  von  fi  Yariabeln  vertreten  werden,  zu- 
folge der  Gleichungen,  denen  die  p^^  genügen  müssen,  das 
folgende  System  von  fi  -{- 1  Gleichungen 

aus  dem  man  durch  Elimination  der  v^  die  Gleichung 
* &!  1  +  ^ «1 1   •  •  ^b^f^  +  Xs^f^,  ^  2x.B.^ 


'^Ki  +  ^^ui    '    '   ^Ku  +  ^^uu^—^^i^ 


'/If*^ 


if* 


2*«M 


.  .  2ka 


hfl 


^*  +  Si 


=  0 
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ableitet,  welche  die  Darstellung  der  S  darch  die  x  gestattet,  so- 
bald die  Determinante 

nicht  identisch  verschwindet. 

Die  Zahl  der  willkürlichen  Parameter  ergibt  sich  auf 
demselben  Wege  wie  in  §  2  gleich 

~        2  2 

und  diese  Zahl  erreicht  ihren  grössten  Werth  für  /u  ==  n ,  dem 
«allgemeinen*  von  Herrn  Frobenius  behandelten  Falle'). 

Auch  die  charakteristische  Function  erhält  man  in  der 
nämlichen  Weise,  unter  Anwendung  der  nämlichen  Bezeich- 
nungen bat  man 

WO 


wieder    eine   /u  reihige    schief-symmetrische   Determinante 
ist.     Hieraus  folgt  für  ^  s=  oo 

mithin 

■P'(e)  =  (-1)"-"  (1 -€)"-'' ^ 

also  für  9  =  0,  wegen 

«(o)=(-irß 

C  =  F(0)  =  (-!)•• 

Die   Determinante    der   Transformation    ist   daher 
immer  gleich  +1,  d.h.  die  Transformation  eine  eigent- 


^)  FQr  /i  =  1  hat  man  z.  B.  die  cogrediente  Transformation 
mit  den  n  Parametern  a^^ 
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liehe.  In  der  That  lässt  ja  auch  eine  alternirende  Form  von 
nicht  verschwindender  Determinante  überhaupt  keine  uneigent- 
lichen Transformationen  in  sich  zu. 

Man  erhält  auf  demselben  Wege,  wenn  man  die  Variable  r 
beyorzugt,  die  charakteristische  Function 

wo 

H'(Q)  =  \ks„il  +  Q)-b„(l-Q)\. 

Ueberhaupt  kann  man  hier  fast  alle  die  zu  Ende  des  §  3 
gemachten  Bemerkungen  wiederholen.  Ist  z.  B.  /u  eine  gerade 
Zahl  und  verschwindet  die  schiefe  Determinante  der  b^^  nicht, 
so  hat  die  Function  F(fi)  die  n  —  /x  fache  Wurzel  ^  =  1 ,  zu 
welcher  nur  einfache  Elementartheiler  gehören.  Ist  dagegen  /u 
ungerade,  so  verschwindet  jene  Determinante;  die  Elementar- 
theiler können  daher  nicht  mehr  sämmtlich  einfach  sein.  Es 
giebt  aber  die  Transformation  der  alternirenden  Formen  noch 
zu  mehreren  anderen  Bemerkungen  Veranlassung,  auf  die  ich 
bei  einer  anderen  Gelegenheit  einzugehen  beabsichtige. 
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Sitzung  vom  1.  Febrnttr  1896. 

1.  Herr  Bobebt  Habtig  hält  einen  Vortrag:  «üeber  den 
Einfluss  des  Druckes  auf  die  Ausbildung  des  Holzge- 
webes bei  den  Nadelhölzern,  insbesondere  der  Fichte/ 
Die  Untersuchung  wird  anderweit  zur  Veröffentlichung  gelangen. 

2.  Herr  HuGO  Sbeliger  legt  mit  erläuternden  Worten  eine 
Abhandlung:  «Ueber  die  scheinbare  Vergrösserung  des 
Erdschattens  bei  Mondsfinsternissen*  Tor.  Dieselbe  soll 
in  die  Denkschriften  aufgenommen  werden. 

8.  Herr  Ferdinand  Lindemann  überreicht  eine  Mittheilung 
des  Herrn  Alfred  Löwy  in  Qöttingen:  .Bemerkung  zur 
Theorie  der  konjugirten  Transformation  einer  biline- 
aren  Form  in  sich  selbst/  Herr  Lindemann  knüpft  daran 
einige  Bemerkungen:  «Ueber  die  uneigentlichen  linearen 
Transformationen   einer  quadratischen  Form  in  sich/ 
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Bemerkung  zur  Theorie  der  konjngirten  Transfor- 
mation einer  bilinearen  Form  in  sich  selbst. 

Von  Alfred  LSwy  in  QOttingen. 

(MiHffskn^  1,  Ftbmar.) 

Transfonnirt  man  die  bilineare  Form: 

•SN  kssn 


4=s  Sa^^/y*' 

deren  Determinante,  wie  im  Folgenden  stets  angenommen  wird, 
nicht  verschwinden  soll,  durch  die  zwei  Substitutionen : 

1=1 

y.  =  Ul>,,^p»=  1,  2  .  .n 

in  eine  andere  bilineare  Form,  so  heisst  eine  derartige  Trans- 
formation nach  Jakobi  konjugirt.  Mit  der  konjugirten  Trans- 
formation einer  bilinearen  Form  in  sich  selbst  hat  sich  Herr 
Voss  in  einer  in  den  Sitzungsberichten  der  Münchener  Akademie 
(Sitzung  vom  1.  Juni  1889)  erschienenen  Abhandlung^)  auf  das 
Eingehendste  beschäftigt.  Diese  Note  ist  im  Anschluss  an  die 
erwähnte  Arbeit  jenes  Gelehrten  abgefasst  worden. 

Ordnet  man  der  linearen  Substitution 

^)  Ueber  die  konjugirte  Transformation  einer  bilinearen  Form  in 
sich  selbst;  Sitzongsberichte  der  math.-phjs.  Klasse,  Bd.  19,  p.  175  ff. 


26  Sitzung  der  mcUhrphys.  Claase  vom  1,  Februar  1696. 

die  bilineare  Form  P  =  ^PfiX^y^  zu  und  bedient  sich  der  von 
Herrn  Frobenius  in  die  Theorie  der  bilinearen  Formen  einge- 
führten Symbolik*),  so  wird  die  von  Herrn  Voss  a.  a.  0.  be- 
handelte Aufgabe  symbolisch  durch  die  Gleichung: 

PAP  =  Ä 

dargestellt.  Wie  Herr  Voss  nachweist,  lässt  eine  jede  bilineare 
Form  Ä  von  nicht  verschwindender  Determinante,  vorausgesetzt, 
dass  dieselbe  nicht  etwa  in  Bezug  auf  kontragrediente  Trans- 
formationen irreducibel  ist,  von  der  identischen  Substitution  ver- 
schiedene konjugirte  Substitutionen  in  sich  zu. 

Die  Transformationsdeterminante  bat  bei  der  zu  betrachten- 
den Substitution  stets  den  Wert  -j-  1  oder  —  1,  und  dement- 
sprechend unterscheidet  Herr  Voss  auch  hier  zwischen  eigent- 
lichen und  uneigentlicben  Transformationen.  Bezeichnet  man, 
wie  es  üblich  ist,  die  Determinante  der  bilinearen  Form : 

WO  Q  eineu  variablen  Parameter  bedeutet  und 


•=M 


ist,  als  charakteristische  Funktion   der  Form  P,  so  erhält  man 
sofort  folgende  Ergebnisse: 

Das  Produkt  aller  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung 
\  P  —  qE\  =  0  besitzt  den  Wert  -j-  1  oder  —  1 ,  je  nachdem 
die  Transformation  eigentlich  oder  uneigentlich  ist.  Da  die 
charakteristische  Gleichung  nur  reciproke  Wurzeln  ausser  den 
Wurzeln  + 1  besitzt,  so  muss  bei  uneigentlicher  Transformation 
die  charakteristische  Funktion  stets  die  Wurzel  — 1  eine  un- 
gerade Anzal  mal  besitzen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  stellen  wir  die  Frage,  welche 
uns  hier  beschäftigen  soll. 


*)  Frobenius,  Ueber  lineare  Substitutionen  und  bilineare  Formen« 
Joum.  f.  d.  r.  u.  ang.  Math.    Bd.  84,  p.  1  ff. 
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Man  soll,  wenn  eine  bilineare  Form  Ä  von  nicht 
verschwindender  Determinante  gegeben  ist,  aus  ihrem 
Charakter  entscheiden,  ob  sie  nur  eigentliche  oder  so- 
wohl eigentliche  wie  nneigentliche  konjugirte  Trans- 
formationen in  sich  zulässt.^) 

Das  Resultat,  zu  dem  wir  gelangen,  zeigt  wieder,  wie 
glücklich  und  vorteilhaft  gewählt  die  von  Caucby  stammende 
.charakteristische  Funktion'  und  die  von  Weierstrass  einge- 
fährten  ^Slementarteiler*  sind.   Wir  finden  folgendes  Ergebnis: 

Damit  eine  bilineare  Form  ^  von  nicht  verschwin- 
dender Determinante  sowohl  durch  eigentliche  wie  un- 
eigentliche Transformationen  konjugirt  in  sich  über- 
gehen soll,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  die 
charakteristische  Funktion  \A  —  qE\  von  ^  wenigstens 
einen  Elementarteiler  mit  ungeradem  Exponenten  be- 
sitzt. Die  Aussagen,  dass  die  charakteristiche  Funk- 
tion einer  bilinearen  Form  nur  Elementarteiler  mit 
geraden  Exponenten  besitzt  oder  dass  die  bilineare 
Form  nur  durch  eigentliche  Transformationen  in  sich 
übergeht,  sind  daher  identisch.*) 

Zum  Beweise  bedenken  wir,  dass  ähnliche  Formen  stets 
durch  ähnliche  Substitutionen  konjugirt  in  sich  übergeführt 
werden  und  dass  ähnliche  Transformationen  stets  Determinanten 
von  gleichem  Werte  haben.  Hieraus  folgt,  dass  ähnliche  Formen 
stets  in  gleicher  Weise  entweder  nur  durch  eigentliche  oder 
durch  beide  Gattungen  von  Transformationen  konjugirt  in  sich 
übergeben.  Hat  die  charakteristische  Funktion  {  A  —  qE\  einer 
Form  A  die  Elementarteiler : 


1)  Vgl.  Frobenina,  Ueber  die  schiefe  Invariante  einer  bilinearen 
oder  quadratischen  Form.    Jonm.  f.  d.  r.  u.  ang.  Math.    Bd.  86,  p.  44. 

^)  Eine  bilineare  Form  A^  welche  eine  ungerade  Anzahl  von  Yari- 
ablenpaaren  besitzt,  hat  stets  einen  Elementarteiler  mit  angeradem  Ex- 
ponenten, da  die  Summe  aller  Elementarteiler  gleich  der  Anzahl  n  von 
Variablenpaaren  ist.  Eine  derartige  Form  geht  ersichtlich  durch  die 
Transformation  —  E  ?on  der  Determinante  —  1  in  sich  Aber. 


V.  :'Ujtf^  in  maUi.'phys,  Classe  vom  1,  Februar  1896, 

%«.*  «  Jt^  Aaasdil  von  Variablenpaaren  der  Form  J.  ist  und 
4(%iiW^  «>  tti^^  ^  ^^^^  unter  einander  gleich  werden  können, 
^v  n^  Jl  d«r  Form: 

+  •  •  ^ai+o«-!  yai+ai)  +  •  •  • 

ibtulkh;  die  letztere  Form  wird  nun  durch  die  Substitutionen: 

^^  ^ai-^l »  ^«1+2  ^^  ^ai+a  5   •  •  ^ai+u»  ^^  ^m+m 

yi  =  -  »/i ;  y«  =  —  %;  •  •  ^a»  =  —  ^a^;  yax+i  = 

^^  "Joi+l  »   yai+2  ^^  '?ai+2  '    "  *   ^014^  ^^  ^ai+m 

konjugirt  in  sich  übergeführt.  Für  ungerades  a^  ist  diese  Trans- 
{t)rmation  uneigentlich.  Jede  bilineare  Form,  deren  charak- 
teristische Funktion  einen  Elementarteiler  mit  ungeradem  Ex- 
ponenten hat,  lässt  also  uneigentliche  konjugirte  Transforma- 
tionen in  sich  zu. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  eine  bilineare  Form  A 
von  nicht  verschwindender  Determinante  durch  uneigentliche 
Substitutionen  konjugirt  in  sich  übergehe;  es  sei  also  PAP  =^Ä. 
Da  P  eine  uneigentliche  Transformation  ist,  so  hat  die  cha- 
rakteristische Funktion  i/;(^)  =  |P  —  qE\  den  Faktor  (?  +  1) 
eine  ungerade  Anzahl  etwa  p  mal.  Es  sei  ip  (q)  zerlegt  in 
ifß  (q)  =  ip^  (q)  xp^  (q)  ,  wo  ipi  (q)  das  Produkt  aller  derjenigen 
Elementarteiler  ist,  die  ftir^  =  —  1  verschwinden;  V'jte)  hin- 
gegen verschwindet  nicht  für  p  =  — 1.  Wir  konstruiren  uns 
dann  eine  bilineare  Form  Pj,  welche  nur  die  p  Variablen- 
paare x^  ^1 ,  x^y^  .  .  X  y  hat  und  dieselben  Elementarteiler 
wie  ^pxiß)  besitzt;    ebenso   möge  die  aus  den  Variablenpaaren 
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^H-i  ^p+i  *  *  ^M  y»  ^onsfcruirte  biliaeare  Form  P,  dieselben  Elemen- 
tarteiler wie  V»(?)  aufweisen.  Po=s  P,  +  P,  ist  dann  der  Form 
P  ähnlich,  da  beide  Formen  die  nämlichen  Elementarteiler 
haben.  Aehnliche  Sabstitutionen  führen  ähnliche  Formen  kon- 
jagirt  in  sich  über;  daher  giebt  es  eine  zu  Ä  ähnliche  Form 
Aq^  dass 


^0  -^0  ^0  —  -^0 


wird.     Set/rt  man 


so  ist 


Da 


1  H-i 


1 


E,A,E,  =  E,P,A,P,E,^P,E,A,E,P, 


wird,  so  folgt,  dass  E^A^E^  identisch  verschwindet;  denn 
diese  Form  wird  durch  zwei  Substitutionen  Pj  und  P,,  deren 
charakteristische  Gleichungen  keine  reciproken  Wurzeln  haben, 
in  sich  übergeführt.^)  Ebenso  zeigt  man  das  identische  Ver- 
schwinden von  E^AqE^.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  A^  in  der- 
selben Weise  wie  P^  zerlegbar  ist,  also  A^^^  A^-^-  A^. 

Die  Form  A^  hat  mithin  auch  eine  ungerade  Anzahl  von 
Yariablenpaaren,  und  daher  hat  die  charakteristische  Funktion 
▼on  Ai  nämlich  \  A^  —  ^^1  wenigstens  einen  Elementarteiler 
mit  ungeradem  Exponenten.  Folglich  besitzt  auch  die  charak- 
teristische Funktion  von  A^  nämlich  |  ^  —  qE\  wenigstens 
einen  Elementarteiler  mit  ungeradem  Exponenten;  denn  die 
Elementarteiler  von  |  ^^  —  ^  j^  |  sind  das  Produkt  derjenigen 
von  I  -4j  —  Q E\  und  \  A^  —  ^ ^^ !•  Da  die  charakteristischen 
Funktionen  von  A^  und  A  dieselben  Elementarteiler  haben,  so 
ist  unser  Satz  bewiesen. 


^)  Frobeniua,  Jonrn.  f.  d.  r.  n.  ang.  Math.    Bd.  84,  p.  88. 


30  Siteung  der  math.-phys.  Cl<x88e  vom  1,  Februar  1896. 

Ein  specieller  Fall  der  konjugirten  Transformab'on  ist  die 
symmetrische  Transformation,  mit  welcher  sich  Herr  Voss  in 
seiner  Arbeit  ,  lieber  die  cogredienten  Transformationen  einer 
bilinearen  Form  in  sich  selbst'  ^)  im  §  6  beschäftigt.  Er  zeigt 
dort  z.  B.,  dass  jede  symmetrische  Form  durch  symmetrische 
Transformationen  in  sich  übergeht.  Durch  unsere  Betrachtung 
ist  dargethan,  dass  nicht  jede  symmetrische  Form  durch  un- 
eigentliche symmetrische  Transformationen  in  sich  übergeht. 


^)  Abhandl.   der  bayer.   Akademie  der  Wias.    II.  KI.,  XVII.  Bd., 
IL  Abtb.     1890. 
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üeber  die  linearen  Transformationen  einer  quadra- 
tischen Mannigfaltigkeit  in  sich. 

Von  F.  Lindemann. 

{»Hgtlau/lm  7.  MärB.) 

Trotzdem  von  Cayley  allgemeine  Formeln  für  die  Trans- 
fonoation  einer  Summe  von  Quadraten  in  sich  aufgestellt  waren, 
und  trotzdem  Herr  Frobenins*)  diese  Formeln  von  der  Lage 
des  Coordinatensystems  unabhängig  gemacht  hatte,  war  die  Auf- 
gabe, alle  linearen  Transformationen  einer  quadratischen  Form 
in  sich  durch  Parameter  darzustellen,  doch  noch  nicht  erledigt, 
da  sich  die  uneigentlichen  Transformationen  jenen  Formeln 
entzogen.  In  den  von  mir  bearbeiteten  ,  Vorlesungen  über 
Geometrie'  habe  ich  diese  Lücke  für  den  Fall  von  vier  homo- 
genen Yariabeln  ausgefüllt,  und  Herr  Löwy  hat  entsprechende 
üeberlegungen  für  beliebig  viele  Variable  angestellt.*)  Neuer- 
dings hat  Herr  A.  Voss')  dieselbe  Aufgabe  in  anderem  Sinne 
gelost;  Zweck  der  folgenden  Entwicklungen  ist  es,  die  Löwy'- 
schen  Formeln  so  umzugestalten,  dass  aus  ihnen  die  von  Herrn 
Voss  aufgestellten  Endresultate  hervorgehen.  E^s  bietet  sich 
dabei  Gelegenheit,  jenen  früheren  Untersuchungen  manche  er- 
^zende  Bemerkung  hinzuzufügen.  In  Betreff  der  Litteratur 
sei  auf  jene  Arbeit  des  Herrn  Lowy  verwiesen. 

1)  Crelle's  Journal,  Bd.  84. 

^)  Ueber  die  Tranaformationen  einer  quadratischen  Form  in  sich 
selbst,  Nova  Acta  der  Kais.  Leop.-Carol.  Deutschen  Akademie  der  Natur- 
forscher,  Bd.  LXV,  Halle  1895  (Inaugnral- Dissertation  der  Universität 
Manchen). 

')  Siehe  Sitzungsberichte  vom  4.  Januar  1896. 
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Sitzung  der  mcUhrphys.  Glosse  wm  i.  FebriMr  1896. 


1.  Nach  der  von  mir  angegebenen  Methode  ergeben  sich 
die  Cayley^schen  Formeln  fQr  die  eigentliche  Transformation 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  in  sieh  in  der  allgemeinen  Fro- 
he nius 'sehen  Form,  wenn  man  zwei  Punkte  t  und  t  betrachtet, 
die  harmonische  Pole  in  Bezug  auf  die  gegebene  Fläche 


(1) 


Si:a,ja;,a?j  =  0 


sind,  und  deren  Verbindungslinie  die  Fläche  in  den  Punkten  x 
und  S  trifft,  welche  aus  einander  durch  die  aufzustellende  Trans- 
formation hervorgehen.  Die  lineare  Beziehung  wird  dadurch 
hergestellt,  dass  man  t  als  Pol  einer  Ebene  u  in  Bezug  auf  die 
Fläche  (1)  betrachtet,  r  aber  als  den  dieser  Ebene  u  in  einem 
willkürlichen   linearen  Complexe  zugeordneten  Punkt,   so   dass 


(2) 
(3) 


WO  A^j^  die  ünterdeterminanten  der  a^^  bedeuten,  während  mit 
of^.^  =  —  a^^  willkürliche  Parameter  bezeichnet  werden.  Die 
fragliche  eigentliche  Transformation  ist  dann  durch  die  Glei- 
chungen 

(4)  x.  =  7it^^X  T^,         1^  =  X  /,.  —  i  r. 

dargestellt,  aus  welchen  man  die  Grössen  u^  zu  eliminiren  hat. 
Zu  dem  Zwecke  bildet  man  aus  (4)  durch  Addition: 

(5)  a;^  +  ?^  =  2  X  (^^ j  Mj  +  J^ 2  Wg  +  A.^  Wj  +  A^^  u^). 

Hieraus   und   aus   den    ersten   vier  Gleichungen  (4)  ergibt 
sich  durch  Elimination  der  ti. : 


(6) 


X, 


X 


8 


Vu 

P» 

Pn 

Pu 

Pn 

Pn 

Pn 

Pu 

Pix 

Pn 

Pst 

Pu 

X. 


Pu. 


Pia 


Pu 


Pu 


a;^+f,.    2xJ[„     2xA^,     2x^„     2xA 


it 


=  0. 


F.  Lindemann:  Ueber  die  linearen  Transformationen  etc. 
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Für  » =  l,  2, 3,  4  sind  hierdurch  die  f^  mittelst  der  x^  aus- 
gedrückt; es  ist  Pa^^'^-^ik'^^^ik  g^^^z^*  ^^  aufgelöste 
Transformation  erhält  man  durch  Ersetzen  von  x^^^  +  ia.^ 
durch  %A,u  —  ^o. 


Uk 


iV 


2.  Während  die  Punkte  t  bisher  beliebig  waren,  müssen  sie 
durch  lineare  Bedingungen  beschränkt  werden,  um  die  uneigent- 
lichen Transformationen  zu  liefern.  Durch  diese  Ueberlegung 
geleitet,  habe  ich  die  letzteren  a.  a.  0.  in  folgender  Form  auf- 
gestellt, in  denen  zunächst  die  Punkte  t  auf  eine  Ebene  t;,  die 
Punkte  T  auf  eine  conjugirte  Ebene  w  beschränkt  werden: 


(7) 


1  df 


Hier  ist  ij  der  Pol  der  Ebene  v\  V  =  0  ist  die  Gleichung 
der  Schnittcurve  dieser  Ebene  mit  der  Fläche  (1)  in  Ebenen- 
coordinaten  v,  so  dass 


(8) 


"ff  = 


«n 

«» 

«1» 

«U 

«1 

»1 

«« 

«M 

«w 

««* 

«» 

». 

««1 

«M 

«8» 

«M 

«8 

»8 

«11 

da 

«« 

«U 

«*4 

«4 

«1 

M. 

«8 

«4 

0 

0 

V, 

P. 

«, 

V. 

0 

0 

Die  Punkte  t  erfüllen  eine  zu  v  conjugirte  Ebene  U7,  die 
folglich  der  Bedingung 


(9) 


U  Ij  a^^  t?^  Wj^  =s  0 


genügt;  und  {vwu)^  ist  der  Factor  von  w^  in  der  Determinante 
D  +  o;^  t?,  tt^g  ^4*  Man  konnte  zunächst  versuchen,  die  Punkte  r 
ganz  unbeschränkt  variiren  zu  lassen,  also  zu  setzen: 

T^  =  ix'  {v  W'  u)^  +  lA**  (V  fJO"  H).  -|-  V  Tj^. 
18M.  Maih.-ph7*.  Gl.  1.  8 
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Diese  Punkte  liegen  dann  von  selbst  in  derjenigen  durch 
die  Gleichungen 

w^.  =  ^*  w^  +  jU"  w". 

bestimmten  Ebene  des  Buscheis  ^u'  w*  +  ^"  w*\  welche  durch 
den  Punkt  t]  geht.  Die  Punkte  %  sind  also  in  der  That  an 
eine  feste  Ebene  gebunden. 

Die  Gleichungen  (7)  sind  den  Gleichungen  (5)  darin  genau 
analog,  dass  die  x^  und  ^^  durch  Hülfsvariable  u^  mit  einander 
in  Verbindung  gesetzt  werden.  Herr  Voss  erstrebt  a.  a.  0. 
direct  die  Aufstellung  einer  zu  (6)  analogen  Gleichung.  Eine 
solche  ergibt  sich  in  der  That  durch  Elimination  der  u^  aus 
den  Gleichungen  (7).  Ich  hatte  a.  a.  O.  diese  Elimination  mit 
Hülfe  derjenigen  beiden  Ebenen  bewerkstelligt,  welche  dem 
durch  die  Ebenen  v  und  w  bestimmten  Büschel  angehören  und 
die  Fläche  (1)  berühren;  einfacher  führt  der  folgende  VTeg 
zum  Ziele. 

Setzen  wir  in  bekannter  Weise 

so  ergibt  sich  aus  (7): 

(10)  ^«=^^1 

denn  es  ist  offenbar 

Sei  ferner 

so  erscheinen  die  ersten  vier  Gleichungen  (7)  in  der  Form 

(12)  Ä, v^  -%v^  =  v^^  (x  W^^  +  X qj u^, 

und  an  Stelle  von  (5)  haben  wir: 

(13)  X,  +  I..  =  2x  («F..,  u,  +  f ,2  u,  4-  «^.-a  «3  +  "^^  «*)• 
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Wegen  der  schoD  bei  Ableitung  von  (12)  benutzten  Relationen 

(14)  i:^,,v,  =  Q,         S3,,t;;=0 

ist  von  den  vier  Gleichungen  (12)  eine  die  Folge  der  übrigen; 
aus  diesen  Gleichungen  (12)  und  einer  Gleichung  (13)  können 
die  u^  nicht  unmittelbar  durch  Determinantenbildung  eliminirt 
werden.  Wegen  der  Relationen  (14)  ändern  sich  weder  die 
Gleichungen  (12),  noch  (13),  wenn  man  u^^  durch  Wj^  +  fit?^^  er- 
setzt; durch  passende  Wahl  von  ii  kann  man  es  erreichen,  dass 
diese  Ebene  U'\-  fjtv  durch  den  Pol  t}  von  v  geht.  Wir  können 
daher  annehmen,  dass  die  in  (12)  und  (18)  vorkommenden 
Ebenen  u  alle  durch  t}  hindurchgehen,  d.  h.  nur  eine  zweifach 
unendliche  Mannigfaltigkeit  bilden:  und  dann  hat  die  Elimination 
keine  Schwierigkeiten.     Fügen  wir  nämlich  die  Bedingung 


(15) 


S  «,.  1?,  =  0 


hinzu,  80  ergibt  sich  aus  3  Gleichungen  (12)  und  einer  Glei- 
chung (13) 


(16)   «»»^-»^jv, 

*^(^«  +  ^<) 
0 


"''^»i-f^ffs. 


'«f^M    ^'P^.-^H 


fS4 


2x«f 


i\ 


Vi 


2kW.^,   2xy.,    2xW.^ 

1 2  1 3  1 4 

%  %  Vi 


0. 


Indem  man  aus  den  vier  Gleichungen  (12),  einer  Glei- 
chung (13)  und  aus  (15)  die  Grössen  i?^,  v  und  u^  eliminirt, 
erhält  man  dasselbe  Resultat  in  der  mehr  symmetrischen  Gestalt: 


(17) 


Vi 

a^l 

Vn 

P» 

Pn 

Pl* 

V» 

«« 

Pn 

Pn 

Pn 

f« 

Vi 

X» 

Pii 

P». 

PS3 

Pm 

Vi 

x^ 

Pai 

Pii 

Pa 

P». 

0 

0 

0 

Vi 

2xf,3 

'/8 

2x 

i4 


=  0, 
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wo 


Pik  =  '^'^,k  +  ^9,,,      ?M  =  0»       9a  =  —  9u  =  ^i^k  —  ^^h' 

Die  Gleichung  (16)  oder  (17)  tritt  an  Stelle  von  (4);  sie 
hat  mit  letzterer  Gleichung  die  Eigenschaft  gemein,  dass  in  den 
Elementen  p^^  die  Factoren  von  x  f&r  sich  eine  symmetrische, 
die  Factoren  von  A  für  sich  eine  windschiefe  Determinante  bilden. 

3.  Auf  letztere  Eigenschaft  legt  Herr  Voss  a.  a.  0.  be- 
sonderes Gewicht.  Um  aber  das  gefundene  Resultat  in  die 
Voss  Whe  Form  zu  bringen,  sind  noch  einige  Umformungen  nöthig. 

Die  in  (12)  und  (13)  vorkommenden  Ebenen  u  bilden  einen 
Bündel,  da  sie  an  die  Bedingung  (15)  gebunden  wurden;  die 
Goordinaten  u^  können  daher  durch  diejenigen  von  drei  festen 
Ebenen  «?',  «?",  w"'  und  durch  drei  Parameter  jUj,  /w,,  fi,  (ter- 
näre  Goordinaten  im  Bündel)  ausgedrückt  werden,  so  dass 


(18) 


«,.  =  A^i  w;  +  A<2  w^'  4-  ^8  m;;". 


Führt  man   diese  Werthe  in  (12)  ein,   multiplicirt  bezw. 
mit  ti;^,  w^\  w'^   und  addirt,  so  ergeben  sich  die  drei  Gleichungen: 

(19)  Wl  =  fi^  TT^^  +  /^»  ^M  +  A's  ^M » 

K  =  ^l  ^81  +  ^8  ^88  +  A'S  ^88» 

WO  zur  Abkürzung 

(20)    ^^,  =  X  P,,  +  A  Q,„       P,»  =  S  S  «F,.  «KO  «;<»)  =»  P,,, 

gesetzt  ist.     Die  Elimination   der  Grössen  ^j,  ^^i  f^t  ^^  (1^) 
und  (13)  ergibt  endlich: 


(21) 


«>.             '^n 

TT,, 

"k 

<             ^«1 

7r„ 

^n 

K'           '^.i 

f^M 

ftn 

(*.+  ^,)"« 

^n 

^iZ 

=  0; 
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hierin  ist:  J2^^s=  2x2*^^1«^^*^    Diese  letzte  Gleichung  ist 

mit  der  von  Herrn  Voss  für  diesen  Fall  aufgestellten 
identisch.  Die  Elemente  ^^^  setzen  sich  wieder  aus  Ele- 
menten P^j^  ==  Pj^^  und  Elementen  Q^^  =  —  Qj^^  zusammen;  von 

letzteren  kommen  nur  drei  (Q^^,  Qj^,  Q^  vor,  die  keiner  wei- 
teren Bedingung  genügen,  während  in  (17)  sechs  Elemente  g^^ 
auftreten,  die  noch  an  die  zwischen  Liniencoordinaten  geltende 
Identität  gebunden  sind. 

Die  Gleichung  (21)  hängt  nur  scheinbar  von  den  Grossen 
w\^  w'^\  ißl'  ab;  man  kann  diese  durch  irgend  welche  lineare  Gom- 
bination  v^  w\  ■\-  v^  w^  -\-  v^  tr^"  ersetzen,  ohne  das  Resultat  zu 
ändern. 

Die  zur  Elimination  angewandte  Methode  wird  illusorisch, 
wenn  i]  in  der  Ebene  v  liegt,  d.  h.  wenn  letztere  Ebene  die 
Fläche  f=sO  berührt.  Dann  folgt  aus  (7)  r  =  oo ;  es  ergibt 
sich  also  die  Transformation  x^=b  —  |^,  welche  jede  Fläche 
zweiter  Ordnung  in  sich  überführt. 

Will  man  kanonische  Formen  für  die  einzelnen  Fälle  her- 
stellen, so  muss  besonders  berücksichtigt  werden,  ob  die  Fläche 
/'ssO  von  der  Schnittlinie  der  Ebenen  v  und  w  berührt  wird 
oder  nicht  (vgl.  »Vorlesungen*  a.  a.  0.  p.  369  f.). 

4.  Die  Punkte  t  mögen  wieder  eine  Ebene  v  erfüllen,  die 
Pankte  r  dagegen  auf  eine  bestimmte  Gerade  beschränkt  wer- 
den. Der  Ansatz  würde  wieder  durch  (7)  gegeben  sein,  wenn 
man  die  Annahme  hinzufügt,  dass  zwischen  X  und  v  eine  lineare 
Relation  besteht.  Da  aber  v  durch  (10)  bestimmt  ist,  so  kann 
eine  solche  Relation  nicht  bestehen ;  es  bleibt  nur  der  Fall 
v=0,  wo  alle  Punkte  T  mit  dem  Pole  rj  zusammenfallen 
(vgl.  die  Gleichungen  (23)  a.  a.  0.  p.  369). 

5.  Die  Punkte  t  mögen  auf  eine  gerade  Linie  be- 
schränkt werden,  also  gleichzeitig  in  zwei  Ebenen  (t;  und  w) 
liegen;  es  seien 

(22)  9iM  =  ^i^k-^i^k 
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die  Coordinaten  der  Schnittlinie    beider  Ebenen ;    die  Punkte  v 
seien  keiner  Beschränkung  unterworfen.     Wir  setzen 


(23) 


0  = 


«11 

• 
• 

• 
• 

• 

"l 

• 

»1 

• 

• 

• 

«il 

• 
• 

•  • 
• 

• 

«u 

• 

«4 

• 

«4 

»4 

"l 

«» 

«» 

«* 

0 

0 

0 

"l 

»1 

«8 

»4 

0 

0 

0 

w, 

w. 

Wj 

tu. 

0 

0 

0 

so  dass  die  Gleichung  (P  =  0  in  Ebenencoordinaten  u^  die  Glei- 
chung desjenigen  Punktepaares  darstellt,  in  welchem  die  Fläche 
f  s=z  0  von  der  Geraden  q  getroflPen  wird.  Es  sei  i  der  Pol  der 
Ebene  u  in  Bezug  auf  dieses  Punktepaar,  also: 


(24) 


13^ 


Bezeichnen  wir  mit  rj  den  Pol  der  Ebene  r,  mit  ^  den 
Pol  der  Ebene  w,  mit  {u  v  w)  den  Schnittpunkt  der  Ebenen 
w,  V  und  w;,  so  können  wir 


(25) 


^i  =  ^1  Vi  +  Qi  ^i  +  ^8  («  ^  ^\ 


setzen.  Die  Polarebene  des  Punktes  t  nämlich  in  Bezug  auf 
die  Fläche  f=0  geht  durch  die  Pole  rj  und  ^  der  Ebenen  t; 
und  w^  in  deren  Schnittlinie  t  nach  (24)  liegt,  und  durch  den 
vierten  harmonischen  Punkt  von  t  in  Bezug  auf  das  Punkte- 
paar <P  =  0,  d.  h.  durch  den  Punkt  (w  v  tv);  die  Gleichungen 
(25)  stellen  also  in  der  That  einen  beliebigen  Punkt  dieser 
Polarebene  dar.  Letztere  dreht  sich  um  die  Gerade  q^  wenn 
u  variirt;  der  Punkt  t  nimmt  also  in  der  That  alle  möglichen 
Lagen  im  Räume  an.  Aus  (24)  und  (25)  erhalten  wir  nach  (4) 
die  Transformationsformeln : 
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(26) 


Durch  Addition  ergibt  sich 


(27)    x,  +  S,^x 


dO 


ferner  dnrch  Multiplication  mit  v.  bez.  ti^^  und  Addition 

demnach  durch  Auflösung: 

wo: 

Dieser  Ausdruck  ist  nur  gleich  Null,  wenn  q  zur  Erzeu- 
genden der  Fläche  wird.  In  dem  Falle  würden  alle  Punkte  t 
auf  der  Fläche  liegen,  also  mit  x  und  ^  zusammenfallen;  der 
Fall  ist  also  auszuschliessen.  Durch  Einsetzen  der  für  v  und  v* 
gefundenen  Werthe  gehen  die  Gleichungen  (26),  wenn  noch 
zur  Abkürzung 

(28)      V^  =  Wx.—  rj^  {v^  w^  —  w^  v^)  +  i>.  (v^  w   —  w^  v) 


j  X.        t).        ^. 


V 


V. 


w_     iv. 


gesetzt  wird,  über  in 


(29) 


Y.= 


+  A  (ti  v  w).. 


Da  die  Relationen  S  F"^  t;^  =  0 ,  ^W^v^=^0  identisch  er- 
füllt sind,  sind  zwei  der  Gleichungen  (25)  eine  Folge  der  beiden 
übrigen.     Die  Elimination    der  u^  wird  dadurch   möglich,    dass 
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sich  die  Gleichungen  (29)  nicht  ändern,  wenn  man  u^  durch 
tt^  + i"^,  + ^'*^<  ersetzt;  man  kann  in  Folge  dessen  die  ur- 
sprünglich willkürliche  Ebene  u  der  Bedingung  unterwerfen, 
nur  beliebige  Punkte  zu  geben,  z.  B.  durch  die  Punkte  rj  und  ^. 
Zu  den  Gleichungen  (27)  und  (29)  können  wir  somit  die  Glei- 
chungen 

(30)  w^  =  0,         u^  =  0 

hinzufügen,  und  die  Elimination  der  u  führt  zu  den  Trans- 
formationsformeln : 


(30) 


Vr 


X0 


II 


V. 


1 


X  <P„  +  A  g„ 


T^(»,  +  l,)     2xa)„ 


2x0) 


ii 


0 
0 


Vi 


»0. 


Dasselbe  Resultat  erhält  man  aus  (26),  (27)  und  (30)  durch 
Elimination  der  Grossen  w^,  v,  v'  in  der  symmetrischen  Form 


(31) 


1^, 


Vi    ^1 


x(P 


11 


X, 


'K0,,  +  Xq,, 


0 

0     »,+  §,     2: 

0 

0      0             f]. 

0 

0      0             », 

il 


^^u  +  ^Qu 


2x0),., 


^4 


=  0. 


Um  die  Voss 'sehe  Form  dieser  Bedingung  zu  erhalten, 
bezeichnen  wir  mit  to'  und  w"  irgend  zwei  Ebenen,  welche  den 
Bedingungen  (30)  genügen  (d.  h.  durch  die  conjugirte  Polare 
der  Linie  q  hindurchgehen).     Dann  ist 

und  die  Gleichungen  (26)  ergeben : 

(32)       w^,  =  n^  /r,j  -I-  lA^  7r,, ,         «?;  =  ^^  n^^  +  A^  ^m  , 
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wo  wieder 


^*  =  ^^a  +  ^«ai 


und: 


(33) 


Qu  ^i  Qit    -Qn    SS3,»u;>;'-  (»«'wV')- Sg«g;„, 


wenn  9,'^  die  Goordinaten  der  conjagirten  Polare  Ton  q  bedeuten. 
Machen  wir  noch 

SO  ergibt  sich  durch  Elimination    der  Grössen  ^j,  fi^  aus  (32) 
und  (27)  das  Resultat  (31)  in  der  Gestalt: 


(34) 


to. 


U). 


n 


11 


7t 


19 


7t^ 


9t 


<»i  +  ^i    ^n 


n 


<a 


=  0, 


womit  die  von  Voss  angegebene  Form  hergestellt  ist. 

6.  Da  die  Punkte  t  durch  eine  gerade  Anzahl  linearer 
Bedingungen  (t;^  =  0,  «;^  =  0)  beschränkt  werden,  so  stellen  die 
Gleichungen  (26),  bez.  (30),  (31)  oder  (34)  nach  den  allgemeinen 
Sätzen  des  Herrn  Lowj  (a.  a.  0.  p.  23)  eine  eigentliche  Trans- 
formation dar.     In  der  That,  sei 

/  =  2  Aj  -X4  +  2  Xg  X3 , 

und  die  Ebene  v  möge  durch  X,  =«  0,  w  durch  X,  ==  0  darge- 
stellt werden.  Es  ist  (P  =  2  /7,  U^\  der  Punkt  i?  hat  die  Go- 
ordinaten 0,  0,  1,  0,  ^  hat  die  Goordinaten  0,  1,  0,  0.  Man 
findet  also  aus  (25): 


(x  +  k)  U,, 
v'. 


—  *'. 


■8 


,  ^  SÜJfnng  der  math.-phys,  Glosse  vom  1,  Februar  1896, 

laut  dvavh  Auflösung: 

.o-\   V  _  i-  v      TT  ö"       y  —  M      TT  s? 

Die  Determinante  der  Gleichungen  ist  gleich  +  1,  wie  bei 
der  allgemeinen  eigentlichen  Transformation.  Den  hier  behan- 
delten Fall  hatte  ich  bei  meiner  Aufzählung  der  eigentlichen 
Substitutionen  nicht  explicite  angegeben;  Herr  Löwy  hat  fQr 
ihn  (a.  a.  0.  p.  27)  die  Formeln  (35)  aufgestellt.  Es  ist  dies 
einer  der  von  Herrn  Frobenius  aufgestellten  Grenzfälle; 
in  der  That  ergeben  sich  die  Formeln  (35)  aus  der  kano- 
nischen Form  der  allgemeinen  eigentlichen  Substitution  (a.  a.  0. 
p.  364): 

y    ^"T  ^1    »-        -y    ^LJ  _  8  >ff        y    ^        ^8   ff        V    ^         ^1    p 

^»■"A-A,"^'   ^^^l-^X]^^'   ^S-;i^;i^-8^   ^*""i  +  A,^*' 

wenn  man  A3  unendlich  gross  werden  lässt. 

7.  Sollen  die  Punkte  r  eine  einfach  unendliche 
Mannigfaltigkeit  erfüllen,  während  die  Punkte  t  wieder 
auf  die  Gerade  q  beschränkt  werden,  so  müssen  die  Punkte  r 
die  conjugirte  Polare  der  Geraden  q  bilden,  damit  die 
Verbindungslinie  zweier  Punkte  t  und  t  die  Fläche  (1)  in  zwei 
zu  diesen  Punkten  harmonischen  Punkten  trifft.  Es  ist  in  den 
vorstehenden  Formeln  (25)  ^^  =  0,  oder  in  (26)  A  =  0  zu  setzen. 
Die  dann  aus  (35)  hervorgehende  kanonische  Form 

-^1  —  »— 1  1    -^2  —         '-21    -^3  — 3'    -^4  "^4 

habe  ich  a.  a.  0.  bereits  besonders  (als  eine  eingentliche  Trans- 
formation) erwähnt. 

8.  Betrachten  wir  jetzt  eine  quadratische  Form  von 
n  homogenen  Variabein  a?i,  a:,  .  . . .  a:^  und  deren  Trans- 
formation in  sich.     Die  Gleichung 

deren  Determinante  nicht  verschwinden  möge,  stellt  eine  in  der 
gegebenen  M^_^  (Mannigfaltigkeit  von  n—l  Dimensionen)  ge- 
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legene  M^l^  dar  (d.  h.  Mannigfaltigkeit  von  n— 2  Dimensionen, 
die  durch  eine  Gleichung  2**'  Ordnung  ba^timmt  wird).  Die 
allgemeinste  Transformation  der  Jf^^lg  ^^  ®^^^  ^^^''^  dann  nach 
Cayley  und  Frobenius  durch  die  Gleichungen 

(36)  S0^=^7it.  +  lT.^  ?,.  =  5C^  — ^T,., 

dargestellt,  wenn : 

(37)  ^^  =  S^,,«,;         T.=  i;«.,w,, 

k  k 

WO  A^j^  die  Unterdeterminanten  der  a^j^  darstellen  und  wo 
a.j^=  —  a^^;  der  Beweis  kann  in  derselben  Weise  geometrisch 
geführt  werden,  wie  ich  es  a.  a.  0.  für  n  =  4  that.  Ist  n  eine 
gerade  Zahl,  so  stellen  die  zweiten  Gleichungen  (2)  ein  Null- 
system dar;  die  Punkte  t  sind  dann  keinen  Bedingungen 
unterworfen.  Ist  n  eine  ungerade  Zahl,  so  verschwindet  die 
Determinante  der  Coefficienten  a^j^  identisch ;  die  Punkte  t  müssen 
also  auf  eine  lineare  M^^\  beschränkt  werden,  damit  die  Glei- 
chungen  auflösbar  werden.*) 

Für  jede  Zahl  n   hat    man    verschiedene   Fälle    zu   unter- 
scheiden, je  nach  Lage  des  durch  die  Gleichung 

(38)  S  «,,  (aj,  y,  -  y,  x^  =  0 

dargestellten  Gebildes  zu  der  M^^]_^^  /^=0,  und  je  nachdem  die 
Determinante  oder  die  ersten  oder  auch  höhere  ünterdetermi- 
nanten  der  Grösse  a^.^  verschwinden. 

Um  alle  möglichen  Fälle  zu  umfassen,  sind  die  Gleichungen 
(37)  durch  andere  zu  ersetzen,  deren  Determinanten  verschwinden. 
Das  erste  Gleichungssystera  kann  dabei  im  Uebrigen  willkür- 
lich gewählt  werden;  das  zweite  System  muss  der  Bedingung 
YjU^%.=^Q  identisch  genügen,  wenn  u.  die  Coordinaten  der 
Polar- Jtf(*>  von  i  sind.  Die  Punkte  t  werden  dadurch  auf 
eine  lineare  oder  auf  mehrere  lineare  Mannigfaltigkeiten  be- 
schränkt; für  die  Punkte  t  sind  alle  dann  noch  bleibenden 
Möglichkeiten  in's  Auge  zu  fassen. 

1)  Vgl.  z.  B.  Baltzer,  Theorie  der  Determinanten  §  8  (p.  68  der 
dritten  Auflage).^ 
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9.    um  Punkte  i  in   allgemeinster  Weise   auf  m  lineare 
Mannigfaltigkeiten 

(39)       Et;J.')^,  =  0,     SiK.2)^^  =  0 X;t;<->^,  =  0, 

d.  i.  auf  die  diesen  M^]^^  gemeinsame  M^i};^^^^  zu  beschränken, 
werden  wir 


(40) 


setzen,  wo: 


(41)       0  = 


a 


11 


a 


Ml 


«1 


^1 


m 

1  9<2> 

*i^ 

2  9tt, 

«i» 

• 

«1     «}'» 

• 

a 

•                           • 

K 

0      0 

0     0 

• 

n 

0                          # 

0     0 

*^1 


f» 


0 
0 


0 


Der  Punkt  t  ist  dann  der  Pol  der  durch  die  Gleichungen 
(39)  zusammen  mit  der  Gleichung  u^  =  0  bestimmten  Jlfa».M-2 
in  Bezug  auf  diejenige  quadratische  Mj^J^i-^\  welche  auf  der 

Fläche  f^^O  durch  die  linearen  Mannigfaltigkeiten  (39)  ausge- 
schnitten wird. 

Unter  t  sollte  irgend  ein  Punkt  der  Polarebene  von  t  in 
Bezug  auf  die  Fläche  f^^O  verstanden  werden.  Da  t  auf  den 
m  linearen  M^_^  (39)  liegt,  so  liegen  die  Pole  fj^^\  f]^^\ . . .  i/^^ 

dieser  Mannigfaltigkeiten  auf  der  Polarebene  von  t.  Sind 
D'\  ^^K  .  .  ,  f(»~"»-i)  irgend  welche  andere  Punkte  dieser  Polar- 
ebene, so  kann  man  daher  setzen 


Der  Punkt  r  muss  linear  von  den  in  (40)  vorkommenden 
Hilfs-Variabeln  u^  abhängen.  Man  wird  diese  Abhängigkeit 
am  einfachsten  dadurch  zum  Ausdrucke  bringen,  dass  man  die 
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Punkte  ^^  aaf  den  m  Mannigfaltigkeiten  (39)  wählt,  gleich- 
zeitig aber  in  der  Mannigfaltigkeit  m.  Die  Punkte  ^^  liegen 
dann  von  selbst  in  der  Polar- Jf^^^,  ^^  Punktes  t^  da  die  Mannig- 
&ltigkeiten  (39)  von  ihm  nnd  Ton  der  Ebene  u  in  derselben 
linearen  M^  _  ^  geschnitten  werden.  Die  Punkte  ^^  müssen 
also  den  m  -|-  1  Bedingungen 

(42)  Sw.CW^O,    St;<^)£}«  =  o,    Si;(2)SJ'>  =  0,...Si'{->Q'>  =  0 

genügen.  Man  befriedigt  dieselben  in  allgemeinster  Weise,  in- 
dem man 

setzt,  wenn  die  rechte  Seite  den  Goefficienten  von  o}^  in  der 
n-reihigen  Determinante 

(44)  ß  =  (w  « t;(i) ...  v(~)  10(1) .. .  fa<*-~-«)) 

bedeutet,  mid  wenn  die  t^^  wieder  die  Goordinaten  der  Mannig- 
faltigkeiten (39)  bezeichnen,  die  uff^  dagegen  Symbole  be- 
zeichnen, die  für  sich  genommen  keine  Bedeutung  haben, 
während  erst  einer  (w-f»-2)- reih  igen  aus  den  u>f^  gebil- 
deten ünterdeterminante  eine  wirkliche  Bedeutung 
zukommt.  Durch  Einführung  dieser  Symbole  w  bedienen  wir 
ans  derselben  Schreibweise,  die  Glebsch  für  die  Theorie  der 
Oomplexe  im  Baume  von  drei  Dimensionen  eingeführt  hat. 

Ist  insbesondere  m  =  n  — 3,  so  kommt  nur  eine  Reihe  von 
Grossen  w  in  Betracht;  diese  haben  dann  wirkliche  Bedeutung 
und  sind  die  Goordinaten  einer  linearen  M^^]^^.  Letztere  ent- 
hat  alle  n-3  Punkte  ijO)  und  die  beiden  Punkte  S<i>,  ip,  die 
hier  allein  zu  berücksichtigen  sind.  Die  Punkte  t  liegen 
daher  für  m^=in  —  3  in  einer  festen  linearen  M^}^^w, 
welche  zu  den  n  —  3  Mannigfaltigkeiten  (39)  conjugirt 
ist  in  Bezug  auf  die  Fläche  /''»O,  sonst  aber  willkür- 
lich gewählt  werden  kann  (also  noch  von  2  Parametern  ab- 
hängt). 
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SeUt  man  die  gefundenen  Werthe  t^  und  t^.  in  die  Glei- 
chungen (36)  ein,  so  ergibt  sich 

#  *  ^ 

1,.=  *-   -A(«t;'»....v<"')M;a)....f(;(»-™-2))-i',,/.i)-...._v„r/<<-). 

Diese  Gleichungen  stellen  in  allgemeinster  Weise 
alle  diejenigen  linearen  Transformationen  der  Mannig- 
faltigkeit f  in  sich  dar,  welche  in  den  Gleichungen 
(36)  und  (37)  nicht  enthalten  sind.  Die  Transformations- 
formeln ergeben  sich  durch  Elimination  der  Grössen  Vj  und  11». 

Für  n  =  4,  w  =  1  erhalten  wir  aus  (45)  die  Formeln  (7), 
insbesondere  für  Ä  =  0  die  in  Nr.  4  besprochenen  Gleichungen ; 
für  n  =  4  und  m  =  2  ergeben  sich  die  Gleichungen  (26). 

Die  abgeleiteten  Resultate  stimmen  mit  denen  des  Herrn 
Löwy  (a.  a.  p.  17)  im  Wesentlichen  überein.  Wir  benutzten 
zur  Bestimmung  eines  Punktes  r  einen  Punkt,  welcher  in  der 
von  den  Mannigfaltigkeiten  v^^'^  und  u  geraeinsam  bestimmten 
Jlfn-m-2  liegt,  sich  also  durch  n — w  — 1  specielle  solche  Punkte 
Z^^  ausdrücken  lässt,  wie  es  in  (43)  geschah.  Diese  Punkte  ^^^ 
genügen  den  Gleichungen  (42).  Herr  Löwy  benutzt  statt  dessen 
nur  w  — m  — 2  specielle  Punkte  ^^'^,  die  denselben  Gleichungen 
und  einer  willkürlich  angenommenen  Gleichung 

genügen.  Die  Gesammtzahl  der  benutzten  Parameter  wird  da- 
durch beeinflusst,  so  lange  man  die  w^  als  Constante  betrachtet. 
Herr  Löwy  selbst  sieht  diese  Grössen  aber  nachträglich  als 
Functionen  der  u^  an  und  stellt  dadurch  die  nöthige  Allgemein- 
heit wieder  her  (a.  a.  0.  p.  26  u.  49). 

10.  Es  handelt  sich  jetzt  darum,  die  Ghrössen  u^  aus  den 
Gleichungen  (45)  zu  eliminiren.  Um  die  Möglichkeit  der  Eli- 
mination zu  zeigen,  benutzt  Herr  Löwy  a.  a.  0.  eine  Hülfs- 
gleichung  höheren  Grades   in  der  gleichen  Weise,    wie  ich  bei 
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n  =  4  eine  quadratische  Gleichung  benutzt  hatte.  Die  Wurzeln 
jener  Gleichung  kommen  im  Resultate  der  Elimination  nur 
symmetrisch  vor,  so  dass  das  Resultat  nur  die  Goefficienten  der 
HQlfsgleichung  enthält  und  auch  für  den  Fall,  wo  Wurzeln 
zusammenfallen ,  in  Anspruch  genommen  werden  darf.  Man 
kann  die  Elimination  aber  allgemein  in  gleicher  Weise  aus- 
führen ,  wie  dies  oben  in  Nr.  2 ,  3  und  5  fQr  n  =  4  geschah. 
Wir  setzen: 


(46)  F,= 


X. 


,0)  .(^) 


'li      •  •  •    Ui 


im) 


^^^^     ^11        ^io        •••     <^i 

s         11        12  Im 


X         ml      m2  mm 


= wx. + Wj  »/*.») + •  •  • + ^„  ir'\ 


wo  zur  Abkürzung 


V..  =  S  »«)  r/.»), 


während  mit  W^  die  ersten  Unterdeterminanten  bezeichnet  sind; 
insbesondere  ist 


(47) 


T7« 


^11         ^12      •••    ^im 


^21         ^22      •  •  •    ^2m     . 


m  1         mS  mm 


Durch  Multiplication  der  ersten  n  Gleichungen  (45)  mit 
^^  und  Addition  erhält  man  für  ^*  =  1,  2,  .  .  .  tw  ein  System 
von  m  Gleichungen  zur  Berechnung  der  Grössen  v^,  .  .  .  .  v^^\ 
es  wird 


X 


=  ^  ^jl  +  ^  *'>2  +  •  •  •   + 


m    jm  ' 


und  hieraus: 


(48) 


W  (aj,  -  Vj  r;<»)  -  V,  ,;W  ....  -  v^  »/J"»)  =  r,. 
Die  eisten  n  Gleichungen  (45)  werden  daher 

aß 


+  ^ 


3w,- 


TT, 
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wenn   mit  12  die  Determinante  (44)   bezeichnet  wird.     Hierzu 
tritt  die  aus  (45)  folgende  Identität 

(49)     «,  +  l,  =  x||  =  2x(a)„«,  4- Ö>,a«,+  . •■  +  «>,.«.), 


wo 


1   5*<^ 

Cf)     =  (Z)    Ä 

'*       *'     2aw^au; 

Von  den  Gleichungen  (48)  sind  m  eine  Folge  der  übrigen  n-m\ 
trotzdem  wird  die  Elimination  der  u^  möglich;  denn  die  Glei- 
chungen ändern  sich  nicht,  wenn  man  u^  durch 

ersetzt.  Wir  können  daher  f&r  die  Mannigfaltigkeit  u  noch 
m  lineare  Bedingungen  hinzufügen,  ohne  das  Resultat  zu  be- 
einflussen, z.  B.  fordern,  dass  die  m  Pole  rf^^  der  Mannig- 
faltigkeiten t;0')  in  der  Mannigfaltigkeit  u  liegen,  d.  h.,  dass  die 
m  Gleichungen 

(50)  L«,i?J^*)  =  0  för;  =  l,  2,  ...m 

erfüllt  seien.  Die  Elimination  der  Grössen  v  und  u  aus 
den  Gleichungen  (45),  (49)  und  (50)  ergibt  dann  das 
Resultat: 


(51) 


r.O) 


>??> 


0 
0 


0 


ly(<")     <PJ 


0 
0 


«L 


0 


0        0 


Pn 

•     •    « 

Px» 

• 

•     •     ■ 

. 

P«i 

•     •     « 

P«« 

2k<P„ 

•     •     « 

2x<D,. 

1?;» 

«     •     • 

ry») 

c 

,(«) 

•  *     1 

•  •     • 

• 

=  0; 


hierin  ist  !>,»  =  " (P^^  +  X  j^^,  wo  ©^^  dieselbe  Bedeutung  hat, 
wie  in  (49)  und 

1  9„  =  0. 


9w..9<(>, 
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Dieselbe  Gleichung  lässt  sich  auch  in  der  Form 
schreiben: 


(52) 


y. 

Pu     '     '  •• 

Pm 

n—m 

"n~m^l      '   '  ' 

'    "n—m,n 

w(x,+i) 

2x0)..^  ... 

2x<P,, 

0 

r;(')           .  . 

■  t" 

,     0 

1 

c     •  • 

.  ,(«) 

=  0. 


Die  in  (51)  und  (52)  auftretenden  Determinanten  kann 
man  wieder  auf  Determinanten  mit  weniger  Reihen  reduciren, 
wenn  man  die  durch  (50)  beschränkte  Mannigfaltigkeit  u  mit- 
telst gewisser  fester  Mannigfaltigkeiten  o)^^  und  willkürlicher 
Parameter  ft  ausdrückt.  Bezeichnen  wir  also  mit  wj'),  w|.^\  . . .  £(>[•'-*") 
die  Coordinaten  von  n—m  linearen,  von  einander  unabhängigen 
Mannigfaltigkeiten,  welche  sämmtlich  durch  die  m  Pole  r/'^  hin- 
durchgehen, d.  h.  den  Gleichungen 


für 


S  (of>  rfp  =  0 
i=  1,  2, .  . .  n —  f»;        i=  1,  2, 


,m 


=  0 


genügen  (also  zu  jeder  Mannigfaltigkeit  v^^  in  Bezug  auf  f 
conjugirt  sind),  so  haben  wir 

An   Stelle   der  Gleichungen  (19)   bezw.  (32)   erhalten  wir 
jetzt  Relationen  der  Form 

(53)  io^l^  =  ^j  7f,^  +  ^1,  7r^2  +  .  .  .   +  /^._„.  /r^  „_^ 

far 

?=  1,  2,  3,  .  .  .  n—m\ 
und  hierin  ist 

und  weiter 
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(54) 


(55)      <?,,  = 


ik         ^^  *^      ra     r       s  k<^ 


r     8 


-  «*P  «..  =  0- 


Setzen  wir  endlich  noch 


SO  ergibt  sich  durch  Elimination  der  Parameter  fi^  aus  den 
Gleichungen  (53)  und  (49)  die  gesuchte  Transformation  der 
Mannigfaltigkeit  -MJfLe  ^^  ^^^  Gestalt 


(5G) 


X 

^u 

^^12 

7r      1 

•    •    •          1  V    ' 

Wt2) 

• 

• 

• 

.  .  .   ffgy 

•      •      •           • 

X 

n-^l 

^*2 

...    TT^y 

^,+?,- 

'Ai 

72., 

*    •    >     mM.'-^ 

=  0 


für  1  =  1,  2,  3,  ...  n;  dabei  ist  v  =^n  —  m.  Diese  Gleichung 
hat  die  von  Voss  betonte  Gestalt,  indem  in  ihr  eine  Determi- 
nante mit  den  Elementen  n.^  auftritt,  die  nach  (54)  und  (55) 
sich  aus  Elementen  P^j^  =  P^^  und  Q^^  =  —  Qj^.  linear  zusam- 
mensetzen. Es  ist  indessen  hervorzuheben,  dass  auch  schon  in 
der  Gleichung  (51)  eine  analoge  Determinante  benutzt  wurde. 

Die  Gleichungen  (56)  stellen  die  ^^  als  lineare  Functionen 
der  x^  dar;  die  Auflösungen  dieser  Formeln  ergeben  sich,  wenn 

man  in  (56)  überall  x  mit  ^  und  Q^^  mit  Qj^^  vertauscht;  denn 
neben  (53)  bestehen  auch  die  Gleichungen: 


wo 


11.  In  Folge  unseres  geometrischen  Ansatzes  sind  wir 
sicher,  dass  die  Gleichung  f=o  durch  die  aufgestellten  Trans- 
formationen in  sich  übergeführt  wird;  es  geht  daher  die  Form 
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S ^ a^^ x^Xj^  in  -Sf  Xj S «^^ ^,- ^^  über,  wo  JK  einen  zu  beetim- 
menden  Factor  bezeichnet.  Diese  Bestimmung,  die  ich  a.  a.  0. 
för  «  =  4,  m  =  0  und  die  Herr  Löwy  für  w  =  0  und  belie- 
biges n  durchgeführt  hatte,  kann  in  folgender  Weise  geschehen. 
Multipliciren  wir  die  beiden  Systeme  der  Gleichungen  (45)  mit  v^ 
und  addiren,  so  ergibt  sich 

(57)  v^  =  v,  V,,  -f  t7,t;,,.  . .  +  v^v^^=^  v^, 

da  2^  z —  ^i  =  0  ist.  Multipliciren  wir  mit  a^.^  und  addiren,  so 
folgt: 

(58)  '  *       '  i       i  i     j 
Nun  erhält  man  sofort  aus  (41) 


wenn 


und 


^  = 


a 


11 


««1 


yim) 


«I»    «i" 


a       t/» 

nu        n 


«("      0 

M 


n 


j       2  ^at;<'^    ' 


^1 


n 


0 


ü 


Aus  (58)  erhalten  wir  daher 


1 


(59) 


^  L  S  «,» «,  (a;,  + 1^  =  -W.  «.  +  t>0)  «Fj 
_  tKj!)  «Fj,  +  . . .  +  (-  ])'»  «W  iF„ 
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und  ebenso: 

_^W   V^  -)_...  +  (_!)«  „OH)  ^^; 

also  mit  Benutzung  von  (57): 

(60)     X:£a,,x,a;,-Li:a,,|,|,=  -2f(«,-«p. 

Multipliciren  wir  die  Gleichungen  (45)  mit  u^  und  sum- 
miren,  so  folgt  wegen  (50): 

Die  rechte  Seite  von  (60)  ist  also  gleich  Null;  d.  h.  der 
B'actor  M  ist  gleich  1;  die  Form  /*=  2JXI  Ä^kX^ar^  bleibt 
bei  unseren  Transformationen  absolut  ungeändert. 

Da  die  Determinante  von  f  sich  bei  linearer  Transforma- 
tion um  das  Quadrat  der  Substitutions-Determinante  ändert,  so 
ist  dieses  Quadrat  immer  gleich  1,  die  Substitutions-Determinante 
selbst  gleich  Hhl.  Welcher  Werth  zu  wählen  ist,  hängt  von 
der  Zahl  m  ab.  Es  ergibt  sich  das  einfach,  wenn  wir  zuvor 
diejenigen  linearen  M^l^^  bestimmen,  die  in  sich  übergeführt 
werden. 

12.  Ist  zunächst  i»  =  0,  so  findet  man  die  fest  bleibenden 
Punkte  aus  den  Gleichungen  (36)  und  (37),  indem  man  die 
Bedingungen 

(61)  ^,-e?,  =  o 

hinzugefügt;  dies  gibt  die  Gleichungen 
S  [x  (l-Q)  A,^  +  l  (1  +  ^)  of.J  w,  =  0,         i  =  1,  2, .  . .  n. 

k 

Die  fraglichen  n  Punkte  werden  daher  durch  die  Gleichung 
«****  Grades  in  ^u 

(62)  .  •  •  •  •  =0 

iiA.'\'Q..,,,uA     Ar  GL 

^  tl  l       •  »ll  ~  «tt       •  MM 
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bestimmt.  Wegen  der  Bedingungen  a^.^  =  —  a^^^  entspricht  jeder 
Wurzel  fi  eine  andere  —  ju.     Da  nun 

X  1  —  Q 

gesetzt  wurde,  so  erhält  man  — ju  aus  /i,  indem  man  q  mit  — 

vertauscht.  Die  Wurzeln  sind  so  paarweise  einander  zu- 
geordnet; ist  n  eine  ungerade  Zahl,  so  muss  folglich  eine 
Wurzel  ^  ^  + 1  sein.  In  der  That  ist  in  diesem  Falle  die 
Determinante  der  a^.^,  d.  h.  das  constante  Glied  in  Gleichung 
(62),  gleich  Null,  also  eine  Wurzel  ^u  gleich  Null.  Für  ein 
ungerades  n  hat  daher  die  charakteristische  Funda- 
mentalgleichung unserer  Transformation  stets  die 
Wurzel  ^==  + 1. 

Verschwindet  för  ein  gerades  n  die  Determinante  der  a^.^ 
80  verschwinden  auch  alle  ersten  Unterdeterminanten.  Tritt  also 
filr  n  =  2  V  eine  Wurzel  ^  =  -f-  1  a^f  ?  so  ist  dies  eine  Doppel- 
wurzel, u.  8.  f.  Die  Wurzel  q —•  —  1  dagegen  kann  (wenn 
w  =  0)  nie  auftreten,  wenn  die  Determinante  der  a^.^ 
von  Null  verschieden  ist;  denn  ^  —  1  würde  eine  Wurzel 
i«=:oo  bedingen.  Ebenso  kann  für  n  =  2v-fl  die  Wurzel 
^=+1  mehrfach  auftreten;  verschwinden  aber  dann  alle  ersten 
Unterdeterminanten  der  a..,  so  verschwinden  auch  alle  zweiten 
Unterdeterminanten ;  kommt  also  die  Wurzel  ^  =  +  1  doppelt 
vor,  so  kommt  sie  auch  dreifach  vor,  u.  s.  f.  Bei  geradem  n 
kann  die  Wurzel  ß=-|-l  in  der  charakteristischen 
Fundamentalgleichung  in  gerader  Vielfachheit,  bei 
ungeradem  ft  nur  in  ungerader  Vielfachheit  auftreten.*) 
Eine  analoge  Ueberlegung  zeigt,  dass  die  Elementartheiler  der 
Gleichung  ebenso  wie  die  Wurzeln  einander  paarweise  zuge- 
ordnet, und  zwar  paarweise  einander  gleich  sind. 

Für  die  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  gilt  der  Satz, 
dass  sie  auf  der  M^^[,2  /^=0  liegen,  mit  Ausnahme  des  bei  un- 
geradem n  der  Wurzel  ^=  +  1  entsprechenden  Punktes,    und 


^)  Vgl.  Frobenius,  a.  a.  0. 
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dass  ihre  Tangential- Jf^'lg  in  sich  übergeführt  werden.*)  Bei 
ungeradem  n  entspricht  der  Wurzel  ^=  +  1  ein  fester 
ausserhalb  der  Jf^^^g  /*=  0  liegender  Punkt,  dessen 
Polar-Jlf]^^^2  ^^  ^^^^  übergeführt  wird. 

13.  Ist  m  von  Null  verschieden,  so  liefern  die  Gleichungen 
(57)  sofort  m  lineare  M^}_^y  welche  je  in  sich  übergehen;  und 
man  erkennt  sofort,  dass  zu  jeder  M^^__^  v^^  eine  Wurzel 
ß=--l  der  charakteristischen  Fundamentalgleichung 
gehören  muss.  Die  zugehörigen  m  Pole  tj^^'^  bleiben 
natürlich  auch  fest;   sie  genügen  den  Gleichungen  (61)  für 

Die  übrigen  n  —  m  sich  selbst  zugeordneten  Punkte  ergeben 
sich  aus  den  Gleichungen  (45),  bez.  (48)  oder  (53). 

In  der  durch  die  Gleichung  /*=  0  und  die  Gleichungen  (39) 
bestimmten  M^^*^"'P  denken  wir  uns  eine  lineare  Transformation 
der  w  — m  Parameter,  welche  einen  Punkt  linear  bestimmen, 
derart  ausgeführt,  dass  diese  quadratische  Jlf».m-a  in  sich  über* 
geführt  wird.  Statt  der  Punkte  der  quadratischen  JlfM-m>.2 
können  wir  ihre  Polar-Ebenen  in  Bezug  auf  die  Gleichung  f--=Q 
betrachten ;  wir  erhalten  dann  eine  lineare  Transformation,  ver- 
möge deren   die  {n—m)  Grössen  ü)^J^  linear   durch  afi^  derartig 

ausgedrückt  werden,  dass  die  Gesammtheit  der  linearen  Mj^]^^^ 
welche  durch  die  m  Pole  tj^'^  gehen  und  die  M^^^  /"«O  be- 
rühren, in  sich  übergeführt  wird. 

Diese  Transformation  ist  uns  durch  die  Gleichungen  (53) 
dargestellt,  wenn  wir  noch  hinzufügen: 

(63)   «'^''  =  /',(xP„-A(2„)  +  ...  +  ,,„.„(xP,^_„-A<2,^_J. 

Die  Gleichungen  (53)  und  (63)  stellen  zusammen  eine  Trans- 
formation der  Art  dar,  wie  wir  sie  in  Nr.  12  betrachtet  haben; 
es  ist  nur  n  durch  n  —  m  ersetzt  worden.  Wir  können  daher 
folgenden  Satz  aussprechen: 


^)  Vgl.  Rosanes,  Crelle'a  Journal  Bd.  80;  Yoas,  Math.  Annalen 
Bd.  13  und  Löwy  a.  a.  0. 
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Ausser  den  m  linearen  Mannigfaltigkeiten  v^^'^  wer- 
den in  sich  übergeführt: 

a)  wenn  n  —  m  gerade  ist,  n  —  m  lineare  Tangen- 
tial-Mannigfaltigkeiten  von  /'=0,  die  einander  paar- 
weise dadurch  zugeordnet  sind,  dass  die  ihnen  ent- 
sprechenden Wurzeln  der  Fundamentalgleichung  zu 
einander  reciproke  Werthe  besitzen. 

b)  wenn  n  —  m  ungerade  ist,  eine  lineare  Mannig- 
faltigkeit, die  im  Allgemeinen  nicht  Tangential- 
Mannigfaltigkeit  ist,  und  ausserdem  ti— wi— 1  Tangen- 
tial-Mannigfaltigkeiten  von  /*=0,  die  einander  in 
gleicher  Weise  zugeordnet  sind. 

Die  Gleichung  vom  Grade  n  —  w,  durch  welche  die  zuletzt 
erwähnten  festen  M^^l^^  bestimmt  werden,  d.  h.  welche  die  in 
den  Gleichungen 

1^(0  _  ^(i)  ^^  =  0 

auftretenden  Grössen  q^^  bestimmt,  wird   aus  (63)  und  (53)  in 
der  Form 


n 


11 


n^^    ...  TT j  y 


=  0 


n 


v\ 


7t 


V2    • 


n 


VV     ! 


gefunden,  wo  v=n —  m  und  7t\^  =  x (1  — g)  P.^  -f-  A (1  -f  ß)  Q.^^ 
während  P,.^  und  Q^^  wieder  durch  (54)  und  (55)  definirt  sind. 
Dieselbe  Gleichung  wird  aus  (45)  in  der  Form 


vV  • '  ■ 

fjim) 

Pu 

•               •     •     • 

rfl) 

• 

• 

Pnl 

0     ..  . 

0 

r/O 

•          •   •    • 

0     ... 

• 

0 

• 

p 

'In 


nn 


rXD 


=  0 


fi(m) 


gewonnen ,  wo  p[.j^  s=  x  (1 — ^)  (D^.j  +  ^  (1  +  ß)  ^.^ .     Diese   Glei- 
chung kann    nie   eine  Wurzel   q^=  —  1   haben,   während   die 
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Wurzel  ß  =  4*  1  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  von  Malen 
auftreten  kann,  je  nachdem  n  —  m  gerade  oder  ungerade  ist. 
Eine  Wurzel  —  1  könnte  in  der  That  nur  auftreten,  wenn  die 
für  A  =  0  entstehende  Gleichung  erfüllt  wäre;  dann  aber  müsste 
die  den  Gleichungen  (39)  gemeinsame  lineare  Mn~m-i  eine 
Tangential  -  Mannigfaltigkeit  von  f^=0  sein;  alle  Punkte  t 
würden  in  den  Knotenpunkt  derselben  (d.  i.  den  Berührungs- 
punkt) zusammenfallen,  und  es  könnte  überhaupt  keine  Raum- 
Transformation  entstehen. 

Ist  n  —  m  ungerade,  so  ist  die  Determinante  der  Q^.^  iden- 
tisch Null;  alle  Punkte  ^  liegen  in  einer  von  u  unabhängigen 
linearen  M^^l^^.  Dem  entsprechend  kann  man  eine  Reihe  der 
in  ß  und  in  (45)  auftretenden  Symbole  w  als  Coordinaten  dieser 
festen  M^}_^  auffassen.  Da  die  Grössen  w^.  durch  w^.  -J-  ^^^  t?J'^ 
+  . . .  +  ^OT  t;[.'**^  ersetzt  werden,  also  die  Bedingungen 

hinzugefügt  werden  können,  ohne  die  Gleichungen  (45)  zu 
ändern,  so  folgt  in  der  That 

Es  tritt  jedesmal  eine  Wurzel  ß  =  +  1  der  Fundamental- 
gleichung auf,  wenn  eine  Syrabolreihe  tv  durch  wirkliche  Grössen 
ersetzt  wird.  Thut  man  dies  mit  einer  Reihe  von  Symbolen, 
so  spielt  von  selbst,  falls  n  —  m  gerade  ist,  eine  zweite  Reihe 
die  Rolle  von  wirklichen  Grössen  u.  s.  f.  Ist  n  —  m  ungerade, 
so  gilt  dies  für  eine  dritte  Reihe  von  Symbolen,  sobald  es  für 
eine  zweite  Reihe  gilt,  u.  s.  f.  Jede  lineare  Mannigfaltigkeit  w^ 
welche  so  einer  Doppelwurzel  ^  =  +  1  zugehört,  bleibt  in  sich 
fest,  kann  aber  durch  eine  andere  Mannigfaltigkeit  des  linearen 
Systems  der  w^^  ersetzt  werden,  insbesondere  also  auch  durch 
gewisse  Tangential -Mannigfaltigkeiten  von  /**=0;  auf  solche 
würde  man  direct  geführt  werden,  wenn  man  die  Doppel- 
wurzel ^  =  "1-  1  aus  einem  Paare  einander  gleich  werdender 
reciproker  Wurzeln  entstehen  lässt. 
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Herr  Lowy  gibt  a.  a.  0.  ffir  jeden  Fall  eine  lineare 
Mannigfaltigkeit  ti?  an,  die  bei  der  Transformation  fest  bleibt, 
d.  h.  der  Bedingung  (64)  genügt;  er  berichtigt  diese  Angabe 
aber  später  selbst,  indem  er  in  gewissen  Fällen  die  Grössen  w 
wieder  von  den  u^  abhängig  denkt. 

14.  Wir  sind  jetzt  in  der  Lage,  die  Determinante  der  auf- 
gestellten Transformationen,  deren  Quadrat  gleich  + 1  gefunden 
wurde,  zu  berechnen.  Die  Transformation  ist  darg^tellt  durch 
m  Gleichungen  von  der  Form 

t;0-)  =  — vO")     für    >=1,2,  ...w 

*  ? 

durch  fi  Gleichungen  von  der  Form 

MKj)  =  M;g)     für     i=l,2,...iu, 

*  ? 

endlich  durch  ^(n  —  tn  —  ju)  Paare  von  Gleichungen  der  Form 
wW  =  a  co^*),      w(^*+i)  =  i  cüW)  für  Ä  =  1,  2, . . .  ^~^~^ 

Führt  man  neue  Variable  X^  ein,  welche  gleich  den  links 
stehenden  von  einander  unabhängigen  linearen  Functionen  sind, 
und  entsprechend  neue  Variable  S^,  so  ist  die  Substitutions- 
Determinante  gleich  ( — l)*".  Dieser  Werth  hat  demnach  all- 
gemeine Gültigkeit.  Die  Determinante  ist  gleich  ( — 1)"*, 
wenn  m  lineare  Mannigfaltigkeiten  v^'^  in  ausgezeich- 
neter Weise  benutzt  wurden. 

Je  nach  dem  Werthe  der  Determinante,  d.  i.  je  nachdem 
m  gerade  oder  ungerade  ist,  bezeichnet  man  bekanntlich  die 
Transformation  als  eigentliche  oder  uneigentliche.  Ist 
m=sO,  so  hat  man  die  allgemeine  eigentliche  Transformation ; 
ist  m  gerade,  so  hat  man  nach  Herrn  Löwy  diejenigen  Fälle, 
welche  Herr  Frobenius  als  Grenzfälle  behandelt  hatte,  wäh- 
rend für  ein  ungerades  m  früher  keine  allgemeinen  Formeln 
aufgestellt  waren. 

Bekanntlich  kann  man  für  ein  gerades  n  die  eigentlichen 
and   uneigentlichen   Transformationen   auch   geometrisch   leicht 
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vou  einander  unterscheiden.  Bei  n=4  z.B.  (d.  h.  im  Räume)  bleibt 
bei  ersteren  jedes  System  von  Erzeugenden  einer  Jtf^^^  als  solches 
erhalten,  während  durch  letztere  die  beiden  Systeme  mit  ein- 
ander vertauscht  werden.  Ohne  Rechnung  erkennt  man  dies 
auf  folgende  Weise.  Bei  der  uneigentlichen  Transformation 
(n  =  4,  w  =  l,  ^  =  1)  bleibt  eine  Ebene  v  und  deren  Pol  17 
fest,  femer  zwei  Tangentenebenen,  die  von  rj  ausgehen,  also  die 
Fläche  in  je  einem  Punkte  der  Ebene  v  berühren.  Die  von 
ihnen  ausgeschnittenen  Paare  von  Erzeugenden  bleiben  eben- 
falls fest;  sie  bilden  ein  windschiefes  Yierseit,  dessen  eine  Dia- 
gonale die  Berührungspunkte  verbindet;  auf  der  anderen  Dia- 
gonale liegt  der  Pol  r].  Auf  dieser  bleiben  daher  das  Paar  der 
beiden  Ecken  fest  und  der  Pol  rj ;  es  bleibt  also  entweder  jeder 
Punkt  dieser  Diagonale  ungeändert,  oder  nur  der  Punkt  rj  und 
ihr  Schnittpunkt  mit  der  Ebene  v^  während  jene  beiden  Ecken 
und  also  die  betr.  Erzeugenden  der  Fläche  sich  mit  einander 
vertauschen.  In  ersterem  Falle  liegt  eine  einfache  eigentliche 
Transformation  (mit  der  Determinante  + 1)  vor ;  es  bleibt  also 
nur  der  andere  Fall  für  die  Determinante  — 1. 

Aehnliche  Ueberlegungen  gelten  für  grössere  gerade 
Zahlen  n.  Die  Erzeugenden  zerfallen  hier  aber  nicht  in  voll- 
ständig getrennte  Systeme,  die  bei  uneigentlichen  Transforma- 
tionen vertauscht  werden;  sondern  es  wird  nur  von  den  auf 
zwei  Weisen  möglichen  Arten  der  Anordnung  dieser  Erzeugenden 
in  gewisse  lineare  Mannigfaltigkeiten  die  eine  Art  mit  der  andern 
Art  vertauscht.^) 

Bei  ungeradem  n  ist  von  solcher  doppelten  Anordnung 
nicht  die  Rede ;  dem  entsprechend  können  auch  die  eigentlichen 
Transformationen  von  den  uneigentlichen  geometrisch  nicht 
unterschieden  werden;  in  der  That  kann  jede  Transformation 
mit  der  Determinante  +  1  durch  die  Substitution  x^  =  —  X,., 
welche  die  geometrische  Bedeutung  der  homogenen  Goordinaten 
nicht  ändert,  in  eine  solche   mit  der  Determinante  —  1  über- 

^)  Man  übersieht  das  am  einfachsten,  indem  man  die  stereographische 
Abbildung  der  M^l^^  *^f  ©io®  -^n— 2  durchführt,  vgl.  Klein,  Math. 
Ann.,  Bd.  5,  p.  264. 
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geführt  werden.  Es  ist  aber  nützlich,  sich  von  dieser  evidenten 
Thatsache  an  unseren  Formeln  direct  Rechenschaft  zu  geben. 
Wir  führen  die  Rechnung  bei  n  =  3  (d.  h.  am  Kegelschnitte) 
durch. 

Für  «  =  3,  m  =  0  haben  wir  nach  (51)  die  Transformation 


(65) 


X, 


X, 


X, 


Pu 

Pii 

Pu 

Pn 

Pn 

Pn 

P»i 

Ptt 

Pn 

=  0. 


ar.+  ?^.    2xa>^j    2xa>.2     2xÖ) 


^s 


Setzt  man   unter  Anwendung   der  symbolischen   Bezeich- 
nungsweise 


80  ist  hier  O  .^  ==  A^.j^  und : 


Pn  =  x^„,  pj,  ==  X  4,g  +  Xw^, 

Pzi  =  X  -4ji  +  A  u;,,      i?88  =  X  ^3g  —  Am;,, 


x^,5  — A«;, 


5^13  = 


'^  -^83* 


Für  »  =  3 ,  m  =  l  erhalten  wir  nach  derselben  Formel 


(66) 


'?3      *8 


P2I 
P« 


P12 
P22 
P'S2 


Pl» 

Pia 
P's» 


0      x,+S,    2xy„     2k'F,3     2x'F..3 

0      0  Vi  %  % 


=  0, 


und  hierin  ist  £  S  '''.^ «,  «^  =  (i  m  »)*,  also  "F-^  =  (a  v)^  (a  v)^, 
ferner 

p;i  =  x(at;)«,  p;j  =  5cCav)j(at;)2  +  ^«3,  Pi3  =  x(ar)i(at))3-APjj, 

Q<  8.  f.     Es    bezeichnet    17    den    Pol    der    Linie    v,     also    ist 
«<  =  Cj.  c_  =  ft(  6  ;  und  es  ist  bekanntlich : 
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(a  u  h)  (a  u  c)  c^b^  =  ^a^^- (b  c  w)*  —  A  n^) 

wo  A  =  ß(abc)^,     Die   Grössen   jpjp    p\^,   p\^  sind   also   bez. 
gleich 


2  (*c)l  (^^)s  «^  —  I  ^  ^1  %  -  ^  ^  17  ^2- 

In  entsprechender  Weise  sind  die  Elemente  Pgi^'^^  Psi  ^^" 
zuformen.     Multipiiciren  wir  die  Elemente  der  ersten  Vertical- 


X 


reihe  von  (66)  bez.  mit  ^  Är^^^  W'^li'  ö  ^'/s  ^^^  addiren  die 

^  ^  i^ 

Producte  zu  den  drei  letzten  Verticalreihen,  so  werden  die  Ele- 
mente der  ersten  Horizontalreihe  {Ä^j^  =  (b  c\  (6  c\) : 

wo  2  &  =  X  a^ .     Die  Gleichung  (66)  geht  so  über  in : 


(67) 


X. 


%       *2 
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f 
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Pn 
P21 

%       «8  /^3I  P32  ^^M 

0      ar,+  J^    2xi?..,     2xÄ,2     2=tif,s 


0      0 


"Jj 


V8 


=  0, 


1 


^  '^^  —  ^  j; .  r]^  und  die  Elemente  ;j*;^  aus  den 


wo  nun  B.,  =^~  A. 

Elementen  p^j^  der  Gleichung  (65)  hervorgehen,  indem  man  x 
durch  Ä,  w  durch  v  ersetzt.  Die  zweite  Verticalreihe  in  (67) 
stimmt  mit  der  ersten  in  (65),  die  vorletzte  Horizontalreihe  mit 
der  letzten  in  (65)  überein.  Wir  multipiiciren  weiter  die  erste 
Verticalreihe  mit  A^  die  dritte,   vierte  und  fünfte  bez.  mit  Vj, 


^)  Vgl.  z.  B.  Clebach:  Vorlesungen  über  Geometrie,  Bd.  1,  p.  286. 
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t?2*  ^8  und  subtrahiren  sie  von  der  ersten.  Die  Elemente  der 
letzteren  werden  sodann 

0,  0,  0,  Xiii;^v^,  —v^. 

Endlich  multipliciren  wir  die  letzte  Horizontalreihe,  d.  h. 
die  Elemente 

mit  ^Afj^  und  addiren  sie  zur  vorletzten ;  dann  werden  die 
Elemente  der  letzteren 

0,  x.  +  l,  2JcA,,  2kA,^,  2JcA^^; 

und  nach  Absonderung  des  Factors  v  redncirt  sich  die  fünf- 
reihige  Determinante  auf  eine  vierreihige.  Die  Gleichung 
(67)  entsteht  so  in  der  That  aus  (66),  wenn  man  x  durch 
Ä,  V  durch  i€  ersetzt. 

In  gleicher  Weise  werden  sich  diese  Determinanten -Um- 
formungen bei  grösseren  Werthen  von  n  und  m  durchführen 
lassen.  Werden  in  den  Transformationen  (51)  n»  Mannigfaltig- 
keiten V  und  fÄ  lineare  Mannigfaltigkeiten   so  benutzt,   ist  also 


2  aw.aw^       dUj^dio.' 


(wenn  mit  O^  der  Ausdruck  (41)  bezeichnet  wird  und  mit 
Qm,fi  der  Ausdruck  (44),  in  welchem  f,i  Reihen  w  wirkliche 
Grossen,  nicht  symbolische  Zeichen  sind),  so  sind  diese  Trans- 
formationen in  obigem  Sinne  aequivalent  mit  denjenigen,  für 
welche  ju  Mannigfaltigkeiten  v  und  m  Mannigfaltigkeiten  tu  zur 
Bildung  nöthig  waren ;  vgl.  noch  die  Zusammenstellung  in 
Nr.  15. 

Bei  geraden  Werthen  von  n  ist  eine  analoge  Umformung 
der  Determinanten  nicht  möglich ;  denn  z.  B.  für  n  =  4,  m  =  0, 
A*  =  2  haben  wir  in  (51): 
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Dagegen  bei  «  =  4,  m  =  2,  /ii  ==  0: 

Beide  Transformationen  sind  eigentliche;  und  die  letztere 
ist  als  Grenzfall  in  der  Transformation  fn  =  0,  ^  =  0  enthalten; 
vgl.  oben  Nr.  6. 

15.  Für  die  niedrigsten  Zahlen  n  möge  hier  eine  Zu- 
sammenstellung derjenigen  Fälle  gegeben  werden,  welche  in 
Bezug  auf  die  Vielfachheit  der  vorkommenden  Wurzeln  der 
Fundamentalgleichung  möglich  sind.  Die  Zahl  m  bedeutet 
überall  die  Anzahl  der  Wurzeln,  welche  gleich  —1  sind,  die 
Zahl  \i  die  Anzahl  der  Wurzeln,  welche  gleich  +  1  sich  ergeben. 

Erstens:  «  =  2. 

I.   m  =  0 ,  /Li  ==  0.     Die   beiden   Punkte   der   vorgelegten 
linären  quadratischen  Form  f  bleiben  jeder  für  sich  fest. 

IL  m=l,  iu  =  l.  Es  bleiben  zwei  einander  in  Bezug 
auf  /'=0  conjugirte  Punkte  fest;  der  eine  vertritt  die 
Mannigfaltigkeit  v,  der  andere  die  Mannigfaltigkeit  vo\ 
die  beiden  Grundpunkte  der  Form  f  werden  mit  ein- 
ander vertauscht. 

Zweitens:  n  =  3. 

I.  in  =  0,  ju  =  1.  Eine  feste  Linie  «?;  in  ihren  Schnitt- 
punkten mit  /*=  0  zwei  feste  Tangenten,  denen  zwei 
Wurzeln  a  und  a~^  der  Fundamentalgleichung  ent- 
sprechen (vgl.  , Vorlesungen*  II,  1,  p.  384).  Beide  Tan- 
genten fallen  zusammen  für  a     a-^-   1  (vgl.  ib.  p.  385). 

IL  w  =  l,  /t<  =  0.  Eine  feste  Linie  v,  an  welcher  die 
Ebene  in  gewissem  Sinne  gespiegelt  wird.  Die  For- 
meln (45)  lauten 

"^••^  2  ä¥  +  ^ ("^^' +  '"'••' 
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Macht  man  f  =  2rCjX2  4-a|,  F=2u^u^-{'  ul, 
t7j  =  0,  Vg  =  0 ,  t;3  =  1 ,  so  ist  (D  =  2  «j  Wg ,  ij^  =  0 , 
%  =  ^i  %=  li  also: 

also: 

^»~x4-A^»'         ^«~x  — A^«'         ^8  — —  ^8- 

Es  treten  in  der  That  zwei  zu  einander  reciproke  Wurzeln 
auf;  dieselben  können  insbesondere  =1  werden;  dann  hat  man 
eine  perspectivische  Transformation.  Nur  letzteren  Fall  habe 
ich  a.  a.  0.  p.  385  erwähnt ;  deshalb  wiederhole  ich  hier  die  all- 
gemeineren Formeln;  die  entstehende  Transformation  ist  aller- 
dings nach  Nr.  14  mit  I  wesentlich  identisch. 

Drittens:  n  =  4. 
I.  1)  w  =  0 ,  ^/  =  0.  Zwei  Paare  reciproker  Wurzeln 
(Uj,  (Tg,  ap\  ^2^)-  Linearer  Complex  in  allge- 
meiner Lage  zu  /'=0;  vier  feste  Erzeugende. 
Zwei  von  letzteren  fallen  zusammen,  wenn  a^^a^; 
dann  können  ferner  alle  Erzeugenden  einer  Art  je 
in  sich  transformirt  werden  (a.  a.  0.  p.  361  if. 
Nr.  1,  2,  5) 
2)  w  =  0,  /w  =  2.  Ein  Paar  reciproker  Wurzeln 
(a,  a*"^).  Der  lineare  Complex  ist  ein  specieller 
in  allgemeiner  Lage  zur  Fläche.  Die  Axe  des- 
selben berührt  die  Fläche,  wenn  a— a~^^=l.  Die 
Axe  kann  dann  auch  zur  Erzeugenden  werden 
(a.  a.  0.  Nr.  3,  4,  6). 

IL    3)w=l,    jU=l.     Ein    paar    reciproker    Wurzeln 
(a,  o"^).     Eine  feste  Ebene  v  und  eine  feste  con- 
jugirte  Ebene  w  (a.  a.  0.  Nr.  7). 
4)  m  =  1,  iu  =  3,  a.  a.  0.  Nr.  8  und  9. 

IIL    5)fn  =  2,    )U  =  0.     Ein   Paar    reciproker    Wurzeln. 
Dieser  Fall  wurde  oben  in  Nr.  6  behandelt;    vgl. 
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die  Gleichungen  (35).  Für  a  =  a*"^  =  1  entstellt 
der  a.  a.  0.  p.  370  und  oben  in  Nr.  7  bespro- 
chene Fall. 

Viertens:  w  =  5. 

I.    1)  i»  =  0,   ju=l;    zwei   Paare   reciproker  Wurzeln; 

in  Nr.  1  und  2  bei  Herrn  Lowy  (a.  a.  0.  p.  49). 
2)m  =  0,    f.i  =  S;    ein    Paar    reciproker    Wurzeln; 

Nr.  5  und  7,  ebd. 
IL   3)  f w  =  1 ,  ^/  =  0  ;    zwei  Paare   reciproker  Wurzeln ; 

äquivalent  mit  1). 

4)  9n  =  1 ,    fi  =  2;    ein    Paar    reciproker    Wurzeln  ; 
Nr.  3  und  4,  ebd.  p.  48. 

III.  5)  w  =  2 ,    ju  =  1  ;    ein    Paar    reciproker    Wurzeln  ; 

äquivalent  mit  4). 

IV.  6)  m  =  3  ,    /i  =  0  ;    ein    Paar    reciproker    Wurzeln  ; 

äquivalent  mit  2). 

Fünftens:  «  =  G. 

I.    1)  fM  =  0,  it<=:0;  drei  Paare  reciproker  Wurzeln. 

2)  m  =  0,  /M  =  0;  zwei  Paare  reciproker  Wurzeln. 

3)  wi  =  0,  f.i  =  4;    ein  Paar  reciproker  Wurzeln,  die 
auch  zusammenfallen  können. 

II.  4)  I»  =  1 ;  /Li  =  1 ;  zwei  Paare  reciproker  Wurzeln ; 
ebd.  Nr.  1,  2,  3,  p.  30;  eine  M^^  v  und  eine 
M]^^  w;  die  reciproken  Wurzeln  können  paarweise 
zusammenfallen  (ebd.  Nr.  9). 

5)  w  =  1 ,    /<  =  3 ;    ein    Paar    reciproker    Wurzeln  ; 
ebd.  Nr.  4,  5,  6,  7,  8. 

III.  6)  m  =  2,  in  =  0;  zwei  Paare  reciproker  Wurzeln. 
7)  m  =  2,  //  =  2;   ein  Paar  reciproker  Wurzeln,  die 

auch  zusammenfallen  können. 

IV.  8)  m  =  3  ,    /LI  =  1  ;     ein    Paar    reciproker    Wurzeln 

(ebd.  Nr.  10),  die  auch  zusammenfallen  können 
(ebd.  Nr.  11). 

Bei    dieser   Aufzählung    sind    diejenigen    Specialisirungen, 
welche    nach    der    Theorie    der    Elementartheiler    durch    Ver- 
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schwinden  von  Unterdeterminanten  entstehen  können,  nicht  mit 
berücksichtigt.  Im  Falle  Nr.  9  ist  bei  Herrn  Löwy  als  Man- 
nigfaltigkeit t;  eine  Tangential- Mannigfaltigkeit  von  f=^0  ge- 
wählt, in  welchem  Falle  unsere  Formeln  nur  ein  bestimmtes 
Resultat  geben,  wenn  man  zuerst  eine  etwas  verschiedene  Man- 
nigfaltigkeit zu  Grunde  legt  und  dann  einen  Grenzübergang 
ausführt  (vgl.  oben  Nr.  3).  Diese  Schwierigkeit  macht  sich  aber 
nur  geltend,  wenn  man  von  den  Gleichungen  (45)  Gebrauch 
machen  will.  Das  Bestehen  der  Gleichung  v^  ^0  kann  im  Resultate 
(51)  ohne  Störung  zugelassen  werden.  Liegt  z.  B.  i;^^^  in  v^^\  so 
schreiben  wir  t;J^>  an  Stelle  von  v^}^  +  X^v^^^  +  •  • .  +  ^«.  ^^\  wodurch 
(51)  nicht  geändert  wird,  und  bestimmen  die  A.  so,  dass  die  neuen 
Grossen  i;^)  den  Bedingungen 

(68)  £ vO) i;0'>  =  0    für    >  =  l,2,...m 

genügen.  Wir  multipliciren  die  ersten  n  Horizontalreihen  der  De- 
terminante (51)  bez.  mit  v^^\  v^^\  .  .  .  i^p  und  subtrahiren  die 
Producte  von  der  mit  einem  passenden  Factor  multiplicirten 
(n  -(-  2)**"  Horizontal  reihe ;  die  Elemente  der  letzteren  werden 
dann  wegen  (68): 

0,  ...  0,  —J^vf^x^,  0,  0  ...  0. 

Die   Determinante   reducirt   sich   also   auf  eine  solche  von 
nur  n -|- fTt  Reihen.     Bestehen  die  Gleichungen 

S  t;(»  r^O)  =  0 ,     E  «f  ijW  =  0 ,  . . .  S  v';>  ijW  =  0 , 

d.  h.  wird  die  J^Jfla  f"^^  ^^n  den  Mannigfaltigkeiten 
^^\  v^^\  .  . .  t?<*)  berührt,  so  erscheinen  in  gleicher  Weise 
die  Transformationsgleichungen  (51)  in  der  Form 
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Die  Determinante  enthält  n-|-m+l — s  Reihen,  wahrend 
0  ebenso,  wie  in  (51),  durch  die  (n-|-m  + 1)  reihige  Deter- 
minante (41)  definirt  ist. 

16.  Die  Anzahl  der  in  unseren  Transformationen 
enthaltenen  Parameter  ist  leicht  zu  bestimmen.  Im 
Falle  »1  =  0  ist  die  Anzahl  der  Coefficienten  a^^  in  (37)  gleich 

^n{n — 1);    das  Resultat   der   Elimination   ist   im  Zähler  und 

Nenner   homogen  in  diesen  a^^  und  in  deren  Verhältniss  x  :  l. 

Die  Anzahl  der  Parameter  ist  also  gleich  —  w(n— 1), 

Wenn  w  >  0  ist,  so  hängt  das  Resultat  von  den  Coordi- 
naten  derjenigen  linearen  Jlf^_^_i  ab,  die  von  den  Gleichungen 
(39)  bestimmt  wird.  Die  Anzahl  dieser  Coordinaten  ist  m(w— 1) 
—  fn(fn  —  l)  =  ni(n  —  m).     In  dieser  Jlf    _   ,  haben  wir  eine 

Verwandtschaft,   die  von  —  (n  — m)(t2  — m— 1)  Constanten  ab- 

hängt,   denn  es  ist  jetzt  n  durch  n  —  w  zu  ersetzen.     Die  Ge- 
sammtheit  der  verfügbaren  Constanten  ist  daher 

-  (n — m)(n — m — 1)  +  m(n — m)  =  —  {n — m)(w  +  w — !)• 

Dieselbe  Zahl  wird  von  Herrn  Voss  in  seiner  letzten  Mit- 
theilung abgeleitet;  unsere  Zahl  n—m  ist  dort  mit  fA  bezeichnet. 

17.  Die  von  uns  befolgte  Methode  wird  durch  das  Ver- 
schwinden der  Determinante  von  /*=  0  nicht  wesentlich  ge- 
stört, wie  ich  a.  a.  0.  für  den  Fall  w  =  4  (Transformation  des 
imaginären  Eugelkreises  oder  eines  Punktepaares  in  sich)  bereits 
ausgeführt  habe.  Dadurch  wird  es  möglich,  auch  die  Trans- 
formationen einer  bilinearen  Form  in  sich  allgemein  aufzu- 
stellen, insbesondere  diejenigen  einer  altemirenden  Form. 
Waren  im  Vorstehenden  die  a^j^  gegeben  und  die  a^^  (=  ~  a^^ 
als  Parameter  aufzufassen,  so  sind  bei  der  altemirenden  Form 
umgekehrt  die  a^^^  gegeben  und  die  a^^^  sind  die  Parameter,  wo- 
bei aber  die  Fälle,  wo  Determinanten  und  Unterdeterminanten 
von  f  =  0  verschwinden ,  mit  in  Betracht  gezogen  werden 
müssen ;  auch  dieses  habe  ich  für  n  =  4  a.  a.  0.  dargelegt. 


SitzQDg  vom  7.  März  1896. 

1.  Herr  W.  v.  Miller  hält  einen  Vortrag:  »Zur  Isomerie 
der  Stickstoffyerbindungen."  Derselbe  wird  an  einem  an- 
deren Orte  veroflfentlicht. 

2.  Herr  LeonhardSohngkr  macht  eine  Mittheilung:  »lieber 
polarisirte  Flurescenz,  ein  Beitrag  zur  kinetischen 
Theorie  der  festen  Körper/ 

3.  Herr  E.  v.  Lommel  legt  eine  Abhandlung  des  Herrn 
Gymnasiallehrers  Dr.  Zistl:  »Berechnung  der  Mischfarben 
im  Beugungsbilde  eines  engen  Spaltes*  vor.  Die  Ab- 
handlung soll  in  den  Denkschriften  erscheinen. 

4.  Herr  Johannes  Ranke  theilt:  , Vergleichende  Be- 
stimmungen der  Schädel-  und  Rückgratshöhle''  mit. 
Die  Abhandlung  wird  an  einem  anderen  Ort  veröffentlicht 
werden. 

5.  Herr  Ferdinand  Lindemann  überreicht  eine  Abhandlung 
des  Herrn  W.  Godt  in  Lübeck:  „Ueber  den  Feuerbach'- 
schen  Kreis  und  eine  Steiner'sche  Curve  vierter  Ord- 
nung und  dritter  Classe.* 

6.  Herr  Alfred  Pringsheim  macht  eine  Mittheilung:  »Zur 
Theorie  der  synektischen  Funktionen." 

7.  Herr  Carl  v.  Kupffer  legt  der  Classe  eine  aus  dem 
hiesigen  histologischen  Laboratorium  hervorgegangene  Abhand- 

6* 
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lung  des  Herrn  G.  G.  Price  aus  Califoniien :   ^Zur  Ontogenie 
eines  Myxinoiden  (Bdellostoma?  spec.?)*  vor. 

8.  Herr  C.  A.  v.  Zittel  legt  eine  Abhandlung  des  Herrn 
E.  Lienenklaus  in  Osnabrück:  »Die  Ostracoden  aus  dem 
Miocaen  von  Ortenburg  in  Niederbayern  (Collektion 
Eggers)*  vor. 
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Zur  Ontogenie  eines  Myzinoiden 

(Bdellostoma  Stouti,  Lockington). 

Von  0.  €•  Prlee  aas  Oalifornieii. 
(Aus  dem  histologischen  Laboratorinm  za  München.) 

(Kinffda^m  9.  Märg.) 

Das  in  der  Arbeit  zu  besprechende  Material  wurde  von 
einem  chinesischen  Fischer  in  Pacific  Grove,  Califomien,  an 
einem  Angelhaken  hängend  im  August  heraufbefördert. 

Dass  diese  Eier  Bdellostomaeier  sind,  unterliegt  keinem 
Zweifel,  denn  ich  habe  mit  jenen  identische  Eier  im  Mutter- 
tiere selbst  später  beobachtet.  Die  erwachsenen  Exemplare  des 
Tieres,  die  ich  in  Händen  habe,  zeigen  durchweg  12  Paar 
äussere  Spiracula,  jedoch  zeigt  das  hinterste  Spiraculum  der  linken 
Seite,  welches  mit  dem  ductus  oesophago -cutaneus  verbunden 
ist,  nicht  eine  kleine  runde  Oeffnung,  wie  die  übrigen,  sondern 
einen  longitudinal  gestellten  7—8  mm  langen  Schlitz. 

Ich  yermute,  dass  ausser  im  August  auch  zu  anderen  Zeiten 
Eiablage  stattfindet,  denn  ich  habe  gelegentlich  sowohl  im  späten 
Winter,  als  im  Beginn  des  Frühjahres  reif  aussehende,  jedoch 
keine  Embryonen  enthaltende  Eier  ans  Ufer  angeschwemmt  ge- 
linden. 

Diese  Eier  sind  länglich  cylindrisch,  etwa  22  mm  lang 
Qnd  haben  8  mm  in  der  kürzeren  Axe.  Die  Eischale  ist  braun 
und  homartig;  sie  ist  an  beiden  Polen  mit  Fäden  besetzt,  die 
am  Ende  je  einen  Haken -Apparat  tragen,  wie  die  Eier  von 
Myxine;  mittels  dieser  Haken  heften  sich  die  Eier  aneinander. 
An  einem  Ende  ist  an  der  Schale  durch  eine  circuläre,  dunklere 
Linie  eine  Art  von  Deckel  begrenzt;  das  ist  das  vordere  Pol- 
ende des  Eies,  weil  hier  dos  Kopfende  des  Embryos  sich  findet. 
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Es  liegen  mir  drei  Embryonalstadien  dieses  Tieres  vor,  die 
als  A^  B  und  C  unterschieden  werden  mögen.  Von  Ä  und  G 
ist  eine  Zeichnung  des  Embryo  auf  dem  Dottersacke  entworfen 
worden,  vom  Stadium  B  leider  nicht.  Alle  Abbildungen  werden 
in  meiner  eingehenden  Arbeit  zur  Wiedergabe  kommen. 

Im  Stadium  A  ist  der  Embryo  kürzer  als  der  elliptische 
etwa  21  mm  lange  Dottersack.  Der  Kopf  überragt  den  vorderen 
Pol  des  Dottersackes  nur  wenig  und  ist  stark  ventralwärts  ge- 
krümmt; der  Rumpf  des  Embryo  liegt  gestreckt  auf  dem  Dotter 
und  läuft  hinten  zugespitzt  aus;  das  Hinterende  erreicht  den 
caudalen  Pol  des  Dottersackes  nicht,  sondern  steht  noch  um 
6  mm  davon  ab.  Im  Allgemeinen  zeigt  dieses  Stadium  eher 
den  Habitus  eines  Teleostiereies,  als  den  eines  Petromyzonten, 
aber  das  ändert  sich  bis  zum  Stadium  C  beträchtlich.  Von 
diesem  Stadium  lag  nur  ein  Exemplar  vor,  dELs  bis  auf  eine 
geringe  Beschädigung  am  hinteren  Teil  der  linken  Rumpf  hälft« 
gut  erhalten  war.  Hier  ist  ein  annähernd  cylindrischer  Eopf- 
teil  frei  über  den  Dotter  in  langer  Ausdehnung  vorgewachsen, 
hat  sich  ventralwärts  gebogen  und  liegt  eingebettet  in  eine 
tiefe  Furche  an  der  ventralen  Seite  des  Dottersackes.  Dieser 
ist  noch  lang  elliptisch ,  misst  aber  nur  13  mm  in  der  Längs- 
axe.  Ein  kurzer  dorso-ventral  abgeplatteter  Schwanz  krümmt 
sich  um  das  caudale  Ende  des  Dottersackes  ventralwärts,  gleich- 
falls in  eine  Furche  eingelagert.  Der  das  Hirn  enthaltende 
Teil  des  Kopfendes  erscheint  knopfförmig  verdickt. 

Ich  gehe  nun  zu  einer  genaueren  Charakterisierung  der 
drei  Stadien  über.  Das  Auffälligste  ist,  dass  dem  Embryo  im 
Stadium  Ä  jede  äussere  Oeflfnung  fehlt.  Es  findet  sich  ein 
Nasen-Hypophysenkanal,  der  aber  sowohl  an  seinem  vorderen, 
ventralwärts  gerichteten  Ende,  wie  hinten  blind  geschlossen  ist 
Dieses  hintere  Ende  entspricht  der  Hypophysis.  In  den  Gang 
öffiien  sich  paarige  Riechsäcke,  die  vorn  unter  dem  Hirn  blind 
beginnen. 

Der  Darm  ist  in  diesem  Stadium  Ä  innerhalb  des  grösseren 
Teiles  der  Kopfregion  vom  Endoblast  des  Dottersackes  abge- 
schnürt.    Dieser  geschlossene  Vorderdarm  erstreckt  sich  caudal- 
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wärts  nicht  ganz  bis  zur  Höhe  des  ersten  Spinalganglion.  Im 
hinteren  Teile  ist  sein  Lumen  annähernd  quadratisch  im  Quer- 
schnitt, mehr  nach  vorn  wird  das  Lumen  breiter  aber  sehr  eng 
in  dorso-ventraler  Richtung,  dann  knickt  es  sich  im  Winkel 
ventralwärts.  Eine  Mundöffnung  ist,  wie  erwähnt,  nicht  vor- 
handen, auch  vermisst  man  eine  ventrale  mediane  Einstülpung. 
Ganz  blind  endet  der  Darm  vorn  aber  nicht,  er  setzt  sich  viel- 
mehr nach  vom  in  einen  engeu  Kanal  fort,  welcher  in  den 
Nasen-Hypophysenkanal  einmündet. 

Dreizehn  Paar  Eiementaschen  sind  in  diesem  Stadium  vor- 
handen: 5  in  der  Region  des  vom  Dotter  abgeschnürten  Darmes, 
8  im  Bereich  der  offenen  Darmrinne.  Keine  der  Kiementaschen 
öffnet  sich  nach  aussen.  Die  drei  vordersten  kommen  nicht 
einmal  in  Berührung  mit  dem  Epiblast,  die  folgenden  zwei  be- 
rühren sich  gewiss  mit  dem  Epiblast,  die  letzten  acht  wahr- 
scheinlich, aber  eine  Verschmelzung  findet  nicht  statt. 

Die  Beziehungen  des  N.  facialis  zu  dem  vordersten  dieser 
13  Taschenpaare  ergeben,  dass  diese  Kiementasche  der  hyo- 
mandibularen  Tasche  entspricht.  — 

Im  Stadium  B  ist  der  Hypophysenkanal  kürzer  als  im 
Stadium  A  und  endet  nun  vor  dem  hinteren  Ende  des  Trichters 
in  beträchtlicher  Entfernung  vom  Darme.  —  Die  Nase  ist  schon 
sehr  compliciert;  sie  erscheint  in  Form  paariger  Ausstülpungen 
des  Nasen-Hypophysenkanals,  aber  jede  Hälfte  ist  durch  secun- 
däre  Ausstülpungen  in  3 — 4  Unterabteilungen  gegliedert  worden; 
ich  fasse  diese  Septierung  als  Anlage  der  Nasenfalten  auf  und 
sehe  in  der  paarigen  Anordnung  nicht  den  Beweis  einer  ur- 
sprünglich paarigen  Anlage  des  Riechorgans. 

Die  beim  Stadium  A  erwähnte  Verbindung  zwischen  dem 
vordersten  ventralen  Ende  des  Darmes  und  dem  Nasen-Hypo- 
physenkanal existiert  hier,  im  Stadium  JB,  nicht  mehr.  Letzterer 
Kanal  hat  eine  kleine  äussere  Oeffnung  erhalten.  Eine  Mund- 
öfinung  des  Darmes  ist  auch  hier  nicht  vorhanden.  Aber  beider- 
seits ventral  grenzt  die  Darmlichtung  an  eine  sehr  verdünnte 
Stelle  des  Epiblasts,  es  macht  den  Eindruck,  als  wenn  sich  an 
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diesen  Stellen  OeShungen  bilden  wollten*  und  zwar  noch  ehe 
eine  solche  median  aufgetreten  ist. 

Man  trifil  in  diesem  Stadium  B  12  Paar  Kiementaschen 
an,  aber  mindestens  8  Paar  vordere  sind  reduciert  worden,  was 
man   aus  den   zugehörigen  Aortenbogen   erschliessen  kann.  — 

Das  Vorderende  des  Kopfes  vom  Stadium  C  zeigt  bereits 
die  vier  der  Art,  wie  den  bisher  bekannten  Mymioiden  über- 
haupt zukommenden  Tentakelpaare.  Zwei  Paare  umstehen  den 
Eingang  in  den  Nasenrachengang,  zwei  nahe  zusammengerückte 
Tentakelpaare  stehen  am  Seitenrande  einer  Platte,  in  deren 
Mitte  sich  die  Mundöffnung  bilden  wird,  die  hier  aber  noch 
fehlt.  Der  Nasenrachengang,  resp.  Nasenhypophysenkunal  der 
früheren  Stadien,  hat  aber  bereits  eine  enge  äussere  Oeff^nung 
und  vereinigt  sich  hinten  klaffend  mit  dem  Darme.  Der  Darm, 
wie  der  Nasenrachengang  setzen  sich  nach  vorn  und  ventral- 
wärts  in  zwei  gleichgestaltete,  parallel  hinter  einander  gelegene 
Röhren  fort.  Die  Mundrohre  endet  blind  gegen  eine  dicke 
Epiblastplatte,  davor  liegt  die  enge  äussere  Oeffnung  des  Nasen- 
rachenganges.  Dieser  röhrenförmige  Anfangsteil  des  Gang^es 
steigt  von  der  äusseren  Mündung  fast  vertikal  gegen  die  Nase 
auf,  knickt  sich  dann  und  verläuft  unter  dem  Hirne  nach  hinten 
zur  inneren  Mündung  in  den  Darm.  An  der  Knickungsstelle 
öffnet  sich  das  auch   hier  paarige  Riechorgan  in  diesen  Gang. 

In  diesem  ältesten  der  vorliegenden  Stadien  sind  11  Paar 
Kiemen  vorhanden,  welche  in  Bezug  auf  Lage  und  Bau  mit 
denen  der  erwachsenen  Tiere  übereinstimmen.  Sie  h'egen  in 
den  Segmenten,  welche  dem  19 — 29  Spinalganglion  entsprechen. 

Ich  kann  nicht  bestimmen,  wie  viele  Kiementaschen  über- 
haupt sich  bilden.  Im  Stadium  A  sind  mindestens  6  solcher 
vor  dem  ersten  Spinalganglion  vorhanden.  Wären  sämmtliche 
Kiementaschen  vor  dem  19  Spinalganglion  erhalten  geblieben, 
so  wäre  die  Gesammtzahl  derselben  auf  35  zu  schätzen. 

Ohne  viel  Gewicht  auf  die  absolute  Richtigkeit  dieser  Zahl 
legen  zu  wollen,  kann  man  doch  behaupten,  dass  die  bleibenden 
Kieroentaschen  unseres  Tieres  sich  nicht  mit  denjenigen  von 
Petromyzon  decken,  sondern  vollständig  dahinter  zu  liegen  kommen. 
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Das  Excretionssystem  anlangend,  so  erstreckt  es  sich  im 
Stadium  A  darch  69  Segmente.  Im  vordersten  dieser  Segmente, 
welches  der  Lage  nach  dem  11.  Spinalganglion  entspricht, 
findet  man  eine  einfache  Verdickung  der  Somatopleure.  Im 
zweiten  Segment  bewirkt  eine  leichte  Ausstülpung  die  Anlage 
eines  Vomierenkanälchens  und  dieses  ist  durch  eine  verdickte 
Platte  der  Somatopleure  mit  einem  gleichen  Kanälchen  des 
dritten  Segmentes  verbunden.  Gaudalwärts  sind  die  Kanälchen 
in  der  Entwicklung  weiter  vorgeschritten.  Die  sie  verbindende 
Verdickung  wandelt  sich  zunächst  in  einen  Wulst  und  dann  in 
einen  nun  völlig  von  der  Somatopleure  abgelösten  Strang  um. 
Dieser  Strang  ist  der  Segmentalgang.  Die  Mündungen  der 
Segmentalkanälchen  schieben  sich  eine  kurze  Strecke  weit  in 
den  Segmentalgang  vor,  ohne  jedoch  die  gleiche  Mündung  im 
Nachbarsegment  zu  erreichen.  Im  letzten  Segment  ist  kein 
Kanälchen  vorhanden.  In  einigen  der  am  weitesten  caudal  ge- 
legenen Segmenten  haben  die  Kanälchen  ihre  Verbindung  mit 
dem  Coelom  eingebüsst.  Der  Segmentalgang  erstreckt  sich  in 
diesem  Stadium  eben  so  weit,  wie  beim  erwachsenen  Tiere, 
kommt  aber  nicht  mit  dem  Hjpoblast  in  Berührung. 

Die  angeführten  Thatsachen  berechtigen  uns,  das  ganze 
System  als  Pronephros  zu  deuten. 

Im  Stadium  B  haben  sämtliche  Kanälchen,  mit  Ausnahme 
einiger  vorderer,  ihre  Verbindung  mit  dem  Coelomepithel  ein- 
gebüsst. In  den  letzten  19  Segmenten  sind  die  Segmental- 
kanälchen spurlos  verschwunden.  Dasselbe  soll  beim  erwachsenen 
Tiere  in  grosser  Ausdehnung  der  Fall  sein.  —  Der  grösste  Teil 
des  Segmentalganges  hat  eine  Lichtung  erhalten.  Das  hintere 
noch  massive  Ende  desselben  ist  mit  dem  Hypoblast  in  Be- 
rührung gekommen. 

Im  Stadium  C  sind  alle  Spuren  des  excretorischen  Systems 
in  den  20  vordersten  jener  69  Segmente  verschwunden.  In 
den  zunächst  darauf  folgenden,  d.  h.  den  unmittelbar  hinter 
den  Kiemen  gelegenen  Segmenten,  haben  sich  die  Segmental- 
kanälchen in  die  Kanälchen  der  beim  erwachsenen  Tiere  soge- 
nannten Kopfniere   (Weldon    1884)    umgewandelt.     In    vor- 
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liegendem  Stadium  sind  jedoch  die  Verhältnisse  noch  viel  ein- 
facher, als  beim  erwachsenen  Tiere.  Die  übrigen  Eanälchen, 
welche  dem  Mesonephros  nach  Weldon  entsprechen,  haben 
Glomeruli  erhalten.  Der  Segmentalgang  öffnet  sich  in  die  Kloake. 

Diese  Thatsachen  zeigen,  dass  das  excretorische  System  in 
frühen  Embryonalstadien  durch  die  ganze  spätere  Eiemenregion 
des  erwachsenen  Tieres  sich  erstreckt,  ja  noch  eine  Strecke  weiter 
cranialwärts  reicht.  Diese  Verhältnisse  gewinnen  noch  mehr 
an  Interesse,  wenn  man  die  yon  Boveri  bei  Ämphioxus  nach- 
gewiesenen Excretionsorgane  in  Berücksichtigung  zieht. 

Ich  kann  mit  Bestimmtheit  die  Behauptung  aufstellen,  dass 
die  von  Weldon  1884  als  Pronephros  und  als  Mesonephros 
unterschiedenen  Abschnitte  beim  erwachsenen  Tiere  sich  aus 
einer  in  jeder  Beziehung  gleichartigen  und  einheitlichen  Em- 
bryonalanlage differenzieren  und  dass  der  Segmentalgang  im 
grössten  Teile  seines  definitiven  Verlaufs  im  Anschluss  und  in 
Verbindung  mit  den  Anlagen  der  Segmeutalkanälchen  entsteht 

Ueber  das  Hirn,  das  periphere  Nervensystem  und  das  Kopf- 
skelett dieser  Embryonen  sind  meine  Untersuchungen  noch  nicht 
zum  Abschluss  gelangt. 

Ein  Larvenstadium  besteht  bei  Bdellostoma  offenbar  nicht; 
die  Entwicklung  an  diesem  meroblastischen  Eie  verläuft  direkt. 
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Polarisirte  Fluorescenz ; 

ein  Beitrag  zur  kinetischen  Theorie  der  festen  Körper« 

Von  L.  Sohncke« 

(Sinff$lattftn  18.  Mär».) 

Inhalt:  §  1.  Einleitung.  §  2.  Vergleichung  mit  den  Erscheinungen 
trüber  Medien,  a)  Flüssigkeiten,  b)  Einfach  brechende  feste 
Körper.  I.  Abschnitt:  Fluorescenz  optisch  einaxiger  Krystalle. 
§  3.  Rhombo^risches  System.  Ealkspath.  §  4.  Hexagonales 
System.  Apatit.  §  5.  Fortsetzung.  Beryll.  §  G.  Quadratisches 
System.  Vesuvian.  §  7.  Fortsetzung.  Hornblei.  II.  Abschnitt: 
Fluorescenz  optisch  zweiaxiger  Krystalle.  §  8.  Rhombisches 
System.  Topas.  §  9.  Fortsetzung.  Arragonit.  §  10.  Fortsetzung. 
Weissbleierz.  §  11.  Monoklines  System.  Rohrzucker.  §  12.  Tri- 
kUnes  System.   Cyanit.    §  13.  Resultate. 

§  1.   Einleitung. 

Die  kinetische  Theorie,  ursprünglich  für  den  Gaszustand 
aufgestellt,  aber  von  Clausius^)  sogleich  auf  den  flüssigen  Zu- 
stand ausgedehnt,  hat  für  letzteren,  wie  Herr  Chr.  Wiener*) 
schon  vor  langer  Zeit  entwickelt  hat,  einen  beinahe  augen- 
scheinlichen Beweis  in  den  Brown'schen  Molekularbewegungen 
gefunden.  Man  kann  nun  unmöglich  nur  den  gasigen  und 
flüssigen  Zustand  kinetisch  aufiPassen,  sondern  muss,  wie  es  schon 
Clausius  that,   auch  in  den  festen  Körpern  die  Theilchen  für 


*)  Clausius,  üeber  die  Art  der  Bewegung,  die  wir  Wärme  nennen. 
Poggendorffs  Annalen.   100,  353.    1867. 

^)  Chr.  Wiener,  Erkl.  d.  atomistischen  Wesens  des  tropfbar-flüssig. 
Eörperzustandes  und  Bestätigung  desselben  durch  die  sogen.  Molekular- 
bewegungen.    Pogg.  Ann.    118.    S.  V^^   18G3. 
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bewegt  erklären.  Natürlich  können  hier  im  Allgemeinen  nicht 
beliebig  fortschreitende  Bewegungen  auftreten,  sondern  die 
Theilchen  werden  —  bei  konstanter  Temperatur  —  nur  in 
Schwingungen  oder  irgendwie  gearteten  ümlau&bewegungen 
um  feste  Mittellagen  begriffen  sein.  Ich  war  nun  schon  seit 
längerer  Zeit  bemüht,  Thatsachen  aufzufinden,  welche  geeignet 
erscheinen,  unsere  Vorstellungen  über  die  Bewegungsvorgange 
der  Theilchen  der  festen  Körper  zu  klären  und  bestimmter  zu 
gestalten. 

Weil  die  Molekularbewegungen  nothwendiger  Weise  im 
engsten  Zusammenhange  mit  den  Wärme*Erscheinungen  stehen, 
so  kann  man  hoffen,  auf  Grund  der  letzteren  einen  tieferen 
Blick  in  die  molekularen  Bewegungsvorgänge  zu  thun.  Während 
ich  diesen  Gedanken  bei  anderer  Gelegenheit  weiter  zu  ver- 
folgen gedenke,  schlage  ich  in  vorliegender  Abhandlung  einen 
ganz  anderen  Weg  zur  Erreichung  des  vorgesteckten  Zieles  ein. 

Sobald  man  das  molekulare  Verhalten  fester  Körper  unter- 
sucht, muss  man  beachten,  dass  man  es  —  abgesehen  vielleicht 
von  den  festen  Körpern  der  organischen  Natur  (von  Holz, 
Knochen  u.  s.  f.),  sowie  von  den  CoUoiden  —  immer  und  überall 
nur  mit  krystallisirtem  Stoff  zu  thun  hat;  denn  auch  die  als 
amorph  bezeichneten  Gläser  sind  wohl  nur  als  in  besonders 
hohem  Grade  kleinkrystallinisch  aufzufassen.^)  Somit  ist  die 
Frage  nach  der  Art  der  Molekularbewegungen  in  festen  Körpern 
im  Wesentlichen  zu  ersetzen  durch  die  Frage  nach  diesen  Vor- 
gängen in  Krystallen. 

Dass  die  Molekularbewegungen  im  Innern  eines  KrystaUs 
nicht  ganz  regellose  sein  können,  sondern  durch  die  Art,  in 
der  die  Bausteine  des  KrystaUs  angeordnet  sind,  d.  h.  durch 
seine  Struktur,  bedingt  sein  müssen,  erscheint  selbstverständlich. 
Wenn  man  nun  irgend  welche  Theilchen  eines  Krystalls  zum 
Fluoresciren  bringt,  d.  h.  wenn  man  sie  veranlasst,  Schwing- 

1)  W.  Voigt,  Theoret.  Studien  üb.  d.  Elasticitätsverh.  d.  Kryatalle. 
Abh.  d.  k.  Ges.  d.  Wies.  z.  Göttingen.  34.  1887.  S.  48.  —  Ders.,  üeb. 
d.  Bez.  zwisch.  d.  beid.  Elasticitätskonatanten  isotroper  Körper.  Wiede- 
manns  Annalen  38.    1889.   S.  574. 
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ungen  auszusenden,  so  ist  dies  nur  dadurch  möglich,  dass  die 
Theilchen  zuvor  selber  in  Schwingungen  versetzt  seien;  und  die 
Untersuchung  des  ausgesendeten  Fluorescenzlichtes  wird  gewisse 
Röckschlüsse  auf  die  Schwingungsvorgänge  der  fluorescirenden 
Theilchen  selber  gestatten.  Allerdings  bleibt  es  hierbei  ganz 
uuentschieden ,  welche  Gebilde  es  sind,  die  da  fluorescirend 
schwingen :  ob  Atome,  beziehungsweise  Atomkomplexe,  oder  nur 
etwa  an  den  Atomen  haftende  elektrische  Ladungen. 

Auf  welche  Art  immer  ein  Ort  im  Erystall  zu  einer  Licht- 
quelle gemacht  sein  mag,  jedenfalls  muss  die  von  dort  aus  statt- 
findende Lichtausbreitung  —  da  sie  durch  das  krystalUsirte 
Medium  hindurch  vor  sich  geht  —  die  gewöhnlichen  Gesetze 
der  Lichtbewegung  in  Erystallen  befolgen;  also  muss  in  allen 
SiiTstallen,  die  nicht  dem  regulären  System  angehören,  Doppel- 
brechung eintreten,  so  dass  nach  jeder  Richtung  zwei  senkrecht 
aufeinander  polarisirte  Strahlen  vom  Erregungscentrum  ausgehen. 
Ist  nun  der  Krystall  nicht  gerade  ein  dichroitischer,  d.  h.  ein 
solcher,  welcher  die  beiden  Strahlen  merklich  verschieden  ab- 
sorbirt,  so  werden  beide  nach  senkrechtem  Austritt  aus  einer 
Erystallfläche  noch  dasselbe  Litensitätsverhältniss  haben,  welches 
ihnen  von  vornherein  innewohnte.  Wenn  sich  daher  jetzt 
ein  Strahl  dem  anderen  an  Intensität  überlegen  zeigt, 
so  schliesst  man  mit  Nothwendigkeit  auf  eine  anfäng- 
liche Verschiedenheit  der  Intensität  beider  senkrecht 
zu  einander  schwingenden  Strahlen  und  somit  auf  ganz 
bestimmte  Schwingungsbewegungen  der  fluoresciren- 
den Theilchen. 

Man  darf  vermuthen,  dass  im  Krystall,  zumal  wenn  er 
irgend  wie  von  Licht  getroffen  wird,  ähnliche  Bewegungen 
dauernd  vor  sich  gehen,  im  Allgemeinen  freilich  nicht  mit 
hinreichender  Stärke,  um  sich  dem  Auge  durch  Fluorescenz  zu 
verrathen,  ausser  eben  bei  geeigneter  Bestrahlung.  Aber  selbst 
wenn  diese  Vermuthung  nicht  zuträfe,  so  werden  auf  dem  an- 
gegebenen Wege  doch  jedenfalls  diejenigen  Richtungen  im 
Krystall  aufgefunden,  nach  welchen  hin  jene  Licht-aussendenden 
Schwingungen  vorzugsweise  sich  vollziehen  können. 
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Derartige  Beobachtungen  bilden  den  Inhalt  des  Folgenden: 

Die  hier  behandelte  Erscheinung  ist  in  vereinzelten  Fällen 
schon  früher  beobachtet;  ihr  Entdecker  Grailich^),  der  sie  an 
fünf  verschiedenen  Platincyandoppelsalzen  gesehen  hat  und  als 
^Doppelfluorescenz"  bezeichnet,  entwickelt  sehr  klare  Vorstel- 
lungen über  dieselbe.  «Merkwürdig  ist  die  Thatsache,  dass  ein 
Dichroismus  des  Fluorescenzlichtes  beobachtet  wird,  der  mit 
dem  Dichroismus  des  Erystallkörpers  bezüglich  durchgelassenen 
Lichts  in  keiner  Beziehung  zu  stehen  scheint.  Vielleicht  ist 
Dichroismus  hier  nicht  der  rechte  Ausdruck,  da  es  sich  mehr 
um  Unterschiede  in  der  Intensität,  als  in  der  Farbe 
des  Lichts  handelt.  Das  Licht  der  Fluorescenz  des  Calcium- 
platincyanürs  vibrirt  senkrecht  zur  Längenaxe  des  herrschenden 
Prisma  intensiver,  obschon  Galciumplatincjanür  smaragdgrünes 
Licht  durchlässt,  es  mag  ||  oder  1  zur  Längenaxe  vibriren.''  — 
„In  allen  diesen  Fällen  zeigen  die  eigentlichen  Körperfarben, 
die  man  im  durchgelassenen  Lichte  beobachtet,  durchaus  kein 
Analogen.  Die  krystallische  Absorption  ist  in  keinem  bestimm- 
baren Zusammenhange  mit  der  krystallischen  Fluorescenz.*^.... 
„Die  Elasticität  innerhalb  des  Moleküls  muss  eine  andere  sein 
als  ausserhalb  desselben  im  Krystallganzen.  Für  die  fluores- 
cirenden  Moleküle  verhält  sich  der  übrige  Krystall  nur  als 
durchsichtiges  Medium.  Die  Doppelfluorescenz  ist  Molekular- 
dichroismus,  Molekularabsorption,  im  Gegensatz  zum  gewohn- 
lichen Dichroismus  der  Krystalle.* 

Für  Magnesiumplatincyanür  beschrieb  v.  Lommel  die 
dichroitische  Fluorescenz  zuerst.*)  Im  gleichen  Jahre  fand 
Maskelyne*)  Polarisation  des  durch  Kathodenstrahlen  er- 
regten Fluorescenzlichtes  von  Smaragd,  Sapphir,  Zinnstein  und 
Hyacinth,  und  zog  aus  seinen  Beobachtungen,  freilich  mit  allem 

^)  Grailich,  KrystallogrAph.-optische  Untersuchungen.  Wien.  1858. 
S.  64  u.  67. 

*)  V.  Lommel,  Wiedemanns  Annalen  8.    1879.    S.  634. 

')  Anhang  zu  einer  Abhandlung  von  Crookea.  Proc.  Roy.  Sor. 
London.    28.    1879.    S.  477. 
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Vorbehalt,  den  Schluas,  dass  immer  jene  Strahlen  erzeugt  werden, 
deren  Vibrationsrichtung  der  Richtung  maximaler  optischer  Ela- 
sticitat  im  ErystaUe  entspreche.  —  Dies  ist,  soviel  mir  bekannt, 
das  bisher  vorliegende  Beobachtungsmaterial.  Es  ist  sehr  spärlich, 
trotzdem  dass  die  Erscheinung  ungemein  verbreitet  sein  muss. 
Nämlich  ich  halte,  auf  Orund  der  obigen  Erwägungen,  die 
polarisirte  Fluorescenz  für  eine  Eigenschaft,  die  allen 
mitFIuorescenz  begabten  doppelbrechenden  Krystallen 
zukommt,  so  dass  ihr  Fehlen  eine  Ausnahme  wäre,  die  erst 
eine  eigene  Erklärung  erfordern  würde.  ^)  Um  diese  meine 
Auffassung  zu  beweisen,  erscheint  es  vor  Allem  noth wendig, 
die  polarisirte  Fluorescenz  womöglich  an  gänzlich  wasserhellen 
und  daher  von  Dichroismus  freien  Krystallen  nachzuweisen; 
nämlich  ^starken  Pleochroismus  können  nur  stark  absorbirende, 
d.  i.  lebhaft  gefärbte  Krystalle  zeigen''.*) 

Die  sehr  einfache  Versuchsanordnung  bestand  darin,  paral- 
leles Licht  (der  Sonne  oder  der  elektrischen  Lampe)  durch  eine 
Linse  von  27  cm  Brennweite  und  5  cm  Durchmesser  (es  war 
eine  Bergkrjstalllinse)  in  ein  schwach  konisches  Strahlenbündel 
umzugestalten  und  so  in  den  Krystall  eintreten  zu  lassen.  Immer, 
ausser  bei  der  Untersuchung  des  Ealkspaths,  war  ein  violettes 
Glas  vor  die  Linse  geschaltet.     Dasselbe  lässt   das  ganze  Blau 


^)  Eine  ganz  andere  Auffassung  hat  E.  Wiedemann  entwickelt 
(Annalen  9.  1880.  S.  158).  Die  dichroitische  Fluorescenz,  welche  die 
Platincyandoppelsalze  unter  der  Wirkung  der  Kathodenstrahlen  zeigen, 
föhrt  £.  Wiedemann  darauf  zurück,  dass  die  oberflächliche  Schicht  eine 
Entwässerung  erföhrt,  dass  die  tiefer  liegenden,  unentwässert  gebliebenen 
Theile  noch  fluoresciren,  und  dass  letzteres  Licht,  die  Oberflächenschicht 
durchdringend,  in  2  senkrecht  polarisirte  Coniponenten  zerlegt  werde, 
die  verschiedene  Absorption  erleiden.  Während  diese  Deutung  auf  die 
4  von  Maskeljne  studirten  Substanzen  offenbar  keine  direkte  Anwendung 
findet,  will  sie  sich  auch  mit  der  von  Grailich  hervorgehobenen  gänz- 
lichen Unabhängigkeit  zwischen  ,.Doppelfluore8cenz*  und  Dichroismus 
des  Kry Stalls  für  durchgelassenes  Licht  nicht  recht  in  Einklang  bringen 
lassen. 

^)  Groth,  Physikalische  Krystallographie.  Dritte  Auflage.  Leipzig. 
1895.   S.  15S, 
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und  Violett,  yon  etwa  l  =»:  0,525  ^  an,  d.  h.  von  E  bis  über 
H  hinaus,  —  mit  nur  einem  schmalen  Absorptionsstreifen  jen- 
seits H  —  hindurch,  femer  noch  den  kleinen  Theil  des  Roth, 
der  die  Linien  A  und  B  enthält  (0,780  bis  0,680  /«),  und  einen 
schmalen  Streifen  im  Anfang  des  Gelbgrtin,  von  0,576  bis 
0,551  /i.  Der  im  Krystall  durch  Fluorescenz  sich  abzeichnende 
Strahlenweg  wurde  von  der  Seite  her  durch  ein  NicoVsches 
Prisma,  nöthigen  Falls  mit  Lupe,  beobachtet.  In  vielen  Ver- 
suchen war  das  Licht  dicht  vor  seinem  Eintritt  in  den  Krystall 
bereits  durch  ein  Nicorsches  Prisma  hindurchgeschickt. 

In  der  That  lieferten  alle  überhaupt  fluoresciren- 
den  doppelbrechenden  Erystalle  Fluorescenzlicht, 
welches  sei  es  theilweise,  sei  es  vollständig  polari- 
sirt  war,  wie  im  Folgenden  näher  dargelegt  wird.  Es 
scheint  übrigens,  —  wie  hier  beiläufig  bemerkt  sei,  —  als  wenn 
eine  fluorescirende  krystallisirte  Substanz  die  Eigenschaft  der 
Fluorescenz  nicht  nothwendig  vermöge  ihrer  charakteristischen 
chemischen  Zusammensetzung  besitzt,  sondern  oft  nur  vermöge 
minimaler  fremder  Beimengungen.  Nur  so  scheint  es  mir  ver- 
ständlich, dass  z.  B.  mehrere  von  mir  untersuchte  völlig  wasser- 
helle Rhomboeder  Isländischen  Doppelspaths  starke  Fluorescenz 
zeigten,  während  eine  ebenso  helle  Ealkspathsäule  aus  Egremont 
in  Gumberland  nicht  die  geringste  Spur  davon  erkennen  liess; 
femer  dass  ein  sehr  klarer  schwach  gelblicher  sibirischer  Topas 
gar  nicht  fluorescirte,  während  zwei  andere  mindestens  ebenso 
klare  Topase  von  der  Urulga  bei  Nertschinsk  lebhaft  fluores- 
cirten,  jedoch  der  eine  stärker  als  der  andere,  und  zwar  an 
gewissen  Stellen  des  Innern  besonders  stark.  Auch  die  nachher 
zu  erwähnende  merkwürdige  Verschiedenheit  der  Fluorescenz 
zweier  Aquamarine  findet  wohl  in  der  verschiedenen  Qualität  der 
die  Fluorescenz  bedingenden  Beimengungen  ihre  Erklärung. 

Keine  Spur  von  Fluorescenz  bei  der  Bestrahlung  mit  dem 
durch  das  violette  Glas  gegangenen  Licht  der  elektrischen 
Lampe  zeigten  die  von  mir  untersuchten  Krystalle  folgender 
Substanzen :  Alaun ,  Sylvin ,  Ghlorsaures  Natrium ,  Dolomit, 
Natronsalpeter,    Sapphir,    Phenakit,    Gyps,    Kupfersulfat.     In- 
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dessen  ist  es  mir  doch  gelungen ,  für  jedes  Erystallsystem 
einen  oder  einige  deatlich  flnorescirende  Repräsentanten  zn 
finden;  freilich  sind  einige  davon  nicht  so  frei  von  Dichro- 
ismus,  ab  wünschenswerth  gewesen  wäre.  Sie  werden  in 
zwei  Abschnitten  vorgeführt;  im  ersten  die  optisch  einaxigen 
Erjstalle  Kalkspath,  Apatit,  Beryll,  Yesnvian,  Homblei;  im 
zweiten  die  optisch  zweiaxigen  Topas,  Arragonit,  Weissbleierz, 
Zucker,  Gyanit.  Bei  der  Beschaffung  des  zum  Theil  sehr  kost- 
baren Untersuchungsmaterials,  sowie  bei  der  Zurichtung  des- 
selben, stand  mir  Herr  Professor  Dr.  Groth  stets  aufs  liebens- 
würdigste mit  Rath  und  That  bei;  ohne  seine  unermüdliche 
und  stets  bereite  Unterstützung  würde  mir  die  Ausführung  der 
vorliegenden  Untersuchung  überhaupt  nicht  möglich  gewesen  sein. 

§  2.    Vergleichnng  mit  den  Erscheinungen  trüber  Medien. 

Der  Durchgang  eines  Strahls  durch  einen  fluorescirenden 
Krystall  bietet  eine  gewisse  Aehnlichkeit  mit  dem  Durchgange 
durch  ein  trübes  Medium;  es  ist  daher  wichtig,  beide  Erschei- 
nungen bestimmt  zu  unterscheiden. 

a)  Flüssigkeiten. 

Wenn  ein  durch  eine  Sammellinse  concentrirtes  weisses 
Strahlenbündel  (von  Sonnen-  oder  elektrischem  Licht)  durch 
Wasser  hindurchgeht,  das  z.  B.  durch  Vermischung  mit  einer 
kleinen  Menge  alkoholischer  Mastixlosung  wenig  getrübt  ist, 
80  erscheint  der  Strahlenweg  in  diesem  Wasser  bekanntlich 
bläulich-weiss  oder,  bei  sehr  geringer  Trübung,  rein  blau,  und 
jeder  von  diesem  Strahlenweg  senkrecht  ausgesandte 
Strahl  ist  polarisirt,  so  dass  seine  Polarisationsebene 
den  Strahlen  weg  in  sich  enthält.*)  Bei  Anwendung  vio- 
letten Lichts  sind  die  vom  Strahlenweg  senkrecht  ausgehenden 
Sbrahlen   ebenso   polarisirt  wie  bei  Anwendung  weissen  Lichts. 


1)  A.  Lallemand,  Comptea  rendus.  1869.  t.  69.  p.  189,  282,  917. 
TyndaU,  Phil.  Mag.  (4).  1869.  37,  388;  38,  156.  Strutt  (Lord  Rayleigh), 
Phü.  Mag.  (4).    1871.   41.    p.  107,  274,  447. 

1896.  ]Iath.-pb7B.  Gl.  1.  6 
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Ersetzt  man  aber  das  trübe  Medium  durch  eine  fluorescirende 
Flüssigkeit  (z.  B.  Fluorescei'nlösung  oder  Petroleum),  so  sendet 
der  fluorescirende  Strahlenweg  fast  vollkommen  unpolari- 
sirtes  Licht  aus. 

Bei  Drehung  eines  NicoPschen  Prismas  vor  dem  Auge 
erscheint  der  Strahlenweg  höchstens  eine  Spur  weisslicher,  so- 
bald die  Polarisationsebene  des  Nicol  den  Strahlenweg  in  sich 
enthält,  während  bei  dazu  senkrechter  Stellung  des  Nicol  nur 
die  ganz  reine  Fluorescenzfarbe  zum  Vorschein  kommt.  Die 
geringe  Beimengung  mehr  weisslichen  Lichts  im  ersteren  Fall 
ist  offenbar  die  Folge  einer  geringfügigen  Trübung  des  Mediums. 
Bei  violetter  Bestrahlung  sendet  aber  der  fluorescirende  Strahlen- 
weg vollkommen  unpolarisirtes  Licht  aus;  Drehung  des  Nicol 
vor  dem  Auge  bewirkt  nicht  die  geringste  Intensitats-  oder 
Farbenänderung. 

Zu  demselben  Ergebniss  führt  die  Anwendung  polari- 
sirt  eintretenden  Lichts.  Der  jetzt  in  einem  trüben 
Medium  sich  abzeichnende  Strahlenweg  —  bläulich-weiss  oder 
violett,  je  nach  Anwendung  weissen  oder  violetten  Lichts  — 
schickt  hauptsächlich  nur  in  der  Polarisationsebene  des  ein- 
tretenden Strahlenbündels  Licht  aus,  und  zwar  in  dieser  Ebene 
polarisirtes ;  senkrecht  dazu  aber  fast  nichts.  Wird  der  polari- 
sirte  Strahl  hingegen  in  eine  fluorescirende  Flüssigkeit 
geschickt,  so  zeigt  sich  der  Strahlenweg,  wenn  weisses  Licht 
angewandt  war,  in  der  Polarisationsebene  nur  eine  Spur  weiss- 
licher als  senkrecht  zur  Polarisationsebene,  in  welch'  letssterer 
Richtung  die  reine  Fluorescenzfarbe  gesehen  wird.  —  Bei 
polarisirter  violetter  Bestrahlung  sendet  aber  der 
fluorescirende  Strahlenweg  vollkommen  unpolarisirtes 
Licht  aus,  und  zwar  in  gleicher  Stärke  nach  allen  zn 
ihm  senkrechten  Richtungen. 
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b)  Einfach  brechende  feste  Körper.^) 

Ich  uniersuchte  zwei  Glaswürfel;  ein  nnpolafrkirt  eintreten- 
der weisser  Strahl  zeichnete  seinen  Weg  in  dem  einen  grOn, 
in  dem  anderen  blau  flaorescirend  ab.  Dem  Fluorescenzlicfat 
ist  in  beiden  Fällen  ziemlich  viel  weissliches  Licht  beigemengt, 
und  das  vom  Strahlenweg  senkrecht  ausgesandte  Licht  ist 
ziemlich  stark  polarisirt  in  der  den  Strahlenweg  enthaltenden 
Ebene.  Stellt  man  die  Polarisationsebene  des  Tor  das  Auge 
gehaltenen  Nicols  senkrecht  zum  Strahlenweg,  so  erlischt  der 
polarisirte  weissliche  Antheil,  und  nur  das  reine  Fluoreseenzlicht 
bleibt  übrig.  Der  polarisirte  Antheil  ist  offenbar  dadurch  be- 
dingt, dass  das  Glas  zugleich  ab  ein  wenig  trübes  Medium 
wirkt.  Bei  violetter  Bestrahlung  sendet  der  fluorescirende 
Strahlen  weg  vollkommen  unpolarisirtes  Licht  aus;  es  zeigt  die 
reine  Fluorescenzfarbe.  Schickt  man  polarisirtes  weisses  Licht 
in  die  Glaser,  so  sendet  der  Strahlenweg  am  meisten  Licht  in 
der  Polarisationsebene  des  eintretenden  Bündels  aus,  und  zwar 
ziemlich  stark  in  ihr  polarisirtes.  Bei  polarisirter  violetter 
Bestrahlung  sendet  der  Strahlenweg  gänzlich  un- 
polarisirtes Licht  aus,  und  zwar  von  gleicher  Stärke 
nach  allen  zu  ihm  senkrechten  Richtungen. 

Ein  sehr  grosses  wasserhelles  Spaltungsstück  des  regulär 
krystalUsirenden  Flussspaths,  aus  der  k.  b.  Staatssammlung 
entliehen,  erschien  bei  gewöhnlicher  Besichtigung  merklich 
homogen.  Aber  beim  Hineinsenden  eines  Strahlenbündels  zeigte 
es  sich  aus  zwei  verschiedenen  Schichten  bestehend,  deren  eine 
das  Verhalten  eines  stark  trüben  Mediums  darbot,  während  sich 
die  andere  ganz  frei  von  Trübung  erwies.  Denn  derselbe  Strahl 
zeichnete  sich  in  ersterer  mehr  bläulich-weise,  in  letzterer  rein 
blau  ab.  Die  trübere  Partie  zeigte  in  jeder  Beziehung  das- 
selbe Verhalten  wie  die  beiden  Glaswürfel;  die  gänzlich  unge- 
trübte das  Verhalten  einer  reinen  fluorescirenden  Flüssigkeit. 

Das   Gesammt-Ergebniss  ist  folgendes:    Bei  den  der 
Fluorescenz    fähigen    flüssigen    und   festen    einfach 

^)  Yergl.  auch  Lallemaiid  a.  a.  0.  S.  917. 
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brechenden  Stoffen,  mögen  letztere  regulär  krystalli- 
sirt  oder  amorph  sein,  senden  alle  Tbeilchen  eines 
lediglich  fluorescirenden,  nicht  zugleich  trüben, 
Strahlenweges,  wie  er  im  Allgemeinen  durch  Yor- 
schaltung  eines  violetten  Glases  erhalten  wird,  völlig 
unpolarisirtes  Licht  aus.  Die  bei  Anwendung  weissen 
Lichts  auftretende  theilweise  Polarisation  des  vom  Strahlenwege 
ausgesandten  Lichtes,  dessen  Polarisationsebene  den  Strahlenweg 
in  sich  enthält,  sowie  seine  weisslichere  Färbung  ist  eine  Folge 
der  ,  Trübheit^  des  Mediums,  also  einer  ganz  anderen,  von  der 
Fluorescenz  gänzlich  unabhängigen  Erscheinung. 

Im  Folgenden  wird  daher,  um  die  Erscheinungen  nicht 
durch  die  aus  etwa  vorhandener  geringer  Trübheit  des  Mediums 
entspringende  Polarisation  zu  compliciren,  fast  ausschliesslich 
violette  Bestrahlung  angewendet.  Denn  diese  ruft,  nach  dem 
Vorigen,  bei  wenig  trüben,  aber  fluorescenzfahigen  Medien  nur 
Fluorescenz  hervor,  ohne  die  für  trübe  Medien  charakteristische 
Polarisation. 

I.   Fluorescenz  optiseh  einaxiger  Krystalle, 

§  3.    Rhomboedrisches  System.    Ealkspath. 

Dass  der  Ealkspath  fluorescirt,  und  zwar  mit  ziegelrothem 
Lichte,  wenn  ein  Bündel  concentrirter  Sonnenstrahlen  hindurch- 
geschickt wird,  hat  zuerst  Herr  v.  Lommel  beobachtet.*)  Mit 
elektrischem  Lichte  ist  die  Erscheinung  viel  weniger  deutlich, 
daher  untersuchte  ich  sie  stets  mit  Sonnenlicht  im  Dunkelzimmer 
unter  Weglassung  des  violetten  Glases.  Dabei  ist  es  zur  Ab- 
biendung der  vielen  hellen  Reflexe  sehr  förderlich,  sowohl  matt- 
schwarzes  Papier  als  Hintergrund  zu  wählen,  als  auch  den 
Erystall  mit  solchem  Papier  zu  bedecken,  welches  nur  durch 
ein  mehrere  Millimeter  weites  Loch  die  Beobachtung  des  rothen 
Strahlenweges  gestattet. 


^)  Wiedemanns  Annalen  21.    1884.    S.  422. 
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Nachdem  ich  an  zwei  dem  physikaüschen  Institut  der  tech- 
nischen Hochschule  gehörigen  grossen  wasserhellen  Bhomboedern 
Yon  Isländischem  Doppelspath  die  polarisirte  Fluorescenz  ganz 
zweifellos  festgestellt  hatte,  —  die  übrigens  Herr  v.  Lommel 
ausdrücklich  in  Abrede  stellt/)  —  suchte  ich  sie  unter  den 
einfachsten  Bedingungen  zu  beobachten.  Dazu  sollte  der  Strahl 
unabgelenkt  eintreten  und  im  Krystall  senkrecht  zur  optischen 
Aze  verlaufen.  Also  bedurfte  ich  eines  Erystalls  mit  einer  zur 
Axe  parallelen  Fläche  (Säulenfläche).  Als  ich  aber  zu  dem 
Zweck  eine  der  k.  b.  Staatssammlung  gehörige  ganz  klare 
sechsseitige  Ealkspathsäule  von  Egremont  in  Cumberland  unter- 
suchte, zeigte  sie  überhaupt  keine  Spur  von  Flaorescenz.  Er- 
folgreich erwies  sich  dagegen  die  Anwendung  eines  mir  von 
Herrn  v.  Lommel  aus  dem  physikalischen  Institut  der  hiesigen 
Universität  gütigst  zur  Verfügung  gestellten  ganz  klaren  Rhom- 
boeders  von  Isländischem  Doppelspath,  an  welches  sowohl  ein 
Paar  paralleler  Flächen  von  der  Stellung  der  ersten  Säule  (also 
2  Randecken  des  Rhomboeders  abstumpfend)  angeschliffen  war, 
als  auch  ein  anderes  Flächenpaar  von  der  Lage  der  geraden 
Endfläche,  also  senkrecht  zur  optischen  Axe.  Das  erste  Flächen- 
paar fasst  eine  Ealkspathschicht  von  43  mm  Dicke,  das  zweite 
eine  solche  von  28  mm  zwischen  sich. 

1.  Eintritt  in  die  Säulenfläche.  Das  Rhomboeder  wird  so 
gestellt,  dass  seine  optische  Axe  vertikal  ist,  und  dass  das  hori- 
zontale Sonnenstrahlenbündel  senkrecht  in  die  angeschliffene 
Säulenfläche  eintritt. 

a)  Man  blickt  zunächst  senkrecht  durch  die  hinten  oben 
gelegene  Rhomboederfläche,  deren  Flächennormale  zu- 
sammen mit  dem  innen  verlaufenden  rothen  Strahlenweg  eine 
Vertikalebene  bestimmt.  Dreht  man  jetzt  ein  NicoPsches  Prisma 
vor  dem  Auge,  so  erscheint  der  rothe  Strahlenweg  bei  Weitem 
am  schwächsten,  wenn  die  Polarisationsebene  des  Nicols  vertikal 
ist  und  somit  den  Strahlenweg  und  die  optische  Axe  enthält, 
d.  h.  wenn  sie  mit  dem  Hauptschnitt  des  ins  Auge  gelangenden 


^)  Y.  Lommel  a.  a.  0.  S.  422. 
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Strahls  zusammenfallt.  Dagegen  ist  der  rothe  Btrahlenweg  am 
hellsten,  —  vielleicht  4  mal  so  hell  nach  ganz  roher  Schätenng, 
—  wenn  die  Polarisationsebene  des  Nicok  zu  jenem  Haupt- 
schnitt senkrecht  ist.  Eine  Aenderung  des  Farbentons  ist  mit 
der  IntensitatsSnderung  nicht  verknüpfb.  Bei  Zugrundelegung 
der  elastischen  Lichttheorie  in  Fresnels  Fassung  wQrde  man 
also  sagen,  dass  die  von  den  fluorescirenden  Theilchen  in  obiger 
Richtung  zum  Auge  gesandte  Strahlung  aus  Schwingungen 
besteht,  die  sich  vorzugsweise  im  Hauptschnitt  voll- 
ziehen. Dieselbe  Folgerung  zieht  man  bei  Zugrundelegung 
der  elektromagnetischen  Lichttheorie  f&r  die  elektrischen 
Schwingungen.^)  Wegen  dieser  üebereinstimmung  soll  im  Fol- 
genden unter  ,  Schwingungsrichtung*  immer  die  Richtung  der 
elektrischen  Schwingungen  oder  die  Fresnersche  Scfawingungs- 
richtung  verstanden  werden.  Auf  Orund  der  Erwägungen  des 
§  1  schHesst  man  weiter,  dass  die  fluorescirenden  Theilchen 
selber  ebenfalls  vorzugsweise  in  jenem  Hauptschnitt 
schwingen. 

b)  Blickt  man  jetzt  durch  eine  andere  der  3  oberen  Rhom- 
boederflächen  auf  denselben  Strahlenweg,  so  erscheint  er  am 
undeutlichsten,  wenn  die  Polarisationsebene  des  Nicols  vertikal 
steht,  also  die  optische  Axe  (aber  nicht  den  Strahlenweg)  in 
sich  enthält;  dagegen  am  hellsten  bei  hierzu  senkrechter  Nicol- 
stellung.  Im  letzteren  Falle  ist  die  Polarisationsebene  senkrecht 
zum  Hauptschnitt  des  ins  Auge  gelangenden  Strahls;  folglich 
schliesst  man  wieder,  dass  seine  Schwingungen  vorzugsweise 
im  Hauptschnitt  erfolgen.  Also  schwingen  die  fluorescirenden 
Theilchen  auch  vorzugsweise  in  diesem  Hauptschnitt.  Wenn 
somit  die  fluorescirenden  Theilchen  sowohl  vorzugsweise  im 
ersteren,  als  in  diesem  letzteren  Hauptschnitt  schwingen  sollen, 
so  muss  ihre  Hauptschwingungsrichtung  in  der  geraden 
Linie  liegen,  welche  beiden  Hauptschnitten  gemeinsam  ist,  d.  h. 
in  der  optischen  Axe. 


1)  J.  C.  Maxwell,  A  Treatise  on  Eloctricity  and  Magnetisiii.    1873. 
Vol.  II.    Chapt.  XX.   articlc  797. 
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Jetzt  schickt  man  das  SonnenstrahlenbGndel  vor  seinem 
Eintritt  in  den  Erystall  zuerst  durch  ein  polarisirendes  NicoP- 
sches  Prisma  und  beobachtet  den  Strahlenweg  ¥neder  nach- 
einander durch  dieselben  beiden  Rhomboederflächen.  Mag  nun 
die  Polarisationsebene  des  eintretenden  Lichts  1  oder  ||  zur 
optischen  Axe  des  Ejrystalls  sein:  die  Stellungen  des  Analysator* 
nicols  zum  Eintritt  der  deutlichsten  oder  undeutlichsten  Sichtbar- 
keit des  roth  fluorescirenden  Strahlenweges  sind  dieselben  wie 
bei  unpolarisirter  Bestrahlung.  —  Femer  erkennt  man  mit 
unbewaffiietem  Auge,  besonders  bei  der  Besichtigungsart  b), 
dass  der  Strahlenweg  bei  Drehung  des  polarisirenden 
Nicols  seine  Intensität  ändert:  er  ist  bei  Weitem  am 
hellsten,  wenn  die  Polarisationsebene  des  eintretenden  Lichts 
senkrecht  zur  Axe  ist,  d.  h.  wenn  die  Schwingungen  des 
Fluorescenz  erweckenden  Strahls  parallel  zur  optischen  Axe 
geschehen.  Somit  ist  erkannt:  Mag  das  erregende  Licht  ||  oder 
1  zur  optischen  Axe  schwingen,  die  erregten  Fluorescenz- 
schwinguDgen  vollziehen  sieh  immer  hauptsächlich  parallel  der 
optischen  Axe,  jedoch  am  stärksten,  wenn  schon  die  erregenden 
Schwingungen  dieselbe  Richtung  haben. 

c)  BHckt  man  bei  unpolarisirter  Bestrahlung  durch 
die  gerade  Endfläche,  also  ||  der  optischen  Axe,  auf  den  rothen 
Strahlenweg,  so  bemerkt  man  bei  Drehung  des  Nicols  vor  dem 
Auge  keinerlei  Intensitätsänderungen.  Hieraus  folgt,  dass  bei 
den  Schwingungen  der  fluorescirenden  Theilchen  keine  der  zur 
optischen  Axe  senkrechten  Richtungen  vor  der  anderen  bevor- 
zugt ist.  —  Betrachtet  man,  bei  polarisirter  Bestrahlung, 
den  Strahlenweg  von  derselben  Richtung  her,  so  ist  er,  wie  es 
scheint,  ein  wenig  heller,  wenn  die  Erregerschwingungen  ||,  als 
wenn  sie  1  zur  optischen  Axe  erfolgen.  Also  scheinen  auch 
die  senkrecht  zur  Axe  gerichteten  Componenten  der  Fluorescenz- 
schwingungen  am  stärksten  geweckt  zu  werden  durch  Erreger- 
schwingungen, welche  der  Axe  ||  sind. 

2.  EMriU  in  die  gerade  Endfläche,  Während  das  Rhom- 
boeder  auf  einer  Randkante  steht,  so  dass  seine  optische  Axe 
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horizontal  liegt,  tritt  der  horizontale  Sonnenstrahl  senkrecht  in 
die  gerade  Endfläche. 

a)  Blickt  man  senkrecht  auf  eine  angeschliffene  Säulen- 
fläche, so  erscheint  der  Strahlen  weg  am  hellsten,  wenn  die 
Polarisationsebene  des  Analysatomicols  1  zur  optischen  Axe; 
dagegen  vielleicht  nur  ^4  so  hell,  wenn  sie  ||  der  Axe.  Ganz 
dasselbe  zeigt  sich,  wenn  das  Sonnenlicht  bereits  polarisirt  ein- 
tritt, mag  seine  Polarisationsebene  horizontal  oder  vertikal 
liegen.  Also  auch  durch  einen  zur  optischen  Axe  parallelen 
Strahl,  d.  h.  durch  Schwingungen  i  zur  Axe  werden  Fluores- 
cenzschwingungen  erregt,  deren  weitaus  gröeste  Componente  zur 
optischen  Axe  ||  ist. 

b)  Blickt  man  senkrecht  durch  eine  der  zur  Eintrittsfläche 
benachbarten  Rhomboederflächen,  so  erhält  man  genau  dasselbe 
Ergebniss.  Dies  zeigte  sich  besonders  schön  an  einem  der  tech- 
nischen Hochschule  gehörigen  ßhomboeder  mit  einem  ange- 
schliffenen Endflächenpaar,  welches  eine  Ealkspathschicht  von 
40  mm  zwischen  sich  lässt.  An  diesem  Exemplar  wandte  ich 
noch  eine  andere  Beobachtungsmethode  an.  Nämlich  statt  durch 
ein  Nicol  zu  sehen,  legte  ich  die  dichroskopische  Lupe  dicht 
an  jene  Bhomboederfläche,  so  dass  der  Hauptschnitt  der  Lupe 
horizontal  (also  ||  der  Axe)  lag,  die  beiden  Quadrate  also  hori- 
zontal neben  einander  li^en.  Beide  Quadrate  erscheinen  in  dem 
gleichen  ziegelrothen  Farbenton,  aber  in  ganz  verschiedener 
Helligkeit;  und  zwar  ist  stets  jenes  weitaus  das  hellste,  dessen 
Polarisationsebene  vertikal,  also  1  zur  optischen  Axe  ist. 

3.  MnirUi  in  eine  Bhomboederfläche.  Diese  Beobachtungen 
waren  meine  ersten  über  polarisirte  Fluorescenz.  Ein  der  tech- 
nischen Hochschule  gehöriges  wasserhelles,  parallel  einer  Rhom- 
boeder  -  Endkante  verlängertes  Ealkspathrhomboeder  mit  den 
Kantenlängen  34,  42,  66  mm  wurde  so  aufgestellt,  dass  das 
horizontale  Sonnenstrahlenbiindel  senkrecht  auf  eine  der  zwei 
kleineren  Rhomboederflächen  fiel,  und  zwar  sehr  nahe  an  der 
Rhomboederendecke.  (Aufstellung  L)  Blickt  man  dann  etwa 
srakrecht  durch   eine  dem  Eintrittsort  benachbarte  verlängerte 
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Rhomboederflache,  so  sieht  man  die  beiden  durch  Doppelbrechung 
entstandenen  Strahlen  ihren  Weg  im  Innern  roth  abzeichnen, 
und  zwar  beide  gleich  hell.  Verschiebt  man  jetzt  den  Erystall 
parallel  mit  sich  zur  Seite  (Aufstellung  II),  so  dass  das  Licht- 
bündel nicht  so  nahe  an  der  Kante  eintritt,  und  dass  folglich 
das  von  den  finorescirenden  Theilchen  ins  Auge  gesandte  Licht 
längere  Wege  durch  den  Kalkspath  zu  durchlaufen  hat,  so  er- 
blickt man  4  rothe  Strahlenwege  (oder  auch  bei  anderer  Ver- 
schiebung des  Krjstalls  nur  3,  indem  die  zwei  nächst  benach- 
barten mittleren  zu  einem  verschmelzen).  Die  Strahlen  mögen 
von  oben  nach  unten  als  erster,  zweiter,  .  .  gezählt  werden. 
Bei  Drehung  des  Nicols  Tor  dem  Auge  verschwindet  einmal  der 
erste  und  dritte,  sodann  der  zweite  und  vierte,  während  die 
ersteren  wieder  aufgetaucht  sind.  Die  beiden  übrig  bleibenden 
Strahlen  sind  jedesmal  unter  einander  gleich  hell ;  aber  während 
das  Strahlenpaar  2  und  4,  wenn  es  allein  sichtbar  ist,  sehr 
hell  erscheint,  ist  das  allein  übrig  bleibende  Paar  1  und  3 
wesentlich  matter,  jedoch  von  gleicher  Färbung.  Macht  man 
die  entsprechende  Beobachtung  bei  der  Aufstellung  I,  so  bleiben 
zwar  immer  beide  Strahlen wege  sichtbar;  aber  bei  einer  ge- 
wissen Nicolstellung '  sind  sie  am  hellsten  und  zugleich  am 
schmälsten;  bei  der  um  90^  gedrehten  Nicolstellung  sind  sie 
am  mattesten  und  wieder  am  schmälsten,  und  zugleich  fast  um 
ihre  eigene  Dicke  gehoben.  Offenbar  hat  man  es  bei  dieser 
Aufstellung  I  ebenfalls  mit  4  Strahlenbildem  zu  thun,  von 
denen  aber  je  2  so  dicht  beisammen  liegen,  dass  sie  zu  einem 
einzigen  verschmolzen  erscheinen. 

Wenn  die  Strahlen  am  undeutlichsten  sind,  schätze  ich  die 
Polarisationsebene  des  Analysatomicols.  zur  optischen  Axe  pa- 
rallel. Um  diese  und  die  darauf  senkrechte  Lage  der  Polari- 
sationsebene genauer  zu  bestimmen,  legte  ich  ein  schmales 
Papierstreifchen  an  jene  Fläche  des  Erystalls  dicht  an,  welche 
derjenigen  ||  ist,  durch  welche  hindurch  die  Erscheinung  be- 
sehen wurde.  Dann  verschwindet  beim  Drehen  des  Nicols  bald 
das  eine,  bald  das  andere  der  beiden  Bilder  dieses  Streifchens, 
und  zwar  gleichzeitig  mit  dem  Verschwinden   des  einen   und 
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anderen  Strahlenpaares.  So  überzeugt  man  sicfa,  dass  die  floo- 
rescirenden  Kalkspathtbeilchen  auch  bei  dieser  Versuchsanordnang 
Licht  aussenden,  welches  zum  grossten  Theil  senkrecht  zum 
Hauptschnitt  polarisirt  ist.  —  Die  Besichtigung  der  Bilder 
des  Papierstreifens  verhilft  zugleich  zur  Widerlegung  eines  ge- 
wissen Bedenkens.  Wenn  nämlich  das  NicoPsche  Prisma  auf 
möglichste  Ausloschung  der  rotben  Strahlenwege  eingestellt  ist, 
so  bemerkt  man  viele  glänzende  Pünktchen  im  Erystall,  ver- 
muthlich  kleine  Hohlräume;  dieselben  verschwinden  bei  der 
anderen  Nicolstellung,  welche  die  rothen  Strahlen  am  deut- 
lichsten zeigt.  Es  wäre  nun  nicht  undenkbar,  dass  vielleicht 
in  Folge  des  Fehlens  dieser  hellen  Reflexe  die  rothen  Strahlen 
jetzt  soviel  intensiver  gesehen  werden.  Indessen  wenn  hierin 
die  wahre  Ursache  des  grossen  Helligkeitsunterschiedes  der  Fluo- 
rescenzerscheinung  bei  beiden  Nicolstellungen  läge,  so  müsste 
das  Bild  des  durch  den  Erystall  hindurch  gesehenen  Papier^ 
Streifens  entsprechende  Helligkeiteunterschiede  aufweisen.  Hier- 
von liess  sich  aber  keine  Spur  bemerken !  Dies  beweist,  dass  jene 
Reflexe,  wenn  sie  auch  die  Beobachtungen  erschweren,  doch  in 
keiner  Weise  als  Ursache  des  Verblassens  der  rothen  Erschei- 
nung bei  der  einen  Nicolstellung  herangezogen  werden  können. 

Gesammt-Ergebniss:  Durch  Strahlen  von  welcher 
Richtung  auch  immer  der  Kalkspath  zum  Fluoresciren 
gebracht  sein  mag:  Die  Schwingungen  der  fluores- 
cirenden  Theilchen  sind  immer  solche,  dass  ihre  grösste 
Gomponente  parallel  ist  zur  optischen  Axe.  Von  allen 
dazu  senkrechten  Richtungen  erscheint  keine  ausge- 
zeichnet. Am  stärksten  wird  die  Fluorescenz  erregt 
durch  Schwingungen,  die  der  optischen  Axe  parallel 
sind.     (Vgl.  Ib  und  c.) 

§  4.    Hexagonales  System.     Apatit. 

Das  von  mir  untersuchte,  der  k.  bayer.  Staatssammlung 
gehörige  Exemplar  vom  Floitenthal  (Tirol)  hat  als  Begrenzung 
zwei  gerade  Endflächen,   welche  eine  Tafel  von  15  mm  Dicke 
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zwischen  sich  lassen,  femer  zwei  nebeneinander  liegende  Flachen  der 
sechsseitigen  Säule  und  unregelmässige  Bmchflächen,  endlich  einige 
schmale  Dihexaederflächen.  Der  Apatitkrjstall  ist  merklich  farblos 
und  zeigt  keine  Spur  von  Dichroismus  im  durchgehenden  Licht. 

1.  Eintritt  in  die  gerade  Endfläche  y  Beobachtung  durch 
eine  Säulenfläche»  Der  gelblichgrün  fluorescirde  Strahlenweg 
sendet  Lieht  aus,  das  sich,  durch  ein  Nicol  besichtigt,  fast 
Tollkommen  im  Hauptschnitt  polarisirt  erweist.  Dies  ist 
auch  der  Fall,  wenn  das  Licht  vor  seinem  Eintritt  in  den 
Krystall  in  irgend  einem  Azimuth  polarisirt  ist.  Ein  ||  der 
Aze  verlaufender  Strahl  erregt  also  Fluorescenz- 
schwingungen  senkrecht  zur  Aze. 

2.  Eintritt  in  eine  Säulenfläehe.  Nur  bei  Besichtigung 
durch  die  gerade  Endfläche  ist  der  gelblichgrüne  Strahlen- 
weg überhaupt  wahrzunehmen,  während  man  bei  Beobachtung 
durch  andere  Flächen  kaum  etwas  anderes  als  das  violette  Er- 
regerlicht bemerkt.  Das  von  den  fluorescirenden  Theilchen  || 
der  Axe  ausgesandte  Licht  erweist  sich  als  völlig  unpolarisirt ; 
also  müssen  die  Schwingungen  jener  Theilchen  nach  allen 
Richtungen  senkrecht  zur  Aze  merklich  gleich  stark  erfolgen.  — 
Schickt  man  polarisirtes  Licht  in  den  Krystall,  so  ist  das  durch 
die  gerade  Endfläche  austretende  Fluorescenzlicht  wieder  un- 
polarisirt, jedoch  ist  es  am  intensivsten,  wenn  die  Polarisations- 
ebene des  eintretenden  Lichts  die  optische  Aze  in  sich  enthält. 

Gesammt-Ergebniss:  Im  Apatit  schwingen  die  fluo- 
rescirenden Theilchen  merklich  nur  senkrecht  zur 
optischen  Aze,  aber  in  dieser  Ebene  gleich  stark  nach 
allen  Richtungen.  Die  stärkste  Fluorescenz  wird  er- 
regt, wenn  die  Erregerschwingungen  schon  selbst  1 
zur  Aze  erfolgen. 

§  5.    Hezagonales  System.     Fortsetzung.     Beryll. 

Mir  standen  vier  der  k.  b.  Staatesammlung  gehörige  Exem- 
lAare  zur  Yerfügong:  zwei  meergrüne  (Aquamarin),  ein  hell- 
w^ügelbes  »nd  ein  pzilehtiger  Smaragd.     Der  eine  meergrüne 
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und  der  weingelbe  Krystall  zeigten  ein  recht  übereinstimmendes 
Verhalten,  so  dass  es  gemeinsam  beschrieben  werden  kann; 
merkUch  abweichend  verhielten  sich  die  beiden  anderen.  AUe 
stimmen  darin  überein:  dichroitisch  polarisirte  Fluores- 
cenz  zu  zeigen. 

I.  Der  erste  meergrüne  Aquamarin  aus  Sibirien  ist  eine 
stark  gestreifte  sechsseitige  Säule  von  etwa  5  cm  Länge  und 
2  bis  2^/2  cm  Dicke,  an  dem  einen  Ende  durch  eine  Spaltungs- 
fläche von  der  Lage  der  Geradendfläche  begrenzt,  am  anderen 
Ende  unregelmässig  abgebrochen.  Er  zeigt  im  durchgehenden 
Licht  keine  Spur  von  Dichroismus.  Der  hell  weingelbe, 
vollkommen  klare  Beryll  von  Alabaschka  bei  Mursinska  im 
Ural  ist  eine  4,5  cm  lange  sechsseitige  Säule  von  1,5  bis  2  cm 
Dicke,  an  dem  einen  Ende  begrenzt  von  der  geraden  Endfläche, 
sowie  von  einem  auf  die  Kanten  und  einem  zweiten  auf  die 
Flächen  gerade  aufgesetzten  Dihezaeder,  während  das  andere 
Ende  unregelmässig  ist.  Er  zeigt  im  durchgehenden  Lichte 
ganz  schwachen  Dichroismus;  denn  in  der  auf  eine  Säulenfläche 
gesetzten  dichroskopischen  Lupe  ist  jenes  quadratische  Bildchen, 
dessen  Polarisationsebene  die  optische  Axe  des  Berylls  enthält, 
schwach  grünlich,  das  andere  mehr  bläulich  grau;  doch  ist  der 
Farbenunterschied  nur  sehr  gering. 

1.  Licht  tritt  senkrecht  in  eine  Säulenfläche, 

a)  Besichtigung  durch  eine  andere  Säulenfläche. 
Wenn  die  Polarisationsebene  des  Analysators  parallel  zur  opti- 
schen Axe  ist,  so  erscheint  der  fluorescirende  Strahlenweg  in 
reinem  tiefem  Blau ;  ist  jene  Ebene  aber  i  zur  Axe,  so  erscheint 
er  rothviolett.  Dasselbe  lehrt  die  Anwendung  der  dichroskopi- 
schen Lupe.  Wenn  das  einfallende  Licht  im  Hauptschnitt 
polarisirt  ist,  so  erscheint  der  fluorescirende  Strahlenweg  rein 
blau;  und  zwar  sehr  hell,  wenn  die  Polarisationsebene  des 
Analysators  die  optische  Axe  in  sich  aufnimmt,  dagegen  ganz 
schwach  (bei  dem  weingelben  Exemplar  sogar  0),  wenn  jene 
Ebene  zur  Axe  senkrecht  steht.  Wenn  dagegen  das  einfallende 
Licht  senkrecht  zum  Hauptschnitt  polarisirt  ist,  so  erscheint 
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der  Strahlenweg  sehr  hell  rothviolett,  falls  die  Polarisations- 
ebene des  Analysators  ebenfalls  senkrecht  zur  Axe  ist,  dagegen 
yiel  dunkler  und  in  blauem  Farbton  (beim  weingelben  Exemplar 
überhaupt  kaum  wahrnehmbar),  falls  diese  Ebene  ||  zur  Axe. 
Aus  diesem  Verhalten  ist  zu  schliessen,  dass  blaue  Fluores- 
cenzschwingungen  fast  lediglich  senkrecht  zur  Axe 
erfolgen,  und  dass  Strahlen,  deren  Schwingungen 
senkrecht  zur  Axe  stattfinden,  nur  diese  blauen 
Fluorescenzschwingungen  erregen;  ferner  dass  roth- 
violette Fluorescenzschwingen  ||  der  Axe  erfolgen,  und 
dass  Strahlen,  deren  Schwingungen  ||  zur  Axe  statt- 
finden, fast  nur  diese  rothvioletten  Fluorescenz- 
schwingungen erwecken. 

Sieht  man  nicht  senkrecht  durch  die  Säulenfläche,  sondern 
schräg,  so  ist  die  Fluorescenzerscheinung  schwächer. 

b)  Sieht  man  senkrecht  durch  die  gerade  End- 
fläche, so  erscheint  der  Strahlen  weg  rein  blau  und  völlig 
unpolarisirt,  gleichgiltig  ob  das  einfallende  Licht  natürlich  oder 
irgend  wie  polarisirt  ist.  (Der  weingelbe  Erystall  zeigt  indess 
in  dieser  Richtung  fast  gar  kein  Licht.)  Man  schliesst,  dass 
die  Blauschwingungen  der  fluorescirenden  Theilchen 
nach  allen  Richtungen  senkrecht  zur  Axe  merklich 
gleich  stark  erfolgen. 

2.  Eintritt  in  die  gerade  Endfläche.  Besichtigung  durch 
eine  Säulenfläche.  Wenn  die  Polarisationsebene  des  Analysators 
parallel  zur  Axe  ist,  erscheint  der  Strahlen  weg  blau;  wenn  sie 
i  zur  Axe  ist,  ein  wenig  mehr  violett.  (Der  weingelbe  Krystall 
zeigt  in  dieser  Richtung,  abgesehen  von  einigen  blauen  Reflexen, 
nichts.)  Diese  Beobachtung  bestätigt,  dass  die  Theilchen  be- 
sonders fähig  sind,    1  zur  Axe  Blauschwingungen  auszuführen. 

IL  Der  zweite  meergrüne  Beryll,  von  der  Urulga  bei 
Nertschinsk,  hat  die  Gestalt  einer  sechsseitigen  Säule  von  etwa 
2  cm  Dicke  und  kaum  gleicher  Länge,  mit  kleiner  Geradend- 
fläche und  ziemlich  grossem  auf  die  Säulenkanten  gerade  auf- 
gesetztem   Dihexaeder.     Er    ist   nur   massig   durchsichtig,    im 
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durchgehenden  Lichte  aber  dichroitisch;  denn  beim  Aufsetzen 
der  dichroskopischen  Lupe  auf  eine  Säulenfläche  ist  jenes  qua- 
dratische Bild,  dessen  Polarisationsebene  die  optische  Aze  des 
Berylls  enthält,  schwach  meergrünlich  gefärbt,  das  andere  blau. 
—  Das  Verhalten  dieses  Erjstalls  weicht  von  dem  der  beiden 
vorigen  merkwürdig  ab;  um  dasselbe  zu  schildern,  muss  man 
nämlich  in  der  vorigen,  übrigens  unveränderten  Darstellung 
überall  die  Worte  blau  und  rothviolett  miteinander  ver- 
taoschen!  Hier  geschehen  also  die  Blauschwingungen 
der  fluorescirenden  Theilchen  hauptsächlich  ||  der 
Axe,  nicht  1  zur  Aze  wie  dort;  die  rothvioletten  da- 
gegen 1  zur  Aze,  und  zwar  merklich  gleich  stark  nach 
allen  Richtungen  in  dieser  Ebene.  Eine  kleine  Ab- 
weichung zeigt  nur  die  Besichtigung  durch  die  gerade  End- 
fläche, bei  welcher  der  ganze  Erystall  ziemlich  gleichmäsdg 
durchleuchtet  erscheint,  und  zwar  mehr  blau  als  violett. 

IIL  Der  tief  smaragdgrüne  Erystall  von  S.  Fe  de  Bogota 
hat  die  Gestalt  einer  1,3  cm  langen,  sechsseitigen  Säule  von 
1,5  bis  2  cm  Dicke,  b^prenzt  durch  zwei  Spaltungsfläehen  von 
der  Lage  der  geraden  Endfläche.  Er  ist  rissig  und  trübe  und 
im  durchgehenden  Lichte  massig  dichroitisch:  das  im  Haupi- 
sehnitt  polarisirte  Bild  ist  ziemlich  rein  grün,  das  andere  mehr 
blaugrün;  doch  ist  der  Farbenunterschied  nicht  gross.  Der 
Erystall  zeigt  nach  der  Bestrahlung  merkliches  Nachleuchten. 

Die  dichroitische  Fluorescenz  dieses  Erystalls  ist  wiederum 
eine  andere.  Man  muss  zu  ihrer  Beschreibung  in  der  übrigens 
gänzlich  unveränderten  Schilderung  des  Verhaltens  des  ersten 
Aquamarins  überall  statt  Blau  Ziegelroth  setzen,  und  statt 
Rothviolett  Blauviolett. 

Gemeinsam  ist  allen  vier  Beryllen,  dass  sie  dichroitisch 
fluoresciren:  die  zur  optischen  Axe  senkrechten  Schwingungen 
sind  gleich  stark  nach  allen  Richtungen  in  dieser  Ebene,  und 
an  Farbe  entweder  blau  oder  rothviolett  oder  roth;  die  der 
optischen  Axe  parallelen  Schwingungen  sind  entweder  roth- 
violett  oder  blau  oder  blauviolett.  Die  ersteren  schönen 
etwas  stärker  zu  sein. 
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§  6.    Quadratisches  System.     YesiiTian. 

Mir  standen  zwei  Krystalle  von  Ala  in  Piemont  aus  der 
k.  b.  Staatssammlung  zur  Verfügung.  Der  erste  ist  eine  qua- 
dratische Säule  mit  zugehöriger  Pyramide  und  kleiner  Gerad- 
endfiäche,  18  mm  lang,  5  und  7  mm  dick;  die  Säulenkanten 
sind  durch  die  zweite  Säule  wenig  abgestumpft.  Das  zweite 
nur  wenig  kleinere  Exemplar  gleicht  dem  ersten  übrigens  voll- 
kommen, jedoch  ist  es  weniger  rissig,  und  daher  wurde  es  zu 
den  meisten  Beobachtungen  verwendet.  Beide  Krystalle  sind 
durchsichtig  grün  und  im  durchgehenden  Licht  deutlich  di- 
chroitisch:  das  im  Hauptschnitt  polarisirte  Bild  isfc  gelb,  das 
andere  grün.  Die  durch  violette  Bestrahlung  erweckte  Fluores- 
cenz  ist  stets  ein  leuchtendes  Roth,  dessen  Beobachtung  das 
Auge  sehr  schnell  ermüdet. 

1 .   UnpclUirisifies  Licht  triU  senkreeM  in  eine  Säulenfläche. 

a)  Besichtigung  durch  eine  Nachbarfläche  der- 
selben Säule.  Wenn  die  Polarisationsebene  des  Analysators 
die  optische  Axe  enthält,  ist  die  Fluorescenz  etwas  heller,  als 
wenn  sie  zu  ihr  senkrecht  steht,  aber  die  Farbe  ist  beide  Male 
nicht  merklich  verschieden;  denn  die  im  letzteren  Falle  bei- 
gemengten Spuren  von  Violett  beruhen  augenscheinlich  nur 
auf  Reflexion  des  einfallenden  Lichts.  Die  zur  Axe  senk- 
rechten Schwingungskomponenten  der  fluorescirenden 
Theilchen  sind  also  etwas  grösser  als  die  parallele. 
Die  durch  polarisirt  einfallendes  Licht  erweckte  Fluorescenz  ist 
dann  am  stärksten,  wenn  es  im  Hauptschnitt  polarisirt  ist;  doch 
ist  der  Unterschied  bei  Azimuthänderungen  der  einfallenden  Po- 
larisationsebene  nicht  gross.  Das  vom  fluorescirenden  Strahlen- 
weg durch  die  gerade  Endfläche,  also  ||  der  Axe,  hinausgesandte 
Licht  zeigt  diesen  Unterschied  etwas  stärker.  Man  schliesst, 
dass  die  zur  Axe  senkrechten  Schwingungen  einfallen- 
den Lichts  stärkere  Fluorescenz  erregen  als  die  zur 
Axe  parallelen. 

W^in  das  einfallende  Licht  senkrecht  zum  Hauptschnitt 
polarisirt  ist,  so  ist  das  geweckte  Fluorescenzlicht  ebenfalls  £ast 
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vollkommen  senkrecht  zum  Haupischnitt  polarisirt.  und  wenn 
das  einfallende  Licht  im  Hauptschnitt  polarisirt  ist,  ist  auch 
das  Fluorescenzlicht  wieder  fast  vollkommen  polarisirt,  jetzt  aber 
so,  dass  seine  Polarisationsebene  die  Axe  enthält.  Hieraus 
schliesst  man:  Schwingungen  parallel  zur  Axe  erregen 
ganz  überwiegend  Fluorescenzschwingungen  parallel 
zur  Axe;  ebenso  Schwingungen  senkrecht  zur  Axe 
überwiegend  solche  1  zur  Axe. 

b)  Hiermit  stimmt  überein,  dass  die  Fluoresceuz  bei  Be- 
sichtigung durch  die  gerade  Endfläche  im  ersteren  Falle 
nur  sehr  schwach  erscheint,  im  letzteren  Falle  viel  stärker,  und 
zwar  dann  am  stärksten,  wenn  die  Polarisationsebene  des  Analy- 
sators den  Strahlenweg  enthält. 

2.  Eintritt  in  die  gerade  Endfläche.  Besichtigung  durch 
eine  Säulenfläche.  Bei  unpolarisirt  eintretendem  Lichte  lehrt 
die  Beobachtung  mit  dem  Analysator,  dass  die  Schwingungen 
der  fluorescirenden  Theilchen  eine  etwas  grössere  Com- 
ponente  senkrecht  zur  Axe  besitzen  als  ||  zur  Axe,  ganz 
wie  bei  der  vorigen  Erregungsart.  Tritt  aber  polarisirtes  Licht 
ein,  dessen  Polarisationsebene  ||  einer  Säulenfläche  ist,  so  lehrt 
die  Beobachtung  in  dieser  Ebene,  dass  die  Fluorescenz  am 
hellsten  erscheint,  wenn  die  Polarisationsebene  des  Analysators 
in  derselben  Ebene  liegt,  während  bei  Betrachtung  durch  die 
anstossende  Säulenfläche,  also  aus  einer  Richtung  1  zur  Polari- 
sationsebene des  einfallenden  Lichts,  ein  Einfluss  der  Analysator- 
stellung  nicht  festzustellen  ist.  Die  hierbei  erweckten  Schwing- 
ungen der  fluorescirenden  Theilchen  haben  also  die  grösste 
Gomponente  ||  den  Schwingungen  des  Erregerlichts  (1  zur  Axe), 
während  die  beiden  anderen  kleineren  Gomponente  (||  und  1  zur 
Axe)  nicht  merklich  verschieden  sind. 

Gesammt-Ergebniss:  Im  Vesuvian  haben  die  Fluo- 
rescenzschwingungen etwas  grössere  Componenten  1 
als  II  zur  Axe;  auch  werden  sie  am  stärksten  durch 
Schwingungen  ersterer  Richtung  erregt.  Schwingungen 
des   Erregerlichts,   die   ||,   beziehungsweise  1   zur  Axe 
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erfolgen,  rufen  auch  überwiegend  Fluorescenzschwing- 
ungen  ||,  beziehungsweise  1  zur  Axe  hervor. 

§  7.  QnadratiflcheB  System;  Fortseteung.  Homblei  (Phosgenit). 

Von  Herrn  Professor  Goldschmidt  in  Heidelberg  wurden 
mir  in  liebenswürdigster  Weise  zwei  durch  ihre  Grösse  und 
Klarheit  besonders  geeignete  kostbare  Krjstalle  von  Monte  Poni 
auf  Sardinien  zur  Verfügung  gestellt.  Der  grossere  von  beiden, 
durch  Spaltungsflächen  parallel  der  Säule  und  der  geraden  End- 
fläche begrenzt,  hat  durch  das  Vorwalten  der  Endfläche  die 
Gestalt  einer  flachen  Tafel  von  etwas  über  1,5  cm  Dicke,  wäh- 
rend die  Querdimensionen  2  und  3,5  cm  betragen.  Der  zweite, 
wesentlich  kleinere  Krystall  ist  begrenzt  von  einer  grossen 
Geradendfläche  und  drei  Flächen  einer  Säule  nebst  einigen  an- 
deren Flächen  der  Säulenzone.  Beide  sind  im  durchgehenden 
Lichte  schwach  dichroitisch :  das  im  Hauptschnitt  polarisirte 
Bild  ist  leicht  röthlich,  das  andere  leicht  grünlich,  aber  die 
Färbungen  sind  äusserst  gering.  Beide  Erystalle  zeigen  über- 
einstimmende FluorescenzerscheinuDgen;  weil  aber  beim  zweiten 
eine  merkwürdige  Ungleichmässigkeit  der  Verbreitung  der  fluo- 
rescirenden  Theilchen  durch  seine  Masse  hin  die  Beobachtungen 
erschwert,  so  beziehen  sich  die  folgenden  Angaben  wesentlich 
auf  den  ersten  Krystall. 

1.    Eintritt  in  eine  Säulenfläche, 

a)  Besichtigung  durch  eine  andere  Fläche  der- 
selben Säule.  Der  fluorescirende  Strahlenweg  erscheint  am 
hellsten  und  zwar  gelblichgrün,  wenn  die  Polarisationsebene  des 
Analysators  die  optische  Axe  in  sich  aufnimmt;  minder  hell 
und  mehr  bläulichgrün,  wenn  jene  Ebene  senkrecht  zur  Axe. 
Es  ist  nicht  unwahrscheinlich,  dass  die  mehr  ins  Bläuliche 
spielende  Färbung  im  letzteren  Fall  auf  der  Reflexion  des  auf- 
fallenden Blauviolett  beruht.  Die  Schwingungen  der  fluo- 
rescirenden  Theilchen  (gelblichgrün)  erfolgen  hier- 
nach hauptsächlich  senkrecht  zur  Axe.  Bei  polarisirter 
Bestrahlung  wird   weitaus    hellste   Fiuorescenz   dann    geweckt, 
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wenn  das  einfallende  Licht  senkrecht  zur  Äxe  polarisiit  ist 
Dies  gilt  auch  bei  Besichtigung  durch  die  Endfläche.  Hiermit 
stehen  wir  Tor  der  Tbatsache,  dass  die  Fluorescenz- 
Schwingungen,  welche  selber  hauptsächlich  senkrecht 
zur  Axe  sich  vollziehen,  am  stärksten  geweckt  werden 
durch  Strahlen,  deren  Schwingungen  zur  Axe  parallel 
sind.  Hiermit  stimmt  überein,  dass  die  Fluorescenzerscheinungen 
bei  polarisirter  Bestrahlung  genau  dieselben  sind  wie  bei  un- 
polarisirter,  falls  das  einfallende  Licht  senkrecht  zum  Haupt- 
schnitt polarisirt  ist,  also  ||  der  Axe  schwingt.  Ist  dagegen 
das  einfallende  Licht  im  Hauptschnitt  polarisirt  (schwingt  es 
also  1  zur  Axe),  so  zeigt  sich  im  Analysator  nur  ganz  schwache 
Fluorescenz,  falls  seine  Polarisationsebene  die  Axe  enthält, 
stärkere  dagegen  bei  dazu  senkrechter  Lage.  Also  erweckt 
Licht,  dessen  Schwingungen  senkrecht  zur  Axe  er- 
folgen, fast  nur  Schwingungen  parallel  der  Axe. 

b)  Besichtigung  durch  die  gerade  Endfläche  zeigt, 
dass  das  parallel  zur  Axe  hinausgesandte  Fluorescenzlicht  un- 
polarisirt  ist,  gleichgiltig  ob  das  erregende  Licht  polarisirt  ist 
oder  nicht.  Folglich  schwingen  die  fluorescirenden 
Theilchen  nach  allen  Richtungen  senkrecht  zur  Axe 
merklich  gleich  stark. 

2.  Eintritt  in  die  gerade  Endfläche.  Beobachtung  durch 
eine  Säulenfläche.  Der  fluorescirende  Strahlenweg  sendet  un- 
polarisirtes  Licht  aus,  mag  das  einfallende  Licht  unpolarisirt 
oder  in  irgend  einem  Azimuth  polarisirt  sein.  Die  Intensität 
der  Fluorescenz  ist  unabhängig  vom  Azimuth  der  Polarisations- 
ebene des  einfallenden  Lichts.  In  diesem  Falle  sind  also  die 
Schwingungen  der  fluorescirenden  Theilchen  ||  und  1  zur  Axe 
merklich  gleich  stark.  Folglich  erwecken  hier  Schwingungen 
des  einfallenden  Lichts,  welche  senkrecht  zur  Axe  erfolgen, 
starke  Fluorescenzschwingungen  parallel  der  Axe,  überein- 
stimmend mit  einer  schon  vorher  gezogenen  Folgerung. 

Gesammt-Ergebniss:  Im  Phosgenit  erfolgen  Fluo- 
rescenzschwingungen am  stärksten  senkrecht  zur  Axe; 
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nach  allen  Richtungen  innerhalb  dieser  Ebene  aber 
gleich  stark.  Diese  Schwingungen  werden  am  stärksten 
erregt  durch  Licht,  dessen  Schwingungen  ||  zur  Axe 
erfolgen;  während  Licht,  dessen  Schwingungen  1  zur 
Axe  geschehen,  hauptsächlich  Fluorescenzschwing- 
ungen  ||  zur  Axe  erregen. 


II.   Flaoreseenz  optiseh-zweiaxiger  Erjstalle. 

§  8.    Rhombisches  System.     Topas.     (Fig.  1.) 

Mir  standen  aus  der  k.  b.  Staatssammlung  vier  schone 
Erystalle,  zum  Theil  von  ausserordentlicher  Grösse,  zur  Ver- 
fägung.  Zwei  derselben  zeigten  kaum  bemerkbare  Spuren  von 
Fluorescenz,  nämlich  ein  dunkelgoldgelber  voller  Sprünge  aus 
Brasilien,  und  ein  ganz  hell  weingelber  aus  Sibirien.  Die  beiden 
anderen  von  der  Urnlga  bei  Nertschinsk  in  Ostsibirien  zeigten 
dagegen  ein  sehr  übereinstimmendes  Verhalten;  ich  beschreibe 
zunächst  die  von  dem  grösseren  von  beiden  dargebotenen  Er- 
scheinungen. Der  völlig  durchsichtige  und  fast  farblose  Erystall 
ist  hauptsächlich  begrenzt  von  den  vier  Flächen  einer  rhom- 
bischen Säule  (der  sogenannten  zweiten  Säule,  deren  Winkel 
etwa  92^  beträgt),  und  von  der  geraden  Endfläche;  untergeordnet 
treten  noch  die  Flächen  der  ersten  Säule  und  einige  Domen 
auf.     Die  Länge  der  Säule  beträgt  6  Qm,  ihre  Querdimensionen 

etwa  4  und  4,5  cm.  Der  Blick  auf  die 
Endfläche  bietet  etwa  nebenstehendes 
Aussehen.  Die  Ebene  der  optischen  Axen 
ist  II  den  krystallographischen  Axen  a  und 
c  (Figur),  die  erste  Mittellinie  der  opti- 
schen Axen  liegt  in  der  Säulenaxe  c.  Im 
durchgehenden  Lichte  ist  sehr  schwacher 
^fr  1*  Dichroismus   bemerkbar,   indem   das  im 

Haoptschnitt  polarisirte  Bild  ein  wenig  lichtschwächer  ist  als 
das  andere,  ohne  dass  dabei  eine  Farbenverschiedenheit  auf- 
tritt. 

7* 
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1.  Eintrat  in  eine  grosse  Säulenfläche. 

a)  Besichtigung  durch  eine  Nachbarfläche  der- 
selben Säule.  Die  von  dem  gelbgrün  fluorescirenden  Strahlen- 
weg ausgehenden  Strahlen  sind  senkrecht  zur  optischen  Axen- 
ebene  ziemlich  vollkommen  polarisirt;  d.  h.  ihre  Schwingungen 
geschehen  vorzugsweise  ||  der  Mittellinie  c  der  optischen  Axen, 
während  die  dazu  senkrechten  Gomponenten  nur  klein  sind. 

b)  Besichtigung  durch  die  Endfläche.  Der  Strahlen- 
weg erscheint  viel  weniger  hell;  er  ist  senkrecht  zur  optischen 
Axenebene  so  gut  wie  vollkommen  polarisirt.  Die  Schwing- 
ungen geschehen  also  wesentlich  nur  in  der  optischen  Axen- 
ebene; man  kann  jetzt  nur  die  II  a  erfolgenden  wahrnehmen; 
und  da  die  Erscheinung  jetzt  viel  schwächer  ist  als  zuvor,  so 
folgt,  dass  die  Schwingungen  der  fluorescirenden  Theilchen 
selber  vorwiegend  II  c  und  nur  mit  viel  kleinerer  Componente 
II  a  erfolgen. 

c)  Besichtigung  aus  der  Richtung  der  Erystall- 
axe  a  (in  der  optischen  Axenebene).  Der  Strahlenweg 
wird  unsichtbar,  wenn  die  Polarisationsebene  des  Analysators 
mit  der  Ebene  der  optischen  Axen  zusammenfallt.  Bei  polari- 
sirter  Bestrahlung  wird  stärkste  Fluorescenz  geweckt,  wenn  das 
einfallende  Licht  1  zur  optischen  Axenebene  polarisirt  ist,  also 
II  c  schwingt,  dagegen  fast  gar  keine,  wenn  es  II  ac  polarisirt 
ist,  also  1  c  schwingt.  Im  Uebrigen  sind  die  Erscheinungen 
wie  die  unter  1  a)  und  1  b)  beschriebenen. 

Aus  Allem  folgt:  Bei  Eintritt  des  Lichts  in  eine 
Säulenfläche  werden  Schwingungen  der  fluoresciren- 
den Theilchen  geweckt,  welche  wesentlich  nur  in  der 
Ebene  der  optischen  Axen  vor  sich  gehen;  ihre  weit- 
aus grösste  Componente  ist  II  der  Mittellinie  c  der 
optischen  Axen,  eine  viel  kleinere  II  a.  Erfolgen  die 
Erregerschwingungen  II  c,  so  wird  stärkste  Fluores- 
cenz erregt;  dagegen  fast  gar  keine  durch  Schwing- 
ungen i  c. 
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2.  Eit^rüt  in  die  grosse  Domafläehe  d.  Das  durch  eine 
Sänlenfläche  ausfaretende  Flnorescenzlicht  ist  vorzugsweise,  das  II 
der  Krystallaxe  a  verlaufende  ist  vollkommen  senkrecht  zur 
Ebene  der  optischen  Axen  polarisirt.  Hierdurch  werden  die 
vorigen  Schlüsse  lediglich  bestätigt. 

3.  Eintritt  in  die  Endfläche, 

a)  Besichtigung  durch  eine  Säulenfläche.  Die 
Fluorescenz  ist  viel  schwächer  als  bei  1)  und  2);  sie  erscheint 
am  hellsten,  wenn  die  Polarisationsebene  des  Analysators  1  o, 
am  schwächsten,  wenn  II  c.  Obwohl  also  der  erregende  Strahl 
längs  c  verläuft,  somit  1  c  schwingt,  hat  doch  das  aus  der 
Säulenfläche  austretende  Fluorescenzlicht  seine  grösste  Schwing- 
ungscomponente  II  c,  eine  kleinere  1  c. 

b)  Besichtigung  aus  der  Richtung  a  zeigt  das  Fluores- 
cenzlicht völlig  verlöscht,  wenn  die  Polarisationsebene  des  Analy- 
sators mit  der  optischen  Axenebene  zusammenfällt.  Also  auch 
jetzt  schwingen  die  fluorescirenden  Theilchen  nur  in 
der  optischen  Axenebene. 

c)  Besichtigung  aus  der  Richtung  der  Krystall- 
axe &,  also  1  zur  Ebene  der  optischen  Axen.  Hierändert 
sich  die  Intensität  des  Fluorescenzlichtes  nicht  merklich  bei 
Drehung  der  Polarisationsebene  des  Analysators;  also  sind  die 
Schwingungscomponenten  der  fluorescirenden  Theilchen  II  a  und  c 
merklich  gleich.  Wenn  polarisirtes  Licht  eintritt,  dessen  Polari- 
sationsebene mit  der  Ebene  der  optischen  Axen  zusammenfallt, 
so  wird  kaum  nennenswerthe  Fluorescenz  erregt;  die  geringen 
Schwingungen  erweisen  sich  II  c  gerichtet.  Stärkste  Fluorescenz 
wird  erregt,  wenn  das  einfallende  Licht  i  zur  optischen  Axen- 
ebene polarisirt  ist,  also  II  a  schwingt.  Die  Erscheinungen  sind 
dann  dieselben  wie  soeben  beschrieben.     Man  schliesst  also: 

Bei  Eintritt  in  die  Endfläche  werden  Schwingungen  der 
fluorescirenden  Theilchen  geweckt,  die  wieder  nur  in  der  Ebene 
der  optischen  Axen  vor  sich  gehen,  jedoch  schwächer  als  bei 
E!nregung  aus  anderer  Richtung.  Die  Gomponenten  dieser 
Schwingungen  II  c  und  a  sind  merklich   gleich.     Bei  Besichti- 
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gung  durch  eine  Säulenflache  erscheint  die  Gomponente  c  des- 
halb überwi^end,  weil  von  der  Gomponente  a  nur  die  1  zum 
ausgehenden  Strahl  genommene  Gomponente  wirksam  wird. 
Geschehen  die  Erregerschwingungen  II  a,  so  wird  die  stärkste 
Fluorescenz  geweckt,  dagegen  so  gut  wie  keine  durch  Schwing- 
ungen, die  1  zur  Ebene  der  optischen  Axen  erfolgen. 

Der  zweite  Erystall  fluorescirt  ein  wenig  schwächer.  Auch 
bei  ihm  sind  die  Fluorescenzschwingungen  auf  die  Ebene  der 
optischen  Axen  beschränkt;  aber  noch  mehr:  Man  kann  über- 
haupt nur  II  der  Mittellinie  c  vor  sich  gehende  Schwingungen 
wahrnehmen;  eine  Gomponente  II  a  ist  hier  nicht  nachweisbar. 

Gesammt-Ergebniss:  Von  welcher  Richtung  her 
der  erregende  Strahl  auch  in  einen  Topaskrystall  ein- 
treten mag:  die  Fluorescenzschwingungen  erfolgen 
immer  in  der  optischen  Axenebene.  Im  Allgemeinen 
überwiegt  die  Gomponente  c  (oder  sie  ist  sogar  allein 
vorhanden).  Nur  wenn  der  erregende  Strahl  II  c  ver- 
läuft, ist  die  Gomponente  a  etwa  von  gleicher  Grösse 
wie  c.  (Beim  zweiten  Krystall  ist  sie  jedoch  nicht 
merklich.) 

§  9.   Bhombisches  System.   Fortsetzung.   Arragonit.   (Fig.  2.) 

Zur  Yerffigung  stand  mir  ein  der  k.  b.  Staatssammlung 
gehöriger  Krystall,  in  Gestalt  einer  rhombischen  Säule  mit  stark 
ausgedehnten  Abstumpfungsflächen  der  scharfen  Säiilenkanten 
(1  zur  Erystallaxe  i),  welche  eine  Tafel  von  0^8  cm  Dicke 
zwischen  sich  lassen,  während  die  Dimensionen  längs  derErystall* 
axen  a  und  c  bezüglich  1,8  und  6  cm  betragen. 
Am  Ende  wurde  eine  Fläche  1  c  angeschliffen,  und 
eine  andere,  etwa  1  qcm  grosse  1  a.  Den  Quer^ 
schnitt  des  Erystalls  1  c  zeigt  Fig.  2.  Die  optische 
Axenebene  enthält  die  Krystallaxen  b  und  c;  letztere  ist 
die  erste  Mittellinie  der  optischen  Axen.  Der  Krystall 
ist  hell  weingelb  und  zeigt  im  durchgehenden  Lichte 
Fig.  2.        keinen  Dichroismus.    Nach  der  Bestrahlung  leuchtet 
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er  8  bis  10  Sekunden  lang  deutlich  nach.  Der  Strahl  wird 
nacheinander  II  den  drei  aufeinander  senkrechten  Richtungen 
a,  by  c  in  den  Krystall  geschickt  und  die  erweckte  Fluorescenz 
jedesmal  yon  den  beiden  anderen  Richtungen  her  untersucht. 
So  gewinnt  man  Anhaltspunkte  zur  Beurtheilung  der  Grösse 
der  zu  jenen  drei  Richtungen  parallelen  Componenten  der 
Schwingungen  der  fluorescirenden  Theilchen.  .  Diese  Com- 
ponenten sollen  selber  durch  die  Buchstaben  a,  b,  c  bezeichnet 
werden. 

1.  Eintritt  in  Bichttmg  c  in  die  künstliehe  Endßäehe. 

a)  Besichtigung  längs  a  durch  die  andere  ange- 
schliffene Fläche.  Der  apfelgrün  fluorescirende  Strahlenweg 
beh&lt  bei  Drehung  des  Analysators  seine  Farbe,  ändert  aber 
seine  Intensität;  er  erscheint  viel  heller,  wenn  die  Polarisations- 
ebene II  ac,  als  wenn  sie  W  ah.  Bei  polarisirter  Bestrahlung  ist 
die  Intensität  etwas  grösser,  wenn  die  Polarisationsebene  des 
Polarisators  W  ae^  als  wenn  sie  Whc,  Hält  man  des  Analysators 
Polarisationsebene  I!  ac,  so  erscheint  der  Strahlenweg  bei  der 
ersteren  Polarisatorstellung  wesentlich,  bei  der  zweiten  etwas 
heller,  als  wenn  der  Analysator  W  ah. 

b)  Besichtigung  längs  h  durch  die  Abstumpfungs- 
fläche. Die  Fluorescenz  erscheint  in  ungeänderter  Farbe,  aber 
viel  heller,  wenn  die  Polarisationsebene  des  Analysators  II  der 
optischen  Axenebene  &o,  als  wenn  sie  W  ah.  Bei  polarisirter  Be- 
strahlung ist  die  Intensität  wesentlich  grösser,  wenn  die  Polari- 
sationsebene des  Polarisators  II  6 c,  als  wenn  sie  II  ac,  umge- 
kehrt wie  unter  a).  Hält  man  des  Analysators  Polarisations- 
ebene II  der  optischen  Axenebene  &c,  so  erscheint  die  Fluorescenz 
bei  der  ersteren  Polarisatorstellung  yiel,  bei  der  zweiten  etwas 
heller,  als  wenn  der  Analysator  W  ah. 

Aus  den  unter  1  a)  und  1  b)  zuerst  angeführten  Thatsachen 
folgt,  dass  die  Theilchen,  welche  durch  den  II  der  Mit- 
tellinie c  yerlaufenden  Strahl  zum  Fluoresciren  ge- 
bracht sind,  überwiegend  in  der  zu  c  senkrechten 
Ebene  schwingen.     Erfolgen  die  erregenden  Schwing- 
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iiDgen  II  b  (Polarisator  II  ac)y  so  ist  6  viel  >c  (cf.  la), 
und  a  etwas  >c  (cf.  Ib).  Folglich  ist  b>a>c.  Er- 
folgen aber  die  erregenden  Schwingungen  II  a  (Polari- 
sator II  6c),  so  ist  b  etwas  >c  (cf.  la),  und  a  viel  >c 
(cf.  Ib).     Folglich  ist  jetzt  a  >  6  >  c. 

2.  Eintritt  in  Richtung  b  in  die  Äbstumpfungsfläche» 

a)  Besichtigung  längs  c  durch  die  angeschliffene 
Fläche.  Der  fluorescirende  Strahlen  weg  erscheint  apfelgrün, 
wenn  die  Polarisationsebene  des  Analysators  II  ac,  dagegen  ein 
weniges  bläulicher  und  wohl  auch  heller,  wenn  sie  II  6 c  ist- 
Bei  polarisirter  Bestrahlung  ist  die  Intensität  wesentlich  grösser, 
wenn  die  Polarisationsebene  in  die  optische  Axenebene  b  c  fallt, 
als  wenn  sie  II  ab  ist.  Im  ersteren  Falle  ist  die  Erscheinung 
heller  und  zugleich  bläulicher,  wenn  die  Polarisationsebene  des 
Analysators  ebenfalls  in  die  optische  Axenebene  fallt,  als  wenn 
sie  in  ao  fällt.  Im  zweiten  Falle  hat  die  Stellung  des  Analy- 
sators keinen  merklichen  Einfluss. 

b)  Besichtigung  längs  a  durch  die  angeschliffene 
Fläche  zeigt  das  Fluorescenzlicht  unpolarisirt.  Bei  polarisirter 
Bestrahlung  wird  apfelgrünes  Fluorescenzlicht  erregt,  wenn  die 
Polarisationsebene  in  die  optische  Axenebene  bc  fallt,  dagegen 
mehr  bläuliches,  wenn  sie  W  ab.  Mit  dieser  geringen  Farben- 
änderung ist  keine  merkliche  Intensitätsänderung  yerknüpft. 
Fällt  die  Polarisationsebene  des  Erregerlichts  in  6  c ,  so  ist  die 
Erscheinung  etwas  heller,  wenn  die  Polarisationsebene  des  Ana- 
lysators II  ao,  als  wenn  sie  il  ab  ist.  Liegt  aber  die  Polari- 
sationsebene des  Erregerlichts  II  a&,  so  ist  die  Fluorescenz  viel- 
leicht eine  Spur  heller  und  etwas  bläulicher,  wenn  die  Polari- 
sationsebene des  Analysators  II  a&,  als  wenn  sie  II  ac  ist.  Man 
erkennt  also  folgendes :  Erfolgen  die  erregenden  Schwing- 
ungen II  a  (Polarisationsebene  des  Polarisators  I!  bc) 
so  ist  a  merklich  >  b  (cf.  2a),  und  b  etwas  >  c  (cf.  2  b); 
also  a>6>c.  Erfolgen  aber  die  erregenden  Schwing- 
ungen II  c  (Polarisator  II  a6),  so  ist  die  erregte  Fluo- 
rescenz viel  schwächer,  und  es  ist  a  =  &  (cf.  2a),  und  e 
eine  Spur  >6(?);  also  a  =  6  ein  wenig  <c. 
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3.   Eintritt  in  Bichtung  a  in  die  angeschliffene  Fläche. 

a)  Besichtigung  längs  b  durch  die  Abstumpfungs- 
fläche. Analysatordrehung  ist  ohne  merklichen  Einfluss.  Bei 
polarisirter  Bestrahlung  ist  die  Fluorescenz  wohl  ein  wenig 
stärker,  wenn  die  Polarisationsebene  II  ab  als  wenn  sie  II  ao. 
Im  ersteren  Fall  ist  sie  mehr  bläulich  und  vielleicht  eine  Spur 
heller,  wenn  die  Polarisationsebene  des  Analysators  I'  a&,  als 
wenn  sie  II  6 c,  wobei  die  Farbe  mehr  apfelgrQn.  Im  zweiten 
Fall  ist  die  Helligkeit  wohl  etwas  grösser,  wenn  die  Polarisations- 
ebene des  Analysators  II  bc^  als  wenn  sie  W  ab. 

b)  Besichtigung  längs  c  durch  die  angeschliffene 
Fläche  zeigt  die  Fluorescenz  eine  Spur  heller,  wenn  die  Polari- 
sationsebene des  Analysators  II  ac,  als  wenn  sie  W  bc.  Bei 
polarisirter  Bestrahlung  ist  die  Fluorescenz  deutlich  stärker, 
wenn  die  Polarisationsebene  II  ac,  als  wenn  sie  II  ab.  Im  letz- 
teren Falle  ist  kein  deutlicher  Einfluss  der  Stellung  des  Analy- 
sators zu  bemerken;  im  ersteren  Falle  ist  die  Erscheinung 
vielleicht  eine  Spur  heller,  wenn  die  Polarisationsebene  des 
Analysators  II  ac,  als  wenn  sie  II  bc.  Hieraus  folgt:  Ge- 
schehen die  Erregerschwingungen  II  c,  so  ist  c  eine 
Spur  >a  (cf.  3  a),  und  a  =  ft(?)  (cf.  3  b).  Geschehen  sie 
aber  II  &,  so  ist  a  eine  Spur  >  c  (cf.  3a),  und  b  eine  Spur 
>a  (cf.  3b).  Also  ist  im  ersten  Falle  a  =  6<c,  im 
letzteren  Falle  6>a>c,  aber  alle  drei  nur  wenig  ver- 
schieden. 

Im  Vorstehenden  finden  sich  zweimal  Beobachtungen  fUr 
den  Fall,  dass  das  erregende  Lichtbündel  seine  Schwingungen 
II  a  ausführt,  nämlich  einmal,  wenn  der  erregende  Strahl  II  o, 
sodann  wenn  er  II  6  verläuft,  und  entsprechend  für  die  anders 
gerichteten  Erregerschwingungen.  Wenn  die  Ergebnisse  unter 
beiden  Umständen  auch  nicht  identisch  sind,  so  widersprechen 
sie  einander  doch  auch  nie.  Diese  Resultate  mögen  hier  noch- 
mals zusammengestellt  werden. 
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Erregerschwingungen  II  a. 

Erregerstrahl  längs  c:  a>b'>  c    a  bei  Weitem  am  grössten. 
,  „      b:  a>b>  c    a  sehr  merklich  am  grössten. 

Erregerschwingungen  II  b, 

Erregerstrahl  längs  c:  b> a^  c    b  hei  Weitem  am  grössten. 
9  «      a:  b>  a^ c    alle   drei  wenig  verschieden. 

Erregerschwingungen  II  c. 

Erregerstrahl  längs  b:  a  =  b  eine  Spur  <  c  (?) 
,  „      a:  a  =  b  eine  Spur  <  c  (?) 

Man  erkennt,  dass  im  Arragonit  immer  jene 
Schwingungscomponente  der  fluorescirenden  Theil- 
chen  am  grössten  ist,  welche  zur  Erregerschwingang 
!l  ist;  indessen  wenn  letztere  II  c  ist,  so  überwiegt  die 
Schwingungscomponente  c  kaum  merklich  die  beiden 
anderen  etwa  gleichen,  üeberhaupt  geschehen  die 
Schwingungen  am  schwierigsten  ||  der  Mittellinie  c 
der  optischen  Axen,  vielmehr  sind  die  zu  c  senk- 
rechten Componenten  im  Allgemeinen  am  grössten; 
beide  werden  fast  mit  gleicher  Leichtigkeit  erregt, 
jedoch  die  zur  optischen  Axenebene  senkrechte  Com- 
ponente  a  noch  etwas  leichter  als  b.  Ferner  senden 
die  fluorescirenden  Theilchen,  durch  polarisirtes  Licht 
erregt,  im  Allgemeinen  nach  jener  Richtung,  wohin 
die  Erregerschwingungen  geschehen,  nur  schwaches 
Licht  aus. 

§  10.     Rhombisches  System.     Fortsetzung. 
Weissbleierz  (Gemssit). 

An  dem  der  k.  b.  Staatssammlung  gehörigen,  nur  von 
schlechten  Flächen  begrenzten  Erystall  von  5  cm  Lange  und 
1,5  und  2  cm  Dicke  wurden  drei  aufeinander  senkrechte  Flächen 
.1  den  Symmetrieebenen  angeschliffen:  die  schmale,  die  breite 
und  die  Endfläche  bezüglich  1  zu  den  Krystallaxen  c,  b  und  a. 
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Die  Ebene  der  optischen  Axen  ist  ||  a  und  c,  sie  fallt  also  mit 
der  9  breiten **  Fläche  zosammen.  Die  erste  Mittellinie  ist  c,  die 
zweite,  a,  fallt  mit  der  Längsaze  des  Erystalls  zusammen.  Det 
matt  grünlichgelbe  nnd  nicht  vollkommen  klare  Krjstall  ist 
schwach  dichroitisch ;  denn  in  der  dichroskopischen  Lupe  ist 
das  in  der  optischen  Axenebene  polarisirte  Bild  mehr  gelblich, 
das  andere  mehr  bläulichgrau.  Dies  zeigt  sich  bei  Betrachtung 
sowohl  längs  c  als  ^gs  a,  während  ||  b  (1  zur  optischen  Axen* 
ebene)  kein  Dichroismus  bemerkbar  ist. 

1.  Eintritt  H  der  ersten  Mittellinie  c. 

a)  Besichtigung  längs  der  zweiten  Mittellinie  o. 
Der  gelbgrfin  fluorescirende  Strahlenweg  erscheint  etwas  deut- 
licher, wenn  des  Analysators  Polarisationsebene  1,  als  wenn  sie 
II  zu  ihm  steht;  im  letzteren  Fall  lagert  sich  noch  etwas  Violett 
(in  Ii'olge  der  Trübheit  des  Mediums,  cf.  §  2)  über  das  Grün. 
Bei  polarisirter  Bestrahlung  liege  die  Polarisationsebene  zu- 
nächst II  6c;  dann  hat  Drehung  des  Analysators  keine  merk- 
liche A ender ung  der  Farbe  oder  Intensität  zur  Folge.  Liegt 
jene  Polarisationsebene  aber  ||  ac^  so  erscheint  die  Fluorescenz 
am  hellsten,  wenn  die  Polarisationsebene  des  Analysators  ||  ab, 

b)  Besichtigung  längs  b.  Der  Strahlenweg  erscheint 
violett  und  bei  Weitem  am  hellsten,  wenn  die  Analysator- 
ebene  ihm  ||  ist,  so  dass  wohl  nur  die  Erscheinung  der  trüben 
Medien  vorliegt.  Mit  dieser  Auffassung  stimmen  die  Beob- 
achtungen bei  polarisirter  Bestrahlung  überein.  Wenn  nämlich 
die  Polarisationsebene  ||  &o,  so  ist  der  violette  Strahlenweg  sehr 
hell,  falls  die  Analysatorebene  ihn  aufnimmt;  bei  dazu  senk- 
rechter Stellung  des  Analysators  aber  sehr  dunkel.  Wenn  jedoch 
erstere  Polarisationsebene  ||  ac,  so  erscheint  der  violette  Weg 
heller,  wenn  der  Analysator  ||  a6,  dagegen  dunkler  und  mehr 
blau,  wenn  er  ||  bc. 

Aus  1  a)  schliesst  man,  dass  bei  Lichteintritt  ||  c  gelbgrüne 
Fluorescenzschwingungen  nur  in  der  Ebene  b  c  nachweisbar  sind 
und  hier  ihre  grösste  Componente  H  c,  eine  etwas  kleinere  ||  b 
haben.    Ist  die  Erregerschwingung  ||  a,  so  ist  6  :=  c,  während 
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sich  über  a,  in  Folge  üeberdeckung  darch  die  Erscheinang 
trfiber  Medien,  nichts  aussagen  lässt.  Ist  die  Erregerschwingung 
II  6,  so  ist  c  >  6. 

2.  Eintritt  II  der  zweiten  Mittellinie  a. 

a)  Beobachtung  längs  der  ersten  c.  Auf  die  Erschei- 
nung des  gelbgrün  fluorescirenden  Weges  hat  die  Analysator- 
stellung  keinen  nennenswerthen  Einfluss;  höchstens  tritt  noch 
etwas  Violett  hinzu,  wenn  die  Analysatorebene  dem  Wege  II  ist 
(§  2).  Bei  polarisirter  Bestrahlung  erscheint  das  Fluorescenz- 
licht  aus  Grün  und  Violett  gemischt  und  am  hellsten,  wenn  die 
Polarisationsebene  mit  der  Ebene  ac  der  optischen  Axen  zu- 
sammenföUt;  viel  schwächer,  wenn  sie  II  ah  ist.  Im  ersteren 
Falle  erscheint  mehr  Grün,  wenn  die  Polarisatiousebene  des 
Analysators  II  &o,  mehr  Violett,  wenn  sie  II  ac  ist.  Im  zweiten 
Falle  hat  die  Analysatorstellnng  keinen  merklichen  Einfluss. 

b)  Beobachtung  längs  h  zeigt  den  Strahlenweg  gelb- 
grün, wenn  die  Analysatorebene  II  hc^  dagegen  violett,  wenn 
sie  II  ah.  Also  ist  letztere  Erscheinung  wohl  wieder  nur  die 
der  trüben  Medien.  Bei  polarisirter  Bestrahlung  ist  die  Fluo- 
rescenz  gelbgrün,  wenn  die  Polarisationsebene  II  a<;;  dagegen 
erscheint  viel  minder  helles,  vorwiegend  violettes  Licht,  wenn 
sie  W  ah  ist.  Im  ersteren  Fall  erscheint  reineres  Gelbgrün, 
wenn  die  Polarisationsebene  des  Analysators  II  a&;  dagegen  ein 
mit  Violett  gemischtes  Gelbgrün,  wenn  sie  W  ho.  Im  zweiten 
Fall  ist  nur  schwaches  Grün  zu  sehen,  wenn  der  Analysator 
II  hc\  nur  violett,  wenn  er  W  ah  (§  2).     Hieraus  folgt: 

Bei  Eintritt  längs  a  wird  stärkere  Fluorescenz  (gelbgrün) 
erregt,  wenn  die  erregenden  Schwingungen  II  6,  als  wenn  sie 
ij  c  erfolgen.  Ist  die  Erregerschwingung  II  6,  so  ist  a  >  6  (cf.  2a); 
und  c>a{^)  (cf.  2  b) ;  folglich  c  >  a  >  6.  Ist  aber  die  Er- 
regerschwingung II  c,  so  ist  a  =  2^,  aber  von  geringer  Grösse 
(vgl.  2  a),  und  a>c  (?)  (cf.  2  b) ;  also  a  =  6  >  c  (?). 

3.  Eintritt  \\  h. 

a)  Beobachtung  längs  der  ersten  Mittellinie  c.  Der 
Strahlenw^  erscheint  nur  violett  und  zwar  merklich  heller^ 
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wenn  die  Polarisationsebene  des  Analysators  ihn  in  sich  auf- 
nimmt. Bei  polarisirter  Bestrahlung  ist  die  Erscheinung  weit- 
aus am  hellsten,  wenn  die  Polarisationsebene  ||  hc\  hält  man 
jetzt  den  Analysator  so,  dass  seine  Polarisationsebene  auch  mhc 
fallt,  so  erblickt  man  allergrösste  Helligkeit.  Hierbei  hat  man 
es  also  im  Wesentlichen  nur  mit  der  Erscheinung  eines  trüben 
Mediums  zu  thun.  Wenn  das  einfallende  Licht  W  ah  polarisirt 
ist,  ist  das  ausgesandte  Fluorescenzlicht  überwiegend  ||  a  c  pola- 
risirt  und  wieder  nur  violett. 

b)  Beobachtung  längs  a.  Die  Erscheinung  des  gelb- 
grün fluorescirenden  Weges  erleidet  bei  Drehung  des  Analy- 
sators keine  merkliche  Aenderung.  Die  Fluorescenz  ist  bei 
Weitem  am  hellsten,  wenn  das  einfallende  Licht  ||  6  c  polarisirt 
ist.  Li  diesem  Falle  liefert  die  Analysatorstellung  ||  a  6  viel- 
leicht eine  etwas  grossere  Helligkeit  als  ||  ac.  Ist  aber  das  ein- 
fallende Licht  II  a&  polarisirt,  so  muss  die  Aualysatorebene  jj  ac 
sein,  um  gelbgrüne  Fluorescenz,  wenn  auch  wenig  intensiv, 
zu  zeigen,  während  bei  der  Analysatorstellung  ||  ai  die  Fluo- 
rescenz viel  schwächer  und  noch  durch  Violett  überdeckt  er- 
scheint (in  Folge  der  Trübheit  des  Mediums).  —  Aus  2  b  schliesst 
man,  dass  die  gelbgrünen  Fluorescenzschwingungen  ||  h  und  c 
ziemlich  gleich  sind.  Am  stärksten  erregen  ||  a  erfolgende  Schwing- 
ungen ;  dabei  ist  c  vielleicht  ein  wenig  >  &.  Sind  die  erregenden 
Schwingungen  aber  ||  o,  so  ist  6  >  c,  jedoch  beide  sehr  klein. 

Gesammt-Ergebniss:  Der  Umstand,  dass  der  untersuchte 
Krystall  von  Weissbleierz  zugleich  als  trübes  Medium  wirkt, 
erschwert  die  Deutung  der  Beobachtungen  in  hohem  Masse; 
daher  ist  sie  unvollständiger,   als  bei  den   übrigen  Substanzen. 

Erregerschwingungen  ||  a. 

Erregerstrahl  längs  c:  h^^c 

„  „      b:  c  ein  wenig  >  b  (?) 

Erregerschwingungen  ||  b. 

Erregerstrahl  läugs  c:  c>b 

,  ,      a:c>a>6c  und  a  wohl  nicht  sehr  ver- 

schieden. 
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ErregerschwingUDgen  ||  c. 

Erregerstrahl  längs  b:  b'> c  beide  sehr  klein. 

,  ,      a:  a^^b>e        alle  drei  nnr  klein. 

Die  zur  erregenden  Schwingung  parallele  Schwing- 
ungscomponente  der  fluorescirenden  Theilchen  ist  nie 
am  grossten,  wahrscheinlich  sogar  stets  am  kleinsten 
(analog  wie  es  bei  Hornblei  gefunden  wurde;  siehe  oben).  Die 
grösste  Componente  ist  im  Allgemeinen  ||  der  ersten 
Mittellinie  c,  ausser  wenn  die  erregenden  Schwing- 
ungen dieselbe  Richtung  haben. 


§  11.    Monoklines  System.    Rohrzacker.     (Fig.  3.) 

Mehrere  von  Herrn  Dr.  L.  Wulff  (Schwerin)  gezüchtete 
und  mir  geschenkweise  überlassene  grosse  und  völlig  wasser- 
helle Krystalle  dienten  zur  Untersuchung.  Sie  sind  nach  der 
Spaltungsfläche  a  tafelförmig;  der  grösste  hat  die  Dimensionen 
iVa,  2^2,  3*/a  cm.  Die  Ebene  der  optischen  Axen  enthält  zwei 
Krystallaxen,  nämlich  die  verticale  c  und  die  Künoaxe  a,  wäh- 
rend die  Krystallaxe  b  auf  ihr  senkrecht  steht.  Ich  schliff  zwei 
Flächen  an:  die  eine  senkrecht  zur  Axe  6,  die  andere  senkrecht 

zur  ersten  Mittellinie  der  optischen 
Axen.  Diese  Mittellinie  M  liegt  im 
stumpfen  Winkel  der  Krystallaxen  a 
und  c,  mit  letzterer  67'/4^  bildend. 
Eine  dritte  Fläche  hätte  senkrecht 
zur  zweiten  Mittellinie  J^  stehen 
sollen;  statt  ihrer  benutzte  ich  die 
natürliche  Krystallfläche  r,  deren  Stellung  nur  3^4®  von  der  ge- 
wollten abweicht.  Die  Krystalle  sind  gänzlich  frei  von  Dichroismus. 

1.  Eintriii  \\  der  ersten  Mittellinie  M  in  eine  angeschliffene 
Fläche, 

a)  Besichtigung  längs  der  zweiten  M'  durch  die 
Fläche  r.  Der  grünlich  fluorescirende  Strahlenweg  ist  am 
hellsten,    wenn   die   Polarisationsebene   des   Analysators  in   der 


Fig.  3. 
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optischen  Axenebene  liegt.  Wenn  das  einfallende  Licht  in  dieser 
Ebene  polarisirt  ist,  gilt  noch  dasselbe ;  wenn  es  aber  senkrecht 
zn  jener  Ebene  polarisirt  ist  (II  Mb\  so  ist  die  Fluorescenz 
etwas  weniger  hell  nnd  durch  die  Analjsatorstellung  nicht  merk- 
lich beeinflusst. 

b)  Besichtigung  längs  b  durch  die  andere  angeschlifiFene 
Fläche  zeigt  die  grünliche  Fluorescenz  am  hellsten,  wenn  die 
Analysatorebene  ||  Mb,  Wenn  das  einfallende  Licht  in  der 
Ebene  der  optischen  Axen  polarisirt  ist,  so  ist  die  Erscheinung 
undeutlich;  sie  ist  noch  am  hellsten,  wenn  die  Analysatorebene 
II  Mb;  dagegen  fast  0,  wenn  sie  ||  itf^^.  Ist  das  einfallende 
Licht  aber  ||  Mb  polarisirt,  so  ist  die  Fluorescenz  am  hellsten, 
wenn  die  Analysatorebene  gleichfalls  ||  Mb  ist. 

Hiemach  sind  die  Schwingungen  der  fluorescirenden  Theil- 
chen  ganz  überwiegend  senkrecht  zur  Ebene  der  optischen  Axen 
gerichtet.  Ist  die  Erregerschwing^ng  ||  &,  Boisi  b>  M  (vgl.  1  a) 
und  M'  >M^  jedoch  beide  nur  klein  (cf.  1  b).  Also  b>M'>M. 
Hier  überwiegt  b  bedeutend,  während  M  fast  =  0  ist.  Wenn 
aber  die  Erregerschwingung  ||  Jlf'  ist,  so  ist  b  =  M  und  von 
ziemlicher  Grösse  (cf.  la),  und  M' >  M  (Ib).  Also  ist 
M'  >  (Jlf  =  6),  alle  drei  ziemlich  stark. 

2.  EifUriU  \\  der  »weiten  Mittellinie  M'  in  die  Flocke  r. 

a)  Besichtigung  längs  der  ersten  M  durch  die  an- 
geschliffene Fläche.  Der  Strahlen  weg  fluorescirt  jetzt  bläu- 
lichgrün, aber  schwach;  er  ist  noch  am  besten  sichtbar,  wenn 
die  Polarisationsebene  des  Analysators  in  die  optische  Axenebene 
föUt.  Ist  das  einfallende  Licht  in  irgend  einem  Azimuth  pola- 
risirt, so  gilt  noch  dasselbe. 

b)  Besichtigung  längs  b  durch  die  andere  ange- 
schliffene Fläche.  Der  bläulichgrün  fluorescirende  Strahlen- 
weg ist  sehr  schwach  sichtbar;  die  Analysatorstellung  hat  keinen 
Einfluss.  Ist  das  einfallende  Licht  in  der  Ebene  der  optischen 
Axen  polarisirt,  so  ist  der  fluorescirende  Strahlenweg  nach  dieser 
Richtung  hin  überhaupt  nicht  zu  sehen;  ist  es  aber  \\M' b  pola- 
risirt, so  ist  er  schwach  sichtbar,  doch  scheinbar  völlig  unpolarisirt. 
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Also  wird  durch  den  zu  M*  parallelen  Strahl  nur  schwache 
bläulichgrüne  Fluorescenz  geweckt,  deren  Schwingungen  fast 
ausschliesslich  ||  h  erfolgen.  Erregerschwingungen  ||  b  erwecken 
wesentlich  nur  gleichgerichtete  Schwingungen  der  fluorescirenden 
Theilchen;  denn  nach  2  a)  ist  h  viel  >  M'  und  M^=sM'  merk- 
lich =  0.  Sind  die  Erregerschwingungen  ||  üf,  so  ist  wiederum 
h  viel  >  M'  und  M=  M'  sehr  klein. 

3.  Eintritt  |1  6  durch  die  angeschliffene  Fläche. 

a)  Besichtigung  längs  M*  durch  die  Fläche  r.  Der 
bläulichgrün  fluorescirende  Strahlenweg  erscheint  am  hellsten, 
wenn  die  Analysatorebene  ||  M'  h.  Ist  das  eintretende  Licht  in 
der  Ebene  Mb  polarisirt,  so  ist  die  Fluorescenz  schwach  und 
nicht  merklich  polarisirt.  Ist  es  aber  ||  M'b  polarisirt,  so  ist 
die  grüne  Fluorescenz  sehr  hell,  wenn  die  Analysatorebene 
gleichfalls  ||  Jiitb  ist;  dagegen  fast  0,  wenn  letztere  Ebene  in 
die  optische  Axenebene  MM'  fallt. 

b)  Besichtigung  längs  M  durch  die  angeschliffene 
Fläche.  Die  Fluorescenz  ist  am  hellsten,  wenn  die  Ebene  des 
Analysators  ||  Jlf  6.  Ist  das  einfallende  Licht  in  dieser  Ebene 
polarisirt,  so  ist  die  Analysatorstellung  von  zwar  nicht  grossem, 
aber  doch  unverkennbarem  Einfluss.  Grösste  Helligkeit  zeigt 
sich,  wenn  beide  Polarisationsebenen  zusammenfallen.  Ist  das 
eintretende  Licht  ||  -31'  6  polarisirt,  so  giebt  dieselbe  Analysator- 
stellung wie  vorher  grösste  Helligkeit,  die  aber  die  kleinste 
nicht  viel  übertrifft.     Somit  folgt: 

Wenn  die  Erregerschwingungen  ||  M'  sind,  so  ist  M=sb  und 
sehr  klein  (3  a)  und  M'  >  6,  jedoch  nicht  sehr  verschieden  (3  b); 
also  M*  >  {b==^  Jf),  alle  drei  nicht  gross.  Ist  aber  die  Erreger- 
schwingung II  -3f,  so  ist  M  viel  >  b  (letzteres  fast  0)  (3  a),  und 
M'  nicht  viel  >  b ;  also  M  viel  >  Jfcf'  >  fc,  letztere  beide  wenig 
verschieden. 

Gesammt-Ergebniss: 

Erregerschwingungen  ||  b. 

Erregerstrahl  längs  Jlf:  b^M'  >  M^  hier  ist  &  sehr  gross^Jlf  fast  0. 
,  ^     M*:  b  ist  merklich  allein  vorhanden. 
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Erregerschwingangen  {|  M. 

Erregerstrahl  längs  M* :  h  viel  >  {M'  =  M),  letztere  sehr  klein. 
„  ,         h\  M  viel  >  Jtf'  >  6,  letztere  beide  wenig 

verschieden. 

Erregerschwingangen  ||  JT. 

Grregerstrahl  längs  M\  Jlt>{M=b),  alle  drei  ziemlich  gross. 
,  ^        b:  Jit  >  (Jlf  =  fc),  alle  drei  klein  und  wenig 

verschieden. 

Im  Rohrzucker  ist  also  fast  immer  jene  Schwing- 
ungscomponente  der  fluorescirenden  Theilchen  am 
grössten,  welche  der  £rregerscbwingung  ||  ist;  am  auf- 
fälligsten ist  dies  für  die  zur  optischen  Axenebene 
senkrechten  Erregerschwingungen,  welche  fast  nur 
gleichgerichtete  erwecken.  Nur  wenn  die  Erreger- 
schwingungen I  Jf,  während  der  Strahl  längs  M'  ver- 
verläuft, überwiegt  die  ft-Schwingungscomponente  der 
fluorescirenden  Theilchen  die  beiden  anderen  Compo- 
nenten  sehr  erheblich.  So  zeigt  sich,  dass  überhaupt 
die  zur  Ebene  der  optischen  Axen  senkrechten  Fluo- 
rescenzschwingungen  am  leichtesten  zu  Stande  kommen. 

§  12.     Triklines  System.     Cyanit. 

Zur  Verfügung  stand  mir  ein  der  k.  b.  Staatssamralung 
gehöriger  säulenförmiger  Krystall  von  etwa  5  cm  Länge,  1,5  cm 
Breite,  0,8  cm  Dicke,  begrenzt  im  Wesentlichen  von  3  Flächen 
der  Säulenzone,  während  die  Enden  unregelmässig  abgebrochen 
sind.  Die  erste  Mittellinie  M  der  optischen  Axen  steht  nahe 
senkrecht  zur  Hauptspaltungsfläche,  durch  welche  der  Krystall 
breitsäulenförmig  ist.  Die  zweite  Mittellinie  Jlt  liegt  also  fast 
in  dieser  Fläche  und  macht  etwa  30^  mit  der  Säulenkante 
(d.  h.  der  Richtung  der  Krystallaxe  c),  und  zwar  im  spitzen 
Winkel  der  Krystallaxen  b  und  c.  Die  zur  optischen  Axen- 
ebene senkrechte  Richtung  sei  s  genannt.  Der  Krystall  ist 
stark  pleochroitisch;  denn  visirt  man  mit  der  dichroskopischen 
isee.  ]fatti..pb7«.  0).  I.  8 
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Lupe  II  der  Hauptspaltangsfläche  durch  die  schmale  Säulenseite, 
so  ist  das  ||  c  polarisirte  Bild  gelb,  das  andere  tief  blau;  visirt 
man  durch  die  Hauptspaltungsfläche,  so  ist  das  ||  c  polarisirte 
etwas  weniger  tiefblau  als  das  1  c  polarisirte.  Der  Krystall 
fluorescirt  dunkel  purpurroth;  doch  sind  die  Beobachtungen 
schwierig  und  daher  nicht  sehr  genau,  weil  diese  Farbe  das 
Auge  schnell  ermüdet,  und  weil  sie  mit  dem  erregenden  Violett 
eine  gewisse  Verwandtschaft  besitzt.  Zudem  sind  die  Beob- 
achtungen unvollständig,  weil  es  weder  gelang,  den  erregenden 
Strahl  nahe  ||  der  Säulenaxe  in  den  Krystall  eintreten  zu  lassen, 
noch  auch  in  dieser  Richtung  zu  visiren. 

1.  Eintritt  \\  der  ersten  Mittellinie  M  durch  die  Haupt- 
spaltungsfläche. 

Besichtigung  längs  der  zur  optischen  Axenebene 
senkrechten  Richtung  s  durch  eine  Säulenkante.  Die 
durch  unpolarisirte  Bestrahlung  erregte  rothe  Fluorescenz  ist  am 
hellsten  zu  sehen,  wenn  die  Polarisationsebene  des  Analysators 
Ij  M's.  Die  Fluorescenz  ist  bei  Weitem  am  stärksten,  wenn 
das  Erregerlicht  in  der  Ebene  der  optischen  Axen  polarisirt  ist. 
Dann  zeigt  obige  Analysatorstellung  etwas  grössere  Helligkeit 
als  die  dazu  senkrechte. 

Also  weitaus  am  stärksten  erregen  Schwingungen  ||  s,  d.  h. 
senkrecht    zur   optischen  Axenebene ;    dann  ist  M  etwas  >  2/t. 

2.  Eintritt  senkrecht  eur  optischen  Axenebene  ||  s  durch  eine 
Säulenkante. 

Besichtigung  längs  M  durch  die  Hauptspaltungs- 
fläche. Hellste  Fluorescenz  erscheint,  wenn  die  Polarisations- 
ebene des  Analysators  mit  der  Ebene  der  optischen  Axen 
zusammenfällt.  Bei  polarisirter  Bestrahlung  tritt  die  rothe 
Fluorescenz  weitaus  am  deutlichsten  auf,  wenn  die  Polarisations- 
ebene des  Polarisators  ||  M's^  und  dann  ist  sie  am  hellsten  bei 
der  eben  genannten  Analysatorstellung.  Ist  aber  das  einfallende 
Liclit  II  Ms  polarisirt,  so  zeigt  sich  nur  blauviolettes  Erregerlicht. 

Also  wirken  Schwingunnen  ||  M*  Überhaupt  nicht  merklich 
fluorescenzerweckend;  am  stärksten  hingegen  Schwingungen  ||  If. 
Alsdann  ist  s  >  M! , 
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Gesammt-Brgebniss: 

Erregerschwingungen  ||  s, 
Erregerstrahl  längs  M:  M  etwas  >  M'  (cf.  1). 

ErregerschwinguDgen  ||  M. 
Erregerstrahl  längs  s:  8  >  M'  (cf*  2). 

Erregerschwingungen  ||  JfcT. 

Erregerstrahl  längs  M:  M  vielleicht  >M', beidesehr  klein?  (cf.  t). 

.       s:  Jf  =  Jtf'  =  0(?) 

Im  Ganzen  scheint  immer  Jlf  >  5  >  M\  Ferner  zeigt 
sich,  dass  Schwingungen  ||  M'  überhaupt  kaum  merk- 
liche Fluorescenz  erregen. 

§  18.     Beanltate. 

Im  Vorhergehenden  ist  gezeigt,  dass  alle  untersuchten 
Krystalle,  welche  doppelbrechend  und  mit  Fluorescenz  begabt 
sind,  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  mehr  oder  weniger 
vollkommen  polarisirtes  Licht  aussenden.  Schon  früher  sind, 
wie  Eingangs  erwähnt,  eine  Reihe  anderer  krystallisirter  Sub- 
stanzen als  mit  polarisirter  Fluorescenz  begabt  erkannt  worden. 
Da  nun  bisher  keine  Ausnahme  gefunden  wurde,  so  scheint 
folgender  Satz,  der  übrigens  aus  allgemeinen  krjstallphysika- 
lischen  Erwägungen  eine  gewisse  innere  Wahrscheinlichkeit  be- 
sitzt, auch  experimentell  hinreichend  festgestellt  zu  sein: 

Die  polarisirte  Fluorescenz  ist  eine  allgemeine 
Eigenschaft  aller  doppelbrechenden  fluorescenz- 
fähigen  Krystalle. 

Aus  der  Polarisation  des  Fluorescenzlichtes  schliesst  man 
auf  jene  Richtungen,  nach  welchen  die  fluorescirenden  Theil- 
chen  mehr  oder  weniger  leicht  in  (lichtaussendende)  Schwing- 
ungen versetzt  werden  können  (§1  und  §  3,  la),  oder  nach 
welchen  hin  sie  vielleicht  immer  schon  in  Schwingungen  be- 
griffen sind.  Um  aus  der  erschloBseoen  Grössenfolge  der 
^hwingungscomponenten   die  Schwingungsbahnen  selber  abzu- 

8* 
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leiten,  würden  erstens  Messungen  des  Orössenyerhäliausses  der 
Gomponenten,  —  also  photometrische  Messungen  —  erforder- 
lich sein,  zweitens  aber  die  Ermittelung  ihrer  Phasenunter- 
schiede, zu  welcher  jedoch  erst  ein  Weg  gefunden  werden  müsste. 
Die  dichroitische  Fluorescenz  mancher  Substanzen  (Hyacinth 
nach  Maskeljne,  Beryll  u.  A.)  beruht  darauf,  dass  die  Schwing- 
ung eines  fluorescirenden  Theilchens  im  Allgemeinen  die  Re- 
sultante von  mehreren,  in  verschiedenen  Ebenen  stattfindenden 
Schwingungen  ist,  welche  —  zufolge  der  Anordnung  der  Krystall- 
bausteine  —  verschieden  sind  nach  Periode  und  Amplitude,  also 
nach  Farbe  und  Intensität.  Durch  Anwendung  des  Nicol  gelangt 
unter  Umständen  eine  einzelne  dieser  Theilschwingungen  allein 
oder  doch  vorwiegend  zur  Wahrnehmung. 

Im  Besonderen  lieferten  die  10  untersuchten  Substanzen 
folgende  Hauptergebnisse : 

Optisch  einaxige  Erystalle. 

Im  Kalkspath  haben  die  Schwingungen  der  fluoresciren- 
den Theilchen  ihre  grösste  Componente  parallel  der  optischen 
Axe.  Auch  wird  die  Fluorescenz  durch  Schvringungen  von 
dieser  Richtung  am  stärksten  erregt.  Von  allen  zu  ihr  senk- 
rechten Richtungen  ist  keine  ausgezeichnet. 

Im  Apatit  schwingen  die  fluorescirenden  Theilchen  merk- 
lich nur  senkrecht  zur  optischen  Axe ;  auch  wird  die  Fluorescenz 
am  stärksten  durch  Schwingungen  solcher  Richtungen  erweckt 

Beryll  fluorescirt  dichroitisch.  Die  zur  optischen  Axe 
senkrechten  Schwingungen  sind  blau,  die  parallelen  rothviolett. 
Bei  einem  anderen  Exemplar  ist  es  gerade  umgekehrt.  Beim 
Smaragd  sind  diese  Farben  roth  und  blauviolett 

Im  Yesuvian  haben  die  Fluorescenzschwingungen  etwas 
grössere  Cpmponenten  senkrecht  als  parallel  zur  Axe;  auch 
werden  sie  am  stärksten  durch  erstere  erregt.  Schwingungen 
des  Erregerlichts,  die  parallel,  beziehungsweise  senkrecht  zur 
Axe  sind,  rufen  überwiegend  gleichgerichtete  Fluorescenz- 
schwingungen hervor. 
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ImHornblei  sind  die  FluorescenzschwingongeD  am  stärksten 
benkrecht  zur  Axe.  Erregerscbwingnngen  parallel  der  Axe  rufen 
am  stärksten  Fluorescenzschwingungen  senkrecht  zur  Axe  her- 
vor, and  umgekehrt. 

Optisch  zweiaxige  Erystalle. 

Im  Topas  erfolgen  die  Fluorescenzschwingungen  nur  in  der 
Ebene  der  optischen  Axen;  die  Hauptcomponente  ist  parallel 
der  ersten  Mittellinie. 

ImArragonit  ist  immer  jene  Schwingungscomponente 
der  fluorescirenden  Theilchen  am  grössten,  die  parallel  zur  Er- 
regerschwingung ist;  doch  geschehen  die  Schwingungen  parallel 
der  ersten  Mittellinie  am  schwierigsten,  die  beiden  dazu  senk- 
rechten fast  gleich  leicht,  am  leichtesten  indessen  die  zur 
optischen  Axenebene  senkrechte. 

Im  Weissbleierz  ist  die  zur  Erregerschwingung  parallele 
Schwingungscomponente  der  fluorescirenden  Theilchen  nie  am 
grössten,  wahrscheinlich  sogar  stets  am  kleinsten  (vgl.  Homblei). 

Im  Rohrzucker  ist  fast  immer  jene  Schwingungscom- 
ponente am  grössten,  die  zur  Erregerschwingung  parallel  ist; 
jedoch  erfolgen  die  Schwingungen  bei  weitem  am  leichtesten 
senkrecht  zur  Ebene  der  optischen  Axen. 

Im  Gyanit  ist  die  kleinste  Gomponente  der  Fluorescenz- 
schwingungen immer  parallel  der  zweiten  Mittellinie  der  optischen 
Axen.  Erregerschwingungen  von  dieser  Richtung  erwecken  über- 
haupt kaum  merkliche  Fluorescenz. 
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Ueber  den  Fenerbach'Bchen  Ereis  und  eine  Steiner'sche 
Cnrve  vierter  Ordnung  und  dritter  Klasse. 

Von  W.  eodt  in  Lübeck. 

Der  Feuerbach^sche  Satz  von  den  Berührungskreisen  der 
Seiten  eines  Dreiecks  ist  vielfach  verifiziert,  seltener  wesentlich 
bereichert  worden.  Bezüglich  der  umfangreichen  Litteratur  kann 
auf  die  gründliche  Arbeit  von  Prof.  Dr.  Julius  Lange:  Geschichte 
des  Feuerbach'schen  Kreises.  Berlin  1894.  Beilage  zum  Jahres- 
bericht der  Friedrichs -Werder'schen  Oberrealschule  zu  Berlin 
verwiesen  werden.  Im  Folgenden  ist  auf  selbständige  und  wie 
Verf.  glaubt  neue  Weise  das  Problem  behandelt  und  aus  seiner 
bisherigen  Vereinzelung  in  einen  grösseren  Zusammenhang  ge- 
rückt. Trotz  strenger  Beschränkung  auf  solche  Elemente,  die 
in  vielfacher  Beziehung  merkwürdig  sind,  wird  die  Figur  ziem- 
lich verwickelt.  Freunde  des  Gegenstandes  können  vom  Verf. 
eine  Reihe  hinreichend  genau  ausgeführter  Blätter  zur  Ansicht 
erhalten. 

Hervorgehoben  sei  noch,  dass  sich  im  Laufe  der  Darstellung 
von  selbst  die  Beweise  zu  einer  Reihe  von  Sätzen  ergeben, 
welche  Steiner  in  Betreff  .einer  besonderen  Curve  dritter  Klasse 
(und  vierten  Grades)*  ohne  Beweis  mitgetheilt  hat  (1856,  Ge- 
sammelte Werke,  Bd.  2,  p.  641  ff.).  Ein  Theil  dieser  Satze, 
soweit  sich  dieselben  nämlich  aus  den  allgemeinen  Sätzen 
über  Curven  dritter  Ordnung  oder  dritter  Klasse  ableiten  lassen, 
ist  schon  von  Gremona  in  diesem  Sinne  behandelt  (Sur  Thjpo- 
cycloide  ä  trois  rebroussements,  Grelle's  Journal,  Bd.  64).  Der 
Zusammenhang  des  Feuerbach'schen  Kreises  mit  den  Steiner*- 
schen  Sätzen  scheint  bisher  nicht  erkannt  zu  sein. 
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I.   üeber  die  Geometrie  auf  einem  Ereiae. 

1.  Behufs  der  Geometrie  auf  eäiem  Kreise  vom  Radius  1 
kann  man  in  folgender  Weise  verfahren:  Man  wähle  in  der 
Peripherie  einen  beliebigen  festen  Punkt  0  und  eine  bestimmte 
Umlau&richtung,  etwa  die,  wobei  man  die  innere  Kreisfläche 
zur  Linken  hat,  ak  positive  und  lege  einem  Punkte  X  den 
halben  Bogen  OX  als  Parameter  bei.  Dann  gehört  jedem  be- 
liebigen positiven  oder  negativen  Parameter  nur  ein  einziger 
bestimmter  Punkt  der  Peripherie  zu,  einem  beliebigen  Punkte 
aber  gehören  unendlich  viele  Parameter  zu,  die  sich  um  ganze 
Vielfache  von  rt  von  einander  unterscheiden. 

2.  Sind  a  und  ß  die  Parameter  von  zwei  Punkten,  so  ist 
ihr  Abstand  gleich  dem  absoluten  Werte  von  sin  (a  —  ß).  Sind 
aß  y  d  die  Parameter  von  vier  Punkten,  so  spricht  die  Identität : 

sin  (a-(J)sin  ()fi? - y)  +  sin (jö? ~d) sin (y-a)  + sin  (y-d) sin (a-/i?)--0 

den  sogen.  Lehrsatz  des  Ptolemäus  aus  und  zwar  in  allgemein 
gültiger  Form  für  beliebige  Lagen  der  Punkte. 

3.  Sind  a  ß  y  ö  die  Parameter  von  vier  Punkten ,  so  ist 
das  Doppelverhältnis  des  Paares  aß  getrennt  durch  yd 

sin  (g  —  y)  ^  sin  (a  —  d) sin  {ß  —  d)  sin  (y  —  a) 

sin  (y  —  ß)'  sin  (d  —  ß)  sin  («  —  S)  sin  {ß  —  y) 

Die  sechs  verschiedenen  Doppelverhältnisse,  die  man  durch  ver- 
schiedene Anordnung  der  Punkte  desselben  Quadrupels  erhält, 
sind  bezüglich  den  negativen  Werten  der  sechs  Quotienten  gleich, 
die  aus  den  drei  Gliedern  der  Identität  in  2.  sich  bilden  lassen. 

4.  Seien  a  ß  y  8  zwischen  0  und  7C^  der  Grösse  nach  ge- 
ordnet, Parameter  von  vier  Punkten  und  P  der  Schnittpunkt 
der  Geraden  a  ß  und  y  d,  so  ist  ersichtlich  das  Teilungsverhältnis 

aT ^ay  d sin  (y  —  a)  sin  (d  —  a) 

P~ß~~  Aßyd  ^{y^  ß)  ^m(8  —  J) 

und  diese  Gleichung  bleibt  bestehen,   wenn  sich  die  Parameter 
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beliebig  veränderD.    Es  wird  also  allgemein  die  Strecke  aß  von 
der  Geraden  yd  geteilt  nach  dem  Verhältnisse 

sin  (a  —  y)  sin  (a  —  d) 
~  sii^i^"^  Y)sin(ß  —  d) 

5.  Seien  a,  und  ß^^  a^  und  ß^^  a^  und  ß^  die  Parameter 
dreier  Paare  von  Punkten,  so  ist  es  leicht,  die  Bedingung  an- 
zugeben, dass  die  drei  durch  sie  bestimmten  Geraden  einen  ge- 
meinsamen Schnittpunkt  haben.  Nach  4.  ist  dazu  nämlich  im 
allgemeinen  erforderlich  und  ausreichend,  dass 


sin  («j  —  ffj)  sin  (ß^  —  a^) 

sin  (a,  —  ß^i  sin  (ßt  —  ß^~ 

oder  in  Determinantenform 


sin  (oj  —  ß^)  sin  (ß^  —  ß^) 


sin  (a,  —  a,)  sin  (ß^  —  a^)         sin  (a,  —  a^)  sin  (ß^  —  «,) 
sin  (a,  —  /?i)  sin  (/?,  —  /Jj)         sin  (a,  —  /?,)  sin  (/?,  —  ß^) 


=  0 


6.  Diese  Relation  muss  ihrem  Sinne  nach  gegen  Ver- 
tauschungen der  Indizes  1,  2,  3  invariant  sein.  Um  dies  auch 
in  der  Form  zum  Ausdruck  zu  bringen,  kann  man  die  links 
stehende  Determinante,  sie  heisse  für  den  Augenblick  D,  um- 
gestalten.  Mit  Auflösung  der  Sinusprodukte  erhält  man  zunächst 


4Z)  = 


cos  (a^+ß^-2  «,)  -  cos  (a^-ß^)    cos  {cc^+ß^-2  «,)-  cos  (a^-ß^) 
cos  (a^+ß^-2  ß,)  -  cos  (a,-/?a)    cos  {a^+ßj,-2  ß^)  -  cos  (a»-/?») 

cos(aj  +  /$?j~2a,)  cos  (ofj  +  j^j  -  2  a^)  1 
cos{a^  +  ß,-2ß,)  co8(a,  +  /?3-2/J,)  1 
cos  («,-/?,)  cos{a^-ß^)  1 

Multipliziert  man  nun  kolonnenweise  mit 


=  — sin(2oi  — 2/Jj) 


cos2/?j 

sin  2/9, 

0 

—  co8  2aj 

—  an  2a, 

0 

0 

0 

1 

so  wird 


2D  =  sin(a^  —  ß^) 
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—  42).sin(2a,  — 2ft) 

8in(a,+/^,)sin(2a,-2/9i)  sinia^-^ß^)  sm{2a^-2ß^)  cos2ß^-cos2a^ 

cos(a,+/?,)8in(2/!:?j-2a,)  co8{a^+ß^)  8in{2ß^-2a^)  8in2/?i-8in2ai 

cos  (a,  -  ß^)  cos  («3  -  ß^)  1 

oder 

sin  (of,  +  ß^)      sin  (a,  +  i^j)  cos  2ß^  —  cos  2  a^ 

4D=    cos(aj4"/^»)      cos(aj  +  /?j)     —  sin  2/i?j +  sin  2«^ 
cos  (a,  —  /?,)      cos  («3  —  ß^)  sin  (2  «j  —  2  ß^) 

oder  endlich,  wenn  man  die  letzte  Kolonne  umgestaltet,  den 
Faktor  2  sin  (a^  —  ß^)  absondert  und  wegen  des  Folgenden  die 
Anordnung  ändert 

cos(ai+/5?i)   sin(ai  +  /Jj)    cos  (a,  — /5fj) ' 
cos  (of,  +  ß$)   sin  (a,  +  /?,)   cos  (a,  —  /?,) 
co8(a5  +  /?3)   sin(a3  +  /?3)   cosCa,  — /?,) 

Die  Determinante  rechts  werde  zur  Abkürzung  auch  mit 
^(«11  ßi'^  ö«»  /^a?  o^si  i^s)  oder  mit  z/  bezeichnet. 

7.  Wie  in  5.  bemerkt,  ist  D=0  nur  im  allgemeinen  die 
Bedingung  dafür,  dass  die  drei  Geraden  durch  einen  Punkt 
gehen,  denn  die  Ableitung  setzt  voraus,  dass  die  Parameter 
a^  und  ß^  verschiedenen  Punkten  angehören  und  nicht  etwa 
demselben.  Sollte  dies  nämlich  einmal  der  Fall  sein,  so  könnte 
von  einem  bestimmten  Teilungsverhältnis  der  Strecke  a^  ß^  nicht 
geredet  werden,  das  einen  bestimmten  Punkt  charakterisierte. 
2)  =  0  würde  dann  über  die  zweite  und  dritte  Gerade  über- 
haupt nichts  aussagen.  Die  genaue  Bedingung,  dass  drei  Ge- 
rade durch  einen  Punkt  gehen,  ist  vielmehr  stets  das  Ver- 
schwinden von  J^  wenn  man  nur  unter  der  Geraden  a,  a  oder 
a,  n  /r  +  ö  die  Kreistangente  in  dem  Punkte  mit  dem  Para- 
meter a  versteht.     So  soll  es  im  folgenden  geschehen. 

8.  Soll  eine  Gerade  nicht  nur  ihrer  Lage,  sondern  auch 
ihrer  Richtung  nach  in  Betracht  gezogen  werden,  so  dass  sie 
als  in  einem  bestimmten  Sinne  zu  durchlaufen  vorgestellt  wird 
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und  die  Ebene  in  ein  linkes  und  ein  rechtes  oder  ein  positives 
und  ein  negatives  Gebiet  zerlegt,  so  mag  sie  ein  Laufstrahl 
heissen.  Zwei  Parameter  a  und  ß  legen  zwei  Punkte  und  damit 
eine  Gerade  und  in  noch  bestimmterem  Sinne  einen  Laufstrahl 
fest.  Bei  stetiger  Aenderung  von  ß  dreht  sich  nämlich  die  Ge- 
rade aß  um  den  Punkt  a  und  wir  können  festsetzen,  dass  sie 
als  Lau&trahl  aß  in  demjenigen  Sinne  zu  verstehen  sei,  bei 
dem,  wenn  ß  mit  a  gleich  geworden  ist,  ihr  linkes  Ufer  im 
Berührungspunkte  mit  dem  linken  Ufer  des  Kreises  zusammen- 
fallt. So  verstanden  kann  man  a  und  ß  als  Koordinaten  eines 
Laufstrahls  auffassen  und  etwa  Kreiskoordinaten  desselben  nennen. 
Aendert  sich  eine  Kreiskoordinate  eines  Laufstrahls  um  /r,  so 
fällt  er  in  die  entgegengesetzte  Richtung  derselben  Geraden. 
Die  Kreiskoordinaten  a  -f"  ^  und  ß  -^  n  legen  also  denselben 
Laufstrahl  fest  wie  a  und  ß^  die  Kreiskoordinaten  a  -f-  /r  und  ß 
oder  a  und  ß  '\-  ^  aber  den  entgegengesetzten. 

9.  Durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  legen  wir  ein  recht- 
winkliges Achsenkreuz  und  zwar  wählen  wir  für  die  Richtung 
der  X-Achse   den   Laufstrahl   mit  den  Kreiskoordinaten  0  und 

—  — ,   für  die  Richtung   der  Y-Achse  den  Laufstrahl  mit  den 

Kreiskoordinaten  ~  und  —  y.     Sind   dann  a  und  ß  die  Para- 

4  4 

meter  zweier  Punkte,  so  lautet  die  Gleichung  der  hindurch- 
gelegten Geraden  in  rechtwinkligen  Koordinaten  und  in  der 
Normalform 

X  cos  (o  +  /?)  -f  y  sin  {a-{-  ß)  —  cos  (a  —  ß)=^0 

und  dabei  giebt  der  Ausdruck  cos  (er  —  ß)  nicht  nur  durch  seinen 
absoluten  Wert  die  Länge  des  vom  Mittelpunkt  auf  die  Ge- 
rade a  ß  gefönten  Lotes  an,  sondern  durch  sein  Vorzeichen  auch, 
auf  welcher  Seite  des  Laufstrahls  a  ß^  der  positiven  oder  nega- 
tiven, linken  oder  rechten,  der  Mittelpunkt  liegt. 

Schneidet  oder  berührt  ein  Laufstrahl  den  Kreis,  so  sind 
seine  Kreiskoordinaten  reell,  trifft  er  den  Kreis  nicht,  ist  aber 
reell,  so  sind  dieselben  konjugiert  komplex. 
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Aus  der  Gleichung  der  Geraden  in  rechtwinkligen  Koordi- 
naten ergiebt  sich  die  Bedingung,  dass  drei  Gerade  durch  einen 
Punkt  gehen,  in  Ereiskoordinaten  ausgedrückt  ohne  weiteres  in 
der  Form  zi  =  0  von  7. 

10.  Die  Gerade  5;.  habe  die  Ereiskoordinaten  a.  und  ß^^ 
so  hat  ihr  Pol  P^  wie  leicht  zu  sehen,  die  rechtwinkligen 
Koordinaten 

cos  (a^  +  ß;^  sin  (a^  +  ß^) 

Xj  =  — ^-r      und     y.  = 7 ^-r 

^       cos(a,  — /?,)  ^«       co8(a,  — /?^ 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  aus  den  Ereiskoordinaten  dreier 
Geraden  gebildete  Determinante  J  in  naher  Beziehung  zu  dem 
Inhalt  z/p  des  Dreiecks  steht,  dessen  Ecken  die  Pole  der  Ge- 
raden sind.     Es  ist  nämlich 

J  =  2Jj,'C0s  («1  —  ß^)  cos  (a,  —  /?,)  cos  (a,  —  ß^) 

Bezeichnet  man  den  Inhalt  des  von  den  drei  Geraden  selber 
gebildeten  Dreiecks  mit  /J^^  seine  drei  Höhen  mit  A^,  A,,  /i,, 
die  Eoordinaten  seiner  Eckpunkte  mit  Ij  y/j,  Ig  J?«,  ^tVti  ^^  ^^'' 
hält  man,  da 

I,  7,  -1 

durch  Multiplikation  dieser  Gleichung  mit  der  vorigen 

*i  Äi  As  =  *  ^s  -^p  •  ^^  (^1  "■  '^i)  ^s  ("»  —  ^%)  ^^  ("«  —  ^») 

11.  Obwohl  es  mit  dem  eigentlichen  Thema  dieses  Auf- 
satzes nicht  näher  zusammenhängt,  mag  noch  Folgendes  be- 
merkt werden.  Sollen  zwei  Gerade  konjugiert  sein,  das  heisst, 
soll  die  eine  durch  den  Pol  der  anderen  gehen,  so  ist  nach  9. 
und  10.  die  Bedingung 

cos  (a^+ßm)        ,     .  ^ .     sin  (a.+Ä)   .    /     .  ^  v  /       ^  \      a 


=  2^, 
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oder 

C08  (cf,  +  ^,  —  a,  —  /^j)  =  COS  (ö,  —  /?,)  cos  (a,  —  /?,) 

woraus  man  deutlich  die  Gegenseitigkeit  dieser  Beziehung  ersieht. 
Ebenso  symmetrisch  drückt  sich  die  Bedingung,   dass  drei 
Gerade  ein  Polardreieck  des  Kreises  bilden,  durch  die  drei  Glei- 
chungen aus: 

cos  (ttj  -f  ^j  _  öj  —  ß^)  =  cos  (aj  —  /?,)  cos  (a,  —  /?,) 
cos  (cf,  +  ^8  —  «s  —  /^s)  =  cos  (a,  —  /?,)  cos  («j  —  ß^) 
cos  (a,  +  ^s  —  «,  —  /^j)  =  cos  (aj  —  /^j^)  cos  («j  —  ß^) 

12.  Die  Bedingung,  dass  drei  Gerade  durch  einen  Punkt 
gehen,  in  Ereiskoordinaten  kann  man  noch  in  einer  anderen 
Form  erhalten,  die  später  nützlich  und  an  sich  interessant  ist. 
Die  Punkte,  deren  Parameter  a^,  a,  und  a^  sind,  fasse  man  als 
Ecken  eines  Dreiecks  auf,  so  sind  die  Teilverhältnisse  von 

a  -i.               j      i_  /^      j          a              sin  (a.  —  a.)  sin  (a.  —  /?.) 
Seite  a.  a,  durch  Gerade  a.  /9,  = r-7-* \   -    )   -?; 

o  -i.  j      k  n      j  /?  sin  (a,  — «,)  sin  (a,  — /9j) 

Seite  «g  cf-.  durch  Gerade  a,  p,  = : — )-^ ^t— ^ — 7— ^z^i 

'    •  *    *  sin  («3  —  aj)  sin  (of,  — /Jj) 

Seite  a,a,  durch  Gerade  «,/?,  =  -  «^°  K  -  ««)  «in  (a,  -  ^,) 

Die   drei  Geraden   gehen   nun   durch   einen   Punkt,   wenn   das 
Produkt  der  drei  Teilverhältnisse  gleich  1  ist,  also,  wenn 

sin  (a,  —  /?s)j  «n  (a,  —  ^,)  sin  (a,  —  ß^)  ^  ^ 
sin  (a,  —  ß^) .  sin  (a^  —  ^,)  sin  (a,  —  ß^j 

oder  wenn 

sin  (ai-/^,)sin  (o,-^,)  sin  (as-/?j)-  sin  (a,-/!?,)sin  K-/^«)8in(«t-/^i) = 0 

und  in  der  That   kann  man  sich  durch  Entwicklung  und  Ver- 
gleichung  leicht  überzeugen,  dass  identisch 

sin  (a,  —  /?,)  sin  (a,  —  ß^)  sin  {a^  —  ß^) 

—  sin  (a,  —  ß^)  sin  (a,  —  /?,)  sin  (a,  ~ß^)  =  ~J 
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Vielleicht  ist  die  linke  Seite  noch  übersichtlicher  in  der 
Form: 

sin  {a^-ß^)  sin  {a^-ß^)  sin  {a^-ß^)  +sin  (/^,-o,)  sin  {ß^-a^)  sin  (/^,-a,) 

Ableitung  und  letzte  Gleichung  lehren  dabei,  dass  dieser 
Ausdruck  seinen  Wert  nicht  ändert  ^  wenn  man  irgend  ein  a 
mit  dem  entsprechenden  ß  vertauscht.  Zugleich  ergiebt  sich 
der  einfache  geometrische  Satz:  Wenn  bei  einem  Sechseck  im 
Kreise  die  drei  Verbindungslinien  von  je  zwei  gegenüberliegen- 
den Ecken  (Hauptdiagonalen)  durch  einen  Punkt  gehen,  so  sind 
die  beiden  Produkte  aus  je  drei  nicht  aneinander  hängenden 
Seiten  gleich. 

13.  Wir  stellen  die  unter  12.  und  6.  gefundenen  Identi- 
täten noch  einmal  zur  Bequemlichkeit  zusammen.     Ist 

cos  (a,  +  ß^)     sin  («j  +  ß^)     cos  (a,  -  ß^) 

cos  (a,  +  ß^)     sin  (a,  -|-  ß^)     cos  (a^  —  ß^)     =  J 

cos  (ttj  +  ß^)     sin  (a^  +  ß^)     cos  (a^  —  ß^) 

so  hat  man  identisch 

-  z/  =  sin  (a,  —  /?,)  sin  (a^  —  ß^)  sin  (a,  —  /»,) 


+  sin  {ßi  —  Og)  sin  {ß^  —  a^)  sin  {ß^  —  «,) 


und 


—  2  ®^°  ("i  —  /^i)  •  ^ 

sin  (a,  —  «,)  sin  (/9g  —  a^)     sin  (a,  —  a^  sin  (/^^  —  a^) 
sin  (a,  —  /^i)  sin  {ß^  —  ß^     sin  (a,  —  ß^  sin  (/S^j  —  ß^ 

14.  Aehnlich  wie  wir  jeder  Geraden  ein  Paar  Parameter 
als  Kreiskoordinaten  beigelegt  haben,  können  wir  dies  auch  bei 
jedem  Punkte  ausführen.  Wir  setzen  fest,  dass  als  Kreiskoordi- 
naten eines  Punktes  diejenigen  seiner  Polare  genommen  werden. 
Sind  dann  ab  zwei  solche  Kreiskoordinaten   eines  Punktes,   so 

sind  seine  Cartesischen  Koordinaten  —  -       ,.  und \ n 

cos  (rt  —  h)  cos  (a  —  0) 
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Setzt  man  diese  Werte  für  x  und  y  in  die  linke  Seite  der  auf 
Null  gebrachten  Gleichung  eines  Laufstrahles  a  ß  ein,  so  erhält 

j       Aj      ,cos(a  +  6  —  a  —  /?)  ijxju 

man   den  Ausdruck =r —  cosfa  —  Äf),   d.  h. 

cos  (a  —  6)  ^ 

wenn  unter  E^g  die  Entfernung  des  Punktes  ah  von  dem  Lauf- 
strahl aß  verstanden  wird  und  zwar  positiv  oder  negativ  ge- 
rechnet, je  nachdem  der  Punkt  auf  der  positiven  oder  negativen 
Seite  des  Strahls  liegt,  so  ist 

—  Jb^fi  = 7 TT — cos  (a  —  p) 

«/»  cos(a  — 6) 

Werden  a  und  ß  als  Variable  angesehen,  so  ist  diese  Gleichung 
als  Gleichung  des  Büschels  der  Tangenten  eines  Kreises  auf* 
zufassen  ausgedrückt  in  Kreiskoordinaten  der  Strahlen.  Hierbei 
ist  beachtenswert,  dass  dabei  die  Tangenten  in  bestimmtem 
Sinne  als  Laufstrahlen  genommen  sind  oder  mit  anderen  Worten: 
Sind  a  und  b  die  Kreiskoordinaten  eines  Punktes, 
a  und  ß  die  Kreiskoordinaten  eines  Laufstrahls  und 
ist  r  eine  absolute  Zahl,  so  sagt  die  Gleichung 

cos  (a  +  6  —  a  —  /?)  . 

^^ z jT —  cos  (a  —  ^)  =  —  r  (resp.  =  +  r) 

cos  (a  —  6)  Vi-/  N       r  I       / 

aus,  dass  der  Laufstrahl  aß  den  um  ab  mit  r  geschla- 
genen Kreis  berührt  und  zu  seiner  linken  (resp.  rechten) 
Seite  lässt. 

15.  Die  obigen  Bemerkungen  lassen  sich  nach  verschiedenen 
Seiten  weiterführen  und  verallgemeinern,  es  ist  mir  nicht  un- 
wahrscheinlich, dass  Steiner  mehrfach  ähnliche  Wege  betreten  hat. 


n.   üeber  den  Fenerbach'schen  Ereis. 

16.  Wir  betrachten  ein  vollständiges  Viereck  J^  J^  J^  e/j, 
dessen  Gegenseiten  zu  einander  senkrecht  stehen.  Die  Seiten 
Jf^J^  und  e/^e/g  schneiden  sieh  in  Ä,  Jo^%  ^^^  «^s^^i  ^"  -^^ 
eTj,  e/j  und  Jj  e/j  iu  C,  Die  Mitten  der  sechs  Seiten  des  Vierecks 
heissen  M^^^  M^  u.  s.  w.     Sieht   man   irgend  drei   unter   den 
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vier  Pankten  J  als  Ecken  eines  Dreiecks  an,  so  hat  dasselbe 
allemal  den  vierten  Punkt  J  znm  Höhenschnittpnnkt  und  A  B 
und  C  zu  Höhenfusspunkten.  Die  drei  Punkte  ABC  nnd  die 
sechs  Punkte  M  liegen  in  der  Peripherie  eines  Kreises  (P, 
dieser  ist  Feuerbach'scher  Kreis  für  jedes  der  vier  aus 
den  Punkten  J  zu  bildenden  Dreiecke  und  spielt  in 
den  folgenden  Ueberlegungen  eine  fundamentale  Rolle* 
Wir  wählen  auf  O  einen  Anfangspunkt  0  und  eine  Umlau&- 
richtung,  so  hat  nach  1.  jeder  Punkt  von  O  seinen  bis  auf 
Vielfache  von  n  bestimmten  Parameter;  die  Parameter  von 
Jlfjj,  jJfjj  und  Jf,,  seien  a,  ß  und  y.  Wir  nehmen  femer  an, 
der  Punkt  0  werde  so  gewählt,  dass  die  Summe  a+ß-^y 
einem  Vielfachen  von  tt  gleich  wird.  Es  giebt  drei  solche 
Punkte  und  sie  bilden  die  Ecken  eines  gleichseitigen  Dreiecks. 
Unter  a,  ß  und  y  können  wir  dann  der  Einfachheit  wegen  so* 
gar  solche  Werte  verstehen,  deren  Summe  gleich  Null  ist.  Da 
die  Sehne  A  M^^  parallel  mit  der  Sehne  M^^  M^^  ist,  hat  A 
zum  Parameter  den  Wert  —  a  +  j9-[-ys=;  —  2a  und  ebenso 
sind  — 2ß  und  — 2y  Parameter  von  B  und  C  Zu  Para- 
metern  der  Punkte  M^^  M^  M^   femer   kann   man   nach  be- 

TC  7C  7t 

kannten  Beziehungen  «  i  ö'  ^  i  ö '  ^  i  ^  nehmen. 

17,  Wo  kein  Missverständnis  zu  besorgen  ist,  können  wir, 
wie  schon  früher,  einem  Punkte  von  O  nnd  seinem  Parameter 
die  gleiche  Bezeichnung  geben. 

Durch  die  Gleichung 

sin  CPo  —  «)  +  sin  (Po  —  /^)  +  sin  (Po  —  y)  =  0 

wird  ein  Parameter  p^  bis  auf  Vielfache  von  tt,  der  Punkt  p^ 
also  völlig  bestimmt.     Nun  ist  identisch 

sin  (Po  —  «)  sin  (/^  —  y)  +  sin  {p^  —  ß)  sin  (y  —  a) 
+  sin  {Pq  —  y)  sin  (a  —  /^)  =  0 

also  folgt,  dass 
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—  Po  all  (Po  —  «)  =  Bin  (a  —  /»)  —  sin  (y  —  a) 

—  Po  sin  (po  —  /?)  =  sin  0?  —  y)  —  sin  (a  —  ß) 

—  p^sin  (po  —  y)  =  sin  (y  —  a)  —  sin  (/J—  y) 

worin  Po  ein  noch  näher  za  bestimmender  Faktor. 
Femer  folgt 

—  Po  (sin  (Po  — «)  +  sin  (p©  — /*))  =  sin  (/?  — y)  —  sin  (y-a) 
oder 


ß-a       ß^2y  +  a 
sin 


-^o-28m^p. _jcos-2-=2co8     2     „„         ^ 

oder  wegen  a  -f-  j9  +  y  =s  0 

3y 


?o  sin  f  Po  + 1] -=  81 


sin  2 

Quadriert   man  diese   Gleichung  und   führt   Kosinusse   ein,   so 
kommt 

dl  (1  —  cos  (2  Po  +  y))  =  1  —  cos  3  y 

oder 

pjcos  (2po  + y)  —  cos  3y  «=  ^— 1 

und  ebenso  ergiebt  sich  auch 

pg  cos  (2po  +  a)  —  cos  3a  =  pj  -  1 
pgcos  (2po  + /^)  -  cos  3/9  =  pg  -  1 

Diese  drei  Gleichungen  lassen  nun  auf  Grund  Ton  14)  eine 
bemerkenswerte  geometrische  Deutung  zu.  Sie  zeigen  nämlich, 
dass  die  vier  Laufstrahlen  mit  den  Kreiskoordinaten  a  und  — 2  a, 
ß  und  —2/?,  y  und  — 2  y,  Po  *^nd  Po  einen  und  denselben 
Kreis  berühren  und  zwar  ihn  alle  auf  der  gleichen  Seite  haben, 
dessen  Radius  dem  absoluten  Werte  von  ^^1  gleich  ist.  Die 
Cartesischen  Koordinaten  seines  Mittelpunktes  sind  p^  cos  2pq 
und  pg  sin  2poi  ^^  berührt  also  <Z>  im  Punkte  Po*  Hiermit 
haben  wir  den  von  Feuerbach  und  Steiner,  der  ihn  digne  de 
remarque  nennt,  gefundenen  Satz: 

189«.  MatlL-pliys.  Ol.  1.  9 
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Die  vier  Berfihrungskreise  eines  Dreiecks  berühren 
auch  den  Kreis,  der  durch  die  Seitenmitten  und  Höhen- 
fusspunkte  geht. 

18.    Aus  der  Definitionsgleichung  für  Pq 

sin  (po  —  a)  +  sin  (p^  —  ß)  +  sin  (p^—  y)  =  0 

folgt,  wenn  man  die  Sinus  auflöst  und  einen  Faktor  f  einfahrt: 

f^  sin  Pq  =  sin  a  +  sin  ß  -f-  sin  y 
/'•  cos  Po  =  cos  a  +  cos  )8  -f-  cos  y 
und  weiter 

f  •  sin  CPo  +  ^)  =  sin  («  +  a?)  +  sin  {ß  +  ^)  +  sin  (y  +  x) 

für  jeden  Wert  Ton  x.  Setzt  man  —  a  für  a?  ein,  so  zeigt  ein 
Vergleich  mit  17.,  dass  /'=s?o  ^^-  ^^  ^^^  ^^  ^^^  jeden 
Wert  von  x 

Qq  sin  (Pq  +  rc)  =  sin  (a  +  ^)  +  sin  (/S  +  ^)  +  sin  (y  +  x) 

71 

insbesondere  wird  z.  B.  für  rc  =  ^  —  p^ 

^0  =  cos  (Po  —  a)  +  cos  fpo  —  /5)  +  cos  (p^  ~  y) 
Um  9o  durch  a,  /},  y  ausgedrückt  zu  erhalten,  bilde  man: 
^2  =  ^sin«p^  +  ^2cos2jp^^ 

=  3  +  2  cos  (a  —  /?)  +  2  cos  (^  •-  y)  +  2  cos  (y  —  a) 

Nun  ist  allgemein,  wie  leicht  zu  prüfen, 

cos  a  +  cos  6  +  cos  c  4"  cos  (a  +  &  +  c) 


also  wird: 


.       a  +  6       6  +  c       c-\-a 

=  4  cos  — ^r —  COS ~ —  cos  — - — 


2    1  I  Q     ^~ß     ß—y     y"~" 

^2  =  1  4*  °  cos  -     o  ^^^  cos jr — 


Das  Vorzeichen  von  Qq  würde  erst  bestimmt  werden,  wenn  wir 
verfügten,  welcher  der  möglichen  Werte  für  p  zu  nehmen  sei. 
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19.  um  auch  die  den  drei  übrigen  Berfihrungskreisen  des 
Dreiecks  J^  J^  J^  zugehörigen  Werte  zu  erhalten,  hat  man  nur 
jedesmal  je  zwei  Ton  den  Parametern  der  Punkte  M^^  M^^  M^^ 
zu  verändern,  einen  um  +  tt,  einen  um  —  7r,  und  zwar  setzen  wir 

^1  sin  (Pi  +  a;)  =  sin  (a  +  a?)  —  iß  +  x)  —  sin  (y  -j-  x) 
Q^  sin  (pj  +  a?)  =  —  sin  (0  +  0?)  +  ^/^  +  ^)  —  sin  (y  -{-  x) 
Qs  sin  (Ps  +  a;)  =  —  sin  (a  +  a;)  —  0?  +  a?)  +  sin  (y  +  a;) 

wo  also  alle  drei  Gleichungen  für  jeden  Wert  von  x  gelten. 
Die  Punkte  p  mögen  Feuerbach 'sehe  Punkte  des  Dreiecks  Jj  J,  J3 
heissen,  die  Tangenten  von  (P  in  diesen  Punkten  Feuerbach*sche 
Linien. 

20.  Aus  den  so  gewonnenen  Gleichungen  lassen  sich  manche, 
wie  es  scheint  noch  nicht  bemerkte,  Folgerungen  ziehen.  Setzt 
man  zur  Abkürzung 

sin  {ß  —  y)  =  8^         sin  (y  —  a)  =  s^         sin  (a-—  ß)  =  s^ 

so  folgt  aus  18.  und  19. 

PiSin(2>j-a)-=-5g+53  Q^sinip^-^ß)  s^-¥s^  ^iSin(Pi-y)  -^j-^^ 
p,sin(pj-a)-  -Äj-Äg  ^2 sin (Pg-/?)-=- 53+^1  P2sin(i?,-y)  -  $^+s^ 
^8si"(^8-«)^    V*8   ?8sin(l>3-^)— «a-^i    ^jsinCpj-y)     -s^+s^ 

Die  Strecke  ilf,!  üfj^  wird  also  nach  4.  von  der  Geraden  p^p^ 
geteilt  nach  dem  Verhältnis 

sin  {ß  —  p^)  sin  (ß  —  p^)  ^s^  —  sf 
sin  (y  —  i?3)  sin  (y  —  z^^)  ~  «f  —  «2 
und  von  der  Geraden  p^Pi  nach  dem  Verhältnis 


sin  (y  —  p^,)  sin  (y  —  p^)       5«  —  s\ 

d.  h.  der  Schnittpunkt  der  Geraden  p^p^  und  Pj^pg  liegt  auf 

sl  —  s\ 
Jfjj  üfjg  und  teilt  die  Strecke  nach  dem  Verhältnis    o  — 2- 


1  "2 

9* 
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In  ausführlicherer  Bezeichnang  hat  man  für  dies  Yerhältaiis 

sin*  (a-ß)  -  sin*  (/J-y) sin(a-y)  sin  (a-2  ß-\-y) sin  (y-a)  sin  3/J 

sin*  (ß-y)  -  sin*  (y-a)      sin(ß-d)  sin  ()8-2  y+a)      -  sin  (a-y?)  sin  3  / 

Für  die  Teilung  der  Strecke  M^^^  M^^  durch  die  Gerade  B  C 
hat  man  nach  4. 

__  8in(/?  +  2/?)8in(^  +  2y)  ^  sin  {y  -  g)sin3/? 
sin  (y  +  2ß)  sin  (y  -|-  2  y)       sin  (a  —  /?)  sin  3  y 

also  wieder  dasselbe  Verhältnis,  d.  h.  die  vier  Geraden 

Jf^Jf,,        BC        i?oPi        Pal^s 
gehen  durch  einen  Punkt,  etwa  Xq^     Ebenso  ergiebt  sich 

•^18-^23         ^-^        PoP%        PiPs  S^^^^  durch  Punkt  X^ 
Jf^Jlfj,         AB       p^p^        PiP^       f,         »  .       ^ 

Die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  des  Feuerbach^- 
schen  Vierecks  für  ein  Dreieck  sind  die  Punkte,  in 
denen  die  Seiten  des  Dreiecks  der  Seitenmitten  von 
den  entsprechenden  Seiten  des  Dreiecks  der  Höhen- 
fusspunkte  getroffen  werden. 

21.  Die  Seite  p^Pi  geht  durch  zwei  Punkte,  in  denen  die 
zu  Pq  und  p^  gehörenden  Berührungskreise  von  einem  Kreise, 
nämlich  (P,  berührt  werden,  also  durch  einen  ihrer  Aehnlich- 
keitspunkte,  der  als  Fusspunkt  einer  Winkelhalbierenden  des 
Dreiecks  J^  J^  J^  leicht  zu  bestimmen  ist.  Daher  kann  man 
die  Feuerbach^schen  Punkte  auf  folgende  einfache  Weise  kon- 
struiren:  Man  verbinde  die  Punkte  X^^X^X^  bez.  mit 
den  Fusspunkten  der  Winkelhalbierenden  auf  der  ent- 
sprechenden Seite  von  J^J^J^,  so  schneiden  sich  die 
drei  so  erhaltenen  Paare  von  Geraden  zu  je  dreien  in 
vier  Punkten  und  diese  sind  die  Feuerbach'schen  Punkte 
des  Dreiecks  J^J^J^» 

Auf  ähnlich  einfache  Weise  kann  man  auch  die  Feuer- 
bach'schen  Tangenten  finden.  Die  Feuerbach*schen  Tangenten 
in  p^  und  p^  schneiden    sich   im    Pol    von  J^^,   also    auf  der 
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Geraden  X^X^^  sie  schneiden  sich  aber  auch,  weil  die  be- 
treffenden Berührungskreise  in  p^  und  Pj  von  einem  Kreise, 
nämlich  (Z>,  berührt  werden,  auf  der  Potenzlinie  dieser  beiden 
Kreise,  die,  wie  man  leicht  erkennt,  Winkelhalbierende  des 
Mittendreiecks  ist.  Die  genauere  Zuweisung  der  Elemente  mag 
der  Kürze  halber  übergangen  werden,  es  findet  sich:  Die  drei 
Paar  Winkelhalbierenden  des  Dreiecks  M^^M^^M^^  tref- 
fen die  korrespondirenden  Seiten  des  Dreiecks  Xq^Xq^X^^ 
in  drei  Punktepaaren  und  diese  sind  die  drei  Paar 
Oegenecken  des  vollständigen  Vierseits  der  Feuer- 
bach'schen  Tangenten  von  Dreieck  JiJ^Jy 

22.  Als  Diagonaldreieck  eines  in  <P  einbeschriebenen  Vier- 
ecks ist  das  Dreieck  X^^  X^  Xq,  ein  Polardreieck  von  0.  Es 
giebt  daher  eine  einfach  unendliche  Reihe  von  Vierecken  in  (Z>, 
die  alle  dieselben  Punkte  zum  Diagonaldreieck  haben  und  unter 
diesen  zeichnen  sich  die  beiden  aus,  die  bez.  M^^M^^  M^^  und 
AB  G  enthalten,  ihre  vierten  Ecken  mögen  Q^  und  ü^  heissen, 
oder  mit  andern  Worten :  Die  drei  Geraden  X^^M^^^  X^jJfjj 
MuAX^M^^  gehen  durch  einen  Punkt  Q^  auf  <Z>;  die  drei 
Geraden  X^^A^  ^os-^i  ^^  ^  gehen  durch  einen  Punkt 
JBo  auf  O. 

Es  ist  nun  von  Interesse,  die  Lage  der  Punkte  Qq  und  B^ 
gegen  ABC  näher  zu  betrachten.  Da  J5  C  von  A  B^  und 
Jt^i  Jif}2  in  demselben  Punkte  X^^  getroffen  wird ,  so  hat  man 
nach  4. 

»    sin(— 2/?+2a)sin(-2y?~Jgo)^      sin(-2)8-/?)8in(-2/?-2J 
8in(-27-|-2a)sin(-2>'-5J~      sin(-2y— ^)sin(-2y— y) 

oder  wegen  a  +  /?  +  y  =  0 

sin  (go  +  2/?)  ^  sin  3/?  sin  (a  —  ß)  sin  (2  y  —  2a) 
sin  (jRo  +  2y)  ~  sin  3 y  sin  (y  —  a)  sin  (2  a  —  2/8) 

^  sin3/?coe(y  -g)  _  sin(2/?— 2a)4-8in(2/8>-2y) 
""sin  3ycos(a— /?)  ~  sin(2y     2/J)  +  sin(2y— 2o) 

Setzen  wir  zur  Abkürzung 

sin  (2/J  —  2y)  =  o^      sin  (2y  —  2o)  =  a^      sin  (2a  —  2ß)  =  a^ 
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so 

haben  wir 

sin  (Bo  + 

2ß)_ 

."> 

-"i 

sin  (jBo  + 

2y) 

«^1 

«» 

Ebenso  wird 

sin  (Bo  + 

2y)_ 

.«^1 

-«^f 

sin  (JBfl  +  2  a)       o^  —  a^ 
daher  kann  mit- einem  Faktor  r^  geschrieben  werden: 

Die  hieraus  folgende  Gleichung 

sin  (JB,  +  2  a)  +  sin  (/fo  +  2  /?)  +  sin  ( 7?o  +  2  7)  =  0 

lässt  eine  einfache  geometrische  Deutung  zu.     Nach  17.  folgt 
nämlich: 

Bq  ist  ein  Feuerbach^scher  Punkt  für  dasjenige 
Dreieck,  welches  seine  Seitenmitten  in  A  B  C  hat,  es 
heisse  ABF, 

23.  Da  fi  C  von  M^  Q^  und  M^^  M^^  in  demselben  Punkte 
X^i  getroffen  wird,  so  hat  man  nach  4. 

_  sin(-2/8-a)sin(— 2/g-go)  ^      sin(-2)^-^^)8in(— 2/?-y) 
8in(— 27-a)sin(— 2}/— (;;o)~       sin(-27-/?)sin(— 2y-y) 

oder  wegen  a  -|-  ^  -|-  y  =  0 

8in(go+2y?)  ^  sin^  /?  sin  («  —  /?) 
9^n  (^0  +  2  y)  ~  sin  3  y  sin  (y  —  a) 

Ebenso  wird 

sin  {Q^  4"  2  y) sin  3  y  sin  {ß  —  y) 

sin  {Qq  +  2  a)       sin  3  a  sin  (a  —  /9) 

Daher  kann  mit  einem  Faktor  q^  geschrieben  werden: 

'    /n    i  <%  \  sin  3  a  -    n^    \  cio\  sin  3)8 


sin(^-y)     ^0  — vxo  .  -r/  8in(y-a) 

•    //i    I   o    \  sin3y 
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So  brauchbar  auch  diese  Ausdrücke  schon  sind,  ziehen  wir 
es  doch  vor,  sie  umzugestalten  durch  Erweiterung  der  Quo- 
tienten.    Es  ist 

—  sin  3  a —  2  sin  3  a  cos  (/3  —  y)   a,  —  a^ 

sin  iß—y)       2  sin  (ß  —  y)  cos  {ß  —  y)  a^ 

also  haben  wir  auch 

go  sin  {Q,  +  2  a)  =  *"»  ^-^         g,  sin  (^„  +  2  /?)  =  ^  "' 

g,  sin  {Q,  4-  2  y)  =  -»-J-^ 

Es  mag  hier  bemerkt  werden,  dass  die  Grossen  8  und  a 
nicht  nur  eingeführt  sind  der  Abkürzung  wegen,  sondern  weil 
sie  eine  einfache  geometrische  Deutung  zulassen.  Sie  sind  näm- 
lich den  Seiten  der  Dreiecke  M^  Jf j,  ü/j,  und  ABC  abgesehen 
vom  Vorzeichen  proportional.  Gerade  durch  diesen  Umstand 
empfehlen  sie  sich  aber,  denn  bei  den  mannigfachen  und  ziem- 
lich verwickelten  Beziehungen,  die  noch  betrachtet  werden  sollen, 
würde  der  Versuch,  die  absoluten  Werte  der  Seiten  mit  expli- 
citen  Vorzeichen  in  der  gewöhnlichen  Weise  zu  benutzen,  als- 
bald auf  eine  unübersehbare  Menge  von  verschiedenen  Fällen 
führen,  während  man  auf  unserem  Wege  aller  mühsamen  Unter- 
scheidungen überhoben  bleibt. 

24.    In  20.  ergab  sich 


4- 

*2             -^28^         *2         *S 
-4            ^^8.~4-«? 

also  ist 

^n  \l         -^28  -^12 
^1  -^12          -^12  ^02 

^81  ■^'iS 

und  wenn  man  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  M^M^^M^^  die 
unendlich  fernen  Punkte  für  den  Augenblick  mit  oo^  oo^  cx>^ 
bezeichnet,  so  sind  die  Punktgruppen 
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^81  ^1  ^li  «>i 

-5^28  ^12  ^  «^2 

Xo3  Jlfsi  M^^  003 

projektiyisch  and  mithin  sind  z.  B. 

Jfgi  Xo,  Jfjj  ooj     und     Jfji  Xo3  ooj  Jfjj 

zu  einander  perspektivisch  gelegen  und  zwar  von  J^  aus.  So 
findet  sich: 

Die  Seiten  des  Dreiecks  X^iX^X^^^  gehen  durch  die 
entsprechenden  Ecken  des  Dreiecks  J^J^J^ 

Hieraus  lassen  sich  Folgerungen  ziehen,  die  zweckmässig 
durch  eine  allgemeinere  Betrachtung  vorbereitet  werden. 

25.  Die  in  dieser  Nummer  zu  benutzenden  Bezeichnungen 
gelten  nur  hier.  In  der  Ebene  eines  Dreiecks  A^Ä^A^  mit 
den  Seiten  a^  a^  a^  liegen  vereinigt  Punkt  0  und  Gerade  0. 
Von  0  nach  Ä^Ä^A^  gehen  die  Geraden  d^djdj,  0  schneidet 
ttj  Oj  öj  in  D^  Dg  Dj.  Wir  bestimmen  Strahl  e^  harmonisch 
zu  3^  bezüglich  a,  und  a^,  ebenso  e^  und  c,;  ferner  Punkt  E^ 
harmonisch  zu  D^  bezüglich  A^  und  A^  und  ebenso  E^  und  £^3. 
Dann  gehen 

3,  Cg  Cj  durch  einen  Punkt  jP, 

^2  ^8  ^l  »  »  »»  -**2 

^8  ^1    ^2  »  ■  »  -^8 

und  liegen 

D^  E^  E^  in  einer  Geraden  f^ 

-^2^8^l    »         »  »  ^2 

^8-^1^2    »       "  »        /s 

und  es  liegt  2^,   mit  f^^  F^  mit  /j,  l^,  mit  f^  vereinigt. 

Ein  Kegelschnitt  ES'^^  geht  durch  A^  A^  A^  und  berührt 
daselbst  e^  e,  e^. 

Ein  Kegelschnitt  ft^2>  berührt  a,  a,  a^  und  zwar  in  E^  E^  E^. 

Die  Geraden  A^E^  und  ^£'9  und  A^E^  gehen  durch  ein«i 
Punkt  A  von  JBP«). 
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Die  Schnittpunkte  a^  6,  und  o,  e^  und  a,  e^  liegen  in  einer 
Geraden  a,  Tangente  Ton  W^. 

Die  Schnittpunkte  e^f^  =«  J7j  und  e^f^  =  JJ,  und  e^f^sss  TT^ 
liegen  in  einer  Geraden  e^  der  Tangente  von  K^^  in  A^  die 
Geraden  ^,  F^  =  w,  und  J&,  jF,  =  w,  und  J&j  F,  =  «j  gehen 
durch  einen  Punkt  E^  den  Berdbrungspunkt  von  a  mit  ft^^^. 

ö^i  ö^«  G^8  0  sind  Pole  von  d^  a,  9,  a  bez.  ES^\ 

9\  9t  fft  ^  ^^^^  Polaren  von  D^  2),  D^  A  bez.  Jcf^K 

Je  zwei  mit  gleichen  Buchstaben,  gross  und  klein,  be- 
zeichnete Elemente  sind  polar  bez.  eines  dritten  Kegelschnitts, 
der  also  insbesondere  f^  /",  /"j  und  o  in  F^  F^  F^  und  0  berührt, 
A^  Af  A^  zum  Polardreieck  hat  u.  s.  w. 

26.  Die  Beziehungen  von  25.  linden  sich  in  unserer  Haupt* 
figur  zweimal  verwirklicht,  an  die  Stelle  von 

A,  A^  A^  F,  F,  F,  E,  E,  E,  A 
treten  einmal 

M^  M^,  M,^  J,  J,  Jj  Xoi  Xoj  X^  (?o 

das  andere  Mal 

AB  G  J^J^J^  Xqj  X^  X^  Rq 

Aus  der  Menge  von  Sätzen,  die  sich  hieraus  ergeben,  heben 
wir  nur  einige  hervor. 

Der  Kegelschnitt,  der  die  Seiten  des  Dreiecks 
<^i  <^i  <^8  ^^  ^^^  Mitten  berührt  (Steiner'sche  Ellipse 
von  «7^1 «/,  eTj),  schneidet  O  in  Q^. 

Der   Kegelschnitt,    der   die  Seiten   des   Dreiecks 

«^1  <^9  <^8    ^^  ^^°  Höhenfusspunkten   berührt,   schneidet 
O  in  R^. 

Die  drei  Punkte,  in  denen  sich  entsprechende  Sei- 
ten der  Dreiecke  ^i^^J^^  und  X^^X^X^^  begegnen, 
liegen  in  einer  Geraden,   dieselbe   geht  durch  Q^  und 
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Rq  und   berührt  daselbst  die  eben   genannten  Kegel- 
schnitte. 

Die  drei  Punkte,  in  denen  sich  entsprechende  Sei- 
ten der  Dreiecke  M^M^^M^^  und  X^^X^^  X^^  begegnen, 
liegen  in  einer  Geraden,  dieselbe  geht  durch  den  Schwer- 
punkt des  Dreiecks  J,  J^  J^. 

Die  drei  Punkte,  in  denen  sich  entsprechende  Sei- 
ten der  Dreiecke  ABC  und  X^^Xq^X^^^  begegnen,  lie- 
gen in  einer  Geraden,  dieselbe  geht  durch  den  Höhen- 
schnittpunkt des  Dreiecks  J^J^J^. 

Die  Seiten  des  Dreiecks  M^  M^^  M^^  werden  in  den  Punkten 
^01  -^8  -^08  ^^^  einem  Kegelschnitt  berührt  und  zwar  von  einer 
Parabel.  Die  Geraden  J^  X^^  und  J^  X^^  und  J,  X^j  sind  ein- 
ander parallel  und  geben  die  Richtung  der  Achse  der  Parabel 
an.     Die  Parabel  hat  ihren  Brennpunkt  in  Rq. 

Die  letzte  Bemerkung  bestätigt  sich  am  einfachsten,  wenn 
man  die  ähnlichen  Punktreihen  auf  den  Tangenten  über  i^ 
nach  (P  projiziert,  denn  dann  erkennt  man,  dass  die  projizieren- 
den Strahlbüschel  kongruent  sind. 

27.  Wir  machen  nunmehr,  wie  es  durch  die  Bezeichnungen 
schon  vorbereitet  ist,  das  Dreieck  ABC  oder  das  Dreieck  ABF^ 
das  in  AB  C  seine  Seitenmitten  hat,  zum  Kerne  einer  reichen 
Gruppe  von  Beziehungen.  Die  Ueberlegungen,  die  an  das  Drei- 
eck /j  Jg  «Tj  angeknüpft  wurden,  lassen  sich  auch  auf  die  Drei- 
ecke «7q  c7g  «Tg,  J^  Jq  Jj  und  Jj  Jj  Jq  anwenden.  Um  sogleich 
die  fertigen  Resultate  zu  erhalten,  hat  man  bei  «7,  iSf,  X,  Q 
und  B  die 

Indizes  0  mit  1  und  gleichzeitig  B  mit  G 

oder       0     „    2     ,  ,  C     ^    A 

0     „    3     .  .  A    ,    B 

zu  vertauschen  und  in  den  Formeln  ist  die  gleiche  Indizesver- 
tauschung  an  g  und  r  zu  verbinden  mit  der  Ersetzung  von 
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a 

ß 

y 

durch       a 

''  +  2 

^-2 

n 

ß 

^+1 

7t 

"      2 

y 

woraus  sich  das  Nötige  für  die  s  und  a  ergiebt. 

28.  Die  Punkte  H^H^H^H^  bilden  das  Peuerbach'- 
sehe  Viereck  für  Dreieck  ABT^  es  gilt  für  sie: 

ro  sin  (H^  +  2a)  =  er,  —  cTj  r^  sin  (l?^  +  2  y?)  =  er,  —  a, 

ro  sin  (Äo  +  2  y)  =  (X^  —  er, 

r,  sin  (B,  +  2a)  =  —  a,  +  a,        r,  sin  (jR^  +  2/J)  =  jg  +  a^ 

r,  sin  (JB,  +  2  y)  =  —  (Tj  —  a, 

r,  sin  (JRg  +  2  a)  =  —  aj,  —  a^       r,  sin  (B,  +  2/J)  =  —  (Xj  +  (7, 

r,  sin  (B,  +  2  y)  =  a,  +  a, 

r,  sin  (Bj  +  2  a)  =  a^  +  (Tj         ^8  sin  (B,  +  2/3)  =  —  a,  —  a^ 

rg  sin  (B3  +  2  y)  ==  —  (T,  +  er, 

woraus  alle   entsprechenden  Folgerungen   zu   ziehen   sind,   wie 
aus  den  Gleichungen  in  20. 

Die  Punkte  <?o  ^1  ^«  ^s  bilden  ein  dem  Feuerbach'- 
schen  beigeordnetes  ausgezeichnetes  Viereck  für  Drei- 
eck ABr^  es  gilt  für  sie: 

So  sin  ((^0  +  2  a)  «  -»  ^T  3  g^  ^n  («j^  +  2  /»)  =  ^5-^-'''- 

8o  sin  («0  +  2  y)  =  ^i^ 

3,  8in  («.  +  2  «)  ==  =^^»     (?.  sin  (<2.  +  2  ^)  =  "-''»  "^ 

g.  sin  (ö,  +  2  y)  =  ^L±^ 
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g,  sin  (ö,  +  2  a)  =  ^»-±^        g,  sin  (^,  +  2 /9j  =  ~  ^' +  *"' 


<^i  <f. 


g,  sin  {Q,  +  2  y)  = 


gl  — g« 


g,  sin  (C,  +  2  «)  =  —V-*-        ff.  «°  («.  +  2  /?)  ==  ''»  +  ^' 


ff,  •  •  ff, 


8,  sin  (ö,  +  2  y)  =  — ^±^ 

29.  Wir  benennen  die  Höhenfusspankte  von  Dreieck  ABF 
mit  A^  B^  C^,  diese  sind  Seitenmitten  für  ein  neues  Dreieck, 
wir  nennen  es  A^  B\  r^.  Die  Höhenfasspunkte  in  diesem  bilden 
ein  neues  Dreieck  A^B^G^^  welches  wieder  Seitenmittendreieck 
für  ein  anderes  A}  B*  F*  ist  u.  s.  w.  Dann  sind  die  Parameter 
von  Ä\  B\  C\  bez.  4a,  4ß,  4y;  von  Ä\  J5*,  C*  bez.  —8a, 
—  8)5,  —  8y  u.  s.  w.  Hat  dann  ein  Punkt  zum  Dreieck  Ä^B^G^ 
dieselbe  Beziehung  wie  z.  B.  Q  zn  Ä  B  (7,  so  können  wir  dies 
dadurch  ausdrücken  und  aussprechen,  dass  wir  ihn  Q^  mit  einem 
oberen  Index  nennen. 

Das  vollständige  Viereck  J^  J^  J^  «7,  ist  gebildet  von  den 
drei  Paar  Winkelhalbierenden  des  Dreiecks  Ä  B  G^  so  würde 
das  aus  den  Winkelhalbierenden  von  Dreieck  A^B^G^  gebildete 
vollständige  Viereck  «^  «^  «^  JJ  7.\i  nennen  sein.  Wir  haben 
soeben  drei  von  seinen  Ecken  mit  ABF  bezeichnet  und  ziehen 
dies  hier  vor,  während  die  andere  Bezeichnung  da  zweckmässiger 
wäre ,  wo  wir  die  vier  in  «7J  J\  J\  J\  enthaltenen  Dreiecke 
gleichzeitig  zu  betrachten  wünschten.  Diese  Betrachtung  soll 
aber  nur  an  dem  Viereck  J^  J^  «7,  J,  wirklich  durchgeführt 
werden. 

80.  üeber  das  Viereck  R^  R^  JS,  B,  erhält  man  durch  Wie- 
derholung als  bemerkenswertheste  Eigenschafben: 

Rq  R^  und  jR,  jRj  schneiden  sich  in  R^ 
^0  R%      n      Ri  ^i  9  n       n    -B^ 
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B^Rj^B^   sind    die    Schnittpunkte    entsprechender 
Seiten  der  Dreiecke  ^-BCund  Ä^  B^  G^. 

Die  Seiten  von  Dreieck  B^R.R^  ftehen  durch  die 
entsprechenden  Ecken  von  ABF, 

Die  Geraden  B^A  und  B.B  und  B^C  ff  eben  durch 

denselben  Punkt  von  <D.  Dieser  ist  zu  nennen  Q^  und 
liegt  auf  dem  Kegelschnitt,  der  die  Seiten  von  ABF 
\n  ABC  berührt. 

Die  Geraden  B^A^  undü^B^  und  B^C^  gehen  durch 

denselben  Punkt  von  <D  und  dieser  ist  za  nennen  B^ 
und  liegt  auf  dem  Kegelschnitt,  der  die  Seiten  von 
ABF  in  A^B^C^  berührt. 

Die  Seiten  von  Dreieck  B^Bj^B^  begegnen  den  ent- 
sprechenden Seiten  von  ABF  in  drei  Punkten  einer 
Geraden  und  diese  berührt  die  beiden  Kegelschnitte 
in  e»  und  B\ 

Die  beiden  Kegelschnitte  und  <D  haben  B„B.B^ 
zum  gemeinsamen  Polardreieck. 

31.  üeber  das  Viereck  Q^  Q^  Q,  Q^  ergiebt  sich  aus  28. 
leicht,   dass  die  Schnittpunkte   der  Gegenseiten  Q^Qj^Q^ 

in  die  entsprechenden  Seiten  von  Dreieck  ABG  fallen 
und  ferner:   Die  Geraden  Q^A  und  Q^B  und  Q^C  gehen 

durch  denselben  Punkt  von  O  und  zwar  durch  den 
Punkt  BK 

32.  Auch  über  die  gegenseitige  Li^e  des  Q-  und  des  iJ- 
Vierecks  folgen  aus  den  Gleichungen  in  28.  einfache  Relationen. 
Durch  Anwendung  von  4.  findet  man: 

J?^  Qj  und  B^  öo  treffen  -B  C  in  derasdben  Punkte  G^^ 
und  teilen  es  nach  dem  Verhältnis 

^2       *       S 
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^9  Qs   und  Ü3  Q,    treffen  B  C  in  demselben   Punkte  O^ 
und  teilen  es  nach  dem  Verhältnis 


8 


0?    oJ-a| 


Das  Punktepaar  G^^  O^  ist  also  harmonisch  zum  Paar  B  C. 

Ebenso  findet  man :  Die  Schnittpunkte  (Rq  Q^^  R^  Qq)  =  G^^ 
und  (Ji,  Q3,  JBj  Qj)  =  Gj3  liegen  auf  CA  und  bilden  ein  har- 
monisches Paar  z\i  GÄ;  die  Schnittpunkte  (R^  Q,,  Ü3  Qq)  ==  &os 
und  (iJ^  C  i?j  Qj)  ==  (?j^  liegen  auf  Ä  B  und  bilden  ein  har- 
monisches Paar  zu  Ä  B. 

33.  Stellen  wir  die  Teilungsverhältnisse  auf  den  Seiten  von 
ABC  durch  die  Punkte  Q  übersichtlich  zusammen,  so  kommt: 


BG 


Ol 


a|-oJ    a\-ol 


BG 


23 


G,,C 

"2 

9 

«'s 

Ö2SC 

G^A 



o\ 

°i 

• 

<>% 

»1 

«^^ 
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G^B 

=^ 

"l 

"1 

• 
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"^ 

•^2 

''? 

, 

'4Ö:2 

Drei  Punkte,  bei  denen  das  Produkt  der  Teilverhältnisse 
gleich  —  1  ist,  liegen  aber  in  einer  Geraden  und  es  ist  <?,4=  G^^^ 
also  finden  wir,  die  Punkte 


^12  ^28  ^31 
^28  ^80  ""oS 
^80  Ö^Ol  ^13 

n     fi    n 

"'01  "^12  "'20 


liegen  je  in  einer  Geraden  oder:  Die  drei  Punktepaare 
G^i  u«d  öjj,  G^  und  (?„,  G^  und  G^^  sind  die  Gegen- 
eckenpaare eines  vollständigen  Vierseits,  die  Seiten 
sollen  heissen  g^  g^  g^  g^. 


{AB,  O^  H,,)  =  {AB,  G,,  HJ ^-^, 
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34.  Die  Schnittpunkte  von  BC  mit  J^J^  u.  t7,Jg  lieissen  Hq^  u.  jff^g 

Wir  finden  dann  folgende  Werte  von  Doppelverhältnissen : 
(BC,  G,,HJ=^{BC,  G^U,,) 1^-^^ 

{CA,  G^H„):=(CA,  G„^^)  =  _^lf 

8  8 

oder  wie  hieraus  folgt: 

(B  G,  »Ol  //«,)  =  (ö  //,3,  ^  G^)  =  (4  G„3,  /f,3  B) 
=  {BC,  G^n,,)  =  {CH^,  AG^^)  =  {AG,„  H^B) 

Aus  den  zahlreichen  geometrischen  Beziehungen,  die  hierin 
stecken,  greifen  wir  nur  eine  heraus.  Die  Punktreihen  BGOq^  H^^ 
und  B  H^^  G^  A  sind  projektivisch  nnd  weil  sie  das  Element  B 
entsprechend  gemein  haben,  perspektivisch  nnd  zwar  über  J^^ 
also  geht  die  Gerade  O^^  Qq^  durch  J^,  Fügen  wir  die  ent- 
sprechenden Schlüsse  hinzu,  so  ergiebt  sich: 

Die  Seiten  g^  g^  g^  g^  des  Vierseits  in  33.  gehen  be- 
züglich durch  JqJ^J^J^' 

Dabei  ordnen  sich  die  Strahlen  g  so  ein,  dass  mit  leicht 
verständlicher  Bezeichnung  die  Strahlbüschel 

J,  {ABCg,)7\J,  {ABCg,)  /\J,  {ABGg,)7\J,  {ÄBCg,) 

projektivisch  sind. 

35.  unter  Benutzung  von  4.  kann  man  die  Lage  von  B^ 
gegen  ABC  aasdrücken  durch  die  Proportion : 

^l-^l    ^?-^?   "^l-^l 
sin  (yl-Ä») :  sin  {B-B') :  sin  (C  -  ü»)  =  -^— -  : ^ :  ~ ' 

(Jj  (Tg  O^ 
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Ziehen  wir  nun  hier  noch  die  Qleichungen  in  33.  hinzu, 
so  finden  wir  leicht  die  geometrische  Beziehung: 

Die  drei  Kreise,  die  über  den  Strecken  ö^,  Q^  und 
^02^18  ^^^  ^03  ^it  *'^  Durchmessern  errichtet  werden 
und  daher  zu  (P  orthogonal  sind,  berühren  sich  gegen- 
seitig in  einem  Punkte  und  zwar  in  B}, 

Bekanntlich  bilden  die  über  den  Diagonalen  eines  Vierseits 
als  Durchmesser  geschlagenen  Kreise  im  allgemeinen  ein  Büschel 
mit  getrennten  Grundpunkten,  also  haben  wir  hier  eine  charak- 
teristische Eigenschaft,  durch  die  das  Yierseit  der  g  sich  aus- 
zeichnet. 


m.  üeber  das  Steiner'sche  Büschel  dritter  Klasse. 

36.  Der  Punkt  B}  ist  nur  ein  ganz  bestimmter  von  den 
vier  Feuerbach 'sehen  Punkten,  die  dem  Dreifeck  A'^BM^  zu- 
gehören. Wie  dieser  aus  dem  Dreieck  ABF  abgeleitet  ist, 
ebenso  würden  wir  die  drei  anderen  aus  den  Dreiecken  BTJ^ 
T  J  A^  J AB  erhalten,  wenn  J  der  Höhenschnittpunkt  ron 
ABT  ist.  In  der  That  haben  wir  das  analoge  Verfahren  schon 
bei  Dreieck  ABT  eingeschlagen  und  seine  vier  Feuerbach ^schen 
Punkte  aus  den  vier  in  J^  J^  J^  J^  enthaltenen  Dreiecken  ent- 
springen lassen.  Gleiche  Ueberlegungen  können  wir  aber  auch 
auf  die  Dreiecke  A"^  B^  T*  und  sofort  und  rückwärts  auf  jedes 

der  Dreiecke  J^J^J^t  «^««^8*^0»  «^8*^0*^11  •^o'^i*^«  "°^  ^^  ^^^  ^°" 
wenden  und  werden  so  veranlasst,  eine  Reihe  von  vollständigen 

Vierecken  ins  Auge  zu  fassen,  die  im  allgemeinen  vorwärts  und 
rückwärts  ins  Unendliche  verlängert  werden  kann,  bei  jedem 
Schritte  vorwärts  eindeutig,  rückwärts  vierdeutig  Die  Diagonal- 
ecken aller  dieser  Vierecke  liegen  auf  O  und  die  Mitten  der 
je  sechs  Seiten  ebenfalls.  Sind  ÜTTTdrei  Punkte  von  <P, 
deren  Parameter  die  Summe  Null  haben,  so  sind  die 
drei  Paar  Winkelhalbierenden  des  Dreiecks  UVW 
die  drei  Paar  Gegenseiten  eines  solchen  vollständigen 
Vierecks. 
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37.  Jede  Seite  eines  der  vollständigen  Vierecke  schneidet  <Z> 
in  zwei  Pankten,  der  eine  ist  die  Mitte  der  Seite,  der  andere 
ihr  Schnittpunkt  mit  der  Gegenseite  und  zwar  stehen  beide 
Seiten  senkrecht  zu  einander.  Sind  die  Parameter  der  Punkte 
bez.  u  und  v,  so  ist  jedesmal  2  w  +  t?  =  0  falls  ganze  Vielfache 
von  TT,  wie  es  hier  erlaubt  ist,  vernachlässigt  werden.  Es  ge- 
hören daher  die  Seiten  aller  der  vollständigen  Vier- 
ecke einem  und  demselben  bestimmten  Strahlbüschel  2! 
an,  als  dessen  Gleichung  in  Kreiskoordinaten  man  die 
Gleichung  2t*-|-t;  =  0  auffassen  kann. 

Nach  9.  wird  das  Büschel  H  durchlaufen  von  der  Geraden 

XC08U  —  y  Bmu  =  coaSu 

wenn  man  u  sich  ändern  lässt.  Das  Büschel  ist,  wie  diese 
Gleichung  lehrt,  von  der  dritten  Klasse  und  nichts  anderes 
als  die  von  Steiner  behandelte  besondere  Kurve  dritter  Klasse 
und  vierter  Ordnung,  vgl.  Steiner's  ges.  Werke  Bd.  II,  pag.  641. 
Die  a.  a.  0.  mitgeteilten  Eigenschaften  des  Büschels  ergeben 
sich  hier  grossenteils  von  selbst  und  sollen  so  weit  nicht  wieder- 
holt werden.  Die  Pole  der  Strahlen  von  U  bezüglich  O 
bilden  eine  Kurve  dritter  Ordnung  mit  isoliertem  Dop- 
pelpunkt im  Mittelpunkt  von  CP,  deren  reelle  Wende- 
punkte auf  der  unendlich  fernen  Geraden  liegen. 

38.  Sollen  drei  Strahlen  des  Büschels,  deren  Mitten  die 
Parameter  u^  u^  u^  haben,  durch  einen  Punkt  gehen,  so  ist  die 
Bedingung  dafür: 


=  0 


Die  links  stehende  Determinante  geht  durch  Spezialisierung  der 
Determinante  J  in  13.  zunächst  über  in  den  Ausdruck: 

—  2  {  sin  (Uj  H-  2  ttj)  sin  (w^  +  2  u^)  sin  (w,  -}-  2  w,) 
+  sin  ( —  2  w^  —  Wj)  sin  ( —  2  w,  —  Wj)  sin  ( —  2  t*,  —  w,)} 

1D96.  lbt1i.-ph78.C1.  1.  10 


COSU| 

sinz^j 

COS  3  u^ 

COSM, 

sint«. 

cos  3u, 

COStt, 

sinM, 

cos  3  u^ 
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und  lässt  sich  weiter  durch  einige  Rechnung  umformen  zu 

—  4  cos  (Wj  -f  «*,  +  Mj)  sin  (Kj  —  w,)  sin  (m,  —  Wg)  sin  (w,  —  «J 

Drei  verschiedene  Strahlen  des  BQschels  2  gehen  also 
dann  und  nur  dann  durch    einen  Punkt,   wenn  die  Summe  der 

7t 

Parameter  ihrer  Mitten   gleich   ^   ist,    abgesehen    von   ganzen 

Vielfachen  von  tt.  Den  Parameter  der  Mitte  eines  Strahls 
können  wir  auch  diesem  selber  beilegen  und  sagen:  Drei 
Strahlen  des  Büschels  H  gehen  durch  einen  Punkt, 
wenn  die  Summe  ihrer  Parameter  ein  ungerades  Viel- 

faches  von  —  ist.*) 

39.  Den  Fusspunkt  auf  einem  Strahl  von  ü  oder  den 
zweiten  Schnittpunkt  mit  0  nennen  wir  nach  Steiner  auch 
seinen  Scheitel,  zwei  Strahlen,  die  den  Scheitel  gemein  haben, 
also  aufeinander  senkrecht  stehen,  ebenfalls  nach  Steiner,  kurz 
ein  Paar. 

Die  Strahlen  des  Büschels  ü  umhüllen  eine  Kurve,  die 
auch  ü  heissen  mag.  Der  Berührungspunkt  des  Strahls  u  ist 
sein  Schnittpunkt  mit  dem  Nachbarstrahl  u  +  du^  daher  gelten 
für  ihn  die  Gleichungen 

X  cos  u  —  y  smu  =  cosSu 
X  sin  M  +  1/  cos  w  =  3  sin  3  M 
aus  denen  folgt 

a;=  —  cos4w-|-2cos2w 
y=       sin  4  tt  +  2  sin  2  t* 

und  hierin  hat  man  eine  einfache  Paranieterdarstellung  der 
Kurve  -2*.  Die  Elimination  von  u  liefert  die  Oleichung  der 
Kurve  -T,  man  kann  derselben  die  Form  geben 

(2i:— 6Z)»  +  4L»  =  0 


{ 


{ 


*)  Es  liegt  hierein  besonderer  Fall  der  von  Clebsch  eingeführten 
Parameter  -  Darstellung  einer  Curve  vom  Geachlechte  Null  vor,  vergl. 
Clebsch,  Vorlesungen  über  Geometrie,  I,  p.  897.  In  Betreff  der  Hypo- 
zykloide vgl.  besonders  Grell e's  Journal,  Bd.  64. 
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worin 

^-=0?»  +  ^»  — 9     und     Z  =  2a:  — 3 

X  =  0  ist  also  die  Gleichung  des  Kreises  durch  die  drei 
Spitzen  der  Kurve  und  Z  ==  0  die  Gleichung?  einer  Geraden 
durch  zwei  Spitzen. 

Durchläuft  ein  Strahl  das  Büschel  2*,  so  durchläuft  sein 
Scheitel  die  Kreislinie  O  doppelt  so  rasch  wie  seine  Mitte  in 
umgekehrter  Richtung;  hieraus  geometrisch  oder  aus  der  Para- 
meterdarstellung  ersieht  man  mit  Leichtigkeit,  dass  die  Kurvet* 
eine  Hypozykloide  ist,  der  feste  Kreis  ist  K=0,  der 
rollende  gleich  (D. 

40.    Nach  39.  geht  die  Gerade 

0?  sin  M  +  y  cos  w  =  3  sin  3  M 

durch  den  Berührungspunkt  des  Strahles  u,  sie  steht  aber  auch 
zu  demselben   senkrecht,   ist  also  Normale  der  Kurve  H.     Nun 

hat  der  Strahl  von  2  mit  dem  Parameter  w  +  —  die  Gleichung 

X  cos  In  +  -\—y  sin  (u  +  ^]  =  cos  (s  u  +  -^  j 

oder 

—  ^  sin  t/  —  y  cos  w  =  sin  3  w 

Denkt  man  sich  also  diesen  um  den  Mittelpunkt  von  O  um 
180*^  gedreht  und  dann  von  da  aus  dreifach  vergrössert,  so  wird 
seine  Gleichung  auch 

05  sin  w  4"  y  cos  w  =  3  sin  3  u 

d.  h.  die  Normalen  der  Kurve  S  umhüllen  eine  ähn- 
liche Kurve,  die  ihre  drei  Scheitel  in  den  Spitzen 
von  2  hat. 

Legt  man  den  Normalen  von  2  als  Strahlen  des  zweiten 
Büschels  entsprechend  Parameter  bei  wie  den  Strahlen  von  2^ 
so  erhält   die   im  Berührungspunkt   des   Strahles  u  von  2  er- 

7t 

richtete  Normale  den  Parameter  w  +  öi  also  bekommt  man  den 

10* 
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Satz:  Ist  die  Summe  der  Parameter  von  drei  Strahlen 
in  ü  ein  Vielfaches  von  /r,  so  gehen  die  drei  in  ihren 
Berührungspunkten  errichteten  Normalen  durch  einen 
Punkt. 

41.  Der  Strahl  a  des  Büschels  2^  dessen  Mitte  und  Scheitel 
m^  und  ^j  also  die  Parameter  a  und  — 2a  haben,  werde  vom 
Strahl  u  in  p^  geschnitten;  so  ist  nach  4. 

m^  pj sin  (a  —  u)  sin  (a  +  2  w) 

p,  ^i  ~~       sin  ( -    2  a  —  u)  sin  (—  2  a  +  2  u) 

sin  (a  +  2  m)  sin  (a  +  2  m) 

2  sin  ( —  2  a  —  u)  cos  (a  —  u)       —  sin  (a  +  2  m)  ^  sin  8  a 

mithin : 

xn^py sin  (a  +  2  u) 

m^  6,        —  sin  3  u 

Rechnen  wir  nun  Abstände  auf  dem  Strahl  a  positiv,  wenn 
sie  in  dem  Sinn  zu  nehmen  sind,  der  ihm  nach  8.  als  Lauf- 
strahl zukommt ,  so  wird  tttj  ^,  =  —  2  sin  3  u  und  daher 
nt|  p|  =  2  sin  (a  +  2  u).  Lassen  wir  u  =  o  werden,  so  rückt 
p^  in  den  Berührungspunkt  t,  des  Strahles  a,  dabei  wird 
m,  t^=2sin3a:  Scheitelpunkt  und  Berührungspunkt 
eines  Strahles  liegen  gleich  weit  von  seiner  Mitte. 
Der  mit  Strahl  u  ein  Paar   bildende  Strahl   gehört   zum  Para- 

meter  w  +  ö'     Jedes    Paar    schneidet    also    auch    jeden 

Strahl  von  U  in  zwei  Punkten,  die  gleich  weit  von 
seiner  Mitte  abstehen.  Insbesondere  sind  auch  die  Schnitt- 
punkte des  Strahles  a  mit  der  Kurve  2  von  der  gleichen  Art, 
denn  sie  werden  ausgeschnitten  von  dem  Paare  mit  den  Para- 
metern —  7)  ~\-  T  ^^^  —  ö  ""  T  ^^^^  ™^^  anderen  Worten:  Die 

Kurve  H  schneidet  aus  jeder  ihrer  Tangenten  ein  Stück 
von  der  gleichen  Länge  2  heraus,  der  Halbierungs- 
punkt desselben  liegt  auf  0  und  ist  der  als  Mitte  des 
Strahls     bezeichnete    Punkt,     die    Tangenten    in    den 
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Schnittpunkten  bilden  ein  Paar.  Allgemeiner  ergiebt 
sich:  Stehen  zwei  Punkte  eines  Strahles  a  von  ü  gleich  weit 
von  seiner  Mitte  ab,  so  gehen  durch  jeden  noch  zwei  weitere 
Strahlen  des  Büschels,  die  zwei  Paare  bilden,  sie  bestimmen 
ausser  ihren  Scheiteln  noch  zwei  weitere  Schnittpunkte  und  die 
Gerade  durch  diese  beiden  ist  auch  ein  Strahl  von  U  und  bildet 
mit  dem  Strahl  a  ein  Paar.  Oder:  Durch  jeden  Punkt 
gehen  drei  Strahlen  von  ^,  nimmt  man  die  drei  mit 
ihnen  Paare  bildenden  hinzu,  so  hat  man  die  Seiten 
eines  vollständigen  Vierecks. 

Die  drei  Paar  Winkelhalbierenden  jedes  Dreiecks  Ä*B^C* 
in  29.  bilden  je  ein  solches  Viereck. 

42.  Die  Gleichung  m^  pj  =  2  sin  (a  +  2  u)  der  vorigen 
Nummer  lässt  bei  variablem  u  den  Punkt  p^  auffassen  als  Pro- 
jektion eines  anderen,  der  einen  Kreis  mit  dem  Radius  2  durch- 
läuft.    Dies  ftihrt  zu  folgender  üeberlegung. 

Es  seien  a  ß  y  drei  Parameter  und  zwar  a  +  ^  +  y  =  0, 
so  legen  sie  auf  (D  drei  Punkte  m,  m,  m^  fest.  L^L^L^  seien 
die  Strahlen  des  Büschels  Z  in  dem  Sinne  als  Laufstrahlen  ge- 
nommen, wie  er  durch  die  Kreiskoordinaten  a,  — 2  a  bezw. 
/?,  — 2ß  und  y,  — 2y  vorgeschrieben  wird,  ihre  Schnitt- 
punkte tj  t,  tj.  Dann  sind  mj  nt,  m,  die  Seitenmitten  für  Drei- 
eck ij  ij  is,  denn  nach  voriger  Nummer  ist  m^  i,  =  2  sin  (a  -|-  2y) 
und  nij  t^  =  2  sin  (a  +  2^),  also  nij  i,  +  m^  i,  =  0.  Legen  wir 
dorch  t|  i^  t,  den  Kreis  .ß,  so  hat  er  den  Radius  2  und  wir 
können  vermöge  des  gemeinsamen  Schwerpunkts  der  Dreiecke 
ni|  m,  m,  und  t|  i,  ig  als  Aehnlichkeitspunkt  über  die  Punkte 
von  i2  eine  Parameterverteilung  vornehmen,  bei  der  t^  i,  t,  die 
Parameter  a  ßy  erhalten.  Verschieben  wir  nun  einen  Lauf- 
strahl parallel  mit  sich  von  Z^  aus,  bis  er  (D  mit  Ueberein- 
stimmung  im  Sinn  berührt,  so  hat  der  Berührungspunkt  in  (P 

den  Parameter  —  ^,   verschieben  wir  ihn  aber,    bis  er  fl  ein- 

stimmend  berührt,  so  hat  der  Berührungspunkt  in  £i  den  Para- 

meter  —  ö  4"  o  •   Nehmen  wir  also  in  fl  irgend  einen  Punkt  P 
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mit  dem  Parameter  t*  +  s" '  ^  ^^^  ^^^  Bogen  vom  Berührungs- 

punkte  bis  P  gleich  a-f-2te  und  für  p^  als  Fusspunkt  des 
von  P  auf  Xj  gefällten  Lotes  nt^))|  =  2sin(a -|- 2tt),  auch 
dem  Sinne  nach.  Da  es  sich  bei  den  von  P  auf  L^  und  L^ 
gefällten  Loten  mit  den  Fusspunkten  )),  und  p^  entsprechend 
verhält  und  also  p^ p,  Ps  ^^^^  ^^-  ^^^  Schnittpunkte  von  L^L^  L^ 
mit  dem  Strahle  u  von  2  sind,  so  haben  wir  hiermit  die 
Steiner*sche  Erzeugung  von  2  gefunden.  Li  Anlehnung  an 
Steiner*s  Worte  können  vrir  erweiternd  aussprechen: 

Fällt  man  aus  jedem  Punkte  P  in  der  einem  Drei- 
eck umbescbriebenen  Kreislinie  auf  die  Seiten  Per- 
pendikel, so  liegen  die  je  drei  Fusspunkte  allemal  in 
irgend  einer  Geraden  G  und  diese  Geraden  Q  bilden 
ein  Büschel  2  dritter  Klasse  und  vierter  Ordnung« 
Dasselbe  kann  auf  die  gleiche  Art  aus  oo^  verschie- 
denen Dreiecken  abgeleitet  werden.  Die  Seitenmitteu 
der  Dreiecke  bilden  eingeschriebene  Dreiecke  in  <P. 
Aus  einem  erzeugenden  Dreieck  kann  man  die  Gesamt- 
heit aller  ableiten,  indem  man  bei  seinem  Seiten- 
mittendreieck,  während  die  Ecken  desselben  auf  <P 
bleiben,  je  eine  Seite  zur  Zeit  mit  sich  selbst  parallel 
beliebig  verschiebt. 

43.  Wir  denken  uns  ein  ähnlich  veränderliches  ebenes 
System  so  bewegt,  dass  zwei  seiner  Punkte  bez.  mit  der  Mitte 
und  dem  Scheitel  eines  Strahls  von  2  zusammenfallen,  während 
dieser  das  Büschel  durchläuft,  üeber  die  drei  kritischen  Lagen, 
in  denen  Mitte  und  Scheitel  zusammenfallen,  bestimmen  wir, 
dass  das  System  gleichwendig  ähnlich  (directly  similar)  bleiben 
soll.     Die  Formeln  werden  dies  von  selbst  nach  sich  ziehen. 

Der  Strahl  u  von  2  hat  die  Gleichung 

X  cos  ( —  m)  +  y  sin  ( —  u)  =  cos  8 1« 

Die  Cartesischen  Koordinaten  seiner  Mitte  m  sind  cos  2u  und  sin  2k 

seines  Scheitels  9    «    cos  4t4  ,  —sinitt 


W  Godt:  üeber  den  Feuerbach' sehen  Kreis,  151 

Eine  Gerade  des  zum  Strahl  u  gehörigen  Systems  ist  be- 
stimmt durch  den  Winkel  d  gemessen  vom  Strahl  zur  Geraden 
lind  das  Verhältnis,  in  dem  sie  die  Strecke  von  m  nach  9  teilt, 

es  sei  gleich  -  und  dabei  sei  m  +  n  =  1 ,  dann  sind  die  Car- 

fH 

tesischen  Koordinaten  des  Teilpunkts 

mcos2tt-f'ncos4tt     bez.     m  sin  2  u  —  n  sin  4 1« 

Eine  Gerade  falle  zunächst  auf  den  Strahl  u.  Wir  drehen 
sie  um  den  Punkt  m  um  den  Winkel  d,  so  werden  ihre  Kreis- 
koordinaten u  und  —2u-^d^  ihre  Gleichung  also 

z  cos  ( —  M  +  d)  +  y  sin  ( —  «  +  d)  =  cos  (3  ti  —  d) 

Nun  veiiBchieben  wir  sie  parallel  bis  zum  Teilpunkt,  so 
{Jült  sie  in  die  Systemgerade  und  deren  Gleichung  wird 

a?cos(-tt  +  d)+y8in(-M+d)  ==  (mcos  2w+nco8  4«)co6(-w+d) 

+  (m  sin  2 1*  -  n  sin  4  m)  sin  (-  w  +  d) 

oder  einfacher : 

a;  cos  (-  M  +  d)  +  y  sin  (-  w  +  d)  =  f»  cos  (3  u  -  d)  +  n  cos  (3  w  +  d) 

=  cos  3  w  cos  d  +  (m  —  n)  sin  3  tt  sin  d 

Diese  Gleichung  lässt  eine  einfache  geometrische  Deutung 
zu.  Wir  können  eine  positive  Zahl  f  und  einen  Winkel  q)  so 
bestimmen,  daas 

cos  d  s=s  fcoQ  q>  (tn  —  n)  sin  d  =  fsia  q) 

dann  wird  sie 

ap  cos  (—  M  4-  <^  +  y  fflii  (—  w  +  ^)  =  /^  cos  (3  M  —  gp) 

Wir  denken  uns  nun  wieder  eine  Gerade,  die  zunächst  mit 
dem  Strahl  u  zusammenföllt.  Drehen  wir  dieselbe  um  das 
Centrum  von  O  um  den  Winkel  ^,  so  werden  ihre  Kreis- 
koordinaten 

u+^d-    und     —214  +  ^^, 

ihre  Gleichung 

a?  cos  (—  u  +  *)  +  y  sin  (—  M  +  ^)  =  cos  3  u 
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Transformiren  wir  sie  nun  durch  /"-fache  Vergrösserung 
vom  Centrum  aus,  so  wird  ihre  neue  Gleichung 

und  führen  wir  hier  einen  neuen  Parameter  u'  =  w  —  S  ein, 
so  kommt 

a?cos(— M'-^+^)  +  y8in(— w'~?  +  ^)=/"cos(3u +3f) 

Die  hierdurch  dargestellte  Gerade  erzeugt  bei  unveränder- 
lichem u  dasselbe  Strahlgebilde,  wie  die  Systemgerade  bei  un- 
veränderlichem u ,  wenn  nur  3  ?  =s  —  qp  und  ^  +  iS*  =  d  ge- 
macht wird.     Das  heisst: 

Bewegt  sich  ein  ähnlich  veränderliches  ebenes 
System  in  der  angegebenen  Weise,  so  durchläuft  jede 
einzelne  Gerade  desselben  ein  Büschel,  das  mit  i?  ähn- 
lich ist,  alle  so  erzeugten  Büschel  haben  das  Centrum 
von  <D  zum  gemeinsamen  Doppelpunkt.  Die  Ver- 
grösserung ist  /*,  die  Drehung  d  —  —  q>. 

In  diesem  Satze  sind  früher  aufgefundene  Beziehungen  als 

besondere  Fälle  enthalten.     Für  d  =  —  und  n=l,  m  =  0  er- 

giebt  sich :  Die  zu  den  Strahlen  des  Büschels  2  je  im  Scheitel 
errichteten  Normalen  gehören  ebenfalls  dem  Büschel  an,  vgl.  39. 

Für  d==-  und  m  =  2,  «  =  1  ergiebtsich:  Die  zu  den  Strahlen 

des  Büschels  2  je  in  ihrem  Berührungspunkte  errichteten  Nor- 
malen, d.  i.  die  Normalen  der  Kurve  ü^  bilden  ein  ähnliches 
Büschel,  das  gegen  2  dreifach  vergrössert  und  um  180^  gedreht 

ist,  vgl.  40.     Für  d  =  - ,  m  =  0  und  n  =  1  ergiebt  sich:  Die 

zu  den  Strahlen  des  Büschels  U  je  in  der  Mitte  errichteten 
Normalen  bilden  ein  kongruentes  Büschel,  das  gegen  ^  um 
180^  gedreht  ist.  Man  beachte  übrigens,  dass  wegen  der  Ge- 
stalt des  Büschels  die  Drehungen  hier  alle  um  ganze  Vielfache 

von  —    geändert  werden  können. 
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44.  Es  liegt  nahe  zu  fragen,  welche  Bahnen  bei  der  eben 
betrachteten  Bewegung  die  einzelnen  Punkte  des  ähnlich  ver- 
änderlichen Systems  durchlaufen. 

Wir  können  die  Lage  eines  Systempunktes  durch  die  beiden 
Winkel  d  und  £  angeben,  um  die  man  eine  Gerade  von  der 
Lage  des  Strahls  u  von  H  aus  um  m  oder  9  drehen  muss,  bis 
sie  durch  den  Punkt  geht.  Fflr  die  Koordinaten  des  Punktes 
finden  wir  dann 

X  sin  (d  —  £)  =  sin  d  cos  (2  w  +  *)  —  sin  e  cos  (4  m  —  d) 
y  sin  (d  —  e)  =  sin  d  sin  (2  w  -|-  e)  +  sin  e  sin  (4  m  —  d) 

Wir  denken  uns  nun  um  den  Anfangspunkt  des  Koordi- 
natensystems einen  Kreis  mit  dem  Radius  r,  rollen  auf  seiner 
Innenseite  einen  Kreis  ab  vom  Radius  Q  und  verfolgen  die  Bahn 
eines  mit  diesem  Kreise  fest  verbundenen  Punktes.  Derselbe 
soll  im  rollenden  Kreise  die  Polarkoordinaten  a,  a  haben. 
Seine  Koordinaten  werden  dann  bei  passender  Anfangslage 

x=  {r  —  ^)  cos  9)  +  a  cos  (  a y  j 

y==(r  —  ^)  sin  qp  +  ^  sin  ( a tp  \ 

Diese  Gleichungen  gehen  in  die  vorigen  über,   wenn  man  setzt 
3        sin  d  1  sin  £ 


^  =  o  z^zrr — r%»        ^  =  0  *"»        «  = 


2  sin(d  — fi)'         ''S'  sin(d— fi)' 

g)  =  2w4"*i         a  =  7r  +  <'  +  2£ 

Da  es  nichts  ausmacht  für  den  Systempunkt,  wenn  ä  oder  £ 
um  n  vergrössert  werden,  so  kann  man  auch  immer  r  und  a 
positiv  machen. 

Bewegt  sich  ein  ähnlich  veränderliches  ebenes 
System  in  der  angegebenen  Weise,  so  durchläuft  jeder 
einzelne  Punkt  desselben  eine,  im  allgemeinen  ver- 
längerte oder  verkürzte,  Hypozykloide.  Bei  allen  ist 
der  Radius  des  rollenden  Kreises  ein  Drittel  vom  Ra- 
dius   d^s    Grundkreises,    die    Grundkreise    sind    kon- 
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zentrisch  mit  O.  Alle  so  erhaltenen  Hypozykloiden  gehen 
durch  dieselben  drei  Punkte,  die  Scheitel  der  Kurve  2*,  welche 
ein  gleichseitiges  Dreieck  auf  O  bilden. 

Insbesondere  ist  die  Bahn  eines  Systempunktes  der  Kurve  ü 
ähnlich,  wenn  sind=s2sin£,  d.  h.  wenn  er  einem  gewissen 
Kreise  angehört,  dem  Ort  der  Punkte,  deren  Abstände  von  m 
und  9  sich  verhalten  wie  1 : 2.  unter  diesen  Punkten  zeichnen 
sich  die  aus,  die  auf  dem  Strahl  u  selber  liegen.  Der  eine  ist 
der  Berührungspunkt  uud  durchläuft  2  selber.  Der  andere 
teilt  nt  9  nach  dem  Verhältnis  1  :  2  innen,  wir  erhalten  seine 
Bahn,  indem  wir  d  =  7c  —  2e  und  e  unendlich  klein  setzen; 
sie  ist  gegen  die  Kurve  2*  dreimal  verkleinert  und  um  180^ 
gedreht. 

45.  Wir  betrachten  zwei  ähnliche  Systeme  bestimmt  durch 
die  Mitten  und  Scheitel  der  Strahlen  u  und  v  von  2,  die  m^  ^j 
und  m^  9,  heissen  mögen.  Zwei  entsprechende  Geraden  der 
Systeme  haben  nacli  43.  die  Gleichungen 

0?  cos  (-  M  H-  d)  +  y  si  n  ( -  w  +  d j  =  cos  3 1*  cos  d  +  (m  -  n)  sin  3  M  sin  d 

beziehungsweise 

a?cos  (-t;+d)+y  sin  {-v  +  ä)  =  cos  8t;cosd+(m-w)  sin  3  t;  sind 

Werden  die  Systemgeraden  entsprechend  parallel  verschoben, 
so  durchläuft  ihr  Schnittpunkt  eine  gewisse  gerade  Linie.  Die 
Gleichung  derselben  entspringt  durch  Elimination  von  (m  —  n). 
Formt  man  sie  passend  um  und  führt  eine  Grösse  to  ein  durch 
die  Gleichung 

w  +  V  +  u?  =  0 

so  kann  man  sie  schreiben: 

X  (cos  (2  w  +  d)  +  cos  (2  t;  +  d)  +  cos  {2w  +  d)) 
+  y  (sin  (2  w  +  d)  -f  sin  (2  v  +  d)  +  sin  (2  w  +  d)) 

^  sin  3  (m  —  v) 

=  cos  0      ,     / r^ 

sm  (m  —  V) 

Aendert  sich  d,  so  ändert  sich  auch  diese  Gerade,  und  zwar 
-dreht  sie  sich  dabei  um  einen   festen  Punkt,   den  Doppelpunkt 
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der    beiden   ähnlichen  Systeme.     Der  Doppelpunkt  ist  also  der 
Schnittpankt  zweier   besonderen   solchen   Geraden,   deren  Glei- 
chungen sind: 
der  einen 

/rt  n  rtN/-rt        -r»        .«N     siu3(w-t7) 

a?(cos2tt  +  co8  2r+cos2w)+?/(sin2M+sm2t;+sin2M?)  --— : — ; ^ 

^    -^^  ^      8m(u-v) 

der  anderen 
X  (sin  2  M  +  sin  2  v  +  sin  2  «;)  -  y  (cos  2  «  +  cos  2  t;  +  cos  2  w)    -  0 

Beide  stehen  senkrecht  zu  einander  und  die  zweite  geht 
durch  den  Mittelpunkt  von  O. 

Die  Symmetrie,  mit  der  die  Grössen  m,  r,  to  in  die  Glei- 
chungen eingehen,  veranlasst  die  gleichzeitige  Betrachtung  dreier 
ähnlichen  Systeme,  die  durch  die  drei  Strahlen  u,  t;,  w  von  U 
bestimmt  sind,  wo  w-t-t;  +  «;  =  0.  Mitte  und  Scheitel  des 
dritten  Strahles  mögen  m,  9,  sein.  Bilden  die  Strahlen  das 
Dreieck  tj  ig  tj,  so  sind  nach  Früherem  die  m  und  ^  die  Seiten- 
mitten und  Höhenfusspunkte  desselben. 

Wir  fragen  zunächst,  wann  drei  entsprechende  System- 
geraden durch  einen  Punkt  gehen.  Bestimmen  wir  dieselben 
wie  in  43.  durch  w,  n,  d,  so  ergiebt  sich  die  Bedingung 

C08(-tt+d)     sin(-M+d)     cos  3t<cosd+(m-n)3in3u  sind 
C08(-t;+d)     8in(~t;  +  d)     cosSf  cosd+(tn-n)sin3t;sind    -^  0 
co8(-t<7+d)     sin(-U7+d)     cos3u;cosd+(tM~n)sin3  umsind 

Mit  Hülfe  der  Identität  in  38.  lässt  sich  die  Determinante 
links  anders  schreiben.     Man  erhält  für  sie 

Determinante  =  4  sin  (w  —  v)  sin  (v  —  tv)  sin  (to  —  u) 

{cos  (tt  +  t;  +  u;)  cos  d  -f-  (w  —  w)  sin  (w  +  t;  -f-  to)  sin  d} 

Wir  wollen  nun  hier  nur  den  besonderen  Fall  im  Auge 
behalten,  wo  u  +  p  +  i€^s=0  ist.  Da  ergiebt  sich  also  cosd  =  0 
und  für  die  Koordinaten  des  betreffenden  Schnittpunktes  ergeben 
sich  die  Werte 

(m  —  n)  (cos  2  M  +  cos  2 1;  -j-  cos  2  M?) 
und     (m  —  n)  (sin  2  u  -|-  sin  3  v  +  sin  2  w) 
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Er  durchläuft  die  Gerade,  die  als  Euler'sche  Gerade  des  Drei- 
ecks ij  t,  tj  bezeichnet  worden  ist. 

Wir  kommen  spater  auf  die  Figur  zurück  und  fassen  das 
nächste  geometrische  Resultat  in  den  Satz  zusammen: 

Bestimmt  man  drei  gleichwendig  ähnliche  Systeme 
80,  dass  die  Seitenmitten  und  Höhenfusspunkte  eines 
Dreiecks  homologe  Punkte  sind,  so  gehen  je  drei 
homologe  Geraden,  die  zu  den  Seiten  senkrecht  stehen, 
durch  einen  Punkt.  Dieser  Punkt  durchläuft  die 
Euler'sche  Gerade  des  Dreiecks.  Auf  derselben  liegen 
auch  die  drei  Doppelpunkte  je  zweier  Systeme  und 
sind  die  Fusspunkte  der  von  den  Ecken  des  Dreiecks 
auf  sie  gefällten  Lote. 

46.    Es   seien   m%X  Mitte   Scheitel   und   Berührungspunkt 

eines  Strahls   von  2^   so   ist   nach   41.  mt=^^t.     Geht  der 

Strahl  in  eine  benachbarte  Lage  über,  so  ist  also  das  von  m  t 
bestrichene  Dreieck  ein  Viertel  des  von  9 1  bestrichenen  oder 
das  von  ^  t  bestrichene  Feld  ein  Drittel  des  von  m  ^  bestrichenen. 
Hieraus  folgt  allgemeiner :  Wenn  ein  Strahl  das  Büschel^ 
durchläuft,  so  ist  das  von  mt  bestrichene  Stück  eines 
Zipfels  ein  Drittel  von  dem  durch  m «  bestrichenen 
Stück  der  Kreisfläche  (2>,  ein  ganzer  Zipfel  gleich 
einem  Drittel  der  ganzen  Kreisfläche. 

Auch  die  Rektifikation  der  Kurve  2  kann  man  leicht  an- 
schaulich ausführen.  Zwei  Strahlen  mögen  denselben  Bogen 
von  einem  Scheitel  der  Kurve  bis  zu  einer  Spitze  gerechnet 
berühren  in  t  und  tp  sich  schneiden  in  p,  so  ist  tnp*p0  -^ttlip-p^,. 
Setzen  wir  für  den  Augenblick  m9=s$,  mi^^=5j,  t})=p, 
ptj  =  2,  alle  Längen  absolut  genommen,  so  erhalten  wir 

(5  +  p)  (2  5  +  p)  =  {s,  -  q)  (2  8,  -  q) 
oder     3p5  +  3g5^+p2_g2:^25j  — 2^2 

also,  wenn  die  Strahlen  benachbart  sind,  p  und  q  unendlich 
klein  werden, 

3(p  +  2)  =  4(»,-») 
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1'  +  9  ist  aber  das  Bogenelement  der  Kurve,  also  beträgt  ein 

4 
Bogen  der  Kurve   von  einem  Scheitel  aus  gerechnet    - 

ö 

der  Sehne,  die  Ö>  von  der  Tangente  im  Endpunkte  ab- 
schneidet, ein  Bogen  von  einem  Scheitel  bis  zu  einer  Spitze 

^  Radien  von  O. 

Man  folgert  hieraus  leicht  geometrisch  direkt  oder  unter 
Benutzung  von  44.  Ende  und  übereinstimmend  mit  43.:  Wickelt 
man  die  Kurve  JS  ab  bei  einem  Scheitel  beginnend,  so 
ist  die  Evolvente  eine  ähnliche  Kurve,  die  ihre  Spitzen 
in  den  Scheiteln  der  ersteren  hat. 


17.  üeber  Steiner's  Panktquadrupel  und  Hyperbelnetz. 

47.  Jeder  Punkt  von  O  ist  Mitte  für  einen  und  Scheitel 
für  zwei  Strahlen  von  ^,  Scheitel  eines  Paares  nach  39.  Kommt 
dem  Scheitel  eines  Paares  ein  Parameter  —  2  a  zu,  so  sind  die 
Gleichungen   seiner   Strahlen,   denen  wir   die   Kreiskoordinaten 

a,  —  2  a  und  a  -}-  — ,  —  2  a  beilegen  dürfen, 

o;  cos  a  —  y  sin  a  —  cos  3  a  =  0 
und     a?  sin  a  4*  y  cos  a  4"  sin  3  a  =  0 

Das  Produkt  dieser  beiden  Gleichungen  ist  die  Gleichung 
des  Paares  und  lässt  sich  schreiben: 

{x^  —  y*  4-  2  a?)  sin  2  a  +  (2  0?  y  —  2  y)  cos  2  a  —  sin  6  a  =  0 

In  dieser  Form  geben  die  Paare  von  -2"  sich  zu  erkennen 
als  die  zerfallenden  Kegelschnitte  eines  Netzes 

Ä  (a:»  —  y»  +  2  0?)  +  iu  (2  0?  y  —  2  y)  -  V  •  1  =  0 

Durch  Umformungen,  wie  sie  schon  wiederholt  vorgenommen 
wurden,  kann  man  dieser  Gleichung  die  Gestalt  geben 

(x^  — y*  +  2  a;)  sin  2  y  +  (2  0?  y  —  2  y)  cos  2  qp 

=  sin  (4  a  4-  2  9))  +  sin  {4t  ß  +  2  q>)  +  sin  (4  y  4-  2  qp) 

worin  a  -^  ß  '\-  y  =  0  sein  soll. 
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Von  allgemeinerem  Standpunkte  aus  angesehen,  beraben 
die  Eigentümlicbkeiten  dieses  Netzes  auf  zweierlei  Umstanden. 
Erstens  besitzt  es  die  projektivisch  invariante  Eigenschaft,  eine 
Doppelgerade  zu  enthalten,  daher  zeri^llt  seine  Jakobische  Kurve 
in  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt;  zweitens  hat  es  die 
metrische  Besonderheit,  dass  die  Doppelgerade  die  unendlich 
ferne  Gerade  der  Ebene  ist  und  dass  die  Doppelpunkte  der  In- 
volution, die  von  allen  Büscheln  des  Netzes  gleicherweise  auf 
ihr  ausgeschnitten  wird ,  in  die  imaginären  Kreispunkte  fallen, 
die  Kreispunkte  sind  konjugirt  für  alle  Kegelschnitte  des  Netzes, 
die  Jakobische  Kurve  besteht  aus  dem  ELreise  <2>  und  der  un* 
endlich  fernen  Geraden.  Der  Kfürze  wegen  bleiben  wir  indess 
bei  der  gewöhnlichen  metrischen  Auffassungs-  und  Ausdrucks  weise. 

48.  Ein  Blick  auf  die  Gleichung  des  Netzes  lehrt  sofort, 
dass  alle  Kegelschnitte  des  Netzes  gleichseitige  Hy- 
perbeln sind.  Suchen  wir  den  Mittelpunkt  einer  der  Hyperbeln 
auf,  so  finden  wir  für  seine  Koordinaten  die  Werte  cos  4  qp 
und  — sin  4  g).  Der  Mittelpunkt  irgend  einer  Hyperbel 
des  Netzes  liegt  allemal  auf  O  und  hat  daselbst  den 
Parameter  —  2,if.  Alle  Hyperbeln,  die  denselben  Mit- 
telpunkt haben,  haben  auch  dasselbe  Asymptotenpaar, 
seine  Gleichung  wird 

(rr*  —  y*  +  2  0?)  sin  2  g)  +  (2  a?  y  —  2  y)  cos  2  g)  —  sin  6  g)  =  0 

d.  h.  die  Asymptotenpaare  der  Hyperbeln  sind  die  Paare 
von  2^) 

Bildet  man  die  Gleichung  der  Polaren  eines  Punktes  von  (2>, 
so  ergiebt  sich: 

Die  Polaren  eines  Punktes  von  <2>  bezüglich  aller 
Hyperbeln  des  Netzes  sind  parallel  mit  dem  Strahl 
von  2*,  der  in  dem  Punkte  seine  Mitte  hat. 

Diejenigen  Hyperbeln,  die  durch  den  Punkt  gehen,  be- 
rühren also  ebenda  den  Strahl  und  sich  gegenseitig. 


*)  Man  kann  also  sagen :  2  ist  die  Cayley'sche  Kurve  des  Hyperbel- 
Netzes,  vgl.  Cremona  a.  a.  0. 


I 
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49.  Denken  wir  uns  in  der  Gleichung  einer  der  Hyperbeln 
a,  ß,  y  fest  gewählt  und  if  yeranderlich ,  so  durchläuft  sie  ein 
Bfischel  mit  vier  festen  Grundpunkten.  Diese  sind  leicht  näher 
zu  bestimmen.  Wird  nämlich  z.  B.  9)^=0,  so  wird  die  Glei- 
chung vermöge  a  +  ^  +  y=sO  zu 

(rc*  —  y*  4"  2  0?)  sin  2  a  -f-  (2  a;  y  —  2  /y)  cos  2  a  =s  sin  6  a 

und  dies  ist  nach  47.  die  Gleichung  eines  Paares  von  Z.  Die 
drei  zerfallenden  Kegelschnitte  des  Büschels  bestehen  also  ans 
den  drei  Paaren  von  -T,  deren  Scheitel  die  Parameter  —  2  a, 
—  2/8  und  —  2  y  haben.  Die  drei  Scheitel  bilden  das  Polar- 
dreieck der  Kegelschnitte  des  Büscheln,  die  vier  Grundpunkte 
ein  Quadrupel  nach  Steiner.  Irgend  zwei  Hyperbeln  des 
Netzes  schneiden  sich  allemal  in  einem  Quadrupel; 
irgend  zwei  Quadrupel  liegen  allemal  in  einer  Hy- 
perbel des  Netzes. 

Die  Koordinaten  der  Punkte  eines  Quadrupels  sind : 

x^  =  —  co82a-f-cos2^-}-cos2}'  x^  =  cos2a~cos2)8-|-cos2y 
y,  =  —  sin  2a  4*  sin  2/8 -|- sin  2y      y,  =  sin2a  — sin2/?-|-sin2}' 

X,  =  cos  2a  +  cos  2^  — cos  2y  x^  =  —  cos  2a— cos  2/8  —  cos2y 
y,  =  sin  2a  + sin  2/8  — sin  2y       y^  =  -—sin  2a— sin  2/8      sin2y 

Für  reelle  Werte  von  a,  /8,  y  sind  auch  alle  vier  Punkte 
des  Quadrupels  reell  und  verteilen  sich  auf  die  vier  Felder,  in 
die  das  von  der  Kurve  ^  eingeschlossene  Gebiet  durch  Q>  zer- 
legt wird.  Aendert  sich  ein  Punkt  eines  Quadrupels,  so  ändern 
sich  die  andern  mit.  Die  genauere  Verfolgung  der  dabei  ein- 
tretenden Verhältnisse  würde  in  ein  vom  näheren  Ziel  dieser 
Studie  abliegendes  Gebiet  hineinführen,  doch  mag  Folgendes 
bemerkt  werden.  Aendert  sich  ein  Quadrupelpunkt  stetig  inner- 
halb eines  der  vier  Felder,  ohne  seine  Grenzen  zu  berühren, 
so  ändert  sich  auch  jeder  andere  stetig  innerhalb  seines  Feldes, 
ohne  die  Grenzen  zu  berühren.  Dabei  kann  jeder  Punkt  das 
ganze  Innere  seines  Feldes  durchlaufen,  so  dass  die  vier  Felder 
in  dieser  Beschränkung   eindeutig   aufeinander   abgebildet   sind. 


160  Sitzung  der  mcUih.'phys.  Classe  vom  7.  März  1896, 

Läuft  ein  Punkt  auf  einer  Hyperbel  des  Netzes,  so  laufen  die 
zugehörigen  auf  derselben.  Läuft  insbesondere  ein  Punkt  auf 
einem  Strahl  von  ^,  so  läuft  der  zweite  auf  demselben,  die 
beiden  übrigen  laufen  auf  dem  zugehörigen  Strahl  des  Paares. 

50.  Erwähnenswert  ist  noch  eine  metrische  Relation.  Es 
umlaufe  ein  Quadrupelpunkt  innerhalb  seines  Feldes  eine  durch 
Strahlen  von  2  gebildete  Dreiecksfläche.  Die  Ecken  seien 
U  V  W,  Parameter  der  Gegenseiten  als  Strahlen  von  -Z  seien 
uvto»     Nach  41.  ist  dann 

UV  —2ein{to  +  2v)-{'2sin(w+2u)  ^4co9(tt+t;+«;)sin(w-t;) 
UW     —2  sin(v  +  2tt;)  +  28in(t;+2u)  =  4cos(tt+f;+w)sin(u-«7) 

Die  Drehung  vom  Laufstrahl  w  zum  Laufstrahl  v  beträgt 
tp  —  v,  daher  wird  Dreieck 

ü  V  W=s  8  cos*  (u-\-  V  -{-  ic)  sin  (w  —  v)  sin  (v  —  w)  sin  (w  —  u) 

dabei  die  Fläche  mit  Sinn  genommen,  positiv  wenn  sie  bei  der 
Umlaufung  17  VW  zur  Linken  liegt. 

Die  von  den  anderen  Punkten  des  Quadrupels  umlaufenen 
Dreiecke  werden  bez. : 

—  8  cos*  (w  +  v  +  w)  cos  (tt  —  v)  sin  (v  —  w)  cos  {w  —  u) 
und  —  8  cos*  (w  +  v  -|-  w)  cos  (m  —  v)  cos  (v  —  w)  sin  {w  —  w) 
und  —  8  cos*  (w  +  V  -f"  W')  sin  {u  —  v)  cos  (v  —  w)  cos  {w  —  u) 

Die  Summe  aller  Dreiecksflächen  ist  daher  gleich  Null. 
Allgemeiner  folgt  hieraus:  Umläuft  ein  Quadrupelpunkt  inner- 
halb seines  Feldes  einen  Flächenteil,  so  findet  gleiches  bei  den 
anderen  Punkten  des  Quadrupels  statt,  die  Summe  der  umlaufenen 
Flächeustücke,  mit  Sinn  genommen,  ist  immer  Null.  Oder  mit 
anderen  Worten:  Die  in  49.  erwähnte  Abbildung  der 
Felder  aufeinander  ist  so  beschaffen,  dass  irgend  ein 
Gebiet  innerhalb  O  inhaltsgleich  ist  der  Summe  der 
entsprechenden  Gebiete  in  den  drei  Zipfeln.  Insbesondere 
ergiebt  sich  also  wieder,  wie  in  46.,  dass  die  Fläche  von  <P  gleich 
der  Summe  der  drei  Zipfel. 


TF.  €hdt:  üeher  den  Feuerbach' sehen  Kreis,  161 


y.  Belationen  in  der  Hauptfigur. 

51.  Wir  kehren  noch  einmal  zur  Figur  des  zweiten  Ab- 
schnitts zurück,  um  einige  Beziehungen  hinzuzufügen. 

Die  Punkte  Jq  J^  J^  J^  in  16.  u.  ff.  bilden  eins  unserer 
Quadrupel,  die  Werte  ihrer  rechtwinkligen  Koordinaten  sind  die 
in  49.  angeschriebenen.  Der  Kreis,  der  nach  22.  0  in  B^  und 
die  Seiten  von  Dreieck  ^BF  berührt,  habe  den  Mittelpunkt  jKjj, 
so  sind  nach  Analogie  von  17.  seine  rechtwinkligen  Koordinaten 

«  (Äo)  =  rg  C08  2  Bo        y  (2g  =  r§  8in  2  U, 
Dabei  ist  entsprechend  18. 

r^j  cos  iZ^j  =  cos  2  a  -}-  cos  2  jfi?  -f  cos  2  y 
—  Tq  sin  2Z^  =  sin  2  a  +  sin  2  /?  +  sin  2  y 

also  sind  die  Koordinaten  von  J^ 

«  W  ==  —  ^0  cos  -Bo         y  W  =  ^0  siii  -Bo 

Mit  Benutzung  der  komplexen  Einheit  könnte  man  die  Be- 
ziehung zwischen  cT^  und  Kq  demnach  schreiben 

{x  W  +  i  y  W)*  =  x(K,)-iy  (Zo) 

wodurch  in  der  komplexen  Zahlenebene  JJ,  und  der  komplex 
konjugierte  Punkt  von  K^  sehr  einfach  einander  zugeordnet  sind. 
Wir  können  uns  aber  auch  geometrischer  ausdrücken.     Es  sei 

M  der  Mittelpunkt  von  Ö>,  so  ist  M Ko  =  M  JI,  Die 
Gerade  M  J^  ist   die  Euler'sche  Gerade    des  Dreiecks   J^  J^  J^, 

sie   schjieidet  <Z>   in   zwei   Punkten,   deren  Parameter,    wie   die 

n       l  1 

Koordinaten  von  Jq  zeigen,  x-  —  —  Bq  und  —  -  JB^  sind.    Wir 

finden  also:  Die  Schnittpunkte  der  Euler'schen  Geraden 
des  Dreiecks  J^J^J^  sind  die  Mitten  zweier  Strahlen 
von  ^,  die  ein  Paar  bilden,  und  ihr  gemeinsamer 
Scheitel  ist  der  Punkt  H^,  Beim  Entwürfe  einer  Figur  ist 
dies  angenehm,  da  auf  O  der  Bogen  von  iZ^  bis  0  doppelt  so 
lang  sein  muss,  als  der  von  0  bis  an  die  Euler*sche  Gerade. 

1896.  ]IaUi.-pbyB.  Cl.  1.  11 
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Aehnliche  üeberlegungen  gelten  natürlich  für  K^  K^  K^  die 
Mittelpunkte  der  Berührungskreise  des  Dreiecks  ABF^  die  <P 
in  Bj  jR,  Bj  berühren. 

52.  Aus  45.  entnehmen  wir  fiir  unsere  Hauptfigur  Fol- 
gendes. Die  von  den  Ecken  des  Dreiecks  «7,  «7,  J^  auf  seine 
£uler*sche  Gerade  gefällten  Lote  mögen  diese  in  D^,  D^  D^ 
treffen,  so  sind  diese  Punkte  die  Doppelpunkte  dreier  gleich- 
wendig ähnlichen  Systeme,  in  denen  sowohl  die  Seitenmitten 
3f„jSfg|ilfj|,  wie  auch  die  Höhenfusspunkte  ABO  homolog  sind. 
Es  geht  daher  ein  Kreis,  der  0  gleich  ist,  durch  D^,  J^  M^^  M^^ 
und  die  Gerade  D^^J^  wird  durch  eine  Drehung  vom  Betrage 
y  —  a  auf  7)^,  jSfjj  gebracht.  Andererseits  geht  auch  ein  Kreis 
durch  D^j  ilfj,  BZ^j  und  die  Gerade  D^^M^^  wird  durch  eine 
gewisse  Drehung  auf  die  Gerade  D^^  X^^  gebracht.  Eine  gleiche 
Drehung  bringt  aber  die  Gerade  BM^^  auf  BXq^  und  man 
liest  den  Betrag  derselben  im  Kreise  O  ab  gleich  —  2  y  —  ß. 
Die  Summe  beider  Drehungen  ist  also  — a  —  ß  —  y  =  0,  d.  h. 
die  Punkte  J^Dq^Xq^  liegen  in  einer  Geraden. 

In   dem    letztgenannten  Kreise   durch  D^^M^^BX^^   gehört 

die  Sehne  M^iB  zum  Peripheriewinkel  3  a,  wie  leicht  zu  sehen, 

sin  3  ß 
daher   ist  sein  Radius    -: — ^.     Die  Gerade   von  X„  durch  B« 

sin  3  a  Ol  0 

nach  Ä  schneide  diesen  Kreis  noch  in  L.  Die  Drehung  von 
Xqj  L  zu  Xq^  Jtf^i  findet  man  dann  auf  <2>  im  Betrage  (ß  +  y) 
—  (Bjj  —  2  a)  =  a  —  R^.  Die  Drehung  von  X^  M^^  zu  X^JD^i 
findet  man  auf  0  ebenfalls  =  a  —  B^,  wenn  man  nur  bedenkt, 
dass   eine  Parallele   zu  X^^  D^^   nach  51.  den  Kreis  <2>  berührt 

in   einem   Punkt   vom  Parameter   —  ^  B^.     Wir   haben   daher 

Die  gleiche  Länge  hat  M^^D^^  weil  M^^  die  Mitte  zwischen 
c/j  und  J^  ist,  die  gleiche  Länge  hat  aber  auch  noch  J^,  B^. 
Es    ist    nämlicli    unmittelbar    aus    U>    M^^  B^  =:  2  sin  (/f  —  B^). 
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Nun   folgt  aus  51.,  ähnlich  wie  in  18.,   dass   für  jeden  Wert 
Yon  X 

r^  sin  {x  —  B^)  =  sin  (2  a  -f  ^)  +  sin  (2  /8  +  ^)  +  sin  (2  y  +  x) 

und  dass  insbesondere 

r^  sin  (a  —  R^)  =  sin  3  a 
r^  sin  {ß  —  R^)  =  sin  3  /5 
also  ist 

Die  Punkte  D^j  D^  B^  L  liegen  in  einem  Kreise, 
dessen  Gentrum  M^^  ist. 

Hieraas  ergiebt  sich  nun  leicht,  dass  D^^  und  B^  sym- 
metrisch zur  Geraden  M^^  ^^  liegen  und  damit  unser  Ziel  bei 
dieser  üeberlegung: 

Die  Euler'sche  Gerade  des  Dreiecks  ^i^^J^  ist  die 
Directrix  der  Parabel,  die  die  Seiten  seines  Seiten- 
roittendreiecks  M^M^^M^^  in  X^^X^X^  berührt  und 
in  i^o  ihren  Brennpunkt  hat.     Vgl.  26. 

Entsprechendes  gilt  natürlich  auch  für  Dreieck  J^J%Jq 
XX,  s.  w.,  wie  nicht  immer  wieder  bemerkt  zu  werden  braucht. 

53.  Aus  20.  und  24.  wissen  wir,  dass  X^^  X^  X^  Polar- 
dreieck von  O  ist  und  dass  seine  Seiten  bez.  durch  Jj  J^  J^ 
gehen.  Da  Entsprechendes  gilt  von  den  Dreiecken  X^^  X^^  X^o, 
X^Zjo^«  und  ^\x^t^  80  folgt: 

Es  liegen  je  auf  einer  Geraden: 

X^j        Z,j  ^j  auf  ÄJj  der  Polaren  von  J^  bez.  O 

n  »       *^8 

Das  vollständige  Yierseit  x^x^x^x^  hat  zu  Dia- 
gonalseiten die  Tangenten   von  (D  in  A^  B  und  C     Die 

11* 


^ 

^« 

^8« 

n 

a;. 

9 

^ 

^.3 

^ 

ff 

*» 

» 

i|0 

^-^0 

» 

*o 

» 

164  Sitzung  der  mathrphya,  Glosse  vom  7,  März  .1896. 

Diagonalecken,  also  Pole  der  Seiten  von  Ä^  B^  0,  nennen  wir 
^a'  ^3»  ^c-  J®^®^  Pbat  Gegenecken  spannt  bei  M  einen  rechten 
Winkel. 

54.    Deutlicher  als  bei  den  vorhergehenden  Betrachtangen 
schimmert  der  projektivische  Hintergrund  beim  Folgenden  durch. 

Die  Punktreihe 

Bq  B^B^B^ABG  Q^  ä^  B^  C*  B^ 
ist  perspektivisch  über  B^  mit 

B^  B^  Ä,  B^  Q^  CBÄBy C^ B"^  A^ 
diese  ist  perspektivisch  über  B^  mit 

JB3  B^  B,  B^BAQ^GB^  A^  B^  C^ 

diese   über  B^   wieder   mit   der   ersten.     Die   Punktreihen   sind 
also  alle  drei  projektivisch  und  paarweise  perspektivisch. 

Die  erste  Reihe  ist  perspektivisch  über  A  mit 

^01  ^10  ^8  ^«  ^a -^  ^ -'^a  ^a    *    *    ' 


über  B  mit 


über  G  mit 


^^x,^^^^T,GB^.  00 


h 


^^..^l^^^^c^c    •    •    «. 


wenn  T^  der  Schnittpunkt  von  B  G  mit  der  Tangente  von  CD 
in  -4,  00^  der  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  ist;  entsprechend 
sind  T^  T  oo^  00^  zu  verstehen.  Diese  drei  Reihen  sind 
also  projektivisch  und  da  sie  paarweise  einen  Punkt 
entsprechend  gemein  haben,  paarweise  perspektivisch 
nämlich  bez.  über   U  U,ü, 

c      b      a 

55.  Wir  können  auch  sagen,  die  Gruppe  von  12  Punkten 
auf  CD  in  54.  sei  in  dreifacher  Anordnung  mit  sich  selbst 
projektivisch.  Wir  projizieren  nun  die  drei  Anordnungen  bez. 
von  5,  G  und  A  auf  die  Seiten  von  ABG  und  erhalten 
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auf  GÄ  die  Punktreihe  X^^  X,,  X^X^^A2\CR^  .  oo^  .  . 

»      ^  ^      »  »  ^8»  ^»  ^10  ^01  ^  ^a  ^a  ^   •    °°a 


•    « 


d.  h.  die  vier  Geraden  x^x^x^x^  (siehe  53.)  sind  Tan- 
genten einer  Parabel,  die  zugleich  die  Seiten  von  ABC 
in  B^B.R^  und  die  Gerade  T  T,  T   berührt. 

0      0      0  a     0     c 

Nun  sind  ferner  x^  x^  x^  x^  und  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade die  Polaren  bezüglich  <D  von  J^  J^  e/,  J^  und  -3f,  also 
ist  die  Parabel  Polarkegelschnitt  bez.  O  von  der 
gleichseitigen  Hyperbel,  die  durch  das  Quadrupel 
«Tq  cT^i  Jj  e/j  und  durch  M  hindurchgeht.  Nach  49.  ent- 
hält diese  Hyperbel  auch  die  übrigen  Punkte  des  Quadrupels, 
dem  M  angehört  und  als  Polarfigur  der  Parabel  die  Punkte 
^«  ^M  ^.  und  den  Pol  der  Geraden  T  T,T. 

Auf  der  anderen  Seite  berührt  die  Parabel  als  Polarfigur 
der  Hyperbel  auch  die  Polaren  der  drei  übrigen  Punkte  des 
ilf- Quadrupels. 

Der  eben  erwähnte  Pol  der  Geraden  T  T.T  ist  Grebescher 

a      0     c 

Punkt  von  ABO  genannt  worden. 

Aus  51.  und  52.  folgt  noch:  Die  Hyperbel  hat  ihren 
Mittelpunkt  in  B^  und  das  Paar  von  2  mit  dem  Schei- 
tel B^  bildet  sein  Asymptotenpaar.  Die  Parabel  hat 
ihren  Brennpunkt  in  i2\  der  dritte,  ausser  dem  Paar, 
durch  B^  gehende  Strahl  von  2  ist  ihre  Achse.  Ihre 
Directrix  geht  durch  M  und  verbindet  die  Mitten  des 
genannten  Paares  von  Z. 

56.  Denkt  man  sich  AB  G  und  was  davon  abhängt,  stetig 
veränderlich  mit  der  Bedingung  a-|-/?  +  y  =  0,  so  durchläuft 
das  Tripel  AB  G  eine  doppelt  unendliche  Schaar,  das  Büschel  2 
und  dag  Netz  gleichseitiger  Hyperbeln  so  wie  die  Quadrupel- 
schaar  bleiben  unverändert.  Die  Hyperbel  aus  55.  durchläuft 
ein  Büschel  mit  vier  festen  Grundpunkten,  die  Parabel  eine 
Schaar   mit  drei  festen  Tangenten,   es  sind   also  je   unendlich 
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viele   Dreiseite  ABC  der  Tripelschaar  derselben  Parabel  um- 
beschrieben und  le  unendlich  viele  Dreiecke   ü  U.U  derselben 

w  a      o      e 

Hyperbel  einbeschrieben  u.  s.  w. 

Wir  sind  hiermit  in  unserer  Untersuchung  zu  einem  Punkte 
gelangt  f  wo  die  Bevorzugung  der  imaginären  Kreispunkte  und 
der  unendlich  fernen  Geraden  ferner  nicht  erspriesslich  zu  sein 
scheint.  Wir  brechen  daher  ab,  in  der  Hoffnung,  das  allge- 
meinere Problem  in  entsprechender  Weise  behandelt  gelegent- 
lich den  Liebhabern  der  Geometrie  vorlegen  zu  können. 


167 


Zur  Theorie  der  synektischen  Functionen. 

Von  Alfired  Pringsheim. 

{Mktfftlat^  9.  MAtm.) 
1. 

In  einer  früheren  Mittheilung^):  «üeber  die  Entwicke- 
lung  eindeutiger  analytischer  Functionen  in  Potenz- 
reihen* habe  ich  gezeigt,  wie  man  den  Laurent^schen,  bezw. 
den  als  speciellen  Fall  darin  enthaltenen  Taylor'schen  (Mac 
Laurin'schen)  Satz  ffir  ^ analytische''  (d.  h.  in  der  Um- 
gebung jeder  nicht  singulären  Stelle  durch  eine  gewöhnliche 
Potenzreihe  definirte)  Functionen  mit  Hülfe  einer  gewissen 
Mittelwerth-Betrachtung  völlig  streng  und  zugleich  elementar 
begründen  kann. 

Hieran  anknüpfend  habe  ich  in  einem  späteren  Aufsatze 
mit  dem  Titel ^):  ,Ueber  Vereinfachungen  in  der  elemen* 
taren  Theorie  der  analytischen  Functionen'  hervorge- 
hoben, dass  die  Gültigkeit  derjenigen  Beziehungen,  welche  die 
eigentliche  Grundlage  der  fraglichen  Entwicklungen  bilden, 
keineswegs  den  , analytischen"  Charakter  der  betreffenden 
Functionen,  sondern  lediglich  die  gleichmässige  Stetigkeit 
ihres  Differenzen-Quotienten  voraussetzt.') 

Nachdem  ich  nun  an  einer  anderen  Stelle  nachgewiesen, 
dass  diese  letztere  Eigenschaft  allen  in  irgend  einem  Bereiche 
»synektischen*',  d.  h.  eindeutigen  und  mit  einem  stetigen 


')  Sit2.-Ber.  1896,  p.  75  flF. 

2)  Math.  Ann.,  Bd.  47,  p.  121  ff. 

^)  A.  a.  0.  p.  147,  Zusatz. 
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Differential  -Quotienten  begabten  Functionen  zukommt,^) 
liegt  es  nahe,  die  in  Rede  stehende  Methode  auch  für  den  Be- 
weis der  Entwickelbarkeit  einer  nur  als  „sjnek tisch'  voraus- 
gesetzten Function  zu  verwerthen.  Und  da  man  auf  diesem 
Wege  in  der  That  dazu  gelangen  kann,  die  Functionen-Theorie 
auch  bei  Zugrundelegung  des  allgemeinen  Cauchy-Riemann*- 
sehen  Functions  -  Begriffes ,  in  völlig  einwandfreier  und  dabei 
wesentlich  einfacherer  Weise  aufzubauen,  als  dies  bisher  der 
Fall  war,  so  möchte  ich,  einer  Anregung  des  Herrn  G.  Vivanti 
folgend,  die  üebertragbarkeit  jener  Methode  auf  synektische 
Functionen  etwas  näher  begründen  und  einige  weitere  Be- 
merkungen hieran  knüpfen. 

Ich  stelle  zu  diesem  Behufe  zunächst  die  Haupt -Eigen- 
schaften des  charakteristischen  Mittelwerthes  fUtC  (f{r))  in 
derjenigen  Form  übersichtlich  zusammen,  wie  sie  für  den  ab- 
zuleitenden Beweis  zweckmässig  erscheint. 

2. 

Es  bedeute  »  =  /i?«  +  y^  »  die  am  nächsten  zu  der  Stelle  1 

gelegene  Wurzel  der  Gleichung  a?**  =  1  mit  positivem  y^,*) 
f(x)  eine  zunächst  für  alle  x  mit  einem  gewissen  absoluten 
Betrage  |  o;  {  =  r  eindeutig  definirte  Function.  Setzt  man  sodann: 

^         0 

so  gelten  die  folgenden  Sätze: 


^)  Zum  Cauchy'schen  Integralsatze.     Sitz.-Ber.  1896,  p.  303. 

*)  Also,   wenn  man  von  der  transacendenten   Form  der  Einheits- 
Wurzeln  Gebrauch  machen  will: 


2jTi 


ccu=  e 


2- 


cos— — r+tsin        -. 
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I.    Ist  f{xy  stetij;^  längs  des  Kreises  \x\=sr  (wobei  also 
ausschliesslich  Werthe   von  x   mit   absolutem    Betrage  r  in 

Betracht  zu  ziehen  sind,  so  besitzt  f!flC^(f(r))  förn  =  oo  einen 
bestimmten  Grenzwerth^): 

(1)  Um91t.(/'(r))  =  9R:(/-W). 


MSQC 


Dies  findet  auch  dann  noch  statt,  wenn  f(x)  nur  durch- 
weg endlich  bleibt,  dagegen  die  Eigenschaft  der  Stetigkeit 
nur  „im  allgemeinen*'  besitzt,  d.  h.  für  eine  endliche  Anzahl 
von  Stellen  endlich-unstetig  wird  oder  innerhalb  endlicher 
Grenzen  oscillirt.*) 

II.  Ist  f(x)  durchweg  eindeutig  definirt  und  endlich,  ausser- 
dem im  allgemeinen  stetig  für  alle  Stellen  x  des  Ring- 
gebietes Rq<\x\<,R,  so  ist  ?f\L(f{r))  für  alle  x  jenes  Ge- 
bietes eine  eindeutige  und  ausnahmslos  stetige  Function  der 
reellen  Veränderlichen  r. 

Denn  man  hat: 


2"-l 


(2)   \f^Jf{r))-m.^(f(r))\<l^'^^  l 


0 


Versteht  man  hierbei  unter  r  einen  beliebig  gewählten 
festen  und  unter  r  einen  veränderlichen,  dem  fraglichen  Inter- 
valle angehörigen  Werth,  so  hat  man,  falls  f{x)  als  aus- 
nahmslos stetig  und  e>0  beliebig  klein  angenommen  wird: 

f(x)  —  f{x)  I  <  fi     etwa  für :     \x  —  x  |  <  <J, 


^)  Math.  Ann.  a.  a.  0.  p.  132. 

2)  A.  a.  0.  p.  134.  Mit  Benützung  bekannter  Methoden  aus  der 
Theorie  der  bestimmten  Integrale  (s.  z.B.  Dini-Lüroth,  Grundlagen 
fär  die  Theorie  der  Functionen  etc.  §  187)  lassen  sich  die  zulässigen 
Ausnahniestellen  auch  auf  gewisse  unendliche  Punktmengen  ausdehnen. 
Da  jedoch  die  hierdurch  zu  erzielende  Verallgemeinerung  für  den  hier 
vorliegenden  Zweck  keine  wesentliche  Bedeutung  besitzt,  so  sehe  ich 
davon  ab. 
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und  daher: 

ffllj(r)  —  iftlj{r)\<€     für:      \r'  —  r\<ö, 
also  schliesslich  auch: 

€)TL(nr))--9Tl(/'(r))   ^6     für:       r—r\<d. 

Besitzt  f{x)  eine  endliche  Anzahl  von  Unstetigkeits-Stelleu, 
so  werden,  wie  gross  man  auch  n  annehmen  mag,  in  dem  rechts 
stehenden  Ausdrucke  der  61.  (2)  höchstens  eine  endliche  Anzahl 
(etwa  =  m)  von  Summanden  vorkommen,  für  welche  zwar : 

\fix')-f(x)\>e, 
aber  immerhin: 

\f(x)-f(x)\<\nx')\  +  \f(x)\<g, 

WO  g  eine  endliche  positive  Zahl  bedeutet.    Alsdann  ergibt  sich: 

Srt.CAr'))  -  9Tl.  (/-(r))  I  <  (l  -  1^.)  •  «  +  f*  •  i? 
und  daher  für  n  as  oo  : 

'  9n  (/•(/))- ©TL  (/•(r))  I  <  «, 

so  dass  also  die  Stetigkeit  von  3TL(f(r))  erhalten  bleibt. 

III.  Ist  f(x)  nicht  nur  stetig,  sondern  synektisch  für 
das  Ringgebiet  RQ<\x\<i  R\  so  dass  also  f(x)  nach  dem  in 
Art.  1  citirten  Satze  einen  gleichmässig  stetigen  Differenzen- 
Quotienten  besitzt  1),  so  ist  SIL  (/'(r))  für  Bj<r<JB'  con- 
stant^),  d.  h.  man  hat: 

(3)  6)Tl  ifilQ)  =  9R.  (f{r))  =  9Tt  (/•(«•)). 

')  Bei  der  Bildung  des  Differential-  bezw.  Differenzen  -  Quotienten 
für  eine  der  Begrenzung  angehörige  Stelle  x  kommen  auch  immer 

nur  solche  Werthe  x  in  Betracht,  die  dem  Gebiete  ifo^l^l^-^'  ^' 
gehören. 

*)  A.  a.  0.  p.  145.    Hauptsatz. 
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IV.  Ist  f{x)  synektisch  für  alle  x  im  Innern  des  Ring- 
gebietes It^<\x\<R^  so  gilt  zunächst  die  Beziehung  (3)  fbr 
alle  r,  welche  der  Bedingung  genügen: 

l?JSr<B',  sofern  nur  Ilo> Rq,  R'<R. 

Ist  dann  femer  f{x)  noch  eindeutig  definirt  und  endlich 
für  alle  x  mit  dem  absoluten  Betrage  JS^  bezw.  R  und  ausser- 
dem im  allgemeinen  stetig  ffir  solche  Xy  welche  der  Be- 
grenzung, bezw.  dem  Innern  des  Ringgebietes  Rq<.x<^  R  an- 
gehören, so  haben  zunächst  9TL(/*(iy),  f!ltC(f(R))  nach  I. 
eindentig  bestimmte  endliche  Werthe.  Da  aber  andererseits 
nach  II.  die  Differenzen: 

9TL  (/(-Ri))  -  SIL  /  (Bo))  I  bezw.  I  ©n  ifiR))  -  ©H  (f{R)) 

gleichzeitig  mit 

Rq  —  Rq        bezw.         R  —  R' 

beliebig  klein  werden,  so  folgt,  dass  geradezu: 

(4)    €)TL  (/-(iJo))  =  ©IL  (f{RQ)  =  ©n  (/ {R))  =  ©n  {f{R)) 

sein  muss.^) 

Y.    Mit  Benützung  des  letzten  Resultates  ergiebt  sich  jetzt 

leicht,  dass  die  Constanz  von  ©TL(/*(r))  auch  dann  erhalten 
bleibt,  wenn  für  die  im  übrigen  synektische  Function  im 
Innern  eines  gewissen  Ringgebietes  Punkte  Torhanden  sind, 
in  denen  über  den  synektischen  Charakter  Ton  f{x)  nur  soviel 
ausgesagt  werden  kann,  dass  f{x)  daselbst  eindeutig  und  end- 
lich bleibt,  während  über  die  Existenz  und  Stetigkeit  des 
Differential -Quotienten,  ja  über  die  Stetigkeit  von  f{x)  selbst 
keinerlei  Voraussetzung  besteht. 

Denn  angenommen,  es  sei  im  Innern  des  Ringgebietes 
{R^y  R)  eine  solche  Stelle  x^  vorhanden,  während  f{x)  im 
übrigen  für  JS0<|d;|<i{  als  synektisch,  für|a7;sri^,  |d;|»Jf2 


1)  Zu  II.  und  IV.  vgl.  Sitz.-Ber.  p.  90,  Zusatz  I. 
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zum  mindesten  als  endlich  und  im  allgemeinen  stetig 
vorausgesetzt  wird,  so  theile  man  das  Ringgebiet  (JB^,  R)  durch 
Einschaltung   eines  Kreises   mit   dem  Radius   r^  =s  |  j;^  |   in   die 

zwei  Ringgebiete  (B^i  ''o)  ^^^  (^oi  -S)-  Akdann  folgt  aber  nach 
Satz  IV.,  dass: 

(5)        9n  (fiB,)) =m.{f  (r,))  =  m.  ifm 

d.  h.  durch  das  eyentuelle  Auftreten  einer  solchen  Ausnahme- 
Stelle  Xq  wird  die  Existenz  der  Fundamentalgleichung  (2)  in 
keiner  Weise  beeinträchtigt. 

Ja  man  erkennt  sogar  aus  der  Art  des  Beweises,  dass  das 
betreffende  Resultat  auch  dann  bestehen  bleibt,  falls  über  die 
Beschaffenheit  von  /''  {x)  längs  des  ganzen  Kreises  |  a?  |  =  |  j;^  | 
gar  keine  Voraussetzung  besteht,  sofern  die  eindeutige  Function 
f{x)  daselbst  nur  durchweg  endlich  und  im  allgemeinen  stetig 
bleibt.  Und  das  gleiche  gilt  offenbar,  wenn  an  die  Stelle 
eines  solchen  Ausnahmekreises  eine  beliebige  endliche  Anzahl 
solcher  Kreise  tritt. 


3. 

I.    Sei  nun  f{x)  synektisch  im  Ringgebiete  IIq<,x<'R. 

Bezeichnet  dann  x^  irgend  eine  willkürlich  gewählte  Stelle 
im  Innern  des  betreffenden  Gebietes,  so  bilde  man: 

(6)  9)  (a?)  =  a?  •  -~^— ^^ ^-^-- 

X        Xq 

Alsdann  ist  fp(x)  sicher  synektisch  für  jede  von  x^  ver- 
schiedene Stelle  x^  welche  dem  fraglichen  Gebiete  angehört. 
Für  x^=  Xq  ist  g)  (x)  zunächst  überhaupt  nicht  definirt. 

Nun  ist  aber: 

(7)  lim  (f  (x)  =  XQ'f'  (aJo). 

Definirt  man  also  (p(Xq)  durch  die  Gleichung: 

(8)  (p  (Xq)  =  lim  <p  (a?), 
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so  ist  jetzt  q>{x)  eine  im  Ringgebiete  Bq<\x\<.R  aus- 
nahmslos eindeutige  und  stetige,  ausserdem  mit  eventuellem 
Ausschlüsse  der  Stelle  x  =  Xq  geradezu  synektische  Function. 

In  Folge  dessen  hat  man  aber: 

9tl  {q>  (üo))  =  9?t  (y  (B)) 
und  daher: 

woraus  dann  durch  genau  dieselben  Entwickelungen ,  wie  an 
den  entsprechenden  Stellen  der  oben  citirten  Aufsätze^),  der 
Laurent^sche  bezw.  im  Falle  Bq  =  0^  der  Mac  Laurin*sche 
Satz  sich  ergiebt. 

II.  Ueberträgt  man  diese  Resultate  Yon  einem  Ringgebiete 
mit  dem  Mittelpunkte  x  =  0  auf  ein  solches  mit  beliebigem 
Mittelpunkte  Xq^  so  erkennt  man  zunächst,  dass  eine  für  eine 
gewisse  Umgebung  |  ^  —  ^o  I  ^  ^  einschliesslich  der  Stelle  x^ 
synektische  Function,  durch  eine  für  \x  —  Xq\<.q  conver- 
girende  Reihe  nach  positiven  Potenzen  dargestellt  werden  kann. 
Dies  findet  aber  für  jede  von  Xq  verschiedene  Stelle  x  jener 
Umgebung  selbst  dann  noch  statt,  wenn  die  Beschaffenheit 
von  f{x)  für  die  Stelle  x^  selbst  fraglich  ist,  und  nur  so  viel 
feststeht,  dass  ,f(x)\  in  beliebiger  Nähe  der  Stelle  Xq  unter 
einer  endlichen  Grenze  bleibt:  denn  in  diesem  Falle  kann 
die  zunächst  nach  dem  Lauren  tischen  Satze  sich  ergebende 
Entwickelung  für  f{x)  in  Wahrheit  keine  negativen  Potenzen 
von  {x  —  Xq)  enthalten.  Scbliesst  man  sodann  mit  Riemann 
ein  für  allemal  den  Fall  aus^),  dass  /  (x)  hebbare  Unstetig- 
keiten  besitzt,  so  folgt  ohne  weiteres,  dass  die  betrefiende  Ent- 
wickelung auch  noch  für  die  Stelle  x^  gilt,  und  dass  somit  f{x) 
auch  für  x  =  Xq  synektisch  ist. 

^)  Sitz.-Ber.  p.  86.    Math.  Ann.  p.  148. 
«)  Ge«.  Werke,  p.  21. 
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Hiernach  ist  also  eine  in  einem  gewissen  Bereiche  ein- 
deutige und  endliche  Function  f(x)y  welche  daselbst  .im  all- 
gemeinen''^) synektisch  ist,  in  jenem  Bereiche  ausnahms- 
los synektisch,  und  es  zieht  somit  die  ,im  allgemeinen' 
vorausgesetzte  Stetigkeit  Yon  f  (x)  die  ausnahmslose 
Stetigkeit  n&ch  sich.  Man  erkennt  also  auf  diesem  völlig 
elementaren  Wege  einen  fundamentalen  Unterschied  zwischen 
den  difFerenzirbaren  Functionen  einer  complexen  und  den- 
jenigen einer  reellen  Veränderlichen.  Bei  letzteren  kann,  wenn 
auch  f  (x)  vorwärts  und  rückwärts  genommen  fdr  jede 
Stelle  X  irgend  eines  reellen  Intervalles  einen  eindeutig  be- 
stimmten, im  allgemeinen  mit  x  stetig  veränderlichen 
Werth  besitzt,  noch  keineswegs  auf  die  ausnahmslose 
Stetigkeit   von  f  (x)   geschlossen    werden.     Man    betrachte 

z.  B.  die  Function  /*(a;)  =  ic**  sin  — ,    wobei  speciell  /'(0)  =  0 

definirt  werden  mag.     Man  hat  hier: 

f  (0)  =  limÄ-8in-^  — 0 

und  für  jedes  0  verschiedene  x: 

/•'  (j;)  =  2  «  sin cos  — , 

'        '^  X  X 

so  dass  f'{x)^  obschon  durchweg  eindeutig  definirt  und  ausser 
für  a;=0  auch  stetig,  an  der  Stelle  x=0  unstetig  ist. 


4. 

I.  Nachdem  nun  durch  die  Ergebnisse  des  vorigen  Artikels 
festgestellt  worden  ist,  dass  jede  in  einem  Bereiche  T  synek- 
tische  Function  (ein  Begriff,  der  bei  Einführung  geeigneter 
Grenzen  auch  die  einzelnen  Zweige  der  mehrdeutigen,  difFerenzir- 
baren  Functionen  umfasst)  in  der  Umgebung  jeder  im  Innern 
von  T  gelegenen  Stelle  x^  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von 


1)  Vgl.  Art.  2,  I,  Fussnote. 
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(x  —  Xf)  entwickelt  werden  kann,  lässt  sich  auch  die  Lehre  von 
den  Integralen  solcher  Functionen  in  überaas  einfacher  Weise 
begründen:  das  Cauchy^sche  Fundamental  -  Theorem  erscheint 
hierbei  als  eine  Folge  der  elementarsten  Sätze  aus  der  gewöhn- 
lichen Integral- Rechnung.  Da  mir  die  fragliche  Beweismethode 
bisher  nirgends  begegnet  ist,  so  mag  es  gestattet  sein,  zur 
näheren  Erläuterung  des  Gesagten  Folgendes  zu  bemerken.^) 

Ist  q)  (u)  eine  stetige,  reelle  oder  complexe  Function 
der  reellen  Veränderlichen  u  mit  einem  integrablen. Differential- 
Quotienten,  so  hat  man: 


Ml 


J'|^  =  g>(«.)-<rK)  =  [9'(«)]'. 


Da  nun,  falls  c  eine  beliebige  relle  oder  complexe  Con- 
stante  bedeutet: 

^(u  +  c)"+'  =  (n+l).(«  +  c)" 

für  jedes    positire  oder  negative  ganzzahlige  n  mit  Ausschluss 
von  n  =  —  1  (aber  mit  Einschluss  von  n  =  0),  so  wird : 


(«  +  1)J  (tt  +  c)" .  d  «  =  [(«  +  ef+Y 


•o  *o 


(9)J 


(n+  l)j  («t-l-c)"-  idu=  (n+ 1)  •  t*^''  -J  («— et)"  •  du 

•»0  •© 


^)  Während  der  Drucklegung  dieser  Note  ist  der  zweite  Theil  von 
Herrn  0.  Stolz*  Grundzügen  der  Differential-  und  Integralrechnung  er- 
schienen. Hier  wird  (AbBchnitt  XY,  Nr.  2)  das  Gauchy'sche  Integral- 
Theorem  für  .holomorphe"  Functionen  (d.  h.  solche,  die  in  der  Um- 
gebung jeder  Stelle  scq  durch  eine  $  (x  —  Xq)  darstellbar  sind)  in  ganz 
ähnlicher  Weise  begründet  und  als  Quelle  für  diese  Beweis-Methode  auf 
die  Weierstrass'schen  Vorlesungen  verwiesen. 
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Bedeutet  jetzt  für  x^b^ -^  rji 

eine  zwischen  den  Punkten  a?o  =  ^o  +  %  *  ^^^  ^1=^1  +  ^1  * 
längs  der  Curve  C  (^,  ij)  =  0  eindeutig  definirte,  endliche 
und  im  allgemeinen  stetige  Function  von  x^  so  definire  man 
das  über  den  Integrationsweg  (0)  von  x^  bis  x^  erstreckte  In- 
tegral durch  die  Gleichung: 

(10)    jjix)  d X  =jjq>  (1, 1?)  +  i  •  V (f,  ^)}  (äi  +  id ,}). 

Dasselbe  hat  alsdann  einen  bestimmten,  lediglich  von  den 
Werthen,  welche  f(x)  längs  der  Curve  C  annimmt,  nicht 
aber  von  der  besonderen  Form  des  dabei  zu  Grunde  gelegten 
arithmetischen  Ausdruckes  abhängigen  Werth.  Bei  Um- 
kehrung der  Integrations  -  Richtung  gebt  dieser  Werth  in  den 
entgegengesetzten  über. 

Nun  betrachte  man  zunächst  das  Integral  Cxi^^dx  er- 
streckt über  die  Begrenzung  (R)  eines  Rechteckes  mit  den  Eck- 
punkten: a-|-6t,  a'+ft*,  a'-^-b'i^  a-f-6'i,  wobei  etwa  a'\'bi 
den  linken  unteren  Eckpunkt  bezeichnen  möge,  so  dass  also 
die  Folge  jener  Punkte  der  gewöhnlich  als  positiv  bezeichneten 
Integrations -Richtung  entspricht,  so  ergiebt  sich  zunächst  auf 
Grund  der  Definitions-Gleichung  (10) : 


iii) 


a  0 

+ j*(^'  +  *'  «■)"  •  d  I  +jia  +  r; »r  .idfi. 


a'  b' 


also  mit  Benützung  von  Gl.  (9) : 
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das  heisst 

(11)  ra;"-da:  =  0 

und  zwar  für  n  >  0  und  n  <  —  2,  mit  der  einzigen  Einschiünkung, 
dass  im  Falle  eines  negaÜTen  n  die  Stelle  o;  =  0  nicht  ge- 
rade auf  der  Begrenzung  (wohl  aber  im  Innern)  von  B 
liegen  darf. 

Ersetzt  man  in  (1 1)  x  durch  x  —  x^  (was  wegen  der  Will- 
kürlichkeit  der  in  Gl.  (9)  mit  c  bezeichneten  Constante  ohne 
weiteres  zulässig  ist),  so  folgt,  dass  auch: 

(12)  ((x  —  XQ)'''dx  =  0    (n>0,  n<;  — 2), 

sofern  nur  für  n  <  0  die  Stelle  x^  nicht  auf  der  Begrenzung 
von  R  liegt. 

Dieses  Resultat  lässt  sich  offenbar  ohne  weiteres  auf  den 
Fall  übertragen,  dass  an  die  Stelle  des  Rechtecks  (R)  ein 
»Treppen -Polygon"  (d.h.  eine  gebrochene,  aus  Parallelen 
zu  den  Coordinatenaxen  bestehende,  sich  selbst  nicht  schneidende, 
geschlossene  Linie)  tritt,  da  ein  solches  durch  Einschaltung 
passender  Hülfslinien  stets  in  eine  endliche  Anzahl  von  Recht- 
ecken zerlegt  werden  kann,  und  die  von  diesen  Hülfslinien  her- 
rührenden Integral-Bestandtheile  sich  schliesslich  wieder  heraus- 
heben. 

Und  da  man  einer  beliebigen,  einfach  geschlossenen 
Curve  (S)  stets  ein  solches  Treppen  -  Polygon  (P)  so  zuordnen 
kann,  dass  die  Differenz  der  über  {8)  und  (P)  erstreckten  In- 
tegrale beliebig  klein  wird^),  so  findet  man,  dass  auch: 


*)  Vgl.  »lieber  den  Cauchy'schen  Integralsatz*,  Sitz.-Ber. 
1895,  p.  66  ff.  66  ff. 
18M.  Math.-pfa78.  Cl.  1.  12 
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(13)  j(x-xS'dx^O    (n^O,  n^  — 2) 

(4') 

(immer   mit  der  Einschränkang,    dass  Xq  im  Falle  n<0  nicht 
auf  der  Curve  (S)  liegen  darf). 

Wenn  jetzt  die  Reihen: 


für  irgend  welche  Bereiche  conyergiren,  so  ergiebt  sich  vermöge 
der  gleichraässigen  Convergenz  solcher  Reihen,  dass: 

(14)    r(S''  ^y  '  (^^^o)"]  'dx  =  '^v  a^C(x  —  xS'dx  =  0 


(S)  (S) 


falls  die  geschlossene  Curve  (S)  dem  Convergenz  -  Bereiche  der 
betreffenden  Reihe  angehört. 

IL  Nun  sei  f(x)  synektisch  zum  mindesten  für  alle 
Stellen  im  Innern  eines  gewissen  Bereiches  T,  und  es  bedeute 
T'  ein  von  einer  oder  mehreren  Randcurven  begrenztes,  inner- 
halb T  liegendes  Fläch enstück.  Alsdann  existirt  für  jede  Stelle 
Xq  im  Innern  und  auf  der  Begrenzung  von  T'  eine  gewisse 
Umgebung  I  0?  —  ^o\^Q^   innerhalb   deren   eine   Entwicklung 

von   der  Form  fjx)  =  T^.»  a»  (x  —  x^Y  besteht.     Die   positive 

0 

Zahl  Qq  besitzt  nun  nach  bekannten  Sätzen  ein  gewisses  von 
Null  verschiedenes  Minimum  d.   Zerlegt  man  jetzt  den  Bereich  T' 

durch  Parallelen   zu   den  Coordinaten  -  Axen   im  Abstände  --r= 

V2 

in  Theilbereiche,  so  ist  die  grösste  Entfernung  zweier  Punkte, 
von  denen  einer  im  Innern,  der  andere  auf  der  Orenze 
eines  solchen  Theilbereiches  i  liegt,  kleiner  als  die  Diagonale 
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eines  Quadrates  mit  der  Seite  -y--  d.  li.  <  ö.    Nimmt  man  also 

V2 

eine   Stelle  Xq  ganz   beliebig   im   Innern    von  ^  an,   so   liegt 

dessen  gesammte  Begrenzung  noch  innerhalb  des  Gültigkeits- 

Bereiches  der  Entwicklung  f(x)  =  ^^  a^  {x  —  x^Y.    Alsdann 

u 
ergiebt  sich  aber  nach  Gl.  (15): 

(16)  (f{x)'dx  =  0 

U) 

and  aus  der  Addition  der  Ton  allen  einzelnen  Theilbereichen 
herrührenden  Integrale  (wobei  sich  wegen  der  Eindeutigkeit 
von  f{x)  wiederum  alle  auf  die  Hülfslinien  erstreckten  Inte- 
grale herausheben) : 

(17)  \f{x)'dx  =  0, 


womit  das  Cauchy^sche   Fundamental -Theorem    bewiesen   ist. 

Dabei  kann  schliesslich  für  die  Integrations  -  Curve  {T') 
anch  die  Begrenzung  (T)  —  ganz  oder  theilweise  —  substituirt 
werden,  soweit  f(x)  daselbst  noch  durchweg  endlich  und  im 
allgemeinen  stetig  ist. 

III.  Ist  a  eine  singulare  Stelle  von  /"(x),  so  wird  die 
L au ren tische  Entwickelung : 

4- OD 

—  a> 

negative  Potenzen  von  (o?— a)  in  begrenzter  oder  unbegrenzter 
Zahl  enthalten.  Bedeutet  dann  wieder  (S)  eine  geschlossene, 
im  Convergenz-Bereiche  dieser  Entwickelung  verlaufende  Curve, 
so  folgt   mit  Benützung   der  Gleichungen  (14)  und  (15),   da&s: 

(18)  ^f(x)  'dx  =  a-i  h^  —  ö)"^  •  ^ ^ 

12» 


u 
i 
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Ich  möchte   noch   zeigen,   wie   man   dieses  Integral  oder, 

was  auf  dasselbe  hinausläuft,  das  Integral  |a;~~^«d^,  erstreckt 

über  eine  geschlossene  Curve  um  den  Nullpunkt,  in  sehr  eia- 
facher  Weise  ohne  Benützung  der  sonst  üblichen  Polar-Coordi- 
naten  auswerthen  kann. 

Ich  nehme  als  Integrationsweg  das  Quadrat  mit  den  Eck- 
punkten : 

-1-»,         l-i,        l  +  i,        -!  +  »• 

Alsdann  ergiebt  sich: 

dx ras      Lp*"^    j-f^    -uf      *^ 

~~x  ~ J  r-^  ^J  iT"^     J  IT*     J  ^^1  +Vi 

(0)  -1  -1       '     '  -fl      •  +1  '     ' 

Und  hieraus  allgemein: 

Jdx         ^      . 

Mit  Hülfe  dieser  letzten  Beziehung  und  der  Identität: 

J      a;  —  a?  Jx  —  x  '^    ^üx  —  x 

vn  {!)  (D 

findet  man,  da  das  links  stehende  Integral  nach  II  den  Werth 
Null  hat,  wennf{x)  innerhalb  (T)  synektisch  und  auf  der  Be- 
grenzung noch  endlich  und  im  allgemeinen  stetig  ist,  schliess- 
lich noch  den  Cauchy'schen  Handintegral-Satz: 


A,  Pringsheim:  Zur  Theorie  der  synektischen  Functionen.      181 

1    rf{x) 

{T) 


(20)  f{^')  =  ^-^(^^^-~'dx. 


wo  x'  jede  beliebige  innerhalb  (T)  gelegene  Stelle  bedeuten 
kann. 

IV.  Unmittelbar  aus  der  Definition  eines  Integrals  yon  der 
Form  jf(x)^dx  folgt,   dass  der  absolute  Werth  eines  solchen 

«0 

Integrals  zugleich  mit  der  Länge  des  Integrationsweges  beliebig 
klein  wird,  falls  |  f(x)  \  auf  demselben  durchweg  unter  einer 
endlichen  Grenze  bleibt. 

Sind  jetzt  m,  n  zwei  ganze  positive  Zahlen  ohne  gemein- 
samen Theiler,  q>  (x)  eine  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  T 
synektische  Function,  a  irgend  eine  im  Innern  yon  (T)  gelegene 
Stelle,  so  lässt  sich  noch  zeigen,  dass  für  m^n  das  Integral: 

q>(x) 


I. 


n 


dx 


{x-a) 
nach    Festsetzung    eines    bestimmten    Anfangs-Werthes   für 

m 

(x — a)**,  einen  bestimmten  endlichen  Werth  besitzt,  falls 
es  über  eine  innerhalb  (7)  yerlaufende,  den  Punkt  a  zunächst 
nicht  umkreisende  Curve  bis  nach  a  hin  erstreckt  wird;  und 
dass  dasselbe  Integral,  genommen  über  eine  einfach  geschlossene 
Curve  um  den  Punkt  a  herum,  zugleich  mit  dem  Integrations- 
wege beliebig  klein  wird. 

Beides  erkennt  man  mit  Hülfe  der  Substitution: 


1^ 


(x  —  a)   =  £f^  also :  a;  =  -s*»  +  «i 
vermöge  deren: 

f    "^^^^  .,dx=  p-~-^ .  r/)  (^-  +  a) .  d^ 

wird.    Dabei  ist  n  —  m  —  1  >  0,  da  w  >  m  vorausgesetzt  wurde, 
und  zugleich  y  {z'^  +  a)  für  die  dem  Werthe  x=^a  entsprechende 


182  Sitzung  der  maihrithys,  Gleisae  vom  7.  März  1896, 

Stelle  £f  =  0  eine  synektische  Function  Ton  ^,  so  dass  die 
Richtigkeit  der  beiden  ausgesprochenen  Behauptungen  ohne 
weiteres  aus  dem  Hauptsatze  II.  und  der  am  Eingange  von  IV. 
gemachten  Bemerkung  hervorgeht. 

Die  vorstehenden  Sätze  reichen  im  wesentlichen  vollständig 
aus,  um  die  Lehre  von  den  Integralen  rationaler  Func- 
tionen, den  cyclometrischen,  elliptischen  und  hyper- 
elliptischen Integralen  mit  einem  verhältnissmässig  geringen 
Aufwand  von  functionentheoretischen  Hülfsmitteln  zu  entwickeln. 
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Die  Ostrakoden  ans  dem  Miocaen  von  Ortenbnrg 

in  Nieder-Baiern. 

Collektlon  Egger. 

Revidiert  von  E.  Llenenklans  in  Osnabrück. 

{Stmgtktt^  7.  Märä,) 

Die  reiche  Sammlung  der  Ostrakoden  aus  dem  Miocaen  von 
Ortenburg,  die  wir  dem  unermüdlichen  Fleisse  Egger*s  yer- 
danken,  enthält  50  Arten;  Egger  zahlt  in  seiner  Bearbeitung 
derselben  55  Arten  auf.  In  Deutschland  hat  also  Ortenburg 
nächst  Bünde  die  grösste  Zahl  von  Ostrakoden-Arten  geliefett. 

Leider  ist  jedoch  die  Arbeit  Egger*s  der  Wissenschaft  bis 
jetzt  wenig  zugute  gekommen;  yerhältnismässig  selten  ist  in  der 
Litteratur  auf  Egger  Bezug  genommen,  und  wo  dies  geschehen 
ist,  sind  Egger*s  Arten  vielfach  unrichtig  aufgefasst  und  miss- 
deutet worden.  Dies  hat  in  erster  Linie  seinen  Grund  in  der 
mangelhaften  Beschaffenheit  seiner  Abbildungen ;  die  Figuren 
sind  fast  durchweg  zu  grob,  manchmal  auch  ganz  unrichtig. 
Ein  weiterer  Orund  liegt  sodann  darin,  dass  zu  der  Zeit,  als 
Egger  seine  Arbeit  veröffentlichte  —  1858  — ,  verschiedene 
Gattungen,  welche  die  Wissenschaft  jetzt  unterscheidet,  noch 
nicht  aufgestellt  waren ;  man  begnügte  sich  damals,  soweit  das 
Tertiär  in  Betracht  kam,  im  allgemeinen  mit  den  Gattungen 
Cythere,  Gytheridea,  Bairdia  und  Cjtherella.  Hätte  Egger 
schon  damals  die  Gattungen  Loxoconcha,  Xestoleberis,  Cythe- 
rura,  Cytheropteron,  Cytherideis  u.  a.  unterscheiden  können,  so 
würden  diese  Gattungsnamen  an  sich  schon  erhebliches  Licht 
auf  manche  seiner  Arten  geworfen  haben.    Wer  aber  die  reiche 
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Sammlung  Egger^s  aus  eigener  Anschauung  kennen  lernte, 
musste  auf  das  lebhafteste  bedauern,  dass  sie  der  Wissenschaft 
so  wenig  zugänglich  war.  Als  mir  daher  Herr  Geheimrat  Pro- 
fessor Ton  Zittel  in  seiner  grossen  Liebenswürdigkeit  die  Samm- 
lung zur  Benutzung  übersandte,  habe  ich  dieselbe  einer  Revision 
unterworfen,  deren  Resultate  ich  nachfolgend  mitteile. 

Das  zunächst  folgende  Verzeichnis  führt  die  vorhandenen 
Arten  in  der  Reihenfolge  auf,  in  der  Egger  sie  giebt,  mit  der 
neuen  Benennung  dahinter;  in  dem  zweiten  Verzeichnisse  da- 
gegen sind  die  Arten  systematisch  geordnet. 


Egger. 


Neu. 


1. 

Cytherella  compressa  Mstr. 

=  Cytherella  compressa. 

2. 

n 

inflexa  Egg. 

■"■          »                  » 

3. 

n 

Jonesiana  Bosq. 

—          „          praesulcata  Lkls. 

4. 

Bairdia  subdeltoidea  Mstr. 

=  Bairdia  subdeltoidea. 

5. 

n 

arcuata  Mstr. 

s=        K       arcuata. 

6. 

1) 

neglecta  Rss. 

—  Cytherura  neglecta. 

7. 

l> 

dactylus  Egg. 

=  Pontocypris  dactylus. 

8. 

n 

lucida  Ras. 

=  Xestoleberis  lucida? 

9. 

11 

glutaea  Egg. 

—            ,          glutaea(— depressaSrs.) 

10. 

» 

pusilla  Egg. 

=            ? 

11. 

7» 

crista-galli  Egg. 

=            ? 

12. 

a 

exilis  Rss. 

=  Paradoxostoma  curvatum  Lkls.? 

13. 

r 

subtumida  Egg. 

=  Cytheridea  debilis  Jon.? 

14. 

it 

gyrata  Egg. 

=  Cytherideis  gyrata. 

15. 

r 

r               « 

=           „           scrobiculata  Lkls. 

16. 

it 

cribrosa  Egg. 

=           fl           cribrosa. 

17. 

n 

subcribrosa  Egg. 

=  Cytheridea  subcribrosa. 

18. 

1» 

angulosa  Egg. 

=  Krithe  bartonensis  Jon. 

19. 

Cytheridea  heteropora  Egg. 

—  Cytheridea  fabaefonnis  Sp. 

20. 

n 

re  versa  Egg. 

=           „            reversa. 

21. 

it 

tumida  Rss. 

—  Xestoleberis  tumida. 

22. 

n 

rhombus  Egg. 

=  Cytheridea  rhombus. 

23. 

n 

hcterostigma  Rss. 

=          „           MoUeri  Mstr. 

24. 

it 

Müllen  Mstr. 

»                ■ 

25. 

r 

clyi)eus  Egg. 

=  Loxoconcha  subovata  Mstr. 

26. 

ji 

subovata  Mstr. 

=  Cytheropteron  Eggerianum  n.  sp. 

27. 

Cythen 

i  Jurinei  Mstr. 

—  Cythere  Jurinei. 

28. 

» 

divaricata  Egg, 

n                  n 
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29. 

Cythew 

i  accedens  Egg. 

= 

Cythere  Jurinei. 

30. 

» 

plicata  Mstr. 

^ 

„        plicata. 

31. 

B 

Bcrobiculata  Mstr. 

s= 

„        scrobiculata?  Mstr.  var 

32. 

H 

striatopunctata  Roem 

•   ^^** 

y,        striatopunctata? 

33. 

n 

Bcabra  Mstr. 

= 

„        scabra. 

34. 

T 

subscrobiculata  Egg. 

= 

„        subscrobiculata. 

35. 

^ 

punctata  Mstr. 

= 

„        punctata? 

36. 

» 

cicatricosa  Rss. 

= 

j,        cicatricosa. 

37. 

J» 

Kostelensis  Rss. 

= 

Loxoconcha  Eggeriana  n.  sp. 

38. 

« 

snbangulata  Egg. 

^ 

,           subangulata. 

39. 

« 

subsagittula  Egg. 

= 

? 

40. 

1» 

variolata  Egg. 

= 

? 

41. 

1> 

hastata  Rss. 

= 

Loxoconcha  variolata  Brady. 

42. 

y> 

canaliculata  Rss. 

= 

Cythere  canaliculata. 

43. 

9 

truncata  Rss. 

r= 

,        bavarica  n.  sp. 

44. 

n 

cormgata  Rss. 

= 

,         macropora  Bosq. 

45. 

f» 

Neptuni  Egg. 

SS 

,        Neptuni  Egg.          ^ 

46. 

* 

plicatula  Rss. 

= 

,        plicatula. 

47. 

•» 

boplites  Egg. 

== 

Cytherura  hoplites. 

48. 

? 

acuticosta  Egg. 

= 

Cythere  truncata  Rss. 

49. 

fi 

manubrium  Egg. 

S3 

Cytherum  manubrium. 

50. 

T 

lyriformis  Egg. 

= 

Cythere  lyriformis. 

51. 

1» 

papilio  Egg. 

= 

Cytheropteron  papilio  Egg. 

52. 

Jl 

vespertilio  Rss. 



,             vespertilio  'Rss. 

53. 

9 

draco  Egg. 



,              triquetrum  Rss. 

64. 

1» 

comuta  Rss. 

= 

Cythere  cornuta. 

55. 

m 

coronata  Roem. 

SISS 

fimbriata  Mstr. 

Wenn  wir  also  von  den  unbestimmbaren  Embryonalformen 
Bairdia  piisilla,  Bairdia  crista*galli ,  Cythere  subsagittula  und 
Cythere  variolata  absehen,  so  sind  mit  Einschluss  einiger  in 
Egger's  Sammlung  mit  anderen  zusammengeworfenen  Arten 
folgende  Arten  vorhanden. 


1.  Pontocypris  dactylus  Egg.  sp. 

2.  Bairdia  subdeltoidea  Mstr.  sp. 

3.  „        arcuata  Mstr.  sp. 

4.  Cythere  Jurinei  Mstr. 

5.  «      scrobiculata  ?  Mstr.  var. 

6.  ,      striatopunctata  Roem.  ? 

7.  ,      subscrobiculata  Egg. 

8.  .      cicatricosa  Rss. 


9.  Cythere  punctata  Mstr.? 

10.  r,  canaliculata  Rss. 

11.  fl  scabra  Mstr. 

12.  ,  plicata  Mstr. 

13.  „  plicatula  Rss. 

14.  y,  Neptuni  Egg. 

15.  j,  truncata  Rss. 

16.  ,  bavarica  n.  sp. 
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17.  Cythere  lyriformis  Egg. 

18.  «         inacropora  Bosq. 

19.  n         cornuta  Rss. 

20.  „        fimbriata  Mstr. 

21.  Cythcridea  Mülleri  Mstr.  s]). 

22.  „  debilis  Jon.? 

23.  n  fabaeformis  Sp. 

24.  ,  reversa  Egg. 

25.  ,  rhombus  Egg. 

26.  n  subcribrosa  Egg. 

27.  Krithc  bartonensis  Jon.  sp. 

28.  Loxoconcha  subovata  Mstr.  sp. 

29.  ,  variolata  Brady. 

30.  „  Eggeriana  n.  sp. 

31.  .        subangulataEgg.sp. 

32.  Xestolcberis  tumida  Rss.  sp. 

33.  ,  glutaea  Egg.  sp. 


34.  Xestoleberis  lucida  Rss.  sp.? 

36.  Cytherura  Sarsii  Brady. 
3G.  „  neglecta  Rss. 

37.  a  manubrium  Egg.  sp. 

38.  „  hoplites  Egg.  sp. 

39.  Cytheropteron  Eggerianum  n.  sp. 

40.  .  reguläre  n.  sp. 

41.  ,  vespertilio  Rss. 

42.  „  triquetrum  R«s.  sp. 

43.  fl  papilio  Egg.  sp.? 

44.  Gytheiideis  litbodomoidesBosq.sp. 

45.  „  scrobiculata  Lkls. 

46.  ,  gyrata  Egg.  sp. 

47.  n  cribrosa  Egg.  sp. 

48.  Paradoxostoma  curvatum  Lkls.? 
40.  Cytherella  compressa  Mstr.  sjj. 
50.  ,  praesulcata  Lkls. 


Familie  Cfpridae. 
Oenas  Pontocypris   0.  0.  Sars. 

Pontocypris  dactylus  Egger  sp. 

Bairdia  dactylus  Egg.  Ortenburg,  Neues  Jahrb.  f.  Min. 
1858,  p.  7,  t.  1,  f.  7. 

Pontocypris  dactylus  Lkls.  Zeitschr.  d.  deutsch,  geol.  Ges. 
1894,  p.  172. 

Pontocypris  mytiloides  Brady  Trans.  Linn.  Soc.,  London 
XXVI  2,  p.  385,  t.  25,  f.  26—30. 

Pontocypris  mytiloides  Brady  Crossk.  et  Rob.  Palaeont.  Soc, 
London  1874,  p.  136,  t.  15,  f.  7,  8. 

Pontocypris  mytiloides  Brady  Norm.  Trans.  R.  Dubl.  Soc. 
IV,  p.  107. 

1  Exemplar  Yon  Hausbach,  1  von  Mairhof. 

Die  von  Egger  abgebildete  Form  punctata  von  Hausbach 
ist  nicht  vorhanden,  statt  dessen  aber  eine  glatte  Form.  Egger 
hat  bei  dieser  Art,  wie  aus  seiner  Zeichnung  zu  ersehen  ist, 
Vorder-   und  Hinterende   verwechselt;    hiernach   ist  seine  Be- 
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merkuDg,  „die  linke  Klappe  ist  die  grössere',  zu  berichtigen. 
In  seiner  Sammlung  hat  er  diese  Art  übrigens  als  Bairdia  un- 
guiculus  lM)2eichnet. 

Familie  Bairdlidae. 
Oenujs  Bairdia  ITCoy. 

1.    Bairdia  subdeltoidea  y.  Münster  sp. 

B.  subdeltoidea  Egg.  Ortenburg,  p.  5,  t.  1,  f.  1. 
B.  subdeltoidea  auct. 

8  Exemplare  von  Hausbach,  9  Yon  Mairhof.  Dieselben 
stimmen  Yollkommen  mit  denen  von  anderen  Fundorten  überein. 

2.   Bairdia  arcuata  y.  Münster  sp. 

B.  arcuata  Egg.  Ort.,  p.  5,  t.  1,  f.  2. 

B.  arcuata  auct. 

Etwa  40  Exemplare  von  Hausbach,  5  von  Mairhof.  Auch 
diese  stimmen  mit  der  typischen  norddeutschen  Form  überein. 
Die  6  Exemplare  von  Buchleiten,  welche  Egger  ebenfalls  hier- 
her gerechnet  hat,  gehören  dagegen  zur  Gattung  Cytherideis 
und  zwar  teils  zu  C.  lithodomoides,  teils  zu  C.  cribrosa. 

Familie  Cytlieridae. 
Genus  Cythere  Hüller. 

1.    Cythere  Jurinei  v.  Münster. 

C.  Jurinei  Egg.  Ort.,  p.  20,  t.  3,  f.  5  u.  7. 
C.  divaricata  Egg.  Ort.,  p.  22,  t.  3,  f.  8. 
C.  accedens  Egg.  Ort,  p.  23,  t.  3,  f.  11. 
C.  Jurinei  auct. 

Etwa  60  Exemplare  von  Hausbach,  8  von  Mairhof,  2  von 
Buchleiten. 

Die  Ortenburger  Exemplare  stimmen  besser  mit  der  fran- 
zösischen als  mit  der  typischen  norddeutschen  Form  überein, 
sind  freilich  mehr  oder  weniger  stark  angewittert.  Sie  sind  in 
der  Regel  etwas  gedrungener,   besonders  am  Hinterende  etwas 
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stumpfer,  als  ausgewachsene  norddeutsche  StGcke.  Die  Ober- 
fläche ist,  soweit  der  Erhaltungszustand  dies  noch  erkennen 
lä8st,  entweder  glatt  oder  mit  Grubchen  tragenden  Furchen 
Yersehen.  Die  von  Egger  aufgestellte  Form  OYata  dürfte  kaum 
als  Varietät  gelten  können,  ebenso  wenig  wie  die  Varietät 
semiornata,  welche  nur  die  Längsfurchen  mit  ihren  Grübchen 
bei  besserem  Erhaltungszustande  deutlicher  zeigt  als  die  übrigen 
Stücke.  Es  sind  für  die  erste  Varietät  4,  für  die  zweite  3  Exem- 
plare ausgeschieden. 

G.  divaricata,  von  welcher  Egger  sagt,  dass  sie  in  der 
Gestalt  ganz  mit  der  Varietät  ovata  übereinstimme,  in  der  Be- 
schaffenheit der  Oberfläche  aber  von  ihr  verschieden  sei,  liegt 
in  2  Exemplaren  von  Hausbach  vor,  welche  jedoch  unter  sich 
wieder  verschieden  sind,  indem  das  eine  mit  grosseren,  reihig 
geordneten  Gruben,  dass  andere  mit  feinen,  in  der  Mitte  mit 
etwas  grösseren  Grübchen  bedeckt  ist.  Die  erstere  Form  findet 
sich  vereinzelt  auch  in  Norddeutschland,  die  andere  schliesst 
sich  wohl  an  französische  Formen  an.  C.  divaricata  ist  daher 
nicht  von  C.  Jurinei  zu  trennen. 

C.  accedens,  die  in  2  Exemplaren  von  Hausbach  und  4  von 
Mairhof  vorliegt,  ist  nach  Gestalt  die  typische  C.  Jurinei.  Die 
Scheidewände  zwischen  den  Längsfurchen  sind  jedoch  auffallend 
stark  rippenförmig  entwickelt.  Bei  der  Veränderlichkeit  der 
Beschaffenheit  der  Oberfläche  der  C.  Jurinei  dürfte  das  jedoch 
kein  genügender  Grund  zur  Bildung  einer  besonderen  Art  sein. 
C.  Jurinei,  C.  divaricata  und  G.  accedens  sind  daher  als  eine 
Art  festzuhalten.  Dabei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  C.  Jurinei 
Mstr.  in  der  Ornamentik  stark  abändert:  Bald  ist  die  Ober- 
fläche ganz  glatt  (Ortenburg,  Jeurre),  bald  überall  dicht  und 
fein  punctiert  (Ortenburg),  bald  finden  sich  zwischen  diesen 
feinen  Punkten  auch  noch  zarte,  glatte  Längsrippen  (Delsberg 
bei  Bern,  Frankreich),  bald  sind  die  Gruben  nach  den  Rändern 
hin  klein,  auf  der  Schalenmitte  dagegen  gross  und  in  gebogenen 
Längsreihen  oderLängsfurchen  geordnet  (Norddeutschland,  Orten- 
burg), bald  sind  nur  diese  grösseren  Gruben  auf  der  Mitte  vor- 
handen  (fast   überall,  typische  Form),   bald   finden   sich    diese 
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grossen  Graben  auf  der  ganzen  Oberfläche  (Norddeutschland 
selten,  C.  Woodiana  Jones  in  England),  bald  endlich  treten  die 
Scheidewände  zwischen  den  Längsfurchen  mehr  oder  weniger 
stark  rippig  hervor  (Ortenburg).  Die  Unterschiede  in  der  Ge- 
stalt  —  schlankere  und  gedrungenere  Form  —  dürften  teils 
Alters-,  teils  Geschlechtsimterschiede  sein. 

2.   Cythere  scrobiculata  v.  Münster  var. 

G.  scrobiculata  Egg.  Ort.,  p.  25,  t.  4,  f.  7. 
C.  scrobiculata  auct. 

4  Exemplare  yon  Hausbach,  10  von  Mairhof,  8  von  Buch- 
leiten. 

Die  Ortenburger  Form  weicht  erheblich  von  der  typischen 

norddeutschen  ab,   mehr   noch  als  die  Form  von  Jeurre.     Der 

Buucbrand  ist  weniger  concav;    das  Hinterende  ist  nicht  oder 

kaum     lappenformig    zusammengedrückt.      Die    Einschnürung, 

welche   sich   von   der   Mitte   aus   die  Bauchseite   entlang  nach 

hinten   zieht,   sich  vor  dem  Hinterende  nach  oben  wendet  und 

die  charakteristische  Wölbung  der  typischen  Form  bedingt,  fehlt 

hier  wie  bei  vielen  Exemplaren  von  Jeurre  ganz;  auch  ist  die 

Schale,    von   oben   gesehen,   weniger   eiförmig   und   wesentlich 

schmaler.    Abgesehen  von  dem  letzten  Punkte  stimmt  daher  die 

Ortenburger   Form    mit    derjenigen    von   Jeurre    einigermassen 

überein,  nur  dass  sie  viel  grösser  ist.    Sie  kann  daher  vielleicht 

als  Varietät   festgehalten    werden.     (Jebrigens  zeigen  sich  auch 

bei   den   Ortenburger   Stücken  Verschiedenheiten.     Leider   sind 

alle  mehr  oder  weniger  stark  angewittert. 

3.    Cythere  striatopunctata  Roemer? 
C.  striatopunctata  Egg.  Ort.,  p.  26,  t.  4,  f.  8  u.  9. 

Je  1  Exemplar  von  Hausbach  und  Mairhof,  3  von  Bnch- 
leiten  und  2  als  Varietät  bezeichnete  von  Mairhof. 

Von  oben  gesehen  ist  der  Abfall  nach  hinten  sehr  steil, 
ziemlich  rechtwinklig,  so  dass  die  Schale  von  diesem  Abfall 
eine  deutliche  Ecke  bildet  wie  bei  C.  lyrata  Kss.,  deutlicher  als 
^S8^^   gezeichnet   hat.     Aber  auch   nach  vorn   spitzt  sich  die 
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Schale  rasch  zu,  erheblich  starker  als  bei  C.  lyrata  und  zugleich 
gerader  als  bei  G.  striatopunctata  nach  Bosquet.  Dass  es  wirk- 
lich die  G.  striatopunctata  Roemer  ist,  wie  Bosquet  dieselbe 
abbildet,  ist  mir  sehr  zweifelhaft.  Leider  ist  mir  bislang  weder 
das  Material  von  Bosquet,  noch  dasjenige  von  Roemer  über- 
haupt zugänglich  gewesen,  so  dass  ich  die  Frage  nicht  ent- 
scheiden kann  und  die  Bestimmung  von  Egger  Yorläufig  be- 
stehen lassen  muss.  Bosquet  sagt  nun  aber,  dass  Roemers 
G.  striatopunctata,  die  er  untersucht  habe,  eine  Jugendform  sei. 
Um  so  mehr  erscheint  es  mir  wünschenswert,  dass  das  gesamte 
Material  der  verwandten  Arten  C.  scrobiculata  Mstr.,  striato- 
punctata Roem.,  lyrata  Rss.,  hispida  Sp.,  Bornemanni  Sp.,  obli- 
quata  Rss.,  scrobiculoplicata  Jones,  laqueata  Jones,  Nystiana 
Bosq.,  Jonesiana  Bosq.  und  angulatopora  Rss.  einer  sorgfaltigen 
Revision  unterworfen  werde. 

Die  als  Varietät  bezeichneten  2  Exemplare  stimmen  nicht 
mit  Egger^s  Zeichnung;  das  eine  ist  vielmehr  den  übrigen 
Stücken  ganz  gleich ,  das  andere  —  eine  einzelne  Klappe  — 
weicht  besonders  durch  seine  Grosse  von  denselben  ab. 

Egger  hat  übrigens  die  echte,  typische  G.  scrobiculata  Mstr. 
von  Kassel  in  seiner  Sammlung  als  G.  striatopunctata  bezeichnet, 
obgleich  dieselbe  viel  grösser  ist,  überhaupt  nicht  mit  seiner 
Ortenburger  G.  striatopunctata  übereinstimmt. 

4.    Gythere  subscrobiculata  Egger. 

G.  subscrobiculata  Egg.  Ort.,  p.  27,  t.  3,  f.  6. 

10  Exemplare  von  Mairhof,  6  von  Buchleiten. 

Diese  Art  hat  den  Habitus  der  Gytheridea- Arten,  ist  jedoch 
nach  dem  Schloss  eine  Gythere.  Egger's  Zeichnung  ist  vorn 
etwas  zu  hoch  geraten,  indem  das  Vorderende  zu  stark  nach 
unten  ausgezogen  ist. 

5.    Gythere  cicatricosa  Beuss. 

G.  cicatricosa  Egg.  Ort.,  p.  29,  t.  4,  f.  6. 
Gypridina  cicatricosa  Rss.  Wien,  p.  67,  t.  9,  f.  21. 
Gythere  cicatricosa  Bosq.  France  et  Belg.,  p.  76,  t.  3,  f.  13. 
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üythere  cicatricosa  Bradj  Antwerpen,  p.  387,  t.  64,  f.  8. 
Gythere  cicatricosa  Lkk.  Jeurre,  p.  134. 
?  Cypridina  punctata  Rss.  Wien,  p.  68,  t.  9,  f.  24. 
Gythere  osnabrugensis  Lkls.  Nordwestdeufcschland ,  p.  191, 
t.  13,  f.  11. 

12  Exemplare  von  Hausbach,  2  von  Mairhof,  4  von  Buch- 
leiten. Dieselben  stimmen  mit  der  typischen  Form  von  Reuss 
aus  dem  Wiener  Becken  gut  überein. 

6.    Gythere  punctata  v.  Münster.? 

C.  punctata  Egg.  Ort.,  p.  28,  t.  4,  f.  5. 

1  Exemplar  von  Hausbach.  Bezüglich  dieser  Art  verweise 
ich  auf  das  in  meiner  Arbeit  über  die  Ostrakoden  von  Jeurre^) 
Gesagte.  Die  in  der  Litteratur  als  G.  punctabi  Mstr.  aufge- 
fnhrten  Ostrakoden  bedürfen  noch  der  Revision. 

7.    Gythere   canaliculata  Reuss. 

G.*  canaliculata  Egg.  Ort.,  p.  33,  t.  5,  f.  10. 
Gypridina  canaliculata  Rss.  Wien,  p.  76,  t.  9,  f.  12. 
Gythere  canaliculata  Lkls.  Jeurre,  p.  139,  t.  3,  f.  1. 

2  Exemplare  von  Hausbach,  2  von  Mairhof,  3  von  Bachleiten. 

Es  ist  die  echte  G.  canaliculata  Res.,  wovon  ich  mich  durch 
Vergleichung  mit  den  Wiener  Originalen  überzeugt  habe. 

Var.  daedalea  Egg.  2  Exemplare  von  Hausbach.  Diese 
Form  kommt  auch  bei  Jeurre^)  und  wie  ich  neuerdings  ge- 
funden habe,  im  Ober-Oligocaen  von  Göttentrupp  im  Fürsten- 
tum Lippe  vor. 

Var.  cryptoploca  Egg.  1  Exemplar  von  Hausbach. 
Dasselbe  unterscheidet  sich  wenig  von  der  Form  daedalea. 

8.   Gythere  scabra  v.  Münster. 

C.  scabra  Egg.  Ort.,  p.  26,  t.  4,  f.  10. 
C.  scabra  auct. 


^)  10.  Jahresbericht  d.  Naturw.  Vereins  zu  Osnabrück,  p.  135. 

*)  10.  Jahresber  d.  Naturw.  Vereins  zu  Osnabrück,  p.  140,  t.  3,  f.  1  male. 


192  Sitzung  der  math.-phys.  Clasae  vom  7.  Mars  1896, 

4  Exemplare  von  Hausbach.  Die  Knoten  fehlen  zum  grossten 
Teile,  statt  derselben  bemerkt  man  Grübchen.  Aehnliches  findet 
man  übrigens  auch  häufig  an  älteren  Exemplaren  von  anderen 
Fundorten. 

9.    Gfthere  plicata  y.  Münster. 

C.  plicata  Egg.  Ort.,  p.  24,  t.  5,  f.  9. 
G.  plicata  auct. 

1  Exemplar  yon  Hausbach.  Es  ist  die  typische  G.  plicata  Mstr. 

10.    Gythere  plicatula  Reuss. 

G.  plicatula  Egg.  Ort,  p.  38,  t.  5,  f.  6. 
Gjpridina  plicatula  Rss.  Wien,  p.  84,  t  10,  f.  23. 
Gythere  plicatula  Bosq.  France  et  Belg.,  p.  92,  t.  4,  f.  13. 

10  Exemplare  von  Hausbach,  l  von  Mairhof,  2  von  Buch- 
leiten, 1  von  Habühl. 

Die  Schale  ist  nicht,  wie  Egger ^s  Zeichnung,  vom  höher 
als  hinten,  sondern  überall  gleich  hoch.  Der  Rückenrand  zeigt 
vorn  nicht  die  starke  Ausbuchtung  der  Figur  bei  Egger.  Das 
Hinterende  ist  stumpfer  und  zeigt  ausser  dem  grossen  Zahne 
mehrere  kleine  Zähne.  Die  Zähne  des  Vorderrandes  sind  deut- 
licher ausgebildet  als  in  Egger^s  Zeichnung.  Der  untere  und 
der  mittlere  Hauptkiel  vereinigen  sich  hinten  nicht ;  der  mittlere 
Kiel  ist  ebenfalls  scharf.  Es  ist  eine  gedrungene  und  eine 
schlankere  Form  da  (9  und  5  ?) »  erstere  stimmt  mehr  mit 
Egger's  Zeichnung  überein.  Die  Zugehörigkeit  des  Exemplars 
von  Mairhof  zu  dieser  Art  ist  zweifelhaft ;  dasselbe  ist  jedoch 
angewittert.  Auch  das  Exemplar  von  Habühl  ist  unklar.  Das 
einzige  Exemplar  der  Var.  minor  Egg.  von  Hausbach  ist  wohl 
eine  Jugendform. 

Die  Seitenansicht  dieser  Art  bei  Reuss  ist  wesentlich  rich- 
tiger als  diejenige  bei  Egger;  am  richtigsten  ist  die  Zeich- 
nung bei  Bosquet. 
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11.  Cythere  Neptuni  Egger. 

C.  Neptuni  Egg.  Ort.,  p.  36,  t.  5,  f.  .2. 

9  Exemplare  von  Mairhof,  9  von  Buchleiten. 

Eine  gute  Art.  Die  drei  Langskiele  der  Oberfläche  sind 
recht  kräftig,  aber  in  ihren  Seitenrändem  vielfach  unregelmässig 
schwielig.  Der  mittlere  und  der  obere  Kiel  endigen  im  Schliess- 
muskelhocker.  C.  Neptuni  Egg.  und  G.  varians  Born,  sind  zwei 
durchaus  verschiedene  Arten  und  nicht,  wie  Egg  er  vermutet, 
zu  vereinigen.  An  Egger^s  Zeichnung  Fig.  a  ist  das  Vorder- 
ende zu  hoch,  da  die  Schale  vorn  wenig  höher  ist  als  hinten. 
Fig.  c  und  d  sind  nach  vorn  hin  zu  gerade  zugespitzt;  der 
Schliessmuskelhöcker  ist  in  Fig.  d  zu  kräftig  und  liegt  zu  weit  vorn. 

12.  Cythere  truncata  Reuss. 

C.  acuticosta  Egg.  Ort.,  p.  40,  t.  6,  f.  7. 
Cypridina  truncata  Kss.  Wien,  p.  79,  t.  10,  f.  15. 
Cythere  acuticosta  Brady  Antwerpen,  p.  391,  t.  66,  f.  5. 
Cythere  acuticosta  Lkls.  Nordwestdeutschl.,  p.  213. 

1  Exemplar  von  Mairhof. 

Ich  habe  4  Exemplare  der  C.  truncata  Rss.  aus  der  Reuss*- 
sehen  Sammlung  von  Eostel  in  Mähren  und  Egger 's  Original 
der  C.  acuticosta  neben  einander  unter  dem  Mikroskop  gehabt. 
Die  Wiener  Exemplare  sind  etwas  grösser.  Davon  abgesehen 
ist  aber  die  Uebereinstimmung  der  beiden  eine  vollkommene; 
selbst  in  den  kleinsten  Teilen  der  Skulptur  zeigt  sich  nicht  der 
geringste  Unterschied,  was  um  so  sicherer  festzustellen  war,  als 
der  Erhaltungszustand  bei  beiden  ein  guter  ist. 

Die  norddeutsche  und  Antwerpener  Form  zeigt  jedoch  nicht 
unerhebliche  Abweichungen.  Auf  die  wichtigsten  habe  ich  be- 
reits in  der  Zeitschrift  der  deutschen  geologischen  Gesellschaft, 
Jahrg.  1894,  p.  214  hingewiesen.  Hinzu  kommt  noch,  dass  an 
der  Wiener  und  Ortenburger  Form  sich  die  Verdickung  des 
Rückenrandes  in  der  Gegend  des  hinteren  Schlosszahnes  drei- 
eckig erweitert  wie  bei  C.  macropora  Bosq.   und   verwandten 
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Formen.   Die  norddeutsche  und  belgische  Form  lässt  sich  jedoch 
wenigstens  als  Varietät  festhalten. 


13.   Cythere  bavarica  nov.  sp. 

C.  truncata  (non  Reuss)  Egg.  Ort.,  p.  34,  t.  5,  f.  4. 

2  Exemplare  von  Hausbach,  4  von  Mairhof,  2  von  Buch- 
leiten. 

Diese  Art  stimmt  nicht  mit  Reuss*  C.  truncata  überein. 
Die  Schale  ist  erheblich  schlauker,  vorn  und  hinten  fast  von 
gleicher  Höhe,  nicht,  wie  Egger  gezeichnet  hat,  vorn  erheb- 
lich höher.  Die  Längsrippen  und  die  Orübchen  zwischen  den- 
selben sind  in  Egg  er 's  Zeichnung  zu  regelmässig,  letztere  auch 
zu  deutlich.  Die  hohen,  gebogenen  Längsrippen  sind  aber  für 
die  Art  charakteristisch.  Im  übrigen  ist  kein  wesentlicher  Unter- 
schied zwischen  dieser  Art  und  der  C.  macropora  Bosq.  vor- 
handen. 

14.    Cythere  macropora  Bosquet. 

C.  corrugata  Egg.  Ort.,  p.  35,  t.  5,  f.  3. 

C.  macropora  Bosq.  France  et  Belg.,  p.  97,  t.  5,  f.  2. 

C.  macropora  Brady  Antw.,  p.  392,  t.  67,  f.  1;  t.  66,  f.  6. 

C.  macropora  Lkls.  Nordwestdeutschl.,  p.  206, 1. 14,  f.  6—9. 

C.  macropora  Lkls.  Jeurre,  p.  142. 

G.  conäuens  Speyer  Kassel,  p.  31,  t.  4,  f.  3. 

5  Exemplare  von  Hausbach. 

Die  Ortenburger  Exemplare  stimmen  mit  der  C.  macropora 
aus  dem  norddeutschen  Tertiär  und  von  Jeurre  vollständig 
tiberein  und  zwar  mit  der  Form,  auf  deren  Oberfläche  die 
Längskiele  deutlich  entwickelt  sind.  Leider  sind  sie  etwas  stark 
angewittert.  Egger ^s  Zeichnung  ist  vorn  zu  hoch.  Die  breite, 
scharfkantige  Verdickung  des  Rückenrandes,  die  sich  in  der 
Gegend  des  hinteren  Schlosszahnes  sogar  dreieckig  erweitert, 
ist  in  Egger*s  Fig.  d  gar  nicht  zu  sehen. 
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15.    Cythere  lyriformis  Egger? 

C.  lyriformis  Egg.  Ortenburg,  p.  41,  t.  6,  f.  6. 

2  Exemplare  yon  Mairhof. 

Bei  flüchtigem  Besehen  machen  beide  den  Eindruck  einer 
kleinen,  abgeriebenen  C.  macropora.  Die  Oberfläche  scheint 
jedoch  unverletzt  zu  sein,  und  zwar  ist  sie  glatt  und  mit  zarten, 
weissen  Knötchen  spärlich  besetzt.  Die  Bauchfläche  zeigt  einige 
sehr  zarte  Längsrippen.  Die  Zeichnung  bei  Egger  ist  wenig 
zutrefl^end ;  beispielsweise  sind  die  Kiele  hinten  nicht  spitz,  sondern 
schön  gerundet,  so  dass  das  Bauchfeld  sehr  schön  herzförmig 
erscheint.  Die  Rückenansicht  lässt  die  Hinterenden  der  Kiele 
deutlich  sehen  etc.  Ich  halte  es  übrigens  nicht  für  ausgeschlossen, 
dass  hier  nur  eine  Jugendform  von  C.  macropora  Bosq.  vorliegt. 

16.    Cythere  cornuta  Reuss. 

C.  cornuta  Egg.  Ort.,  p.  44,  t.  6,  f.  11. 

C.  cornuta  auct. 

1  Exemplar  von  Mairhof.  Dasselbe  stimmt  mit  unserer 
norddeutschen  Form  überein.  G.  cornuta  ist  übrigens  wohl  nur 
eine  der  vielen  Formen  der  G.  fimbriata  Mstr. 

17.    Cythere  fimbriata  v.  Münster. 

C.  coronata  Egg.  Ort.,  p.  45,  t.  6,  f.  12. 

Litteratur  und  Synonyme  s.  Lkls.  Nordwestdeutschl,  p.  216. 

1  Exemplar  von  Hausbach,  1  von  Mairhof.  Dieselben 
stimmen  mit  unseren  norddeutschen  Formen  vollständig  überein 
und  zwar  ist  auch  die  Schalenfläche  mit  Zähnen  besetzt,  wie 
bei  den  meisten  unserer  miocaenen  und  unter-oligocaenen  Formen. 
Diese  Bezahnung  ist  freilich  in  Fig.  12  a  nicht  genau  wiedergegeben. 

Genus  Gytheridea  Bosquet. 

1.  Gytheridea  Mülleri  v.  Münster  sp. 

C.  Mülleri  Egg.  Ort.,  p.  18,  t.  2,  f.  7. 
G.  heterostigma  Egg.  Ort.,  p.  18,  t.  2,  f.  8. 
Cythere  vel  Gytheridea  Mülleri  et  heterostigma  auct. 

18» 
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1  Exemplar  von  Laingart,  6  von  Bachleiten. 

Die  Stücke  von  Buchleiten  hat  Egg  er  als  G.  heterostigma 
bezeichnet;  jedoch  hat  schon  Speyer  mit  Recht  C.  heterostigma 
1^.  mit  G.  Mülleri  vereinigt.  Ein  7.  Exemplar  von  Bachleiten 
stimmt  in  Qestalt  mehr  mit  G.  papillosa  Bosq.  überein,  ist 
freilich  stark  angewittert 

2.    Gjtheridea  debilis  Jones? 

Bairdia  subtumida  E^.  Ort.,  p.  10,  t.  1,  f.  8. 
Cytheridea  debilis  Jones  Tert.  Entom.  England.    Pal.  Soc. 
18r>5,  p.  43,  t.  6,  f.  13. 

Gjtheridea  debilis  Lkls.  Nordwestdentschl.,  p.  221, 1. 15,  f.  2. 
Cytheridea  debilis  Lkls.  Jearre,  p.  144. 

1  Exemplar  von  Hausbach.  Dasselbe  ist  leider  wenig  rein, 
scheint  jedoch  mit  C.  debilis  übereinzustimmen,  und  zwar  ent- 
spricht es  der  von  mir  1.  c.  taf.  15,  f.  2d  abgebildeten  Form. 

8.    Cytheridea  fabaeformis  Speyer. 

G.  heteropora  Egg.  Ort.,  p.  15,  t.  2,  f.  9. 
C.  fabaeformis  Sp.  Kassel,  p.  52,  t.  2,  f.  1. 
C.  fabaeformis  Lkls.  Nordwestdentschl.,  p.  226. 

8  Exemplare  von  Mairhof,  3  von  Buchleiten,  6  von  Hausbach. 

Es  ist  dies  die  von  Speyer  in  seiner  Arbeit  über  die  Kas- 
seler Tertiär -Ostrakoden  als  C.  fabaeformis  beschriebene  Art. 
In  der  Egge  raschen  Sammlung  finden  sich  auch  3  Exemplare 
dieser  Art  aus  dem  Ober-Oligocaen  von  Kassel,  welche  Egger 
ebenfalls  als  C.  heteropora  bezeichnet  hat.  Hiernach  würde 
Egg  er  ^s  Name  als  der  ältere  festzuhalten  sein,  wenn  nicht 
Egger's  Zeichnung  so  unvollkommen  wäre,  dass  die  Art  nicht 
wiedererkannt  ist.  Egger^s  Zeichnung  ist  vorn  erheblich 
zu  hoch. 

4.    Cytheridea  reversa  Egger. 

C.  reversa  Egg.  Ort.,  p.  16,  t.  3,  f.  10. 

5  Exemplare  von  Mairhof,  3  von  Buchleiten. 
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Diese  Art  schliesst  sich  an  die  vorige  an,  ist  aber  durch 
ihre  auffallende  Wölbung  charakterisiert.  Von  oben  gesehen 
hat  sie  nämlich  grosse  Aehnlichkeit  mit  Gythere  Jurinei  forma 
amplipunctata  Sp.,  so  dass  man  sie  hiernach  kaum  für  eine 
Cytheridea  hält.  Das  starke  Maximum  der  Wölbung  liegt  ganz 
nahe  Yor  dem  Hinterende,  von  wo  die  Profillinie  sich  fast  recht- 
winklig, eine  deutliche  Ecke  bildend  zum  Hinterrande  wendet. 
Von  der  Seite  gesehen  hat  dagegen  diese  Art  grosse  Aehnlich- 
keit mit  C.  fabaeformis  Sp. 

5.    Cytheridea  subcribrosa  Egger? 

Bairdia  subcribrosa  Egg.  Ort.,  p.  13,  t.  3,  f.  1. 

3  kleine  Exemplare,  wie  es  scheint  Jugendformen,  von 
Hausbach.  Dieselben  gehören  nicht  zur  Gattung  Bairdia,  wahr- 
scheinlich zu  Cytheridea.  Der  Vorderrand  scheint  fein  gezähnelt 
gewesen  zu  sein.  Von  oben  gesehen  zeigt  nur  1  Exemplar  die 
seitliche  Einschnürung,  die  jedoch  wesentlich  enger  ist,  als 
Egger  sie  abbildet.  Die  Grübchen  sind  undeutlich.  Die  Selb- 
ständigkeit der  Art  ist  jedenfalls  zweifelhaft. 

6.    Cytheridea  rhombus  Egger. 

C.  rhombus  Egg.  Ort.,  p.  17,  t.  3,  f.  9. 

4  Exemplare  von  Hausbach. 

Diese  Art  zeichnet  sich  durch  ihre  rhombische  Gestalt  be- 
sonders des  Hinterendes  aus.  Egger  hat  freilich  in  der  Zeich- 
nung übertrieben ;  die  Schale  ist  schlanker  und  hinten  weniger 
stark  ausgebuchtet.  Das  Schloss  zeigt  die  der  Gattung  eigen- 
tümliche Bezahnung. 

Oenus  Erithe  Brady. 

Erithe  bartonensis  Jones  sp. 

Bairdia  angulosa  Egg.  Ort.,  p.  13,  t.  2,  f.  10. 
Gytherideis  bartonensis  Jones,  England,  p.  50,  t.  5,  f.  2  u.  3. 
Erithe   bartonensis  Brady,   Crosskey   et  Robertson,    Post- 
iert. Entom.,  p.  184,  t.  2,  f.  22—26. 
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Kritbe  bartonensis  Lkis.  NordweRtdeutscbl.,  p.  252, 1. 17,  f.  9. 
Erithe  bartonensis  Lkls.  Jeurre  p.  146. 
Cytberina  gracilis  Rss.  Wien,  p.  52,  t.  11,  f.  3. 

Etwa  50  Exemplare  von  Hausbacb,  1  von  Mairbof. 

Diese  Art  ist  nacb  Gestalt,  Narben  und  Schloss  eine  Kritlie, 
und  zwar  stimmt  sie  mit  Kritbe  bartonensis  überein,  nur  er- 
scheint das  Hinterende  etwas  weniger  stark  abgestutzt,  als  bei 
dieser  Art  Regel  ist;  jedoch  dürfte  das  eine  Trennung  wobl 
nicht  rechtfertigen. 

Genus  Loxoconcha  G.  0.  Sars. 

1.    Loxoconcha  subovata  y.  Münster  sp. 

Cytheridea  clypeus  Egg.  Ort.,  p.  19,  t.  11,  f.  5. 
Cythere  subovata  Mstr.    N.  Jahrb.  f.  Min.  1830,  p.  63. 
Cytberina  subovata  Mstr.  ibid.  1835,  p.  446. 
Cytberina  subovata  Rom.  ibid.  1838,  p.  515,  t.  6,  f.  4. 
Loxoconcha  subovata  Lkls.  Nord  westdeutsch!.,  p.  234, 1. 16,  f.  4, 

2  Exemplare  von  Hausbach. 

Es  ist  dies  die  echte  L.  subovata  Mstr.,  sie  stimmt  mit  der 
norddeutschen  Form  völlig  überein.  Die  Zeichnung  bei  Egger 
lässt  die  Art  nicht  erkennen ;  auch  in  der  Beschreibung  ist  der 
charakteristische  Kiel  nicht  erwähnt. 

2.    Loxoconcha  variolata  Brady. 

Cythere  hastata  Egg.  Ort.,  p.  32,  t.  2,  f.  6. 

Cythere  clathrata  Egg.  Ortenburger  Coli. 

Loxoconcha  variolata  Brady  Antwerpen,  p.  400,  t.  68,  f.  4. 

2  Exemplare  von  Mairhof,  2  von  Buchleiten. 

Dies  ist,  wie  bereits  Brady  1.  c.  vermutet,  L.  variolata. 
Die  von  Egg  er  gezeichnete  Bezahnung  des  Schlossrandes  ist 
nicht  vorhanden.  Soweit  man  nach  der  Zeichnung  bei  Renss 
urteilen  kann,  stimmt  sie  übrigens  nicht  mit  C.  hastata  Rss. 
überein,  daher  ist  die  freilich  jüngere  Benennung  von  Brady 
beizubehalten.  C.  clathrata  Egg.,  welche  sieb  in  einem  Exem- 
plar von  Mairhof  in  Egger's  Sammlung  findet,  aber  nicht  von 
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ihm   beschrieben  ist,  ist  wahrscheinlich  die  schlankere,  männ- 
liche Form  von  L.  yariolata. 

3.    Loxoconcha  Eggeriana  nov.  sp. 

Gythere  Kostelensis  Egg.  Ort.,  p.  29,  t.  4,  f.  4. 

1  Exemplar  Ton  Hausbach.  Dasselbe  stimmt  mit  Cjthere 
Kostelensis  Rss.  jedenfalls  nicht  tiberein,  ist  überhaupt  keine 
Gythere,  sondern  eine  echte  Loxoconcha  mit  sehr  fein  und  dicht 
punktierter  Oberfläche.  Egger 's  Zeichnung  ist  vorn  zu  hoch 
und  durchweg  zu  eckig.  Bauch-  und  Uinterrand  vereinigen 
sich  in  dem  für  die  Gattung  charakteristischen  flachen  Bogen. 
Die  Enden  sind  bei  Egger's  Rückenansicht  zu  scharf  aus- 
gezogen. 

4.    Loxoconcha  subangulata  Egger  sp. 

Gythere  subangulata  Egg.  Ort.,  p.  30,  t.  4,  f.  1. 

4  Exemplare  von  Mairhof. 

Es  ist  ebenfalls  eine  echte  Loxoconcha,  wie  Egger*s  Zeich- 
nung vermuten  Hess.  Sie  nähert  sich  der  vorigen  Art,  ist 
jedoch  erheblich  kleiner  und  vom  nicht  oder  kaum  schief  ge- 
rundet. In  Egger^s  Zeichnung  ist  das  Vorderende  erheblich 
zu  schräg,  in  Fig.  d  und  e  ist  auch  die  kaum  oder  gar  nicht 
bemerkbare  Goncavität  zu  stark.  Das  Hinterende  ist  etwas 
stärker  ausgezogen,  als  Egger  gezeichnet  hat. 

Geniis  Xestoleberis  0.  0.  Sars. 

> 

1.    Xestoleberis  tumida  Reuss  sp. 

Gytheridea  tumida  Egg.  Ort.,  p.  17,  t.  2,  f.  11. 
Gytherina  tumida  Rss.  Wien,  p.  57,  t.  8,  f.  29. 
Xestoleberis  tumida  Lkls.  Nordwestdeutschl.,  p.  237, 1. 16,  f.  7. 
Xestoleberis  tumida  Lkls.  Jeurre,  p.  148. 
Gytherina  Ovulum  Rss.  Wien,  p.  55,  t.  8,  f.  19. 

10  Exemplare  von  Hausbach,  3  von  Mairhof,  1  von  Buchleiten. 

Die  von  Egger  gezeichneten  Schlosszähne,  die  ja  der  Gat- 
tung durchaus  widersprechen,  sind  nicht  vorhanden.   Die  Seiten- 
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Schale  rasch  zu,  erheblich  starker  als  bei  C.  ]yrata  und  zugleich 
gerader  als  bei  G.  striatopuncfcata  nach  Bosquet  Dass  es  wirk- 
lich die  G.  striatopunctata  Roeraer  ist,  wie  Bosquet  dieselbe 
abbildet,  ist  mir  sehr  zweifelhaft.  Leider  ist  mir  bislang  weder 
das  Material  Yon  Bosquet,  noch  dasjenige  von  Roemer  über- 
haupt zugänglich  gewesen,  so  dass  ich  die  Frage  nicht  ent- 
scheiden kann  und  die  Bestimmung  von  Egger  vorläufig  be- 
stehen lassen  muss.  Bosquet  sagt  nun  aber,  dass  Roemers 
G.  striatopunctata,  die  er  untersucht  habe,  eine  Jugendform  sei. 
Um  so  mehr  erscheint  es  mir  wünschenswert,  dass  das  gesamte 
Material  der  verwandten  Arten  G.  scrobiculata  Mstr.,  striato- 
punctata Roem.,  lyrata  Rss.,  hispida  Sp.,  Bornemanni  Sp.,  obli- 
quata  Rss.,  scrobiculoplicata  Jones,  laqueata  Jones,  Nystiana 
Bosq.,  Jonesiana  Bosq.  und  angulatopora  Rss.  einer  sorgföltigen 
Revision  unterworfen  werde. 

Die  als  Varietät  bezeichneten  2  Exemplare  stimmen  nicht 
mit  Egger ^s  Zeichnung;  das  eine  ist  vielmehr  den  übrigen 
Stücken  ganz  gleich,  das  andere  —  eine  einzelne  Klappe  — 
weicht  besonders  durch  seiue  Grösse  von  denselben  ab. 

Egger  hat  übrigens  die  echte,  typische  G.  scrobiculata  Mstr. 
von  Kassel  in  seiner  Sammlung  als  G.  striatopunctata  bezeichnet, 
obgleich  dieselbe  viel  grösser  ist,  überhaupt  nicht  mit  seiner 
Ortenburger  G.  striatopunctata  übereinstimmt. 

4.    Gytbere  subscrobiculata  Egger. 

G.  subscrobiculata  Egg.  Ort.,  p.  27,  t.  3,  f.  6. 

10  Exemplare  von  Mairhof,  6  von  Buchleiten. 

Diese  Art  hat  den  Habitus  der  Gytheridea-Arten,  ist  jedoch 
nach  dem  Schloss  eine  Gythere.  Egger^s  Zeichnung  ist  vorn 
etwas  zu  hoch  geraten,  indem  das  Vorderende  zu  stark  nach 
unten  ausgezogen  ist. 

5.    Gythere  cicatricosa  Reuss. 

C.  cicatricosa  Egg.  Ort.,  p.  29,  t.  4,  f.  6. 
Gypridina  cicatricosa  Rss.  Wien,  p.  67,  t.  9,  f.  21. 
Gythere  cicatricosa  Bosq.  France  et  Belg.,  p.  76,  t.  3,  f.  13. 
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üytbere  cicatricoea  Brady  Antwerpen,  p.  387,  t.  64,  f.  3. 
Cytbere  cicairicosa  LkLs.  Jeurre,  p.  134. 
?  Cypridina  punctata  Rss.  Wien,  p.  68,  t.  9,  f.  24. 
Cythere  osnabrugensis  Lkls.  Nord  Westdeutschland,  p.  191, 
t.  13,  f.  11. 

12  Exemplare  von  Hausbacb,  2  von  Mairbof,  4  von  Buch- 
leiten. Dieselben  stimmen  mit  der  typischen  Form  von  ßeuss 
aus  dem  Wiener  Becken  gut  überein. 

6.    Cythere  punctata  v.  Münster.? 

C.  punctata  Egg.  Ort.,  p.  28,  t.  4,  f.  5. 

1  Exemplar  von  Hausbach.  Bezüglich  dieser  Art  verweise 
ich  auf  das  in  meiner  Arbeit  über  die  Ostrakoden  von  Jeurre^) 
Gesagte.  Die  in  der  Litteratur  als  C.  punctata)  Mstr.  aufge- 
führten Ostrakoden  bedürfen  noch  der  Revision. 

7.    Cythere   canaliculata  Reuss. 

C*  canaliculata  Egg.  Ort.,  p.  33,  t.  5,  f.  10. 
Cypridina  canaliculata  Rss.  Wien,  p.  76,  t.  9,  f.  12. 
Cythere  canaliculata  Lkls.  Jeurre,  p.  139,  t.  3,  f.  1. 

2  Exemplare  von  Hausbach,  2  von  Mairhof,  3  von  Buchleiten. 

Es  ist  die  echte  C.  canaliculata  Ras.,  wovon  ich  mich  durch 
Yergleichung  mit  den  Wiener  Originalen  überzeugt  habe. 

Var.  daedalea  Egg.  2  Exemplare  von  Hausbach.  Diese 
Form  kommt  auch  bei  Jeurre^)  und  wie  ich  neuerdings  ge- 
funden habe,  im  Ober-Oligocaen  von  Göttentrupp  im  Fürsten- 
tum Lippe  vor. 

Var.  cryptoploca  Egg.  1  Exemplar  von  Hausbach. 
Dasselbe  unterscheidet  sich  wenig  von  der  Form  daedalea. 

8.   Cythere  scabra  v.  Münster. 

C.  scabra  Egg.  Ort.,  p.  26,  t.  4,  f.  10. 
G.  scabra  auct. 


')  10.  Jahresbericht  d.  Naturw.  Vereins  zu  OHnabrück,  p.  135. 

*)  10.  .Tahresber  d.  Naturw.  Vereins  zu  Osnabrück,  p.  140,  t.  3,  f.  1  male. 
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hat.   Das  flache  Bauchfeld  ist  durch  eine  deutliche  Kante  von  der 
Seitenfläche  getrennt;  diese  Kante  läuft  hinten  in  dem  Höcker  aus. 

4.    Cytherura  hoplites  Egger  sp. 

Gythere  hoplites  Egg.  Ort.,  p.  39,  t.  6,  f.  5. 

4  Exemplare  von  Hausbach,  4  von  Mairhof,  2  von  Buchleiten. 

Diese  Art  steht  der  G.  alata  Lkls.  sehr  nahe,  unterscheidet 
sich  hauptsächlich  nur  durch  die  Beschaffenheit  der  Oberfläche. 
Die  Schale  ist  nämlich  bei  gutem  Erhaltungszustande  mit  ziem- 
lich zahlreichen,  hohen,  unregelmässig  verlaufenden  Längsrippen 
bedeckt,  welche  durch  zartere  Querleisten  mit  einander  verbunden 
sind.  Ist  die  Schale  aber  abgerieben,  so  ist  sie  schwer  von  der 
C.  alata  zu  unterscheiden.  Bei  C.  hoplites  ist  die  Querdepression 
häufig  etwas  grösser,  die  Spitze  des  Flügels  gerade  nach  hinten 
gerichtet;  oft  reicht  auch  der  Flügel  vielleicht  nicht  so  weit 
nach  hinten  wie  bei  C.  alata. 

An  der  Varietät  rugulosa  Egg.,  die  in  2  Exemplaren  von 
Hausbach  vorliegt,  ist  der  Flügel  wenig  entwickelt. 

Oenns  Cytheropteron  0.  0.  Sars. 

l.    Cytheropteron  Eggerianum  nov.  sp. 

10  Exemplare  von  Hausbach,  3  von  Mairhof,  1  von  Buch- 
leiten, 4  von  Habühl. 

Diese  Art  hat  mit  Loxoconcha  subovata  Mstr.  nichts  gemein, 
steht  dagegen,  wie  sich  aus  Egger's  Zeichnung  auch  ergiebt, 
Cytheropteron  Bosqueti  Sp.  nahe,  nur  ist  sie,  von  oben  gesehen, 
etwas  weniger  eiförmig,  auch  wohl  etwas  weniger  als  Egger^s 
Figur.  Die  Oberfläche  zeigt  ferner  nicht  die  grossen,  tiefen 
Gruben  der  C.  Bosqueti,  sondern  auf  der  Bauchseite  und  unten 
auf  der  Seitenfläche  zarte,  gebogene  Längskiele;  im  übrigen  ist 
sie  mit  zarten  Knötchen  ziemlich  spärlich  besetzt. 

2.    Cytheropteron  reguläre  nov.  sp. 

4  Exemplare  von  Mairhof;  dieselben  fanden  sich  zwischen 
Cytheropteron  Eggerianum  von  Mairhof. 
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Die  Schale  ist  ziemlich  gross,  etwa  1^1%  mal  so  lang  als 
hoch,  Ton  der  Seite  betrachtet  vorn  regelmässig  und  voll  ge* 
rundet,  hinten  in  eine  massig  lange,  die  Mitte  des  Hinterendes 
einnehmende  Spitze  ausgezogen,  in  welche  der  übrigens  gerade 
RQckenrand  im  concaven,  der  übrigens  schwach  concave  Baach- 
rand  im  flach  convexen  Bogen  übergeht.  Von  oben  gesehen 
ist  die  Schale  elliptisch  mit  der  grossten  Breite  in  der  Mitte, 
schwach  y erflachten  Seiten  und  in  kurzen  Spitzen  ausgezogenen 
Enden,  und  zwar  tritt  das  Hinterende  etwas  stärker  vor  als 
das  Vorderende.  Der  schwache  Flügel  ist  bei  der  Rücken- 
ansicht als  schwache,  stumpfe  Ecke  sichtbar.  Der  Querschnitt 
der  Schale  ist  dreieckig  mit  ziemlich  scharfen  Basiswinkeln  und 
etwas  convexen  Seitenschnitten.  Die  Oberfläche  ist  mit  etwas 
entfernten  zarten  Knötchen  besetzt;  die  Bauchfläche  zeigt  deut- 
liche Längsfurchen.  —  Die  Art  hat  gewisse  Aehnlichkeit  mit 
C.  latissimum;  das  Vorderende  ist  jedoch  regelmässig,  nicht 
schief  gerundet;  die  Spitze  des  Hinterendes  tritt  schärfer  her- 
vor, besonders  auch  bei  der  Rückenansicht,  und  die  Verzierung 
der  Oberfläche  weicht  gänzlich  ab. 

3,    Cytheropteron   vespertilio  Reuss  sp. 

Cythere  vesperkilio  Egg.  Ort.,  p.  43,  t.  6,  f.  8. 

Cypridina  vespertilio  Rss.  Wien,  p.  81,  t.  11,  f.  13, 

Cytheropteron  alatum  Sars  0 versigt,  p.  81. 

Cytheropteron  alatum  Brady  Marine  and  Freshwater  Ostr.- 
Trans.  Royal  Dublin  Soc.  IV,  p.  214,  t.  20,  f.  8-10. 

4  Exemplare  von  Mairhof. 

Sie  unterscheiden  sich  nicht  unwesentlich  von  dem  einzigen 
Originale  von  Reuss  aus  dem  Tegel  von  Grinzing.  Der  Flügel 
ist  weniger  lang,  am  Vorderrande  stärker  gerundet  und  am 
Hinterrande  ungezähnt,  es  ist  hier  nur  ein  kleiner  Höcker  vor- 
handen, alles  jedoch  Unterschiede,  welche  Jugendformen  von 
G.  alatum  zukommen  (s.  Brady  1.  c).  Dass  C.  vespertilio  Reuss 
aus  dem  Wiener  Becken  ident  sei  mit  C.  alatum  Sars,  vermutet 
bereits  Brady  1.  cit.,  p.  213.  Nach  genauer  Untersuchung  und 
Vergleichung  des  Renss^schen  Originals  mit  der  Beschreibung 
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und  Abbildung   der  C.  alatum   bei   Brady  1.  c.  muss  ich   dies 
bestätigen,  ich  finde  keinen  Unterschied. 

4.    Cytheropteron  triquetrum   Reuse  sp. 

Cythere  draco  Egg.  Ort.,  p.  44,  t.  6,  f.  10. 
Cypridina  triquetra  Rss.  Wien,  p.  82,  t.  10,  f.  19. 
Cythere  gradata  Bosq.  France  et  Belg.,  p.  127,  t.  6,  f.  11. 
Cythere  bilacunosa  Sp.  Kassel,  p.  34,  t.  4,  f.  6. 
Cytheropteron  gradatum  Brady  Antwerpen,  p.  403,  t.  69,  f.  4. 
Cytheropteron  triquetrum  Lkls.  NordwestdeutschL ,  p.  248. 

4  Exemplare  von  Mairhof,  1  von  Buchleiten. 

Es  ist  dies  die  typische  Form  von  C.  triquetrum. 

5.    Cytheroptheron   papilio  Egg.  sp. 

Cythere  papilio  Egg.  Ort.,  p.  42,  t.  6,  f.  9. 

3  Exemplare  von  Mairhof. 

Diese  Art  steht  der  C.  triquetrum  sehr  nahe,  ist  aber  etwas 
grösser  und  gedrungener,  indem  der  Flügel  stärker,  die  Spitze 
des  Ilinterendes  dagegen  weniger  stark  entwickelt  ist;  auch 
fehlen  auf  der  Oberfläche  die  unregelmässigen  Falten  und  Höcker. 
Brady  hat  in  Antwerpen  p.  403  C.  papilio,  nicht  aber  G.  draco 
mit  C.  triquetrum  vereinigt.  Auf  Grund  der  erwähnten  Unter- 
schiede zwischen  Exemplaren  von  demselben  Fundorte  kann 
jedoch  C.  papilio  vielleicht  als  besondere  Art  bestehen  bleiben. 

Oenns  Gytherideis  B.  Jones. 
1.    Cytherideis  lithodomoides  Bosquet  sp. 

Bairdia  lithodomoides  Bosq.  France  et  Belg.,  p.  36,  t.  2,  f.  3. 

Cytherideis  lithodomoides  Brady  Antw.  p.  405,  t.  63,  f.  2. 

Cytherideis  lithodomoides  Lkls.  NordwestdeutschL,  p.  254, 
Textfig.  4. 

2  Exemplare  von  Hausbach,  6  von  Mairhof  und  5  als 
Bairdia  arcuata  bezeichnete  von  Buchleiten. 

Alle  stimmen  in  der  Gestalt  mit  C.  lithodomoides  tiberein, 
zeigen  jedoch  auf  der  Oberfläche  nicht  die  bogenförmige  Streifung, 
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die  freUich  auch  häufig  Stücken  von  anderen  Fundorten  fehlte, 
üebrigens  unterscheiden  sich  lebende  Cytherideis*  Arten  in  der 
Schale  oft  so  wenig,  dass  man  sie  ohne  das  Tier  nicht  sicher 
bestimmen  kann.  Daher  können  die  fossilen  Arten  nur  einen 
relati?en  Wert  beanspruchen. 

2.    Gytherideis  scrobiculata  Lienenklaus. 

Bairdia  gyrata  pars  Egg.  Ortenb.,  p.  11. 
Gytherideis  scrobiculata   Lkls.  Nordwestdeutschl. ,   p.  258, 
t.  18,  f.  2. 

Gytherideis  gyrata  Lkls.  Jeurre,  p.  155. 

5  Exemplare  von  Hausbach,  2  von  Mairhof,  1  von  Buchleiten. 

Diese  Art  ist,  von  der  Seite  gesehen,  gerade,  vorn-  mehr 
oder  weniger  deutlich  und  zwar  schräg  zugespitzt.  Der  Bauch- 
rand ist  gerade,  der  Rückenrand  dacht  sich  nach  Yom  in  sehr 
flachen  Bogen  allmählich  ab.  Das  Hinterende  ist,  von  oben 
betrachtet,  stumpf  gerundet,  etwas  stumpfer  als  bei  der  folgenden 
Art.  Die  Grübchen  auf  der  Oberfläche  sind  von  mittlerer  Grösse, 
mehr  oder  weniger  rund  und  dicht  gedrängt. 

Bemerkung.  Diese  von  mir  aus  dem  norddeutschen  Ter- 
tiär in  der  Zeitschrift  der  deutschen  geologischen  Gesellschaft 
1894  beschriebene  Art  habe  ich  in  der  Bearbeitung  der  Ostra- 
koden  von  Jeurre  (X.  Jahresber.  d.  Naturw.  Ver.  zu  Osnabrück, 
p.  155)  mit  G.  gyrata  Egg.  vereinigt.  Bei  genauer  Unter- 
suchung des  gesamten  Materials  in  Egger 's  Sammlung  stellt 
sich  nun  aber  heraus,  dass  Egger  unter  dem  Namen  B.  gyrata 
zwei  verschiedene  Arten  zusammengeworfen  hat,  von  welchen 
die  meisten  Exemplare  zu  G.  scrobiculata  Lkls.  and  nur  4  zu 
der  von  Egger  beschriebenen  und  abgebildeten  C.  gyrata  ge- 
hören.    G.  scrobiculata  Lkls.  ist  also  als  Art  festzuhalten. 

3.    Gytherideis  gyrata  Egger  sp. 

Bairdia  gyrata  Egg.  Ort.,  p.  11,  t.  1,  f.  10. 
4  Exemplare  von  Mairhof. 
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Die  Schale  ist,  von  der  Seite  gesehen,  fast  von  der  Gestalt 
der  vorigen  Art,  vom  vielleicht  ein  wenig  starker  zugespitzt 
Der  Vorderrand  ist  mit  einigen  grossen,  gerundeten  Zähnen 
besetzt;  bei  C.  scrobiculata  sind  diese  Zahne  erheblich  kleiner 
und  zahlreicher.  Die  Oberfläche  erscheint  sehr  stark  runzlig 
und  zwar  umschliessen  die  wallartigen  Erhöhungen  sehr  grosse, 
flache,  eckige  Gruben,  welche  iedoch  zum  Teil  in  unregelmässig 
verlaufende  Querfurchen  zusammenfliessen. 

4.    Cytherideis  cribrosa  Egger  sp. 

Bairdia  cribrosa  Egg.  Ort.,  p.  12,  t.  1,  f.  11. 

5  Exemplare  von  Hausbach,  7  von  Mairhof,  4  von  Buch- 
leiten. 

Diese  Art  ist  überall  gleich  hoch,  vom  also  nicht  zuge- 
spitzt. Der  Bauchrand  ist  ziemlich  stark  concav,  der  RGcken- 
rand  entsprechend  convex.  Das  Hinterende  bildet,  wenn  man 
die  Schale  von  oben  betrachtet,  mit  den  Seiten  mehr  oder  weniger 
deutliche  Ecken.  Die  Grübchen  auf  der  Oberfläche  sind  sehr 
gross  und  gewöhnlich  tief,  aber  nicht  dicht  gedrängt. 

Familie  Paradoxostomatidae. 

Oenus  ParadoxoBtoma  Fischer. 

Paradoxostoma  curvatum  Lienenklaus? 

Bairdia  exilis  Egg.  Ort.,  p.  10,  t.  1,  f.  9. 
Paradoxostoma  curvatum  Lkls.  Nordwestdeutschl.,  p.  254, 
t.  17,  f.  11. 

1  Exemplar  von  Hausbach,  2  (?)  von  Mairhof. 

Das  Exemplar  von  Hausbaeh,  welches  Egger  abgebildet 
hat,  zeigt  die  grösste  Aehnlichkeit  mit  der  norddeutschen 
P.  curvatum ;  leider  lässt  sich  die  Gattung  nicht  mit  Sicherheit 
bestimmen.  Die  beiden  Exemplare  von  Mairhof  scheinen  da- 
gegen Jugendformen  einer  Cytherideis  zu  sein,  jedoch  lässt  sich 
auch  hierüber  ein  sicheres  Urteil  nicht  al^eben. 
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Familie  Cytherellidae. 

Oenns  Cytherella  Bosquet. 

1.  Cytherella  compressa  v.  Münster  sp, 

C.  compressa  Egg.  Ort.,  p.  4,  t.  2,  f.  2. 
Gythere  yel  Cytherella  compressa  auct. 

1  Exemplar  von  Hausbach,  1  von  Habühl. 

Das  Exemplar  von  Habühl,  welches  Egger  als  C.  inflexa 
beschrieben  hat,  ist  stark  verdrückt  und  voller  Sprünge,  woraus 
sich  die  abweichende,  ungewöhnliche  Form  erklärt.  Es  vertritt 
keine  besondere  Art,  sondern  gehört  offenbar  zu  C.  compressa. 

2.  Cytherella  praesulcata  Lienenklaus. 

C.  Jonesiana  Egg.  Ort.,  p.  5,  t.  2,  f.  1. 

C.  praesulcata  Lkls.  Nord  westdeutsch!.,  p.  265,  t.  18,  f.  9. 

1  Exemplar  von  Hausbach,  1  von  Mairhof. 

Beide  wohl  erhaltenen  zweiklappigen  Exemplare  haben  die 
charakteristische  Furche  am  Vorderrande  der  linken  Klappe  wie 
die  norddeutsche  Form,  während  dieselbe  der  rechten  Klappe 
ganz  fehlt.  Nach  Egger 's  Zeichnung  Fig.  b  müsste  sie  an 
beiden  Klappen  schwach  ausgebildet  sein,  was  jedoch  nicht 
der  Fall. 


Sitzungsberichte 

der 

königl.  bayer.  Akademie  der  Wissenschaften. 


Mathematisch-physikalische  Glasse. 

Sitzung  vom  2.  Mai  1896. 

1.  Herr  Ferdinand  Lindemann  legt  zwei  Abhandlungen  des 
auswärtigen  Mitgliedes,  Herrn  Aurel  Voss  in  Würzburg,  vor: 

a)  ^lieber  die  Anzahl  der  cogredienten  und  ad- 
jungirten  Transformationen,  welche  eine  bili- 
neare Form  in  sich  transformiren" ; 

b)  ^Symmetrische  und  alternirende  Losungen  der 
Gleichung  SX==X8'.^ 

2.  Herr  Carl  v.  Voit  theilt  die  hauptsächlichsten  Resultate 
einer  in  seinem  Laboratorium  von  Herrn  Dr.  Georg  Fried- 
länder ausgeführten  Untersuchung:  ,üeber  die  Resorption 
gelöster  Eiweissstoffe  im  Dünn d arm **  mit.  Dieselbe 
wird  in  der  Zeitschrift  für  Biologie  veröffentlicht  werden. 


18M.  ]Uth.-ikfa7i.  ci.  8.  14 


211 


üeber  die  Anzahl  der  cogredienten  und  adjnngirten 
Transformationen  einer  bilinearen  Form  in  sich  selbst 

Von  A.  Voss  in  Würzburg. 

In  meiner  Arbeit  über  die  cogredienten  Transformationen 
einer  bilinearen  Form  in  sich  selbst^)  habe  ich  den  Satz  be- 
wiesen, dass  jede  nicht  singulare  (eigentliche)  Transformation 
dieser  Art,  welche  eine  Form  8  von  nicht  verschwindender 
Determinante')  in  sich  überfahrt,  mit  Hülfe  des  Systems  linearer 
Gleichungen 
I)  SY  +  S'Y'  =  0 

bestimmt  werden  kann,  und  dass  die  Anzahl  der  willkürlichen 
Parameter,  welche  in  den  Goefficienten  der  Transformation  auf- 
treten ,  gleich  der  der  linear  unabhängigen  Losungen  dieses 
Systems  ist. 

Setzt  man  in  I) 

rs=x,     s'r  =  x\ 

so  folgt  daraus 

r)  SX  +  XS=0 

und  das  System  V)  ist  dem  System  I)  völlig  äquivalent. 


^)  Ueber  die  cogredienten  Transformationen  einer  bilinearen  Form 
in  sich  selbst,  Abb.  d.  k.  bayer.  Ak.  d.  Wiss.  II.  GL,  Bd.  XXVII,  desgl. 
Sitzgsb.  d.  k.  bayer.  Ak.,  Gl.  II,  Bd.  XXVI,  Heft  1,  1896. 

*)  Unter  S  soll  im  Folgenden  immer  eine  Form  von  dieser  Eigen- 
schaft verstanden  werden.  Für  den  blossen  Zweck  der  Transformation 
ist  allerdings,  wie  ich  schon  a.  a.  0.  S.  73  bemerkt  habe,  diese  Voraus- 
setzung nicht  erforderlich,  wohl  aber  für  die  hier  vorliegenden  Unter- 
suchungen. 

U* 
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Den  cogredienten  Transformationen  {7,  d.  h.  denjenigen, 
welche  bewirken,  dass  die  symbolische  Gleichung 

U'8U=8 

erfüllt  ist,  kann  man  eine  andere  Klasse  von  Transformationen 
zuordnen,  welche  ich  adjungirte  nennen  will.  Unter  einer 
adjungirten  Transformation  verstehe  ich  denjenigen 
Substitutionsprocess,  welcher  durch  die  Gleichung 

(uysu^s 

ausgedrückt  ist.  Die  adjungirten  Transformationen  sind  da- 
her die  Lösungen  des  Systems  linearer  Gleichungen 

II')  SÜ^U'S=0 

oder,  wenn  U^=Y  8  gesetzt  wird, 

II)  äF— Ä'r  =  o, 

dessen  nahe  Beziehung  zu  I)  unverkennbar  ist.  Dass  es  in 
der  That  Substitutionen,  welche  die  Gleichung  IT) 
befriedigen,  giebt,  d.  h.  Formen  C,  deren  Determinante 
nicht  verschwindet,  ist  leicht  einzusehen.  Hat  nämlich  die  Glei- 
chung U)  im  Ganzen  q  linear  unabhängige  Losungen 

1"  Y  Y 

(unter  diesen  befindet  sich  die  evidente  Lösung 

80  dass  q  mindestens  gleich  1  ist),  so  hat  sie  auch  ebenso 
viel  von  einander  unabhängige  Lösungen,  deren  De- 
terminante nicht  verschwindet.     Denn  setzt  man 

Z.=  Y^  —  q,8''\  i  =  l,...q 

so  kann  man  immer  dem  Parameter  q^  einen  solchen  Werth 
geben,  dass  die  Determinante 

nicht  verschwindet.  Und  zwischen  den  Z^  kann  keine  lineare 
Relation 
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bestehen,  da  sonst 

S  a^  r,  +  S''  (a,  —  5 V  ^^)  =  0 

yerseh winden  müsste,  was  wegen  der  vorausgesetzten  Unß.b- 
hangigkeit  der  Y^  nur  möglich  wäre,  wenn  alle  a  verschwin- 
den, da  man  ^|  immer  als  von  1  verschieden   annehmen  kann. 

Eine  symmetrische  (alternirende)  Form  S  wird  z.  B.  durch 
alle  Formen  U=^M8^  wo  M  eine  symmetrische  (alternirende) 
willkürliche  Form  ist,  adjungirt  in  sich  transformirt ,  und  es 
existiren  auch  ausser  den  angegebenen  Formen  U  keine  andern. 
Denn   setzt   man  U=M8^   so   folgt  unter  der  Voraussetzung 

5'  =  aS,         a  =  ±l 

aus  der  Gleichung  11') 

SM8  =  aSM'S, 
oder  M^=  a  Jüf', 

also  ist  M  entweder  symmetrisch  oder  alternirend. 

Die  Anzahl  der  Parameter  in  den  CoefGcienten  der  Trans* 
formationen,  welche  die  Form  S  adjungirt  in  sich  transfomiren, 
ist  gleich  der  der  linear  unabhängigen  Losungen  der  Glei- 
chungen II)  oder  11').  Die  beiden  Gleichungen  I)  und  II)  sind 
von  der  Art,  dass  sie  n*  Gleichungen  für  jene  n*  Coefficienten 
liefern,  also  durch  besondere  Eigenschaften  ihrer  ünterdetermi- 
nantensysteme  auszeichnet.  — 

Im  Folgenden  soll  nun  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen 
Losungen  des  Gleichungssystems  I  (I')  beständig  mit  P,  die  ent- 
sprechende Zahl  für  die  Gleichungen  II  (11')  mit  Q  bezeichnet 
werden.  Die  Aufgabe,  diese  beiden  Zahlen  in  allen  Fällen  zu 
bestimmen,  scheint  ohne  specielle  Untersuchungen  über  den 
Charakter  der  Form  Ä,  wie  z.  B.  Reduktion  der  zu  S  gehörigen 
Formenschaar  S  -{-  qS'  auf  ein  System  elementarer  Formen  etc. 
nicht   möglich   zu  sein;   eine  directe  Untersuchung   der  Unter- 
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determinantensysteme  von  I)  und  II)  ist  mir  wenigstens  trotz 
vielfältiger  Versuche  nicht  gelungen. 

Aber  es  giebt  einen  ausgezeichneten  Fall,  in  dem  die 
Werthe  von  P  und  Q  unmittelbar  angegeben  werden  können. 
Wenn  nämlich  die  zu  den  Wurzeln  ß  =  J::l  der  charak- 
teristischen Function^) 

\S-\-q8'] 

gehörigen  Elementartheiler  sämmtlich  einfach  sind, 
während  über  die  Beschaffenheit  der  übrigen  Wurzeln  nichts 
vorausgesetzt  zu  werden  braucht,  ist 

wo  II  {v)  die  Anzahl  der  Wurzeln  —  1  (+  1)  der  charakterischen 
Function,  N  die  Zahl  der  mit  der  antisymmetrischen  Form 
(/S')~'  S  vertauschbaren  Formen  bezeichnet. 

Auf  diesen  Fall,  in  dem  es  also  gelingt,  die  Untersuchung 
der  Determinante  von  n^  Reihen  auf  die  der  charakteristischen 
Function  zurückzuführen,  wozu  nur  rationale  Operationen  nöthig 
sind,  beziehen  sich  die  folgenden  Untersuchungen ;  nur  im  letzten 
Paragraph  finden  sich  einige  weitergehende  Betrachtungen. 
Charakteristisch  ist  aber  für  den  Gang  der  Untersuchung 
die  Art  und  Weise,  wie  die  vorliegende  Frage  in  Zu- 
sammenhang mit  der  Aufgabe  gebracht  wird,  die  An* 
zahl  der  symmetrischen  und  alternirenden  Formen  zn 
finden,  welche  einer  gewissen  aus  1)  abgeleiteten 
Gleichung  genügen,  die  in  dem  obigen  Falle  hier  zugleich 
ihre  Erledigung  findet. 


*)  Die  Determinante  einer  Form   U=  2 a^f^ x^ y^  soll  durch 

la,,|     oder    \U\ 

bezeichnet  werden ;  unter  demselben  Symbol  kann  man  dann  auch  jede 
Partialdeterminante  /i***"  Ordnung  verstehen,  wenn  den  Indices  t,  k  f*  von 
einander  verschiedene  Werthe  ertheilt  werden. 
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§1. 

Ein  allgemeiner  Satz   über  die  cogredienten   und  ad- 
jungirten  Transformationen  einer  Form  in  sich  selbst. 

Unter  Voraussetzung  der  Gleichung 

1)  ÄX  +  X'ä=0 

folgt  durch  Uebergang  zu  den  conjugirten  Formen: 

X'Ä'  +  iS'X=0 
oder     X'  =  —  8'X(Sy\ 

Setzt  man  diesen  Werth  in  1)  ein,  so  ergiebt  sich 

2)  (S')~i  SX  —  X{Sy  S=0 
oder 

2a)  S-'S'X  —  XS-'S'^O, 

Jede   Form  X,   die   der  Gleichung   1)   genügt,    ist 
also  mit  der  antisymmetrischen  Form 

{Sy^S    oder     S-' 8' 
vertauschbar. 

Aus  der  Gleichung  2  a)  folgt  noch 

3)  X'S(8'y  —  S(8y  X'  =  0, 

so  dass  jedes  X'  die  Gleichung  3)  befriedigen  muss.    Aber  aus 
der  Gleichung  2  a),  die  man  auch  in  die  Gestalt 

8-'  8'  5-1  (8X8-^)  -  XS-i  8'  8'^  =  0 
oder 

(fifXS-i)  8(8y  -8{8y  {8X8-^)  =  0 

bringen  kann,  folgt  femer: 

Ist  X  eine  Lösung  der  Gleichung  2),  so  ist  8X8"^ 
eine  Lösung  der  Gleichung  3). 

Ich    bezeichne   nun   mit  N  die  Anzahl   der   linear   unab- 
hängigen Formen,  welche  der  Gleichung  2)  genügen.   Sind  ferner 
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diese  Formen  selbst,  so  ist 

X  =  2:a^X^  k  =  l  .  .  .  N 

die  allgemeinste  dieser  Gleichung  genügende  Form,  falls  man 
mit  a  willkürliche  Parameter  bezeichnet.  Es  handelt  sich  daher 
jetzt  nm  die  Bestimmung  derjenigen  Werthe  der  a,  durch  die 
zugleich  die  Gleichung  1)  befriedigt  wird.  Trägt  man  zu  diesem 
Zwecke  den  Werth  yon  X  in  1)  ein,  so  ergiebt  sich 

4)  ^        Za^SX,S-^  +  Za^X',  =  0 

Kun  sind  aber  zufolge  der  Unabhängigkeit  der  X^^  unter 
einander  auch  die  Xj^  unter  einander  unabhängig.  Demnach 
ist  nach  dem  vorhin  angeführten  Satze 

4a)  SX,5-i  =  S/?,,Z; 

z,  Ä  =  1  .  . .  jy, 

so  dass  aus  4)  folgt: 

5)  2'a,/S,,  +  a,  =  0. 

Die  Coefficienten  /?^^  aber  lassen  sich  näher  definiren.  Sie 
gehören  einer  Form 

von  N  bilinearen  Variabein  an,  deren  Quadrat  gleich 
der  Form 

ist.  In  der  That  folgt  aus  4a)  durch  üebergang  zu  den  con- 
jugirten  Formen 

oder  durch  geeignete  Multiplication 

s  (5')-»  x;  s'  s-i  =  ^/*»,  s  X,  Ä-' 

woraus  vermöge  3)  folgt: 

^»  =  ^  ßki  /*«.  ^', 

fC^  »,  S  =^  1,  .  •  *  JS, 
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Bieraus   aber  ergiebt  sich  wegen  der  Unabhängigkeit  der 
Formen  X  das  System  yon  Identitäten 

ö)  ^ß,.ßu  =  ^. 

falls  unter  d^^  das  Krön  ecke  rasche  Zeichen 

▼erstanden  wird.  Die  Coefficienten  ß^^  bilden  also  ein 
System,  dessen  charakteristische  Function 

nur  die  einfachen  Elementartheiler  ^  =  ^1  hat.^)  Ist 
nun  ^  ==  +  1  eine  P  fache  Wurzel  der  Gleichung 

90  giebt  es  aoch  genau  P  linear  unabhängige  Grösaenreihen 

aj  of,  .  .  .  af, 
1^1,  ...  N, 

und  ebenso  gross  ist  daher  die  Anzahl  der  linear  von  einander 
unabhängigen  Formen 

Xg  =  :SaS^X„  Q=l...P, 

welche  die  Gleichung  1)  befriedigen. 

Eine  ganz  analoge  Untersuchung  lässt  sich  aber  in  Bezug 
auf  die  Gleichung 
1')  8X  —  X'S  =  0 

führen.  Denn  auch  diese  ergiebt  zur  Bestimmung  von  X 
zunächst  wieder  die  nothwendige  Gleichung  2).  Und 
setzt  man  aus  den  Lösungen  Xj^  jetzt  die  Lösuug  von  l') 

zusammen,  so  folgt  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  y  das  System 

*)  Dieser  Satz  findet  sich  bereits  in  meiner  früheren  Arbeit  a.  a.  0. 
8.  101,  aber  unter  Voraussetzung  einer  unnöthigen  Beschränkung. 
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mithin  dem  ^  =  2^— P-fachen  Wurzelfactor  (ß  +  l)  der 
charakteristischen  Function  entsprechend  ein  System 
von  Q  linear  unabhängigen  Formen,  welche  der  Glei- 
chung 7)  genügen. 

Nun  kann  man  freilich  die  sämmtlichen  Formen,  welche 
mit  einer  gegebenen  Form  yertauschbar  sind,  wie  ich  in  einer 
in  diesen  Sitzungsberichten  erschienenen  Note^)  gezeigt  habe, 
verhältnissmässig  einfach  bestimmen.  Aber  die  Ermittelung  der 
Coefficienten  ßj^^  und  damit  der  Zahlen  P,  Q  scheint  auf  Schwie- 
rigkeiten zu  führen.  Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich  daher 
zunächst  nur  der  Satz: 

Die  Summe  der  Anzahlen  der  Parameter,  durch 
die  eine  Form  yon  nicht  verschwindender  Determi- 
nante S  cogredient  und  adjungirt  in  sich  transformirt 
werden  kann,  ist  gleich  der  Zahl  N  derjenigen  For- 
men, welche  mit  der  antisymmetrischen  Form  S^^S' 
vertauschbar  sind. 

Man  kann  diesem  Satze  auch  die  folgende  Form  geben: 
Die  sämmtlichen  N  linear  unabhängigen  Formen 
X,  welche  der  Gleichung  2)  genügen,  lassen  sich  in 
zwei  Klassen  von  P  und  Q  Formen  theilen,  von  denen 
die  eine  die  Lösungen  der  Gleichung  1),  die  andere 
die  der  Gleichung  1')  darstellt. 

Die  Determinante 


D  = 


«;   . 

•  "if 

•               • 

.      • 

•               • 

.      * 

•  < 

Y'i    • 

•     Y'if 

•           • 

•          * 

.            . 

•           . 

y?  • 

•  n- 

*)  Ueber  die  mit  einer  bilinearen  Form  vertauschbarea  Formen, 
Sitzgsber.  d.  k.  bayer.  Ak.  d.  Wiss.,  1889.  Vgl.  auch  die  folgende  Note 
über  symmetrische  und  altemirende  Lösungen  derGleichung^iC— XS*— 0. 
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kann  uänilich  nicht  verschwinden.  Wäre  dies  der  If'all,  so  gäbe 
CS  P  Zahlen  h^  und  Q  Zahlen  Ä^,  für  die 

L  A^  af  +  S  fc  V?  =  0 

Q  a 

^  =  1   .   .  .  P,  <y=  1,   .  .    g 

ist,  fär  alle  Werthe  yon  k  von  1  bis  N,  Dann  ist  aber  auch 
zufolge  der  Gleichungen  5)  und  7) 

-2'«?/?«  +  «f  =  o 

mithin,  wenn  man  die  yorstehenden  Gleichungen  mit  den  Ä^,  k^ 
multiplicirt  uud  addirt, 

was  mit  der  yorhin  aufgestellten  Gleichung  unverträglich  ist, 
da  alsdann  die  a^  schon  unter  sich  von  einander  linear  ab- 
hängig wären.  Mithin  sind  jene  F  -{-  Q  Formen  von  einander 
unabhängig. 

§  II. 
(Jeher  alternirende  und  symmetrische  Formen. 

Die  Gleichung  2)  des  §  I  ist  von  einer  ganz  eigenthüm- 
lichen  Gestalt.  Es  ist  daher  zu  vermuthen,  dass  auch  ihre 
Lösungen  durch  besondere  Eigenschaften  ausgezeichnet  sind. 

Setzt  man 

X  =  zs\ 

so  sind,  da  die  Determinante  von  S  nicht  Null  ist,  die  Formen 
Zj^  ebenso  von  einander  unabhängig,  wie  die  Formen  X^,  sie 
genügen  aber  der  durch  ihre  ausgezeichnete  Form  be- 
merkenswerthen  Gleichung^): 

1)  8ZS'==S'ZS. 

^)  Sie  hat  die  f&r  das  Folgende  wesentliche  Eigenschaft,  dass  ent- 
sprechend der  Gleichung 

ü* s u u"^ z iü'r'^  c^'S'ü«  xrs*uü''^z(üT^  rrsu, 

bei  jeder  cogredienten  Transformation  von  jS  auch  die  Lö- 
sungen Z  cogredient  transformirt  werden,  was  bei  Gleichung  2) 
§  I  nicht  der  Fall  ist. 
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Und  da  aas  1)  zugleich  folgt 

so  hat  man  den  Satz: 

Die  Gleichung  1)  wird  durch  alternirende  und 
symmetrische  Formen  Z  befriedigt,  nämlich  durch  die 
Formen 

welche  den  Formen  X^  zugeordnet  sind. 

Die  symmetrischen  Formen  Z^  +  Z^  sollen  im  Folgenden 
mit  dem  Symbol  S^,  die  alternirenden  Formen  Z^  —  Zj^  mit  4^ 
bezeichnet  werden.  Die  Sj^  sind  im  allgemeinen  nicht  yon  ein- 
ander unabhängig.  Bestehen  aber  p  linear  unabhängige  Rela- 
tionen zwischen  den  i9^,  ist  also 

X)a*iÄ  =  0,  1=1  ...  p, 

k 

so  ist 

Es  sind  also  von  den  N  Formen  8j^  N  —  p  yon  einander 
linear  unabhängig.  Und  zugleich  existiren  dann  genau  p  alter- 
nirende Formen 

welche  yon  einander  unabhängig  sind.  Denn  eine  lineare  Re- 
lation könnte  zwischen  den  Ä^  nur  dann  stattfinden,  wenn  die 
Goefficienten  a^^  weniger  als  p  unabhängige  Systeme  darstellten, 
—  gegen  die  Voraussetzung.  Man  hat  also  den  folgenden  Satz, 
welcher  die  Ergänzung  zu  dem  am  Ende  des  §  I  ausgesprochenen 
Theorem  bildet: 

Die  Oesammtzahl  der  unabhängigen  alternirenden 
und  symmetrischen  Formen,  welche  die  Gleichung  1) 
befriedigen,  ist  gleich  N^  oder  auch: 

Es  existirt  immer  ein  vollständiges  Lösungssystem 
der  Gleichung  1),  welches  aus  lauter  alternirenden 
und  symmetrischen  Formen  zusammengesetzt  ist. 
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In  der  That,  bezeichnet  man  die  symmetrischen  von  ein- 
ander unabhängigen  Formen  durch 

die  altemirenden  mit 

A^A^...  -dp, 

so  kann  auch  zwischen  diesen  keine  lineare  Relation  bestehen. 
Wäre  nämlich 

so  wäre  durch  den  Uebergang  zu  den  eonjugirten  Formen  auch 

d.  h.  es  wären  schon  die  5^  {A^^  unter  sich  nicht  linear  un- 
abhängig. 

Die  Aufgabe,  diese  altemirenden  und  symmetri- 
schen Formen  direct  zu  bestimmen,  führt  nun  auf  eine 
ganz  ähnliche  Untersuchung,  wie  die  des  §1. 

Bezeichnet  man  wie  oben  die  sämmtlichen  Ton  einander 
unabhängigen  Losungen  von  1)  durch  Z^,  Ä;  =  1,  .  .  .  jY,  so  ist 

die  allgemeinste  Losung.  Soll  Z  symmetrisch  oder  altemirend 
sein,  so  muss 

2Z,a,  =  ±28-^X;,a^ 
oder 

sein.     Nun  genügt  aber,  wie  leicht  zu  sehen,  die  Form 

derselben  Gleichung  3)  §  I,  wie  X',  es  ist  also 

und  somit  folgt  zur  Bestimmung  der  Goefficienten  o  das  System 
der  Gleichungen 

-^yfci"*"F«i==0,         1=1,  ...  N. 
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und  da  ferner 

oder 

ist,  so  ergiebt  sich 

so  dass  die  Coeffieienten  y^^^  wieder  ein  System  bilden, 
dessen  charakteristische  Function  nur  einfache  Ele- 
mentartheiler  von  der  Form  edz^  besitzt. 

Ich  führe  noch  einige  Sätze  an,  die  einen  weiteren  Zu- 
sammenhang zwischen  den  Coefßcienten  ß^^^  y^^^  begründen. 

Aus  der  Gleichung 

(s')-i  sx,=^i:  r„  (s-)-'  x\  s' 

folgt  nach  §  I,  4  a) 

{S')-^SX,  =  i:y,,ß„X,. 
Setzt  man  nun  für  einen  Augenblick 

so  dass  die  griechischen  Indices  die  Werthe  von  1  bis  n,  die 
lateinischen  die  Werthe  von  1  bis  N  durchlaufen,  so  lieferfc 
die  letzte  Gleichung  durch  Coefücienten-Vergleichung  die 
n  N  Relationen 

Die  charakteristische  Function 

«».  +  ?*».! 

habe  nun  eine  Wurzel  q  =  q^  Dann  gibt  es  mindestens  ein 
System  von  Grössen  ß^  welches  die  Gleichung 

^''ks(^k  =  -Qiß.^        5=1,2  .  .  .  2V, 
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erfQlIt,  mithin  wird 

oder,  wenn  man 
setzt, 

Das    heisst:     Jede   Wurzel    der    charakteristischen 
Function  JT'*"  Grades 

ist  auch  eine  Wurzel  der  charakteristischen  Function 
ti^"  Grades 

\8'\-qS'\. 

Der  Satz  gilt  aber  auch  umgekehrt.  Denn  bezeichnet 
man  mit  o^  eine  Wurzel  der  letzteren,  so  ist 

oder 

also  wenn  man 

setzt, 

Sa,   i^ass  —  a,  h\ 

ks    8  X     k 

wie  zu  zeigen  war.  Die  beiden  charakteristischen  Func- 
tionen haben  daher  nur  durch  die  Grade  der  Vielfach- 
heit verschiedene  Wurzeln. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  Wurzeln  der  charakte- 
ristischen Function  |  5  -f-  ?  ^'  I  sammtlich  Ton  einander  ver- 
schieden sind,  ist  N  =  n  und  man  hat  den  Satz : 

Sind  die  Wurzeln  der  charakteristischen  Function 
|5  4*?^'|  ftl^6  von  einander  verschieden,  so  ist  die 
charakteristische  Function  { i^j^,  4*  ? }^t«  I  ^^^  derselben 
nur  um  einen  constanten  Factor  verschieden. 
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Dieser  specielle  Satz  lässt  sich  übrigens  leicht  direct  her- 
leiten. Wenn  nämlich  |  Ä  +  5^'  ?  |  lauter  einfache  Wurzeln  hat, 
und  etwa 

gesetzt  wird,  so  sind  die  n  ersten  Potenzen 

der  Form  ß  =  (S')~^5  von  einander  unabhängig;  sie  bilden 
das  Tollständige  Lösungssystem  der  Gleichung  A  X  ==  X  ^,  und 
zugleich  ist^) 

Die  mit  a^^  bezeichneten  Grossen,  welche  den  Gleichungen 

ß*  =  2'a^,ß'-\         k=l,  2  .  .  .  n 

5  =  l,  2  .  .  .  ti 

genügen  müssen,  erhalten  wegen  der  Unabhängigkeit  der  For- 
men ß  sofort  die  folgenden  Werthe : 

a,,  =  a^j  =  cfj^  =  .  .  .  a„_i,i=l. 
a„,  =  (~l)~~i,  a«2  =  (-l)"-^flp  ««2  =  (-l)-'«,  .  .  . 

•  ...  »«»-1  =  (— l)^öi»-2i  fffiH  =  ö»-i; 

alle  übrigen  a^^  sind  gleich  Null.  Und  man  erhält  hieraus  die 
Gleichung 

womit  die  Uebereinstimmung  der  beiden  Functionen  n^^  Grades 
direct  dargethan  ist. 

Während   die   vorhergehenden  Betrachtungen   die  Bestim- 
mung der  von  einander  unabhängigen  Lösungen  der  Gleichung 

2)  8X+aX'S  =  0,  a=  +  l 

von  der  Ermittelung  des  Systems  der  Goefficienten  ßj^^  abhängig 
machen,    kann    man    auf    einem    anderen    Wege    sämmtliche 


*)  Vgl.  FrobcDiuB,   lieber  lineare  Substitutionen  und  bilinearc 
Formen,  Journal  fOr  Mathematik,  Bd.  84,  8.  12. 
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Ldeungen  explicite  darstellen.  Ist  X  eine  Losung  von  2)  und 
setzt  man  nach  §  I) 

X  =  2'a^Xj^,        k=l  .  .  .  .  N 
oder  nach  §  I,  5) 

=  Xi:a^X,-{l  -i)  2'(Syi  a,  X^  S' 
so  wird  für  Xj^  =  Z^  S'  nach  1) 

X  =  X2a^Z^S'  —  il-X)2a^Z;^8. 

Man  kann  also  jede  Lösung  von  2)  in  die  Form 

3)  X  =  pZ'S  +  qZS\p  +  q  =  —l 

setzen.  Umgekehrt  aber  ist  jeder  Ausdruck  yon  der 
Form  3)  eine  Lösung  der  Qleichung  2),  sobald  Z  eine 
Lösung  von  1)  ist,  und  die  Gleichung  3)  stellt  alle 
Lösungen  von  2)  vor,  wenn  an  Stelle  von  Z  ein  System 
von  unabhängigen  Lösungen  von  1)  gesetzt  wird,  so- 
bald man 

setzt,  welche  beiden  Gleichungen  wegen  «  =  il  mit  einander 
verträglich  sind. 

Wählt  man  insbesondere  hierzu  das  aus  den  symmetrischen 
und  alternirenden  Formen 

iSj^,  ^p  Ä  =  1  .  .  .  .  jT,      ?  =  g  -|"  1  •  •  •  -^ 

bestehende  System  und  setzt  man  z.  B.  a  =s  -|.  1 

p=l,         g  =  — 1, 

so  erhält  man  als  Lösungen  der  Gleichung  /SX  +  X'iS^=0 

4)  X.^S.iS^S') 

X^  =  A^{S  +  Sy 

Diese  N  Formen  sind  aber  nicht  von  einander  unabhängig 
und  es  ist  auch  nicht  schwer,   die  zwischen  ihnen  bestehenden 

1896.  lUtlL-pfays.  Gl.  2.  16 
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linearen  Relationen  anzugeben.  Aus  der  Gleichung  4  a)  des 
§1  folgt: 

Z^S'  8-^  =  2  a^^Z\ 

mithin,  wenn  an  Stelle  von  Z  die  Formen  S^,  A^  eingeführt 
werden 

hl  l 

oder 

s,  (Ä'  s-^  +  1)  =  S  («*».  +  <J»».)  -5,.  -  D  «,,  ^, 

^^        A,  (5'  S-^  -  1)  =  S  a,._  Ä,^  -  £  (a„_  +  J„^)  ^, 
und  ebenso 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  5)  G)  mit  den  in  §  I  einge- 
führten Grössen 

a*  .  .  .  a^,     /i=sl,  .  .  .   P 

so  ergiebt  sich  wegen  der  Gleichungen  5),  7)  des  §  I : 

7)  2^Ä,a*(S+S')+2'^^af(S'  — S)  =  0 

8)  ^S,f,{S'  -  S)  +  2^^,y;(S  +  Ä')  =  0, 
von  denen  die  letzte  wegen  4)  mit 

übereinstimmt,  so  dass  also  zwischen  den  auf  diesem  Wege  er- 
haltenen Lösungen  Q  Relationen  bestehen  oder  N  —  Q  =  P 
unabhängig  sind,  wie  es  ja  auch  der  Fall  sein  muss.  Die  durch 
ihre  Einfachheit  bemerkenswerthen  Gleichungen  4)  enthalten 
demnach  den  folgenden  Satz: 

Es  giebt  ein  System  von  einander  unabhängigen 
Lösungen  der  Gleichung  8 X-]-  X' S ^=0^  in  welchem 
jede  Form  das  Product  einer  symmetrischen  mit  einer 
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alternen  Form  ist,  und  ein  analoger  Satz  besteht  für  die 
Gleichung  SX  —  X'  S^  mit  dem  einzigen  Unterschiede,  dass 
hier  gleichartige  Formen  durch  Productbildung  zusammen- 
treten müssen. 

Nach  diesen  Betrachtungen  über  den  Zusammenhang  der 
verschiedenen  Lösungssysteme  wende  ich  mich  zu  einer  neuen 
Umformung  der  Gleichung  1). 

Wie  leicht  zu  sehen,   iässt  sich  dieselbe  in  die  Form 

la)       iS  +  Ä')  Z{S'  —  8)  —  iS'  -  5)  Z(S'  +  S)  =  0 

bringen.     Und  ebenso  tritt  an  Stelle  von 

I)  SY-\'S'r  =  0 

die  Gleichung 

la)        (S  +  S')  (Y  +  Y')  +  (S'  -S)(r-Y)  =  0, 

sowie  an  Stelle  von 

11)  /sr— s'r  =  o 

die  Gleichung 

IIa)        (fif'  —  S){Y+  Y')  -f  (S'  +  S)  (r  -  F)  =  0. 

Aus  diesen  Umformungen  Iässt  sich  ein  wichtiger  Schluss 
ziehen,  sobald  wenigstens  eine  der  Determinanten 

von  Null  verschieden  ist.  Aus  la)  folgt  nämlich  durch  Ueber- 
gang  zu  conjugirten  Formen 

(7+  Y')  (8'  +8)  +  (r  -  Y)  (S'  -  S)  =  0 

oder,  wenn  |  S  +  Ä'  |  if:  0,  als  einzige  Bedingung,  der  die  alter- 
nirende  Form   Y'  —  Y  genügen  muss, 

(S'  +Ä)  (Y'—Y)  (S'-S)  ~  (Ä'-  Ä)(r  ~  Y)  (S'  +8)  =  0 

oder  die  Gleichung  la),  und  zu  jeder  dieser  Formen  (F'  — F) 
gehört  nach  la)  eine  und  nur  eine  symmetrische  Form  F'+ F. 
Und  ebenso  wird,  wenn  \8'  —  >S|:i=0  ist,  zur  Bestimmung  der 
symmetrischen  Form  ¥'-{-¥  wieder  dieselbe  Gleichung  1  a) 
sich   ergeben,   und   zu  jeder   dieser  Formen   gehört   nach  IIa) 

16* 
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eine   einzige  alteme  Form  Y'  —  Y.^)     Man  hat  also  den  fol* 
genden  Satz: 

Sind  P,  Q  die  Anzahlen  der  linear  unabhängigen 
Lösungen  der  Gleichungen  I  und  II,  p  und  q  die  An- 
zahlen der  linear  unabhängigen  alternen  und  sym- 
metrischen Losungen  der  Gleichung  1),  so  ist 

und  zugleich,  wenn  [  5^  + 5"  |  4^0, 

P  =  p,         Q  =  q^ 

dagegen,  wenn  |  S"  —  iSjifiO, 


§  III. 
Hülfssätze. 

Enthalten  die  Coefficienten  einer  Form  T  m  Parameter 
A,  .  .  .  Am,  so  heissen  dieselben  wesentlich,  wenn  man  durch 
Wahl  der  X  m  von  diesen  Coefficienten  willkürlich  vorge- 
schriebene Werthe  ertheilen  kann,  d.  h.  wenn  es  m  Coefi- 
cienten  giebt,  die  hinsichtlich  dieser  Parameter  von 
einander  unabhängige  Functionen  sind. 

Wird  eine  Form  einer  von  diesen  Parametern  unabhängigen 
linearen    Transformation    unterworfen,    so    bleibt    die   Zahl   tn 


^)  Es  sei  noch  der  hierher  gehörige  Satz  erwähnt:  Ist  S  eine  sym- 
metrische Lösung  der  Gleichung 

SSS'^S'SS 

und  verschwindet  |  5'  -|-  S  i  nicht,  so  ist 

H=S(S''-S)(S'  +  S)'^ 

eine  alternirende  Lösung  derselben  Gleichung;  und  ebenso  muss,  wenn 
l^^-'SlitO, 

3=H{S''\'S)(S'~Sr'^ 

eine  symmetrische  Lösung  sein,  wenn  //  eine  alterne  ist.  Wenn  also 
beide  Determinanten  nicht  Null  sind,  gehört  zu  jeder  Lösung  der  einen 
Art  eine  der  anderen,  d.  h.  es  ist  1>  =  5. 
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angeändert.  Bildet  man  aus  mehreren  Formen  Tj  .  .  .  jT^^  durch 
Addition  und  Multiplieation  unter  einander  oder  mit  anderen 
Formen  neue  Formen,  so  lässt  sich  im  allgemeinen  nur  be- 
haupten, dass  die  Zahl  der  wesentlichen  Parameter  in  der  Re- 
sultante nicht  grösser  ist,  als  die  Gesammtzahl  der  in  den 
Componenten  vorkommenden. 

Sind  insbesondere  die  Coefficienten  lineare  (allgemeiner 
rationale)  Functionen  der  Parameter,  so  kann  man  sie  ohne 
Beschränkung  als  homogene  Functionen  derselben  voraus- 
setzen. Eine  Form  T  mit  m  wesentlichen  linearen  Parametern 
ist  also  von  der  Gestalt 

1)  T^X,T,+  .  .  .  KTn., 

und  die  linearen  Formen  T.  sind  alsdann  von  einander  unab- 
hängig, d.  h.  es  besteht  keine  lineare  Relation  mit  constanten 
Coefficienten 

zwischen  denselben ;  umgekehrt  enthält  ein  solches  Aggregat  T 
von  m  linear  unabhängigen  B^ormen  T^  auch  m  wesentliche 
Parameter. 

Addirt  man  zu  einer  Form  2\  (1)  mit  m  wesentlichen  Para- 
metern eine  zweite  17,  welche  neben  den  Parametern  l  noch 
n  Parameter  ^  enthält, 

wobei  die  U^  keiner  Voraussetzung  unterworfen  sind,  so  ent- 
hält die  Form  J7  -}-  2'  genau  m  +  n  wesentliche  Parameter, 
sobald  die  Formen 

U,  +  T.  und  F, 
i=l,2  .  .  .  m;  ft  =  l,2  .  .  n 

von  einander  unabhängig  sind.   Denn  Hesse  sich  U-^T  in  ein 

^SfP^S^^  ^1  ^1  "I"  •  •  •  ^j  ^«  verwandeln,  in  dem  die  v^  -  »  -  "^^ 
linear  von  einander  unabhängige  Functionen  der  A,  ju  sind,  und 
wäre  m'\'n>8^  so  könnte  man  U -{-  T  dadurch  zum  Ver- 
schwinden bringen,   dass   man  8  der  Grössen  ^, ^   durch   die 
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übrigen  m  -(-  n  —  s  ausdröokt,  dies  ist  aber  nicht  m^lich,  da 
ja  alle  A, /u  verschwinden   müssen,   wenn  ü -\- T  yerschwindet. 

Dieser  sehr  selbstverständliche  Satz  kommt  im  Folgenden 
in  der  besonderen  Form  zur  Anwendung: 

Ist  A  eine  alternirende  (symmetrische)  Form,  deren 
Coefficienten  m  wesentliche  Parameter  X.  enthalten, 

II*  mm 

und  ebenso  S  eine  symmetrische  (alternirende)  Form, 
deren  Coefficienten  neben  jenen  Parametern  X  noch  n 
andere  Parameter  ^  enthalten, 

wobei  die  S\  von  einander  unabhängige  symmetrische 
(alternirende)  Formen  sind,  so  enthält  die  Form 

X  =  pA-{'qS 

genau  m  +  ^  wesentliche  Parameter. 

Denn  die  Voraussetzungen  des  obigen  Satzes  sind  hier  er- 
füllt. Wären  nämlich  (es  möge  nur  der  Fall  betrachtet  werden, 
wo  die  A  altem,  die  S  symmetrisch  sind) 

von  einander  abhängig,  also 

50  hätte  man  auch  durch  Uebergang  zu  den  conjugirten  Formen 

hieraus  folgt  aber  durch  Sabtraction,  dass  alle  a^  verschwinden 
müssten,  und  demnach  auch  das  Verschwinden  aller  ß^^. 

Man  kann  dabei  noch  folgendes  bemerken.     Es  sei 

wobei  die  cUj  .  .  .  w^  linear  unabhängige  Functionen  der  A,  ^ 
sind.  Die  Formen  U  bestehen  aus  j)  symmetrischen,  U^..  ,U  ^  l—p 
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alternirenden  Ui^i . . .  ü^,  endlich  v  —  l  Formen,  die  von  keiner 
der  beiden  Arten  sind.     Dann  ist 

s  =  1 .  . .  jp ;  s"  =  p  -}-  1  . . .  ?;  s'  =  J  -{-  l  . .  .V. 

Nim  folgt  aus  o)^,  =  0,  co^^  =  0  das  Verschwinden  von  A^ 
also  aller  X.  Es  ist  daher  v — p  =  tn^  oder  da  y  =  w  +  n, 
n=jp.  Die  Zahl  der  in  X  auftretenden  symmetrischen 
Formen  ist  also  unveränderlich,  auf  welche  Art  auch  X 
in  die  angegebene  Form  gebracht  werden  mag. 

Ich  schliesse  hieran  einige  Sätze  über  die  Transformation 
alternirender  und  symmetrischer  Formen. 

Fs  sei  W  eine  Form,  in  der  der  höchste  Grad  nicht  sämmt- 
lich  verschwindender  Unterdeterminanten  gleich  n  —  fi  sei,  oder 
in  der  die  0,  1,  .  .  /i  —  1*^  Unterdeterminanten  noch  sämmt- 
lich  verschwinden,  während  mindestens  eine  fi**  Unterdetermi- 
nante nicht  Null  ist.  Bezeichnet  man  nun  mit  E^  und  E^  die 
Formen 

J5j  =  Xj  Fj  +  .  . .  x^  y^ 

SO    können    bekanntlich   stets   zwei    Formen    J7,   V  nicht   ver- 
schwindender Determinante  angegeben  werden,  so  dass 

uwr=E^ 

ist.     Allgemein  möge  vorausgesetzt  werden,  dass 

ÜWV=E^PE^') 

')  Bezeichnet  man  die  Coefficienten  von  W  durch  a,^, 
mit  a^  I  ;  e,  <j  =  1,  .  .  .  n — fi  ein  System  dieser  Coefficienten^ 

dessen  Determinante  nicht  Null  ist,  so  lässt  sich  immer  be- 
wirken, dass 

wird.    Eine  solche  Transformation  findet  man  auf  folgendem  Wege. 
Man  kann  die  Gleichungen 

1)    Sa^^s^^O,  2)    Za,.;tt^  =  0 
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ist,  wo  die  Determinante  von  E^PE^  gebildet  in  Bezog  auf 
die  wirklich  vorkommenden  n — /i  Variabeinpaare  nicht  Null  ist. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  nun 

UWU'  =  E^PE,r-'  TT. 

Ist  W  eine  alternirende  oder  symmetrische  Form,  so  ist 
die  rechte  Seite  —  sie  sei  durch  ß  bezeichnet  —  von  demselben 
Charakter.     Aus  den  Gleichungen 

folgt  aber 

ß  =  JE?,ßJS, 
oder 

IJWU'  =  E^QE^. 

Und  die  Determinante  von  E^  QE^  kann  nicht  verschwinden. 
Denn  die  Form 

hat  eine  nicht  verschwindende  Determinante;  andererseits  ist  aber 

|Jf|  =  |F-'|  \U'\  \E^aE^\. 

Auf  demselben  Wege  erhält  man  für 

rU-^E^PE^  =  £i, 
auch 

rWV=E^Q,E^. 

dadurch  befriedigen,  dass  man  die  z  den  Gleichungen  1)  für  /:  =  Ä:<,, 
a  =  1, . . .  n  —  fjL  und  die  C  den  Gleichungen  2)  für  »=  »o»  ö  ==  1  •  •  •  ** — A* 
unterwirft.    Diese  Gleichungen  liefern  dann  die  z^  ,  ausgedrückt  durch 

die  willkürlich  bleibenden  übrigen  jp,  und  ebenso  die  f|L  ,  ausgedrückt 
durch  die  willkürlich  bleibenden  übrigen  C.    Setzt  man  nun 

^.•=f^  +  ^-.  y*  =  '7*  +  f*» 

so  wird 

und  man  kann  also,  indem  man  diejenigen  f,  jy  gleich  Null  setzt,  deren 
Indices  bezüglich  nicht  den  Reihen  «i  . . .  t^_^;  ^i  .  .  .  ^^^^u  angehören, 
erreichen,  dass 

^  ^ik  ^i  y*  =  -2*  fl  .^  ^^  f ,.^  ri^^ 

wird. 
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Man  hat  also  zwei  cogrediente  Transformationen, 
welche  die  symmetrische  oder  alternirende  Form  W  in 
eine  symmetrische  oder  alternirende  Form  von  nicht 
Terschwindender  Determinante  überführen,  sobald 
UWV=sE^PE^  ist.  Diese  beiden  Transformationen  fallen 
nur  dann  zusammen,  wenn  V=  W  ist,  d.  h.  wenn  schon  die 
vorausgesetzte  Transformation  eine  cogrediente  ist. 

Dieser  Satz  kann  in  folgender  Weise  umgekehrt  werden. 
Sind  ?7,  V  zwei  Transformationen,  welche  die  Form  W  cogre- 
dient  in  Formen  transformiren ,  welche  nur  die  in  E^  vor- 
kommenden Yariabeln  enthalten,  also 

UWU'  =  E,nE^ 

rwr=E,Q,E^ 

so  ist 

UWV===E^QE^Tr'^r=Ur-'E^i2^E^^E^PE^, 

also  giebt  es  auch  zwei  Substitutionen  CT,  F,  welche  die  Form  W 
in  den  analog  gebauten  Ausdruck  E^PE^  verwandeln. 

Eine  allgemeine  Form  W  kann  nur  unter  ganz  besonderen 
Bedingungen  cogredient  in  die  Form  E^  P  E^  transformirt 
werden.     Aus  der  Gleichung 

U'WÜ  =  E^PE^ 
folgt  nämlich 

Ü'W  U^^E^P'E^, 

also  auch 

U'  {W+  qW)  U=  E^{P  +  Q P') E^, 

Damit  also  W  cogredient  in  eine  nur  die  Variabein  von 
E^  enthaltende  Form  transformirt  werden  könne,  muss  die 
Determinante 

\W+qW'\ 

mit  allen  fi  —  1**°  Unterdeterroinanten  für  jedes  q  verschwinden. 
und  ist  umgekehrt  durch  zwei  von  ^  unabhängige  Sub- 
stitutionen J7,  F  die  Schaar  ITF+^TFi  in  eineSchaar 
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-P  +  ^  ö  transformirbar,  welche  nur  die  Variabein  der 
Form  J?2  enthält,  also 

U{W-\-  qW)  V ^ E,{P  -\-  qQ) E,, 


SO  folgt 


uwir  =  E^PE^r-^u' 

UWU'  =  E^QE^V-^  U' 


also  auch 


UWü'  =  U(Vy^E,Q'E^, 

d.  b.  es  ist  U  un.d  ebenso  V  eine  cogrediente  Trans- 
formation, welche  die  Form  W  in  eine  nur  die  Varia- 
bein der  Form  E^  enthaltende  Form  transformirt. 

Im  Folgenden  wird  es  sich  häufig  um  die  altern irenden 

oder  symmetrischen  Lösungen  X  einer  Gleichung  ?on 

der  Form 

ÄX  =  0 

handeln.     In  dieser  Beziehung  sei  also   W  eine  Form,   für  die 

U'WU^E^PE^ 

sei.     Die  Lösungen  der  Gleichung 

sind  zugleich  die  Ton 

ü'wüU''x(iry^  =  o. 

Die  Form  U~^X{U')''^  muss  also  der  einzigen  Bedingung 
genügen,  dass 

ist,  da  \E^P E^\  als  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  wird. 
Soll  nun  X  altern  oder  symmetrisch  sein,  so  folgt  aus  dieser 
Bedingung,  dass  auch 

u-^x(uy^E^  =  o 

ist,  also 

Ü-'  X{Uy  =  E,  Ü-'  XiUy  E, 

eine  alteme  oder  symmetrische  Form  ist,  welche  nur  die  in  E^ 
vorkommenden  Variabein  enthält.  Man  hat  also  den  folgenden  Satz: 
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Ist  TF  eine  alternirende  (oder  symmetrische)  Form, 
deren /i — !*•"  Unterdeterrainanten  noch  sämmtlich  Ter- 
schwinden,  so  giebt  es  nur 

mCm  +  i) 


/a(^-_L)) 


von  einander  linear  unabhängige  symmetrische  (alter- 
nirende) Formen  X^  welche  der  Gleichung 

WX^O 

genügen.  Aus  diesen  lässt  sich  dann  natürlich  jede  andere 
Lösung  dieser  Gleichung  zusammensetzen. 

§IV. 
Bestimmung  der  Zahlen  p^  q;  P,  Q, 

Erster  Fall. 

Im  Folgenden  soll  eine  symmetrische  Form  bestandig 
durch  JS^  eine  alternirende  durch  Ä  bezeichnet  werden.  Die 
Gleichung  I  des  §  I 

lässt  sich,  wenn  F'-J-^=-2',  Y* — Y==A  gesetzt  wird,  in 
der  Gestalt 

1)  (S'  +  S)i:+(8'—S)A  =  0 

schreiben.  Es  sei  nun  zunächst  {5'  +  i8^|  nicht  gleich  Null, 
während  etwa  noch  die  fi-  !*•"  Unterdeterminanten  von  |ä'-/S| 
sämmtlich  verschwinden.  Alsdann  gehört  zu  jeder  Lösung  der 
ans  1)  folgenden  Gleichung  (vgl.  §  II,  S.  227) 

2)  (S'-S)  A  (Ä'  +  S)  -  (S'  +  8)  A{S'-  S)  =  0 

eine  vollständig  bestimmte  Form  H  vermöge  der  Gleichung  1); 
den  p  Formen 

A^A^  .  .  .  A^ 

entsprechen  also  zunächst  auch  ebenso  viele  Formen  2!.  Diese 
letzteren   sind   aber  nicht  von  einander  unabhängig. 
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Denn  unter  den  Formen  A  befinden  sich   (ygl.  §  III,   S.  235) 
genau 


von  einander  unabhängige,  welche  die  Gleichung 

(«'  —  5)^  =  0 

befriedigen,  während  die  (Ihrigen  linear  unabhängigen  A^  dieser 
Gleichung  nicht  genügen. 

Die  der  ersten  Klasse  von  Formen  A  zugehörigen  2!  sind 
sämmtlich  identisch  Null  zufolge  der  Gleichung  1),  während 
zwischen  den  ^^,  welche  zu  den  übrigen  A^  gehören,  unmöglich 
eine  lineare  Relation  stattfinden  kann.    Denn  wegen  der  Identität 

(S'  +  5)  2-  («.  2)  +  (S'  -8)2  «,  A,^0 

würden  alsdann  auch  die  A^  nicht  von  einander  oder  von  den 
bereits  ausgeschiedenen  A  unabhängig  sein.  Die  Anzahl  der 
symmetrischen  Formen,  welche  der  Gleichung  2)  ge- 
nügen, ist  daher  mindestens  gleich  der  der  Formen  A^^ 
also 

WO  X  eine  positive  ganze  Zahl  oder  Null  ist. 

Man  kann  nun  eine  ganz  analoge  Untersuchung  in  Bezug 
auf  die  Gleichung 

oder 

4)  {S  +S')A  +  {S' --8)2=0 

anstellen.    Man  erhält  dann  zu  jedem  ^,  welches  der  Gleichung 

(S  +  S')2:{S'  —  5)  -  (S'  —  8)  2(8'  +  8)  =  0 

genügt,   ein  bestimmtes  A^   und  hieraus  folgt  ganz  wie  vorhin 

5)  ^  =  ,-^^-+l)+r 

WO  Y  ebenfalls  eine  positive  ganze  Zahl  oder  Null  ist. 
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Ans  den  Gleichungen  3)  and  5)  und  nach  §  II,  S.  228  folgt: 

2g  =  .V-/ifc^  +  X  =  2(2 

Ist  nun  n  eine  gerade  Zahl,  so  kann  ^u^sO  sein.  In 
diesem  Falle  hat  man  also, 

Ist  dagegen  n  ungerade,  und  verschwindet  nur  die  De- 
terminante \S'  —  S\  selbst,  so  ist  X  +  F=  1.  Hieraus  ergiebt 
sich,  da  ^  jetzt  nothwendig  eine  ungerade  Zahl  ist, 

iV— 1 


P  = 


«  = 


2 


2 

Eine  ganz  ähnliche  Untersuchung  lässt  sich  nun  in  dem 
Falle  anstellen,  wo  \8'  —  S\  als  von  Null  verschieden  voraus- 
gesetzt wird.  Verschwinden  alsdann  noch  die  v  —  1**"  Unter- 
determinanten von  I  5  -j-  «S^'  1 1  Bo  findet  man 

P  =  2 2 ^     » ' 

v(y-l) 
2  =  P 2 •"     » ' 

und   somit  nach   der  zu  Ende  des  §  II  gemachten  Bemerkung 

2p  =  2V_?^^?^)  +  X,  =  2(2, 

23  =  2^-^3_l)+r^  =  2P.i) 


*)  Ich  habe  die  hier  entwickelten  Formeln,  die  an  sich  nur  eine 
sehr  ungenaue  Grenze  ergeben,  nicht  unterdrückt,  um  zu  zeigen,  wie 
leicht  der  „allgemeine  Fall**  sich  behandeln  lässt. 
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Ist  also  bei  geradem  n  v  gleich  0  oder  1,  so  ist  jedesmal 

Durch  die  voransgehenden  Formeln  ist  die  Zahl  der  cogre- 
dienten  und  adjangirten  Transformationen  einer  Form  in  sich 
selbst  in  allen  den  Fällen  bestimmt,  wo  die  beiden  Determi- 
nanten {S^-hä^'l  und  |/S'  +  iSf|  nicht  gleichzeitig,  und  keine 
derselben  noch  mit  allen  ersten  Unterdeterminanten  verschwindefc. 

Für  den  Fall,  wo  die  charakteristische  Function  |5+ß/S'| 
nur  einfache  Wurzeln  hat,  also  ^  ^n  ist,  haben  Christoffel 
und  Kronecker^)  die  Zahl  P  und  zugleich  die  explicite  Dar- 
stellung der  P  Transformationen  vermöge  der  Wurzeln  jener 
Function  gegeben.  In  meiner  oben  erwähnten  Arbeit  habe  ich 
diese  Methode  auf  den  Fall  ausgedehnt,  wo  jene  Function  nur 

einfache  Elementartheiler  besitzt.   Da  aber  hierbei  nur  (  —  I  Trans- 


© 


formationen  ermittelt  sind,  bleibt  die  Aufgabe  noch  zu  er- 
ledigen, in  dem  hier  besprochenen  Falle,  und  ebenso 
unter  den  weiterhin  behandelten  allgemeineren  Vor- 
aussetzungen alle  Transformationen  in  sich  —  etwa 
unter  der  Voraussetzung,  dass  jene  Wurzeln  bekannt  sind  — 
zu  bestimmen,  auf  die  ich  hier  nur  hinweisen  kann. 


§  V. 

Fortsetzung. 

Die  im  Torigen  §  erhaltenen  Resultate  lassen  sich  noch 
erheblich  weiter  führen,  wie  jetzt  geschehen  soll.  Hierzu  ist 
ein  genaueres  Eingehen  auf  die  Gleichungen  1)  und  5)  des  §  IV 
erforderlich. 

Ist   zunächst   wieder   |  Ä-j- S' |  rfzÖ,    so   kann    man,    falls 
S'  —  S\    noch    mit   allen   fi  —  1*®°  Unterdeterminanten    ver- 


1)  Borchardt*8  Journal,  Bd.  68,  S.  263  und  S.  273. 
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scfawiDdet,  durch  eine  cogrediente  Transformation  U  nach  §  III 
bewirken,  dass  die  Gleichung  1)  des  §  IV  die  Form 

1)  sH+aA^O 
annimmt,  in  welcher 

wieder  eine  symmetrische, 

U'{S'  —  S)U=a 

eine  alternirende  Form  ist,  welche  letztere  nur  von  den  in  der 
Form  E^  vorkommenden  n  —  fi  Variabein  paaren  X,  Y  abhängt, 
und  es  ist 

^1  =  Xj  Y,  4-  •  .  .  X^  Y^ 

Dabei  ist  bekanntlich  n  —  fi  eine  gerade  Zahl,  denn  die 
Determinante 

I  ^2  ^  ^2  I 

wird  als  von  Null  verschieden  vorausgesetzt.  Durch  die  näm- 
liche Transformation  aber  tritt  an  Stelle  der  Gleichung  4)  jetzt 

2)  8A  +  a2:=0. 

Die  Symbole  A  und  2  bedeuten  dabei  wieder  (siehe  die 
Anmerkung  auf  S.  210)  alternirende  und  symmetTische  Formen, 
welche  durch  die  cogrediente  Transformation 

(J7')-' 

aus  den  im  §  IV  durch  eben  dieselben  Buchstaben  bezeichneten 
Formen  hervorgehen. 

Nun  muss  jedes  ^,  welches  der  Gleichung  1)  genügt,  auch 
die  Gleichung 

3)  8  2!  a  —  aH  s  =  0 

befriedigen,  und  diese  ist  keine  andere  als  die  durch  die 
nämlichen  cogredienten  Transformationen  transfor- 
mirte  Gleichung  1)  oder  la)  des  §  IL 
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Aus  8)  folgt  aber 

4)  E^82:E^{E^aE^)  =  0 

5)  {E^aE^)E^2sE^  =  Q 

G)  E^  8  2^  E^  {E^  a  E^)  —  {E^  a  E^)  E^2sE^=^(^. 

You  diesen  GleichuDgen  sind  4)  und  5)  unter  einander 
identisch,  denn  die  eine  ist  die  conjugirte  der  anderen.  Aus 
ihnen  folgt,  da  die  Determinante  der  eingeklammerten  Form, 
wie  oben  bemerkt,  nicht  Null  ist,  dass  in  der  Form 

alle  Coefficienten  p^^^  verschwinden,  deren  erster  Index  der  Reihe 
1  .  .  .  .  iM,  deren  zweiter  der  Reihe  ii  -{-X  .  ,  .  .  n  angehört. 

Nun  enthalten  die  Coefficienten  von  2  nach  Voraussetzung  q 
willkürliche  Parameter.  Damit  aber  die  Gleichung  1)  befriedigt 
sei,  müssen  die  weiteren  Bedingungen 

7)  E^sZE^^Q 

8)  E^aAE^-^-E^sSE^-^^Q 

9)  E^aAE^'{'E^sIE^  =  0 

erfüllt  sein.     Aus  8)  und  9)  folgt 

E^AE,  =  -  (E^ a E,y^  {E^s2E^) 
E^AE^  =  --  (E^  aE^)-^  {E^  sZE^) 

und  durch  diese  Gleichungen  sind  die  Coefficienten  der  gesuchten 

alternirenden  Form  A  völlig  bestimmt,  bis  auf  — ^^ — -^  in 

E,AE, 

auftretende,  die  vollkommen  willkürlich  bleiben.  Dafür  aber 
sind  die  Coefficienten  von  ü  den  weiteren  Bedingungen  7)  zu 
unterwerfen.  Da  hiernach  alle  Coefficienten  p^^  von  s  2y  deren 
Indices  der  Reihe  1,2  ...  //  entnommen  sind,  gleich  Null  sein 
müssen,  scheint  die  Anzahl  der  hieraus  entspringenden  Be- 
dingungen gleich  ^^  zu  sein.    Eine  genauere  Ueberleguug  zeigt 


I 
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aber,  dass  diese  Zahl  viel  zu  gross  ist.  In  der  That  ergiebt 
sich  nach  der  aus  5)  folgenden  Gleichung 

die  Relation 

E^s  H  s  E^  =  E^s  H  E^{E^8  E^) 

and  daher  folgt  bereits  aus  dem  Verschwinden  der  sym- 
metrischen Form 

E^s2;sE^  =  0 

die  Gleichung  7),  sobald  nur  die  Determinante  von 

E^sE^ 

nicht  verschwindet.  Unter  dieser  Voraussetzung  müssen  also 
die  Goefßcienten  der  symmetrischen  Form  H  nur  noch 

j  — • . 

2 

weiteren  Bedingungen  unterworfen  werden  und  die  Anzahl  der 
in  2  willkürlich  bleibenden  Parameter  ist  sonach  mindestens 
gleich 

Nach  dem  zu  Anfang  des  §  III  aufgestellten  Hülfssatze 
ist  daher  die  Anzahl  der  wesentlichen  Parameter  in  der  Lösung 
der  Gleichung  1)  des  §  I 

WO  X  eine  positive  ganze  Zahl  oder  Null  ist.  Geht  man 
zweitens  von  der  Gleichung  2)  aus,  so  erhält  man  auf  genau 
demselben  Wege  die  Gleichung 

11)  (2==p_e>pl)  +  ^iiMJ)^j. 

oder  wegen  der  aus  10)  und  11)  durch  Addition  folgenden 
Gleichung 

x+r=o 

die  nur  durch  X=0,  1^=0  befriedigt  werden  kann, 

1896.  MatlL-phya.  Gl.  2.  IC 
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'  \2e  =  23  =  2V+iu, 

wobei  zu  berücksichtigen  ist,  dass  n  —  ^i  eine  gerade  Zahl 
sein  wird,  da  die  Determinante  der  alternirenden  Form  a  nicht 
verschwinden  soll. 

Wenn  dagegen  die  Determinante  von  8'  —  8  nicht  ver- 
schwindet, aber  die  von  S'  -^  8  noch  mit  allen  v—V^  ünter- 
determinanten  Null  ist,  so  kann  man  die  Gleichung  1)  des  §  1 
in  der  Form  1)  voraussetzen,  in  welcher  s  nur  noch  von  den 
in  E^  vorkommenden  Variabeln  abhängt  und  die  Determinante 
I  J?,  ^  J?,  I  nicht  Null  ist.  Setzt  man  jetzt,  von  der  Gleichung  1) 
ausgehend, 

s  Aa  —  a-4s  =  0, 

so  erhält  man  p  altemirende  Formen  A^  welche  den  Bedingungen 

4')  E,aAE^{E^8E^)  =  0 

5')  (E^  sE^)E^AaEi  =  0 

6')  E^a  A  E^iE^s  E^)  —  (E^s  E;)  E^  A  a  E^^O 

genügen.     Diese  Formen  liefern  vermöge  der  Gleichungen 

E^i:  E,  +  {E^8  E^)'^  E^a  A  E,  =  0 
E^2^  E^  +  {E^s  E^y^  E^a  AE^  =  0 

eine  bis  auf        7^      willkürliche,  in  E^  2E^  auftretende,  Para- 

meter  bestimmte  symmetrische  Form  2^,  falls  die  Parameter 
in  A  den  weiteren  Bedingungen 

7)  E^aAE^^a 

unterworfen  werden.     Da  aber  nach  4') 

E^aAaE^  =  E^aAE^{E^aE;) 

ist,  so  repräsentirt  die  Gleichung  7')  nur 
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weitere  Bedingungen   für  die  Ä^  so   lange  die   Determi- 
nante  von 

nicht  verschwindet.     Man  erhält  daher 

und  ebenso  mit  Hülfe  von  2) 

v{v  +  l)       v{v-\) 
Q  =  q 2^  +  '-^ +^1 

oder  Xj  =  Fj  =  0,  und  endlich,  wegen  P  =  g,  Q=p  (vgl.  am 
Ende  von  §  II) 

l2P=2q  =  N  +  v 

^  \2Q  =  2p  =  N—v. 

Hiebei  ist  natürlich  n  eine  gerade  Zahl,  da  sonst  |/S>'-/S| 
Null  wäre.  Aber  auch  v  muss  eine  gerade  Zahl  sein,  da  die 
Voraussetzung  |  jE?}  a  J^^  |  z|=  0  sonst  nicht  zutrifiFfc. 

Ueber  die  beiden  für  die  Formeln  I  und  1'  beziehungsweise 
nothwendigen  Voraussetzungen 

möge  hier  noch  folgende  Bemerkung  hinzugefügt  werden,   die 
sich  auf  die  invariante  Natur  dieser-Bedingungen  bezieht. 

Geht  eine  Form  F  durch  die  Substitutionen  J7,  V  in 
eine  Form  E^PE^  über,  welche  nur  die  in  E^  vorkom- 
menden Variabein  enthält,  und  deren  Determinante  in 
Bezug  auf  diese  letzteren  nicht  verschwindet,  und  geht 
gleichzeitig  eine  Form  O  durch  dieselbe  Substitution  in  eine 
Form  M  über,  so  ist  die  Form  E^ME^  eine  Invariante 
in  dem  Sinne,  dass  die  Eigenschaft  von  E^ME^^  mit  allen 
Unterdeterminanten  bis  zu  denen  der  k  —  1*®"  Ordnung  inclusive 
zu  verschwinden,  bei  allen  Transformationen  fT",  V  der 
angegebenen  Art  erhalten  bleibt. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  kann  auf  folgende  Art  geführt 
werden. 

16* 
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Ist  nämlich 

12)  UFV=^E,PE, 

13)  U0r=M 

14)  U^FV^^  E,  P,  E, 

15)  CT,  Ö)  F,  =  Jlf„ 
so  folgt  aus  12)  and  14) 

Et  Pj  E,  =  U^U-'E^P  Et  F-'  F,. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Formen 

El  U^  CT-i  E,  P  Et 
Et  P  Et  F-i  F,  E^ 
verschwinden,  so  dass  also  zufolge  der  Voraussetzung 

|^,P^,|:t:0 
die  Formen 

16)  J5,  U^  U-^  Et 

Et  F-i  F,  E^ 

beide  verschwinden  mOssen.     Setzt  man  nun 

U^OVi=  U,  U-^  M  F-'  F,  =  Ü,  ?7-i  jB,  Jf  ^,  F-»  F, 
+  fZi  f7->  E^  M  Et  F-i  F,  +  CT,  J7-'  £;  Mi7i  F-'  F, 

+  V^TMEtMEtV-^  F, 

so  folgt  aus  der  unter  16)  gemachten  Bemerkung 

E^  U^  0  F,  E,  =  ^,  ilf ,  i;,  =  i?,  ü^,  U-^  ü,',  (^,  Jlf  i?,)  7^;,  F-i  F,  ^, 

oder,  wenn  zur  Abkürzung 

ß,  =  ^,  CT,  Ü--1  i?„  ßj  =  ^,  F-i  F,  ^, 

gesetzt  wird, 

17)  E^  M^  E^  =^a^E^M  E^  ß,. 

Es  ist  aber  nach  16)  ebenfalls 

U^  IT-'  =«  ß,  +  £,  ET,  Ü-»  ^,  +  Et  J7,  17-'  if, 
F-i  F.  =  ß,  +  ^j  F-'  F,  E,  +  Et  F-'  F,  ^„ 
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\v-^v,\  =  \n,\\E,v-^v,E,u 

Da  nun  die  Determinanten  linkerhand  sicher  von  Null  ver- 
schieden sind,  sind  es  auch  die  beiden  Determinanten  Q^  und  ii^' 
Der  nur  von  den  in  E^  enthaltenen  Variabein  abhängige  Theil 
der  Form  J/,  hat  daher,  wie  17)  zeigt,  die  Eigenschaft  durch 
die  Substitution  i2p  ii^  aus  E^ME^  hervorzugehen,  wie  zu 
zeigen  war. 

Die  Formeln  I  (I')  beantworten  daher  die  im  Ein- 
gange dieser  Arbeit  gestellte  Frage  vollständig,  so- 
bald die  Determinanten  [S'+'^^K  (\  S'  —  S\)  nicht  ver- 
schwinden, und  ausserdem  eine  gewisse  Invariante^} 
der  Form  S' — 5,  (S*  +  8)  von  Null  verschieden  ist. 

Die  obigen  Abzahlungen  können  durch  eine  directe  Rech- 
nung bestätigt  werden.  In  derselben  solten  die  Indices  i,/,/' . . . 
die  Werthe  ^  +  1  .  .  .  .  «,  die  Indices  i,  t',  i'\  ...  die  Werthe 
1  .  .  .  jU,  endlich  die  Indices  Z,  m  .  .  die  Werthe  1  .  .  «  durch- 
laufen, und  jedem  £  Zeichen  dasjenige  System  der  Indices,  in 
Bezug  auf  welches  summirt  wird,  beigefügt  werden.  Bezeichnet 
man  ferner  die  Coefficienten  der  Formen 

5,  a,  2*,  Ä 

in  derselben  Reihenfolge  durch 

P7'      P«Z'      PQ^       P?' 

wobei 

*p,==V  ^.  =  ^P'  ''p^^-''^P^  «pg  =  - V 

ist,  so  treten  an  Stelle  der  Gleichungen  4)  und  6)  die  folgenden 
4a)  y]a.    5_.,  =  0 

/  M^    jm    mt' 

m 

ß  a)  L  (^ji  ^ir  ^rr  ~  ^jj-  V « *o")  "^  ^• 


*)  Vgl.  die  Bemerkung  am  Ende  von  §  VII. 
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Die   Anzahl   der  Gleichungen  4  a)   beträgt  ^(n  —  fi),  die 
Gleichungen  6  a)  zerfallen  in  n  —  ^  Gleichungen 

entsprechend  dem  Falle  j=/  und  o  (w  —  i«)  («  —  /<  — 1)  weitere 

Gleichungen,  wenn^rj^/.    Zu  diesen  kommen  endlich  noch  die 
Bedingungen 

m 

Alsdann  gehört,  wie  oben  bemerkt,  zu  jedem  System  der  a, 

welches  diese  Gleichungen  befriedigt,  ein  System  von  Grossen  a   , 

1 
in  dem  -^(^(f^'-l)  Coefficienten  ganz  willkürlich  angenommen 

werden  können.     Nun  enthalten  die  Gleichungen  4a),  6a)  nur 
diejenigen  a,  in  denen  wenigenstens  einer   der  Indices  aus  der 

Reihe  der  J  entnommen  ist,  sie  la^en  daher  die  ,J'^±1^  Grössen 

^ii'  ganz  willkürlich,  es  besitzen  also  die  Gleichungen  4a),  6a) 
genau 

a ^— 

von  einander  unabhängige  Lösungen  a. 

Die  Gleichungen  7a)  bestimmen  aber  die  Grössen  a.^.  ver- 
möge der  Grössen  a.  und  zwar  so,  dass  erstere  von  selbst  ein 
System  symmetrischer  Grössen  bilden,  so  dass  keine  neuen 
Bedingungen  für  die  a.  hinzutreten,  sobald  voraus- 
gesetzt wird,  dass  die  aus  den  s^^,  gebildete  /i  reihige 
Determinante,  welche  oben  durch  \E^sE^\  bezeichnet  wurde, 
nicht  verschwindet.  (Im  dies  zu  zeigen,  bringe  man  die 
Gleichungen  7  a)  in  die  Form 

7a)  S  s..,  a.« .,  -}-  S  s.. a. ^,  =  0, 

multiplicire    dieselben    mit    den    Unterdeterminanten   S^^,,,   der 

Determinante 

=  S 


'%i'" 
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uod  summire  über  f.     Dann  entsteht 

18)  S o^,,, .,  +  S s^. o..,  S^.,,,  =  0. 

•»«^ 

Entfernt  man  hierin  die  aus  der  Gleichung  4  a)  oder 

^  a. .,  s., .  +  2j  g.  .,  s.. .  =  0 

folgenden  Werthe  der  a.^,,  nämlich 
80  wird  aus  18) 

'^^  ^•""•*  "7 .?  ?'i  ^jv-  ^y»"  ^i-  i'  ^ii"' 

und  hieraus  folgt  durch  einfache  Vertauschungen  gleichwerthiger 
Indices,  dass 

"l'/  Jtti    ~~~     "  Jt*t  £1 

ist,   wie   zu  zeigen   war.     Damit  ist  zugleich   die  Formel  10) 
hergeleitet,  in  welcher  X  =  0  zu  setzen  ist. 

Eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  lässt  sich  nun  auch  an 
den  Gleichungen  4'),  6),  7)  vornehmen,  mit  der  einzigen  Modi- 
fication,  dass  die  Indices  j  jetzt  von  v  +  1  .  .  .  n ,  die  Indices 
i  von  \  .  .  .  V  gehen. 

Man  erhält  nämlich  an  Stelle  der  Gleichungen  4'),  6')  jetzt 
4'a)  2j  a^i  ot^j  =  0 


i 


und  diese  Gleichungen  6'a)  repräsentiren  nur 

-  (n  —  y)  («  —  i;  —  1) 

Gleichungen,  da  sie  für  j  =  /  von  selbst  erfüllt  sind. 

Die  Bedingungen  4'a),  6'a)  lassen 

v{y  —  \) 
V ^i — 
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wesentliche   Parameter   für  die  a  zu.     Aus   den  Bedingangen 
7')  oder 

7  a)  S  a.,.*  ö.».v  +  Ij  «.,.,  o,v.,  =  0 

findet  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  mit 

bezeichnete  Determinante,  deren  Unterdeterminanten  A^^^^  seien, 
nicht  verschwindet, 

18')  A  a^^,„  +  £  a.^^  a., ^,  A^,„ ^,  =  0 , 

während  aus  den  Gleichungen  4'a),  oder 

durch  Multiplication  mit  A^^,  und  Suramation  nach  t'  folgt 

-^  ffy  ,♦'     I     ^  ff«'«  ,•'  ^.•*  ,v//  -^j  i,,t  =^  V. 
J  »• 

Setzt  man  diesen  Werth  in  18')  ein,  so  folgt 

J  I »  » »     » J 

und  hieraus  durch  Vertauschung  der  Indices,  dass  die  so  be- 
stimmten Grössen  a  ein  alternirendes  System  bilden.  Dadurch 
ist  zugleich  der  unter  11)  angegebene  Werth  von  Q  bestätigt. 
Endlich  wird  man  sich  ohne  Mühe  davon  überzeugen,  dass 
bei  der  Untersuchung  der  zu  den  Gleichungen  4),  6),  7)  ana- 
logen aus  der  Betrachtung  von  2)  entstehenden  Relationen  ganz 
entsprechende  Verhältnisse  stattfinden,  deren  besondere  Darlegung 
hier  unterbleiben  mag. 

§  VI. 
Bestimmung  der  Zahlen  P,  Q,  p,  q. 

Zweiter  Fall. 

Die  vorhergehenden  Betrachtungen  beruhten  auf  dem 
Umstände,  dass  von  vorneherein  drei  Relationen 
zwischen    den    gesuchten   Zahlen   P,   ^,  p,   g   vor- 
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habden  waren.  Es  soll  jetzt  angenoromen  werden,  dass  für 
die  Form 

S+S' 

noch  die  //  —  1*®",  für 

S'  -S 

noch  die  v  —  1*"*  Unterdeterminanten  verschwinden.  Alsdann 
lässt  sich  S '{'  S'  durch  cogrediente  Transformation  verwandeln 
in  die  nur  von  den  n  —  fi  in  JE^  vorkommenden  Variabein  ab- 
hängige Form  s  und  bei  dieser  Transformation  geht  S'  —  S 
über  in  a.  Ebenso  geht  auch  S'  —  8  bei  einer  anderen 
eogredienten  Transformation  in  die  alternirende,  nur  von  den 
n  —  V  in  E^  vorkommenden  Variabein  abhängende  Form  a, 
gleichzeitig  aber  S'+S  in  s  über.  Dabei  ist  S--=E^+E^^E[+E2. 
Endlich  soll  noch  vorausgesetzt  werden,  dass  die  beiden  Deter- 
minanten 

\E,aE,\,  \E[s^El\ 

von  Null  verschieden  sind,  und  gleiches  gilt  selbstverständlich  von 

\U,sE,\,   \E,aE,\. 

Ich   betrachte    nun    zuerst    die   der   Gleichung  I   des   §  I 
äquivalente  Gleichung 

1)  s:S  +  aA  =  0. 

Die  Gleichung 

2)  aAs  —  sAa^=0 

hat  p  Lösungen,  und  zu  p^  von  ihnen  gehört  jedesmal  nach  der 
in  §  V  geführten  Rechnung -^^iae  ganz  bestimmte  Form  2  ver- 
möge der  Gleichungen 

JE?,  sE^E^2E^  +  E^  aÄE^=^0 

3)  E^sE^  E^ZE^  +  EiaAE^  =  0 

E^aAE^^O, 

falls  noch  die  Bedingung 

4)  E,aAE,  =  0 
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hinzugefügt  wird,  —  bis  auf  die  in  E^2E^  auftretenden  —  '^~^ 
willkürlich  bleibenden  Coefficienten,  wobei 

ist.  Die  Formen  A^  welche  die  Gleichung  2)  erfüllen,  zerfallen 
nun  in  drei  Klassen.  Die  erste  Klasse  besteht  aus  denjenigen 
Formen  A^  für  die 

Ja  =  0 

ist,  d.  h.  für  Formen  4,  welche  — -  willkürliche  Parameter 

enthalten.  Aber  zu  diesen  Formend  gehören,  den  Glei- 
chungen 3)  zufolge,  nur  Formen  2^  deren  Coefficienten,  soweit 
sie  aus  diesen  Gleichungen  bestimmt  werden,  sämratlich  yer- 
schwinden. 

Die  zweite  Klasse  besteht  aus  den  Formen  J.,  für  die 

5)  5^  =  0 

ist.  Die  Bedingung  2)  ist  dann  erfüllt;  aber  diese  A  liefern 
nur  dann  Formen  2^  wenn  nach  3)  und  4) 

6)  J&>  .4  =  0 
ist.     Nun  folgt  aus  5)  aber 

7^3  ^  =  0 

und  aus  E^a  A  :=  E\a  E^A -}-  E^aE^A  =  i\  a  E^  A  zufolge 
der  eben  gefundenen  Gleichung 

E,  A  =  Q. 

Mithin  ist  A  selbst  identisch  Null;  die  Formen  dieser 
Klasse  sind  unter  den  p^  überhaupt  nicht  mit  ein- 
begriffen. 

Die  Formen  ü,  deren  aus  den  Gleichungen  3)  folgende 
Coefficienten  aus  den  A  herstammende  Parameter  enthalten, 
gehören  daher  ausschliesslich  zu  den  Formen  A  der  dritten 
Klasse,  für  die  weder 

A  a        noch         A  s 
verschwindet. 
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Jeder  in  diesen^  yorkommende  Parameter  muss  nun 
aber  anch  in  S  auftreten.  Aber  es  genügt  nicht,  nur  dies 
nachzuweisen ;  vielmehr  muss  gezeigt  werden,  dass  jeder  in  den 
A  vorkommende  wesentliche  Parameter  auch  ein  wesent- 
licher Parameter  für  die  Z  wird.  Zu  diesem  Zwecke  be- 
zeichne man  die  unabhängigen  Formen  der  dritten  Klasse  durch 

■"1  ""8    •    •    *    -^O' 

dann  ergeben  sich  vermöge  der  Gleichungen  3)  ebenso  viele 
Formen 

Gesetzt  nun,  es  wäre 

i;(a,2;)  =  o, 

also  diese  Formen  nicht  von  einander  unabhängig,  so  wäre 
auch  nach  den  Gleichungen  3)  und  4) 

^a{A^a^  =  0, 

d.  h.  unter  den  Werthen  der  A  wären  Formen  erster  Klasse 
mitgezählt  —  im  Widerspruch   mit  der  Voraussetzung. 

Demnach  enthalten  die  Formen  S^  soweit  sie  der  Gleichung 
1)  genügen,  sicher 

'  2  2         "^        2   " 

wesentliche  Parameter.  Nun  genügt  aber  jede  dieser  Formen 
zugleich  der  Gleichung 

5)  a-Ts  — 5  2'fli  =  0. 

Unter  den  q  Lösungen  derselben  befinden  sich  die  bereits 
bei  der  soeben  ausgeführten  Analyse  bemerkten 

2 

Formen,  för  die  1)  deshalb  erfüllt  ist,  weil  Aa  und  2$  gleich- 
zeitig verschwinden.  Dagegen  gehören  zu  den  Lösungen  von  5) 
anch  noch  diejenigen,  für  die 

2*0  =  0 
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ist.     Lässt  sich  nun  zeigen,  dass  keine  dieser  — 

Formen  2!  zu  den  vorhin  gefundenen  gehören  kann, 
so  hat  man 

6)  2  2        -^ 2 2 + 2 +^' 

wo  X  eine  ganze  positive  Zahl  oder  Null  bedeutet. 
Um  dies  nachzuweisen,  gehe  man  noch  einmal  zu  der  Glei- 
chung 1)  zurück.     Durch  die  cogredienten  Transformationen 

ü'  aU=a\         U'  sU=8 

U-^  S  U'-^  =  -2",         U~^  A  TT''  =  X 

gehen  die  Gleichungen  1)  und  5)  über  in 

1')  s  -2:'  +  a  ^'  =  0 

5')  a  -T'  s  —  s  S'  a  ==  0. 


Diese  Gleichung  ist  allerdings  erfüllt,  wenn  2*  a  ==  0  ist. 
Aber  zu  diesen  Werthen  von  2'  können  nie  Werthe  von  Ä 
gehören,  so  lange  2'  von  Null  verschieden  ist.  Denn  ver- 
möge l')  ist 

E[s2'  =  0     oder    E[2' =  0. 

Wäre  nun  auch  a  2'  =  0,  so  ist  wegen 

E^d 2'  =  E'^nE[2'  +  E; a  E^ 2'  =  0 
auch 

E;r  =  o, 

mithin  2'  selbst  gleich  Null.    Dann  aber  ist  nach  l')  a  Ä  =  0, 
und  da 

so  ist  auch  aJ.  =  0.    Demnach  gehören  die  Werthe  der  A  zu 

der  ersten  Klasse,   die  bereits  ausgeschieden  war,   und  hiermit 

ist  der  Beweis  für  die  Gleichung  6)  erbracht.  Unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  beiden  Determinanten 

E^aE,\,   \E[sE[\ 
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TOD  NqII  yerschieden  sind,  kann  also  die  Gleichung 

nicht  durch  Formen  Ä  befriedigt  werden ,  für  die  ^  ^  ss  0  ist, 
and  ebenso  wenig  durch  Formen  2  für  die  Ha^ssO  ist.  und 
ebenso  iSsst  sich  zeigen,  dass  die  Gleichung 

7)  ai:  +  8Ä=^0, 

d.  h.  die  Gleichung  II)  des  g  I  nicht  durch  Formen  A  be- 
friedigt wird,  für  die  ila  =  0,  oder  durch  Formen  ^,  für  die 
2*5  =  0  ist. 

Eine  ganz  analoge,  an  der  Gleichung  1)  ausgeführte  Be- 
trachtung, bei  der  man  zuerst  die  Formen  2  aus  der  Be- 
dingung 5)  und  dann  die  zugehörigen  Formen  Ä  ermittelt, 
liefert  die  Gleichung 

Da  nun  aus  6)  and  8)  folgt 

x+r=o,     x=r=o, 

80  ergiebt  sich 

Diese  Formeln  bestimmen  die  Anzahl  der  alter- 
nirenden  und  symmetrischen  Formen,  welche  der  Glei- 
chung 1)  des  §  II  genügen.  In  ihnen  bedeutet  aber  fi'—fi^ 
sowie  V  stets  eine  gerade  Zahl,  da  nur  in  diesem  Falle  die 
gemachten  Voraussetzungen  zutreffen. 

Nach  dem  Hülfssatze  des  §  III  findet  man  ferner  aus  der 
Gleichung  1),  ausgehend  von  der  Gleichung  2),  für  die  Zahl  P 
den  Werth 

F  =  q 2""'   "^ 2^"~+^i 

und  ebenso,  wenn  man  von  5)  ausgeht, 

P_«     "("-D  ,  "("+1)  iv 
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und  hieraus  durch  Addition 

8)  2P  =  iV^+v-^  +  ^S 

wo  ^  =  Xj  -4~  -^2  ^i^cl^f  61Q6  positive  ganze  Zahl  oder  Null 
ist.  Verfährt  man  ganz  ebenso  mit  der  Gleichnng  7),  so  er- 
geben sich  die  Gleichungen 

o_„     »'(''+1)  ,  »'(»'- i),v 

mithin 

9)  2Q  =  N-\-n-v-iri} 
und  endlich  durch  Addition  von  8)  und  9) 

1  +  ^  =  0, 

^=0,  ,  =  0,  x,  =  x,  =  y,  =  r,  =  o, 

also 

und  zugleich  ergeben  sich  aufs  Neue  auch  die  Werthe  von  jp,  9, 
so  dass  diese  letzteren  Zahlen  auf  zwei  von  einander  unab- 
hängigen Wegen  bestimmt  sind. 

Sei,   um  diese  Theorie  auf  ein  Beispiel   anzuwenden,    die 
Form  8  von  vorne  herein  zerlegbar 

5  =  5  +  a, 

wo  8  nur  n  —  v  =^  f.i  Variabele  aus  E^ ,  a  nur  die  Qbrigen 
v  =  n  —  jti  aus  J?,  enthält,  und  s  eine  symmetrische,  a  eine 
alternirende  Form  ist.  In  diesem  Falle  sind  die  übrigen  Voraus- 
setzungen ebenfalls  erfüllt,  da 

|Ä|  =  |s||a!, 

also  keiner  der  Factoren  rechterhand  verschwinden  kann.  Da 
nun  (vgl.  den  folgenden  §) 


A,  Voss:  ZM  der  Transformationen  einer  Büinearform  in  sich,    255 
ist,  so  ergiebt  sich  nach  II) 

Die  Richtigkeit  dieser  Zahl   lässt  sich  durch  eine  directe 
Untersuchung  von  S  leicht  bestätigen.     Denn  die  Gleichung 

wird  hier  nur  dadurch  befriedigt  werden  können,  dass 

E^aÄ  =  0    und    E^sI^^O 

sind,  worans  für  Ä  und  2!  sich  nach  §  III  — ^ — -  und        -^f—^ 

willkürliche  Parameter  ergeben,  was  mit  dem  für  P  gefundenen 
Werthe  übereinstimmt. 

Und  die  Gleichung 

s  2  a  —  aUs  =  0 
liefert  hier  nur 

E^aE^2E^sE^  =  Q, 

wonach   also  2  selbst  eine  symmetrische,   ebenso  wie  s  zerleg- 
bare Form  sein  muss,  welche 

y(v  +  l)       iu(M+l) 
q 2 +  —2— 

willkürliche  Coefficienten   besitzt,   wie  auch  aus  I)  herTorgeht« 

§  VII. 

Bestimmung  der  Zahl  N. 

Nach  Herrn  Frobenius  ist  die  Zahl  der  mit  einer  Form 
TJ  vertauschbaren  Formen 

J/=a« -}- 2  2^«^;  Ä  =  l,  2  .  .  .  ., 

wo  n^  der  Grad  des  grossten  gemeinsamen  Factors  aller  ünterdeter- 
minanten  n-i**°  Grades  der  charakteristischen  Function  von  U  ist.^) 


*)  üeber  bilinoare  Formen,  Joni-nal  für  Matb.,  Bd.  84,  S.  29. 
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In  dem  yorliegenden  Falle  handelt  es  sich  daher  um  die  Unter- 
suchung der  Function 

\s+s'e\ 

oder 

|(5+5')(H-e)  +  (S'-5)(?-l)|, 

welche  man  durch  cogrediente  Transformation  auf  Gestalt 

1)  io  =  \sS'\-aTi\^=\s^  +  ai]\ 

bringen  kann,  wo  ^,  a,  /,  a  symmetrische  und  altemirende 
Formen  bedeuten  und  ^,  t]  zur  Abkürzung  für  1  +  ^,  Q —  1 
gesetzt  ist.  Die  Determinante  von  s  +  a  oder  s'  +  a  bleibt 
dabei  immer  von  Null  verschieden. 

Wenn  \  S'  —  8\  mit  allen  fi  —  1*^  Unterdeterrainanten 
noch  verschwindet,  so  kann  man  voraussetzen,  dass  alle  a^.^,  so- 
weit sie  den  Yariabeln  in  E^  zugehoren,  gleich  Null  sind. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

so  giebt 

2)  ü):=^^f*ri^~f'J^J^  +  .  .  . 

das  Qlied  in  der  Entwicklung  von  ai,  welches  die  niedrigste 
Potenz  von  ?  enthält.  Die  Wurzel  q  =  —  1  ist  also  fi  fach 
vorhanden,  wenn  J^  nicht  verschwindet.  Und  zugleich  erh&lt 
man,  falls  man  co  mit  einem  aus  je  f^  willkürlichen  Grossen- 
reihen u,  V  gebildeten  Rande  versieht,  für  diese  Determinante 
als  von  S  unabhängiges  Anfangsglied 

wo  {7,  V  zwei  aus  den  u^v  allein  zusammengesetzte  /u reihige 
Determinanten  sind.  Die  fi^^  Unterdeterminanten  von  üi 
verschwinden  daher  niemals  mehr  für  §^=0,  während 
dies,  wie  leicht  zu  sehen,  noch  bei  allen  {fjt  —  i)^^- der  Fall  ist 

Ganz  ähnliche  Betrachtungen  gelten,  wenn  |  £>'  -f  iS  |  noch 
mit  allen  v  —  l**"»  Unterdeterminanten  Null  ist,  und  bei  der  ent- 
sprechenden cogredienten  Transformation 
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E;a'E;\  =  J[ 
gesetzt  wird. 

Wenn  nun  die  beiden  Determinanten  J^  und  z/j 
nicht  verschwinden,  gehören  zu  den  Wurzeln  g  =  -f"  1 
nur  einfache  Elementartheiler.  Aber  es  gilt  auch  umge- 
kehrt der  Satz:  Damit  die  zu  g  =  — l(g  =  -|-l)  gehörigen 
Elementartheiler  alle  einfach  sind,  müssen  die  Deter- 
minanten z/j  (^1)  von  Null  verschieden  sein.  Es  ergiebt 
sich  dies  unmittelbar  aus  der  Bemerkung,  dass  das  Verschwinden 
der  TJnterdeterminanten  sich  niemals  weiter  als  auf  die  fi  —  1**° 
(v — l*«n)  erstrecken  kann,  während  die  Vielfachheit  des  Würzel- 
factors  ^(rj)  in  der  Determinante  co  selbst  jedenfalls  um  eine 
Einheit  höher  ist  als  iu(y). 

In  diesem  Falle  lässt  sich  also  auch  ohne  weitere  Unter- 
suchung der  Goefficienten  von  ä'  +  5  und  8'  —  8  die  Zahl  N 
bestimmen.  Aber  sobald  eine  der  beiden  Determinanten  ver- 
schwindet, ist  dies  allgemein  —  wenigstens  auf  diesem  Wege  — 
nicht  mehr  möglich,  und  dies  ist  auch  der  Grund,  weshalb  die 
Ermittelung  der  Zahlen  P,  Q,  p,  q  (ohne  besondere  Voraus- 
setzungen) über  diesen  Fall  hinaus  weitläufiger  wird.  Nur  einige 
hierher  gehörige  Bemerkungen,  die  im  folgenden  §  zur  An- 
wendung kommen,  mögen  hier  Platz  finden. 

Wenn  die  mit  J^  bezeichnete  Determinante  verschwindet, 
so  kann  man  annehmen,  dass  alle  die  Coefficienten  $^^,  deren 
einer  Index  aus  der  Reihe 

iUj  +  1   .   .   .  /i 

entnommen  ist,  während  der  andere  der  Beihe  der  12...^ 
angehört,  identisch  Null  sind,  und  dass  A^i  +  jt^ "» A^  ist. 

Ist  zunächst  ^i,  =  1,  verschwindet  also  J^  ohne  seine  ersten 
Unterdeterminanten,  so  hat  w^  wie  aus  einer  bekannten  Eigen- 
schaft schiefer  Determinanten  folgt,  mindestens  die  ju-|-2fache 
Wurzel  I  as=  0.     Dagegen  liefert  die  Entwicklung  der  mit  be- 

1896.  lC*th.-phy8.  01.  2.  17 
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liebigen  Grössenreiben  u,  v  einfacb  geränderten  Determinante  <o 
als  Anfangsglied  in  | 

wo  d  die  ^  —  1  reibige,  von  Null  verschiedene  Determinante 
derjenigen  Form  ist,  auf  welche  die  Form  E^sEy^  reducirt 
wurde.  Unter  keinen  Umständen  können  also  die  ersten  ünter- 
determinanten  der  charakteristischen  Function  den  Factor  ^  in 
höherem  als  ii  —  1**^  Grade  enthalten.  Der  erste  Elementar- 
theiler  ist  also  mindestens  8 fach,  die  folgenden  sind  sämnit- 
]ich   einfacb. 

Wenn  dagegen  ^9^=2  ist,  bat  o)  mindestens  den  Factor 
gA'+z.  Und  die  ersten  Unterdeterrainanten  beginnen  mindestens 
mit  dem  Factor  ^^,  während  die  zweiten  Unterdeterminanten 
niemals  einen  höheren  Factor  als  $^~^  erbalten  können. 

So  fortfahrend  erkennt  man  die  Richtigkeit  des  folgendes 
Satzes. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Determinante  von  E^  s  E^ 
mit  allen  jw,  —  !*•■  Unterdeterminanten  verschwindet,  aber  weitere 
besondere  Relationen  zwischen  den  Goefficienten  von  s  und  a 
nicht  stattfinden,  welche  eine  Erhöhung  von  Wurzelfactoren 
hervorbringen  können ,  ist  bei  geradem  ^ti,  ==  2  Ä  der  W^^*®^* 
factor  I  in  den  0,  1,  2  .  .  .  2  7r**°  Unterdeminanten  ju-|-2i', 
iU  +  2Ä  —  2,  ^  -{-2k  —  4  ....  /z  —  2k  fach  vorhanden, 
d.  h.  es  sind  zu  ^  =  —  1  gehörig  2  k  Eleraentartheiler  gleich  2 
und  die  übrigen  sind  gleich  1. 

Bei  ungeradem  fd^  =  2k-j'l  ist  dagegen  der  Wurzelfactor  ^ 

in  den  0,  1,  2 2k  -  !*•»  Unterdeterminanten  fji+2k  +  2, 

fi  -^  2k  —  1,  jM-|-2Ä:—  3,  ...^w  —  (2Ä:  —  1)  fach  vorhanden, 
d.  h.  ein  Elementartheiier  ist  gleich  3,  die  2  k  folgenden  gleich  2 
und  die  übrigen  gleich  l. 

Ganz  ähnliche  Resultate  ergeben  sich,  wenn  die  Determinante 

\Eia'  Ei\  =  J{ 

mit  den  Vj—l**"  Unterdeterminanten  verschwindet,  und  y^- v^  +  ^j 
(wobei  Vj  eine  gerade  Zahl)  ist,  falls  man  nicht  weitere  Voraus- 
setzungen über  die  Goefficienten  von  a  und  s  hinzufügt. 
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Ist  zunächst  y,  ss  1,  also  y  ungerade,  so  hat  w  taindestens 
den  Factor  if"^^;  die  eisten  Unterdeterminanten  aber  haben 
niemals  einen  höheren  Wnrzelfactor  als  i?"""^,  denn  die  Ent- 
wicklung der  einfach  mit  u,  v  geränderten  Determinante  be- 
ginnt mit  dem  Gliede 

wo  a  die  von  Null  yerschiedeue  Determinante  derjenigen  alter- 
nirenden  Form  ist,  auf  die  Ei  a'  Ei  reducirt  werden  konnte ; 
ein  Elementartheiler  ist  gleich  2;  die  übrigen,  in  gerader  An- 
zahl vorhandenen  sind  gleich  1 .  Ist  i^^  =  2,  also  v  gerade,  so 
hat  o)  den  Factor  tf'^^i  die  ersten  Unterdeterminanten  haben 
mindestens  den  Factor  if  und  die  zweiten  keinen  höheren  Factor 
als  rj^'-^.  So  fortfahrend  zeigt  sich ,  dass  für  v^  =  Jck  Ele- 
mentartheiler gleich  2,  die  übrigen  v  —  Je  in  gerader  Zahl  vor- 
handenen gleich   1  sind. 

Bekanntlich  ist  die  charakteristische  Function  \äS-\-  B'rj\ 
zweier  Formen  ^,  J?  bei  allen  simultanen  Transformationen 
von  A  und  B  eine  Invariante;  d.  h.  alle  Goefficienten  der 
nach  Potenzen  von  ^,  y/  entwickelten  Function  sind  simultane 
Invarianten  von  Ä  und  B,  Verschwindet  nun  die  Determinante 
von  B  noch  mit  allen  ju  —  1*«"  Unterdeterminanten  und  ist 

\AS+B7}\  =  C^f'ri^-f'+  .  .  ., 

wo  C 4^0,  so  gehören  zu  ^  -0  lauter  einfache  Elementartheiler. 
Die  beiden  Invarianten,  welche  am  Schlüsse  des  §  V,  S.  245, 
erwähnt  sind,  sind  daher  die  Coefficienten  von  ^f*  rf*^^,  §'•"'*'  r^^ 
in  der  Entwicklung  von 


§  vin. 

Erweiterung  der  vorhergehenden  Untersuchungen. 

Es  möge  jetzt  angenommen  werden,  dass  in  der  Gleichung 

si:+aÄ  =  0, 

falls  8  —  8   durch   cogrediente  Transformation  auf  eine  alter- 
nirende  Form  a  von  nicht  verschwindender  Determinante  redu- 

17* 
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cirt  ist,  welche  nur  von  den  in  E^  vorkommenden  Yariabeln 
abhängt,  die  Determinante 

nicht  mehr  von  Null  verschieden  ist.  In  diesem  Falle  kann 
durch  cogrediente  Transformation  bewirkt  werden,  dass  wenn 
man  die  zu  E^  gehörenden  Indices 

f  =:  1,  2  .  .  .  iu 

in  zwei  Gruppen 

J=s  1,    2    .    .    .    jMj 

-ff  =  A^i  +  1  •  •  •  i" 

theilt,  wobei  ^i  4~  f's  =^  A^  ^^^^  inöge,  alle  Coefficienten  Ton  s 
verschwinden,  deren  einer  Index  aus  der  Reihe  der  t,  der  andere 
aus  der  Reihe  der  H  entnommen  ist,  während  die  Determinante 

S=\Sjj.\ 

nicht   mehr  verschwindet;   ihre  ünterdeterminanten  seien  Sjj,, 

Unter  dieser  Voraussetzung  nehmen  die  Gleichungen  4  a)  7a) 
des  §  VI  oder 

2)  S<T,,„«^,  =  0 


m 


folgende  Form  an.     Die  Gleichung  1)  zerlegt  sich  in 
la)  :^o,j.sj.j  +  j:a.^.s..j  =  0 

Ib)  SV*i'Ä=^' 

r 

Gleichung  2)  in 

2a)  ^o^j,Sj,j-\-lja^jSjj  =  0, 

2b)  S(r,^«^^=0 

und  diese  letzteren  wieder  in 

2aa)  ^<'j.j.8j.j-\-2<'j'i8jj  —  ^. 
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2ab)  2ajjj,8j.j  +  2;aj^j8jj=0, 

2ba)  ÜCjjSjj^^O, 

2bb)  ^a^^Sj^^O; 

in  jeder  dieser  Gleichungen  wie  auch  in  den  folgenden  ist  in 
Bezug  auf  diejenigen  Indices  zu  summiren,  die  unter  dem  ^Zeichen 
doppelt  vorkommen. 

Aus  den  Gleichungen  2aa)  folgt  nun 

und  ebenso  aus  la) 

3)  Sa.j,  +  2G^^8^j.8j.j.  =  0, 
mithin 

aus  welcher  Gleichung  sich  ergiebt,  dass  die  auf  diesem  Wege 
bestimmten  Oj„j,„  von  selbst  zu  einem  symmetrischen  System 
gehören.    Aus  den  Gleichungen  2  ab)  folgen  die  Werthe  der  o^j.. 

Setzt  man  ferner  den  aus  3)  folgenden  Werth   von  a.j  in 
2ba)  ein,  so  entsteht: 

diese  Bedingung  ist  aber  vermöge  der  Gleichungen  Ib  erfüllt. 
Das  Gleichungssystem  2bb)  ist  also  allein  noch  den  Gleichungen 

4)  2  {Sj^  a^^  a^^  —  a...  a^  ^  s^j)  =  0 

Za,    s  ,=  0 

Jm    mi 

hinzufügen.     Wie  man  sieht,  bleiben  dabei  die 

Grossen  a^^,  ganz  willkürlich.  Die  iu|  Bedingungen  2bb) 
sind  von  einander  unabhängig,  da  die  Determinante  von  s  +  a 
nicht  verschwinden    darf;    es   ist    dadurch   aber  nicht   ausge- 
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schlössen,   dass  die  Gleichungen  4)   und  2bb)  nicht  von  ein- 
ander unabhängig  sind.^)     Man  hat  also 

5)     P  =  j_^ii^)+^-li)_|.0'.-l)  +  X, 

Eine  ganz  ähnliche  Untersuchung  lässt  sich  anstellen,  unter 
der  Voraussetzung,  dass  S'-^-S  durch  cogrediente  Transformation 
auf  die  Form  $  gebracht  ist,  welche  nur  noch  n  —  v  in  Ei  vor- 
kommende Variabein  enthält,  deren  Determinante  nicht  ver- 
schwindet. Bei  dieser  Operation  gehe  nun  8'  —  8  über  in  a; 
es  möge  aber  die  Determinante 

I  Ei  a'  E[  I 

so  verschwinden,  dass  die  Form  Eia' Ei  durch  cogrediente 
Transformation  in  eine  Form  von  v^  Variabein  verwandelt  werden 
kann,  deren  Determinante  nicht  Null  ist;  auch  sei  J'  ^  >'i  +  •'» 
gesetzt,  wobei  v^  eine  gerade  Zahl  ist.  Alsdann  ergiebt  eine 
Rechnung,  die  hier  nicht  ausgeführt  werden  soll,  da  sie  der 
früheren  ganz  analog  einzurichten  ist,  dass  zu  den  vorher  auf- 
gestellten Bedingungen  noch  weitere 

2  ^(^2  +  1) 


^)  Man  nehme  z.  B.  an,  dass  n  von  der  Form  4X;  ist,  dass  die  alt^^r- 
nircnde  Form  S' — S  sich  auf  2k  =  n  —  /*  Variable  reduciren  lasse  und 
El  8  El  identisch  Null  ist.  Alsdann  geben  die  Gleichungen  4a)  7a),  falls 
die  Indices  ^  + 1  .  .  .  n  durch  j  bezeichnet  werden, 

2  Ojj, « « ^  =  0 

^  Oft  -•/  8i*  £  —  U 

und  sie  erfordern,  dass  alle  oL'v,  0..  verschwinden.     Damit  sind  dann 
aber  die  Gleichungen  6a)  von  selbst  erfüllt,   und  man  findet  so 

Und  ähnlich  ist  es,  wenn  die  symmetrische  Form  jST  —  S  sich  auf 

n  =  2k  Variable  reduciren  lässt  und  die  Form  E{a' E[  identisch  Null 

ist;  man  erhält 

k{k-l)      k{k  +  l)  n« 
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hinzuzufügen  sind,  man  findet  also 

0)    p.p_'Jr=i«  + 1(1+1) _!.(r^)  +  x„ 

wobei  Xj  und  X^  wieder  positive  ganze  Zahlen  oder  die  Null 
bedeuten.     Durch  Addition  von  5),  6)  folgt  also 

Auf  ganz  analogem  Wege  findet  man  die  Gleichungen 
O      sl=P  i 2 "2 2 '      *' 

8)         Q-q "2 H 2" " 2  —  -  +  -*^« 

und  hieraus  durch  Addition  von  5),  6);  7),  8) 


I) 


2P  =  JV4  ''-iu-l,i>,-l)-^,',(v,+  l)  +  | 
2Q  =  N^(i-y-\(i^{(i^-\-\)  -\v,{v^-\)  ^.,1 


?  =  Z,  +  Z„     i7=F,+  r, 


wobei 

9) 
und 

10)  |+,?  =  ;i|  +  ,| 

sein  muss.     Und  umgekehrt  findet  man  aus  5,  6),  7),  8) 
i>  =  JV— P  —  /<  —  2^,(/*,  —  1)  +  X, 

j,  =  j^_  e- V  -  iv,(v,- 1)  +  r. 


q  =  N—  P  +  "  -  2  "»("«  +  ^)  +  ■^' 
woraus  durch  Addition 
11)  X,+  r,  =  A*i,     Y^  +  X^  =  rl, 
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sowie 


U) 


2i)  =  i^-j«-,— i|U,(^,-l)-|v,(v,-l)+X,-F, 


folgt.  Aber  diese  Gleichungen  reichen  nur  in  den  einfachsten 
Fällen  zur  Bestimmung  der  Zahlen  P,  p  .  .  .  hin,  und  selbst 
wenn  P  und  Q  ermittelt  sind,  sind  p  und  q  noch  nicht  völlig 
bestimmt. 

Ist  z.  B.  fi^  =  1,  V,  =  0,  so  ist  ^  -f  i;  =  1.  Da  aber  jetzt 
V  eine  gerade  Zahl  sein  muss,  folgt  aus  der  ersten  Gleichung  I), 
dass  §  =  0,  17  =  1  ist;  die  Zahlen  P  und  Q  bleiben  also  in 
diesem  Falle  ungeändert.  Wenn  dagegen  ^,  =  0 ,  y,  =  1 ,  so 
muss  V  ungerade  sein  und  daraus  folgt  wieder  f=0,  173=!. 
Aber  in  dem  Falle  fÄ^  =  v^  =  l  lassen  sich  die  Werthe  der  X,  T 
nicht  mehr  durch  Congruenzen  (modulo  2)  bestimmen.  In 
diesem  Falle  kann  man  sich  indessen  der  auch  sonst  verwend- 
baren Bemerkung  bedienen,  dass  die  Zahlen  P,  Q  durch 
eine  weitere  Specialisirung  der  Goefficienten  von  S 
niemals  abnehmen  können.  Lässt  man  nun  den  Fall  iU2==li 
Vj  =  1  aus  dem  Fall  iu,  =  0,  »'j  ==  l  hervorgehen,  so  hat  man 
für  den  letzteren,  wie  gezeigt: 

und  nach  I) 

2Q  =  N'\'fi  —  v—l+ri        5+>7  — 2. 

Nun  erfährt,  wie  in  §  VII  gezeigt  wurde,  der  von  den 
Wurzeln  ?  =  i  1  herrührende  Theil  von  N  keine  Veränderung, 
wenn  ju^,  v^  die  Einheit  nicht  überschreiten.  Setzt  man  also 
voraus,  dass  durch  die  eingeführte  Specialisirung  der  Goefficienten 
nicht  etwa  in  dem  von  den  übrigen  Wurzeln  herrührenden 
Theile  von  N  eine  Zunahme  stattfindet,  und  würde  man  ij^^^O 
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annehmen,  so  würde  Q  um  2  Einheiten   kleiner  sein  als  (Q). 
Also  ist  jj  =  2 ,  f  =  0. 

Man  kommt  daher  zu  folgenden  Resultaten,  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  Zahlen  fi,,  v^  die  Einheit  nicht  über- 
steigen, hat  man 

Erstens,  wenn  ^u,  ssl,  y,  s=0  {v  gerade) 

2P^N+v  —  fi       x,  =  r,  =  3;  =  o,  F,  =  l. 

*^  2p=N  —  fi  —  v 

Zweitens,  wenn  ^^,  =  0,  v^  =  l  (v  ungerade) 

^  2p  =  N  —  ia-'V-\'l  r,=  l. 

2q=N+/^  +  v-l. 

Drittens,  für  ju^sv^^sl  (i^ungerade),  , im  allgemeinen' 
dieselben  Werthe,  wie  im  zweiten  Falle. 

Es  ist  wohl  nicht  überflüssig,  durch  einige  Beispiele  die 
allgemeinen  Untersuchungen  der  Yorigen  §§  zu  bestätigen.  Da 
weitläufigere  Rechnungen  nöthig  werden,  sobald  die  Qlei- 
chungen  6  a)  oder  6'a)  des  §  in  grosserer  Zahl  yorhanden  sind, 
so  wähle  ich  dazu  die  Fälle,  in  denen  sich  dieselben  so  weit 
wie  möglich  reduciren. 

1)  Die  Form  S  bestehe  aus  einer  allgemeinen 
alternirenden  Form  und  dem  Gliede  x  v^.  Alsdann  hat 
man  den  Fall  eines  geraden  oder  ungeraden  n  zu  unterscheiden. 

Es  sei  n  zunächst  ungerade.  Nun  reduciren  sich  die 
Gleichungen  4'a),  6'a),  7'a)  auf 

7'«)     -^«„«„  =  0        »,»  =  i,...«-i;i  =  i..«. 

die    schiefe    Determinante    J[  =  |  a^^,  \    darf    hier    nicht    ver- 
schwinden,  da  sonst  die  Determinante  yon  S  selbst  Null  wäre. 
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Demzufolge  findet  man  aus  4'a)  a^^  =  0  und  aus  7'a)  o^^,  =  0, 

J  =  1,  2  ,  .  .  n—  1.     Es  bleiben   also  nur  ^^ Parameter 

einer    symmetrischen   Form    von    n  —  1  Variabein    willkürlich, 

daher  P  =  ^fcll).    Denselben  Werth  liefert  Formel  II),  §  VI, 

in  welcher  ^  =  1,  y  =  w  —  1  zu  setzen  ist, 

2P  =  w  +  (w  — 2)(n--l)  +  n  — 1-1. 

Ist  dagegen  n  eine  gerade  Zahl,  so  ist  die  Determinante 
/ii  =  0;  aber  die  Determinante  der  a^j^  darf  hier  nicht  Null 
sein.  Nimmt  man  an,  dass  alle  a  ,  .  ,  .  ,  a  .  ,  Null  sind, 
was  immer  erreicht  werden  kann ,  so  muss  a  ,  und  ebenso 
die  Determinante  |  a.^.  |  für  t,  i'  =  1,  .  .  n  —  2  von  Null  ver- 
schieden sein,  da  sonst  die  Determinante  von  S  verschwinden 
würde.  Alsdann  ergiebt  sich  aber  wieder,  daAs  alle  a^j^  ver- 
schwinden müssen  und  für  P  derselbe  Werth,  wie  vorhin. 

2)  Die  Form  8  bestehe  aus  einer  altemirenden  Form 
^^ik^iVk  ^^^  einer  symmetrischen  von  zwei  Variabein,  so 
dass  nur  s    ,^  ,,  «^  ,^,  5^^  vorkommen  und  ihre  Determinante 

K  1-  1  ^—  —  ^2-  1  von  Null  verschieden  ist. 

Die  Gleichungen  4'a),  6'a),  7'a)  reduciren  sich  jetzt  auf 

4'a)  L  a.,  a,„  =  0,         ^  «.■<  «u-i  =  « 

7'a)  Sa^, «,,.  =  0 

i,  i'  =  l,2..n  —  2,        2s=l,2...n 
und  die  einzige  Gleichung 

6'a)  Sö.a,    s,     ,+Sa,ß,   5       , 

—  Sa,     ,ö    iiS      ,  —  Sa,     ,«,5     =0,     J  =  l,..n. 

Nun  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  n 
gerade  oder  ungerade  ist. 

Sei  zunächst  n  gerade  und  die  Determinante  der 
alternen  Form  nicht  Null.     Wenn  nun  auch  die  Determi- 
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nante  |  a^^,  |,  $,  i*  «=  1,  .  .  .  n  —  2  nicht  Null  ist,  so  kann  man 
aus  4a')  die  a^^,  "j«-i»  J=l  .  .  .  » — 2  vermöge  des  will- 
kürlich bleibenden  a^  ^_^  berechnen.    Und  die  Gleichungen  7'a) 

ergeben  die  Werthe  der  a^^,,  2  =  1  ...  n  —  2,  ausgedrückt 
durch  eben  dieselbe  Grösse;  da  die  Gleichung  6'b)  vermöge  der 
angegebenen  Werthe  von  selbst  erfüllt  ist,  so  erhält  man 
■p^(n  — 2)(ft-l)  ^  ^^     ^^     ^.^    der  Formel     2P  =  n 

-f  (»  — 2)(n  — 3)  +  n  — 2  för  v  =  fi  — 2,  ^u  =  0  überein- 
stimmt (II,  §  VI). 

Wenn  die  Determinante  |a,',v|  =  0,  so  hat  man  sicher 
Vg  ^  2 ;  dieser  Fall  soll  hier  nicht  betrachtet  werden. 

Wenn  ferner  bei  geraden  n  die  Determinante  der 
alternen  Form  verschwindet,  so  hat  man  /is=2,  denn  sie 
verschwindet  dann  mit  allen  ersten  Unterdeterminanten,  es  darf 
aber  die  Determinante  | «,,.[;  i,  i' ==  1  .  .  .  n  —  2  nicht  mehr 
Null  sein,  denn  die  Determinante  von  8  ist  gleich 


man  findet  daher  für  P  denselben  Werth  wie  vorhin,  ent- 
sprechend dem  jetzt  vorliegenden  Falle  ^  =  2,  ^  =  »1  —  2. 

Ist  aber  zweitens  n  ungerade,  so  verschwindet  auch 
die  Determinante  |  a.^,  |  «,  i'  =  1,  .  .  .  n  —  2.  Man  kann  also 
voraussetzen,  dass 

ist  für  *=  1,  ...  w  —  2,  dagegen  dürfen  a^_2n-i  ^^^  %-2,n 
nicht  beide  Null  sein  und  die  Determinante  |a,.,.  |,  h  i' 
=  1,  ...  w  —  3  ist  auch  nicht  Null.  Letzteres  geht  daraus 
hervor,  dass  die  Determinante  der  Form  S  jetzt  gleich  J  \ a^.,  \ 
ist,  wenn  unter  J  der  Ausdruck 


J  = 


0 

«»-8—1 

««-2» 

»«-1  »-2 

*»-l  «.-1 

*i.-l« 

«»»-2 

*i.«-l 

««» 
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verstanden  wird.     Man  erhält  jetzt  aus  den  Gleichungen  4'a) 

also: 

«<-  =  0i    «^,»-1  =  0,    i=l,  2..  .n  — 3, 

so   dass   nur   «,^3^1    \^%t^^i   willkürlich  bleiben.     Die   Glei- 
chungen 7'a)  werden 


^1.-8 «W  +  •  «H-3H-8  «n-8rf'  +  ^H-81-l  «H-lrf'  +  ^«-8n  ««.'  =  0, 

«H-8 1-1  «1-1  r  +  «1-21  «..*'  =  0 ; 

sie  liefern  für  i'ss  1,  .  .  .  n  —  3  aber  das  Resultat 
a. .,  =  0     für     i,  $*  =  1,  2  .  .  .  w  —  3. 

Endlich  wird  die  Gleichung  6  a),  falls  man  die  bereits  ge- 
fundenen Werthe  einsetzt: 

«11-2  «1-21-1  *i-li-l  "•     «11-2  «1-2 1  ^11-1 
«1-1  n-2  («1-21-1  ^11-1     •     «i-2i  ^ii)  ^^  ^* 

Da  aber  der  vorhin  mit  J  bezeichnete  Ausdruck  von 
Null  verschieden  sein  muss,  so  kann  die  noch  zu  befriedigende 
Gleichung 

«»_2i-l  «1-11-2  +  «H-21  «11-2  =  0 

nur   durch   die   Werthe   ö^_,^  «  =  «««  =  0   erfüllt  werden. 

Man  findet  also  P  =  ^^ ~ und  ebenso  aus  der  For- 

mel  b)  §  VIII  für  j/  =  ft  —  2,  i^j  =  1,  Ai  =  1 

2P  =  n  +  (n  — 2)(n  — 3)  +  n-2  — 1  — 1, 
was  damit  in  Einklang  steht. 
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3)  Die  alternirende  Form  S'  —  S  möge  durch  cogrediente 
Transformation  auf  die  Form 

gebracht  werden  können ,  S'  -^  S  dagegen  sei  dann  gleich 
8^=  Ss^^x^y^,  Alsdann  besitzen  die  nnter  4a),  6a),  7a)  be- 
nutzten Indiees  j  nur  die  Werthe  n^  n  —  1  und  man  erhält 

4aa)  2o^^s^^  —  Q 

4ab)  2^n^u^u  =  ^ 

7a)  2'a^,5,,.,  =  0 

6aa)  Sü^^s,^_,=Q 

6ab)  ^a^.,,5,,  =  0 

$\  t'  =  1,  2  .  .  .  «  —  2;  {=  1,  .  .  .  n. 

Bei  der  Discussion  dieses  Systems  sind  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden. 

Erster   Fall.     Die  Determinante  -^q  =  |«.^  |   ver- 
schwindet nicht. 

Aus  den  Gleichungen  4aa),  6aa)  und  ebenso  aus  4  ab),  6  ab) 
erhält  man 


12) 


1  =  1,  2  ...  n 


wenn  mit  8^,^  die  ersten  Unterdeterminanten  von  J^^  bezeichnet 
werden.     Ans  6  a)  folgt  dann 

also  X^=fi.    Und  aus  den  Gleichungen  7a)  kann  man,  sobald 
die  Determinante 


<- 


'II 


*ln-2 


•       • 


■       . 


S. 


n-2,1    •       ' 

nicht  verschwindet,  alle  o^^^  l 


^n~Zn~2 

1,  2  .  .  .  w 


2  berechnen. 
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Es  bleiben  daher  nur  X  und  die  Goefficienten  einer  alier- 
nirenden  Form  von  n  —  2  Variablen  willkürlich,  d.  h.  es  ist 

P  =  i(n-2)(n-3)  +  l 

und  dasselbe  ergiebt  sich  aus  der  Formel  II)  §  VI,  in  der 
ju  ==  n  —  2  zu  setzen  ist,  für  N  =  n  -{-  (n  —  2  (n  —  3). 

Ganz  anders  verläuft  die  Berechnung  der  a,  wenn  die 
Determinante  J^  verschwindet,  ohne  dass  die  ersten 
Unterdeterminanten  sämmtlich  Null  sind.  Da  nun  ^u^  =  1 ,  so 
kann  man  voraussetzen,  dass 

^lw-2'    *2»-2    '    •    •    *»-2«-2 

sämmtlich  gleich  Null  sind.  Zunächst  bleiben  die  unter  12) 
angegebenen  Wertbe  bestehen ,  ebenso  die  Gleichung  1  =  fi. 
Nun  giebt  aber  die  Gleichung  7  a)  für  /  =  n  —  2 

also  für  i  =  n  —  2  nach  12) 

^(^n-2n-l  *n-ln-2  +  '^n-n-2^fin-2)  =  ^• 

Da  nun  der  Factor  von  l  hier  gleich  der  Determinante  z/^ 
ist,  so  lässt  sich  diese  Gleichung  nur  durch  ^  =  0  befriedigen. 
Damit  verschwinden  also  alle  Grössen  a^  bis  auf  o^_^  ^_^^ 
welches  vollkommen  willkürlich  bleibt,  womit  sich  dieselbe  Zahl 
für  P,  wie  vorhin,  ergiebt. 

Zweiter  Fall.  Die  Determinante  J^  ist  gleich 
Null.  Alsdann  darf  die  mit  J^  bezeichnete  Determinante  nicht 
mehr  verschwinden,  da  sonst  die  Determinante  der  Form  s-\-a 
nicht  mehr  von  Null  verschieden  wäre,  wie  aus  der  Gleichung 

\s  +  a\  =  J,-\-J[ 

hervorgeht.  Man  hat  hier  die  weiteren  Unterfälle  zu  unter- 
scheiden. 

Wenn  erstens  weder  alle  S^,,  noch  alle  S  ,„ 
Z=  1,  .  .  .  «  verschwinden,  bleiben  die  vorigen  Resultate 
.ohne  Einschränkung  gültig.    Nur  die  Möglichkeit,  dass  S^^_^  ^  0 
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wäre,  scheint  eine  Ausnahme  bilden  zu  können,  da  alsdann 
X  =  |i  in  Wegfall  kommen  würde.  Ist  aber  S^^_^  =  0,  so  folgt 
aus  der  bekannten  Identität 

für  i=:n,  Z  =  n —  1 

und  hieraus  ergiebt  sich,  dass  alle  ä^^  verschwinden  müssen, 
sobald  nur  ein  einziges  S^_^^  nicht  Null  ist  —  im  Wider- 
spruch mit  der  eingeführten  Voraussetzung.  Es  mnss  also  der 
Fall  jussw — 2,  y  =  1/^=1  (b)  §  VIII)  vorliegen,  und  man 
erhält  denselben  Werth  von  P  wie  im  ersten  Falle. 

Wenn  zweitens  die  aus  der  Matrix 


8 


11 


'21 


'12 


'22 


S 


n-21 


8 


»-22 


8 


nl 


8 


n2 


gebildeten  n  —  1  reihigen  Determ 


8 


Im 


8 


2m 


M— 2  m 


MM 


nanten,    also  alle  S    .  ,  ver- 


schwinden,  die  8  ,  aber  nicht  alle  Null  sind,  so  hat  man 

M  *  ' 


13) 
fOr 


«t,  =  '^«.«.» 


»    einfach 

M 


7if  =  1,  2  .  .  .  n 
2  =  1,  2  ...  w  — 2 

und  die  mit  beliebigen  Grossen  Wj  .  .  .  w^^,  v^ 
geränderte  Determinante  der  5^^  wird 

so  dass,  falls  nicht  alle  ersten  ünterdeterminanten  von  J^  ver- 
schwinden,   auch   S     ±0   ist.     Bestimmt    man    nun    aus    den 

•  MM 

Gleichungen  4ab),  6ab)  die  a     ,  j,  so  findet  man 

^'l^^n-U  ««-I  i  =  ^»«  *«-i  «-r 


NM 
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alaOy  da  nach  6  a)  die  Samme  linker  Hand  yenschwinden  mnas 

^,-1,-1  =  0 

und  man  erhält  jetzt  ans  den  Gleichungen  4ab)  sammtliche 
^n-ip  ^=li2  .  .  n  — 2,  ausgedrückt  durch  ^^^^j,  wahrend 
a^i==^S^p  /=  1,  2  .  .  .  n  ist.  Wie  man  sieht,  bleibt  auch 
hier  nur  fi  willkürlich  und  die  Zahl  P  bleibt  dieselbe  wie  früher. 

Wenn  endlich  drittens  alle  iS^_,,  und  8^^  verschwin- 
den, so  verschwinden  überhaupt  alle  eisten  Unterdeterminanten 
von  J^.  Man  kann  dann  in  den  Gleichungen  4aa),  4 ab)  die 
Werthe  der  cr^^^p  <^„„»  ^«-in-i  g^^^  willkürlich  an- 
nehmen; die  Gleichungen  6aa),  6  ab)  sind  nun  von  selbst  er- 
füllt, und  Gleiches  gut,  wie  sich  zeigt,  auch  von  der  Glei- 
chung 6  a).     Die  Zahl  P  wird  hiemach 

(n-2)(n-3) 
2 +  ^ 

und  zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auch  durch  Formel  II) 
§  VI  für  ju  =  ti  —  2,  V  =  2. 

Hiermit  sind  die  sämmÜichen  gesuchten  Transformationen 
der  Form 

in  sich  selbst  bestimmt.  Bei  weiteren  Untersuchungen  ähnlicher 
Art  wird  man  sich  mit  Yortheil  der  Eronecker*schen  Normal- 
form ^)  der  alternirenden  und  bilinearen  Formen  bedienen  können ; 
eine  weitere  Ausfuhrung  derartiger  Rechnungen  rauss  hier  in- 
dessen unterbleiben. 


>)  Berliner  Monatsberichte,  1874,  S.  398. 
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Symmetrische  nnd  altemirende  Lösungen  der 

Gleichung  SX=XS\ 

Von  A.  Yoss  in  Würzburg. 

(Kingtiaftftn  B.  Mai,) 

In  der  vorhergehenden  Arbeit  über  die  Zahl  der  cogre- 
dienten  etc.  Transformationen  einer  bilinearen  Form  8  in  sieh 
hat  es  sich  als  nützlich  erwiesen,  die  Anzahl  der  symmetrischen 
und  alternirenden  Formen  zu  bestimmen,  welche  der  Bedingung 
iSf'XS  s=  SXS*  genügen.  Ich  möchte  hier  auf  ein  verwandtes, 
allerdings  viel  einfacheres  Problem  hinweisen,  nämlich  auf  die  Be- 
stimmung der  Anzahl  der  symmetrischen  und  alternen 
Formen,  welche  die  Qleichung 

1)  8X=^XS' 

befriedigen. 

Bekanntlich  giebt  es  immer  Transformationen  X,  welche 
eine  Form  8  contragredient  in  die  ihr  ähnliche  8'  ver- 
wandeln, d.  h.  welche  die  Qleichung 

X-^8X=8' 

befriedigen ,  wobei  |  X  |   nicht  Null  ist.     Unter  dieser  Voraus- 
setzung kann  jede  andere  Lösung  Z  von  1)  in  der  Form 

Z=YX 

angenommen  werden.   Man  erhält  durch  Eintragen  von  Z  in  1) 

8YX=^TXS'=Y8X 
oder 

8T=YS. 

1896.  lUth.-phyB.  Cl.  8.  18 
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Die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Losnngen  der 
Gleichung  1)  ist  daher  ebenso  gross,  wie  die  der  mit 
S  vertauschbaren  Formen,  also  gleich  N» 

Da  aus  1)  folgt 

so  muss  mit  X  zugleich  auch  die  symmetrische  (alternirende) 
Form  X  +  XiX'  —  X)  der  Gleichung  1)  genügen.  Die 
N  linear  unabhängigen  Lösungen  von  1)  zerfallen 
also   in  p  symmetrische   und  q  alterne,   und   dabei   ist 

Man  kann  diese  Formen  auf  folgendem  Wege  bestimmen.  Sind 
die  unabhängigen  Lösungen  von  1),  so  ist 

die  allgemeinste,  und  zur  Ermittelung  der  symmetrischen  oder 
alternen  Formen  X  hat  man  die  Gleichung 

k  k 

Da  nun  2^,  wie  soeben  bemerkt  wurde,  gleichfalls  linear 
durch  die  X,  .  .  X^  darstellbar  ist,  so  folgt 

und  hieraus 

oder 

X.  «s=  -2"  a. ,  a,    X  , 

k  kl     /mm' 

woraus  wegen  der  Unabhängigkeit  der  X^ 

und  <Jfc^  =  0  für  Ä4:m,  ^^^  =  1  für  Ä,  m  =  1  .  .  .  iV  zu 
nehmen  ist. 


*)  Vgl.  die  vorhergehende  Arbeit  üeber  die  Anzahl  der  cogredienten 
und  adjungirten  Transformationen  etc.    S.  220. 


A.  Vo8s:  Lösungen  der  Gleichung  SX^Xi^.  275 

Die  Coefficienten  a^^  bilden  also  ein  System, 
dessen  charakteristische  Function  N^^  Grades  p  ein- 
fache Elementartheiler  q — 1  und  q  einfache  Elemen- 
tartheiler  ^+1  hat. 

Bei  beiden  Zahlen  p  und  q  lassen  sich  leicht  mit  Hülfe 
der  Elementartheiler  der  charakteristischen  Function  von  8  be- 
stimmen. Qeht  man  von  der  Oleichung  1)  zu  der  äquivalenten 
Gleichung 

2)  r  s{ry  rxv^rxv  v-^  s*  r 

über,  so  zeigt  sich,  dass  man  durch  contragrediente  Trans- 
formation 8  in  jede  äquivalente  Form  transformiren 
kann,  ohne  dass  die  beiden  Zahlen  p  und  q  sich 
ändern,  da  hierbei  X  nur  eine  cogrediente  Transformation 
erfahrt. 

Aus  den  Sätzen,  welche  Herr  Frohen  ins  in  seiner  Arbeit 
über  bilineare  Formen^)  entwickelt  hat,  und  die  ich  bereits  in 
einer  in  diesen  Berichten  veröffentlichten  Note^)  zu  einer  ähn- 
lichen Betrachtung  benutzt  habe,  ergiebt  sich: 

Ist  die  Form /S^  zerlegbar  in  Formen,  deren  charak- 
teristische Functionen  keinen  Theiler  gemeinsam 
haben,  so  ist  jede  Lösung  X  in  derselben  Weise  zer- 
legbar. 

Auf  Grund  dieser  Bemerkung  bezeichne  man  in  der  durch 
contragrediente  Transformation  bewirkten  Weierstrass'schen 
Normalform  von  S  mit  a^  eine  n^  fache  Wurzel  der  charak- 
teristischen Function  von  8,  deren  zugehörige  Elementartheiler 
der  Grösse  nach  geordnet, 

seien.     Dann   besitzt  die  Normalform   von  8  den  Bestandtheil 


1)  Journal  für  Mathematik,  Bd.  84,  S.  27  u.  f. 

*)  Ueber  die  mit  einer  bilinearen  Form  vertauschbaren  bilinearen 
Formen,  Sitzgsber.  d.  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss.    1889,  S.  293. 
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Sitfung  der  maffc.-phy«.  Classe  vom  3.  Mai  1896. 


+  (^i.V2+  •  •  •  ^e{~\ye^ 

und  es  kommt  nun  darauf  an,  die  Gleichung 
3)  S^  X^.  ==f  Xj.  S^ 

zu  befriedigen,  wobei  der  mit  a^  multiplicirte  Bestandtheil  in  S^ 
fortgelassen  werden  kann.  Die  Losungen  von  3}  aber  lassen 
sich  unmittelbar  anschreiben.  Bezeichnet  man  nämlich  mit 
0^1.1  X.  die  Coefficienten  der  Formen  S  und  X  in  1),  so  hat  man 
das  System 

S  a^,  a:,^  =  S  x^,  «^p         t,  ft,  i  =  1  .  .  .  n 

zu  befriedigen  ;  man  erhält  dasselbe  aber,  wenn  man  in  den 
beiden  Determinantenproducten 
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die  Multiplication  jedesmal  so  vollzieht,  dass  die  Horizontal- 
reihen %  des  ersten  Factors  mit  den  Horizontalreihen  k  des 
zweiten  Factors  combinirt  und  die  so  entstehenden  Ele- 
mente {ih)  in  beiden  Resultaten  einander  gleich  ge- 
setzt werden.  Bringt  man  diese  Regel  auf  die  Gleichung  3) 
zur  Anwendung,  so  ergiebt  sich  folgendes  Verfahren. 

Sind  die  zu  a.  gehörigen  Elementartheiler  der  Grosse  nach 
geordnet 
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80  dass  h  Eleraentartheiler  grosser  als  1  nnd  s*  gleich  1  sind  und 

die  Mnltiplicität  der  Wurzel  a^  ist,   so  haben  die  zugehörigen 
Coefficienteü  x^^^ ;  i,  m  =  1  . . .  n^  die  aus  dem  folgenden  Schema 

zu  entnehmenden  Werthe: 
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Dabei  vertritt  jedes  Feld,  z.  B.  e*  e^  im  ganzen  Aju  Coeffi- 

cienten   ;r^    .     Die  Werthe,    welche   denselben    zu   geben   sind, 

ersieht  man  am  einfachsten  aus  einem  bestimmten  Beispiele, 
etwa  5**  =  3,  c{  ==  4,  ej  =  4,  cj  =  3 ,  e*  =  2 ;  jeder  Coefficient 

x^^  soll  dabei  einfach  durch  (2,  fn)  bezeichnet  werden,  so  dass 

gleiche  Symbole  (2,  m)  je  ein  und  denselben  völlig  will- 
kürlichen Parameter  repräsentiren  (in  der  Tabelle  S.  278 
ist  der  Einfachheit  halber  die  Klammer  ()  weggelassen). 
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SUtung  der  mafk.'phys.  Cltuse  vom  2.  Mai  1896. 
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Wie  man  sieht,  erfolgt  die  Angabe  der  Coeffioienten  durch 
ein  mechanisches  Verfahren,  indem  diejenigen  Elemente  jedes 
Felieseieli  —  und  analog  dazu  die  der  Felder  «^el  — ,  weiche 
Ton  Null  Terschieden  gewählt  werden  können,  ein  gleichseitig 
rechtwinkliges  Dreieck  von  der  Hohe  ^  (^  <  ^)  ausmachen  und 
alle  in  derselben  Diagonale  stehenden  Elemente  den  nämlichen 
willkürlichen  Werth  erhalten. 

Damit  nun  die  Coefficienten  einem  symmetrischen  System 
angehören,  hat  man  festzusetzen,  dass  jedes  Symbol  (Im)  in 
der  Tabelle  denselben  Parameter  wie  (m  Q  bedeute ;  zur  Ent- 
stehung alternirender  Formen  aber  hat  man  (Zm)  =  —  (m  Z), 
insbesondere  also  alle  Elemente  in  den  zu  (ej  e{),  (ej  cj)  .  .  (cj  cj) 
gehörigen  Feldern  gleich  Null  zu  setzen.  Nach  diesen  Be* 
Stimmungen  kann  man  die  Anzahl  der  Formen  einfach  an  dem 
Schema  I)  abzahlen.  Dasselbe  ist,  da  es  sich  nur  um  sym* 
metrische  und  alterne  Formen  handeln  soll,  durch  die  Haupt- 
diagonale^)  in  ein  rechts  von  derselben  liegendes  Dreieck  mit 
Feldern  zerlegt,  welche  von  der  Form 

^  s'    8*  ei     e\  e\     e*'  e'     A<  <  i 

X         XX         X     ^  ^ 

sind.     Nun  kommen,  wie  leicht  zu  sehen, 

auf  das  Feld  «•'  sf  :  -  «'(s*-[-l)  Parameter  einer  symmetrischen  Form 

***^X*^  »  »  »  » 

*         "  *  XX  *  X  1»  »  »  » 


nnd  es  ergeben  sich  im  ganzen 

völlig  willkürliche  Parameter  einer  symmetrischen 
Function. 


1)  Dieselbe  ist  im  Druck  .durch  ^  hervorgehoben. 
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Dagegen  findet  man  ebenso  für 

das  Feld  5*s':  -s'(«'— 1)  Parameter  einer  alternen  Form 

'"a^JI*  *  *  *  * 

»  »  3         M    •  M  »  *  »  " 

A       ^  A* 

also  im  ganzen 

3'  =  ls'(s'-l)  +  Ä«'  +  4  +  2cJ+  .  .  .  (Ä-l)ci. 

Bezeichnet  man  jetzt  die  Multiplicilät  des  Factors  q  —  a^ 
in  den  ersten,  zweiten,  .  .  &*•"  Unterdeterminanten  der  charak- 
teristischen Function  von  8  mit  n^,  (r=l,  2  .  .  .  Ä  +  s*' —  1, 
so  ist 

also  wird 

P,  =  n'  +  «l+w'2+  .  .  .  n{_^^ 

ii=  w{+w^+  •  •  •  wt|^, 

mithin 

wobei  n^  den  grossten  gemeinsamen  Theiler  der 
X*«"  Unterdeterminanten  der  charakteristischen  Func- 
tion von  S  bedeutet.     Dabei  ist 

wie  zu  erwarten  war. 

Man  kann  die  hiemit  beantwortete  Frage  auch  so  stellen: 
Man  soll  alle  symmetrischen  (alternen)  Formen  finden,  welche 
mit  einer  Form  S  durch  Multiplication  zusammengesetzt  eine 
symmetrische  (alteme)  Form  liefern. 
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Die  symtnefcrischen  Formen  kann  man  stets  so 
wählen,  dass  fQr  keine  derselben  die  Determinante 
yerschwindet,  wie  der  blosse  Anblick  des  Schemas  auf  S.  278 
zeigt.  Die  alternen  Formen  dagegen  müssen  bei  ungeradem  n 
immer  eine  verschwindende  Determinante  haben.  Soll  aber  bei 
geradem  n  eine  alterne  Form  X  von  nicht  yerschwindender 
Determinante  vorhanden  sein,  so  ist 

wieder  eine  alterne  Form,  also 

d.  h.  die  charakteristische  Function  von  8 

ist  das  Quadrat  einer  rationalen  Function  von  q  und  verschwindet 
für  jede  ihrer  Wurzeln  sicher  mit  den  ersten  Unterdeterminanten. 

Die  Anzahl   der  Formen  X  beträgt  also   hier  mindestens  ^n. 

Ebenso  kann  jede  Form  S  auf  p®  Arten  durch  das  Pro- 
dukt von  zwei  symmetrischen  Formen  dargestellt  werden,  von 
denen  mindestens  eine  eine  nicht  verschwindender  Determinante 
ist.  Dagegen  kann  eine  analoge  Darstellung  durch  zwei  alter- 
nirende  Formen  nur  unter  gewissen  Bedingungen  erfolgen, 
welche  im  vorigen  für  den  Fall,  dass  die  Determinante  von  S 
nicht  Null  ist,  angegeben  sind. 


Berichtigung. 

In  der  Arbeit  »Üeber  die  coj?rediente  Transformation  der  bilinearen 
Formen  in  aicli  selbst**  (diese  Sitzgsb.  Januar  1896)  muss  die  Formel 
S.  22,  Z.  8  V.  o.  heissen : 

n (n  4- 1) _ {n  —  fi){n  —  ft  +  1) 
2  2 
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Sitzung  'Vom  6.  Jani  1896. 

1.  Herr  Robert  Hartig  spricht:  ^üeber  den  Einflnss 
des  Rauches  auf  die  Gesundheit  der  Nadelhölzer*  and 
, lieber  eine  neue  Tannenminirmotte  (Argjresthia  fun- 
della)*.  Die  beiden  Abhandlungen  werden  anderweit  ver- 
öffentlicht. 

2.  Herr  Johannes  Rückert  hält  einen  Vortrag:  .lieber 
die  Entwicklung  des  Spiraldarms  bei  Selachiern.*  Die 
Resultate  sollen  an  einem  anderen  Orte  zur  Publikation  ge- 
langen. 

3.  Herr  EuQEN  y.  Lommel  legt  eine  Mittheilung  des  Herrn 
Dr.  L.  Fomm,  Assistenten  an  dem  hiesigen  physikalischen  In- 
stitut der  Universität:  ^Die  Wellenlänge  der  Röntgen- 
strahlen* vor. 
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Die  Wellenlänge  der  Röntgen -Strahlen. 

Von  Dr.  L.  Fomm. 

(StnffHaufm  6,  Juni.) 

Professor  Dr.  Röntgen  spricht  am  Schlüsse  seiner  ersten 
Veröffentlichung:  »Ueber  eine  neue  Art  Yon  Strahlen*,  die  Ver- 
mutung aus,  dass  zwischen  den  von  ihm  entdeckten  Strahlen 
und  den  Lichtstrahlen  eine  Art  von  Verwandtschaft  zu  bestehen 
scheine  und  stellt  die  Frage,  ob  man  es  etwa  wegen  des  ausser- 
gewöhnlichen  Verhaltens  dieser  Strahlen  mit  longitudinalen 
Aetherscbwingungen  zu  thun  habe.  Von  anderer  Seite  wurde 
die  Pttluj^sche  Hypothese  über  das  Wesen  der  Kathodenstrahlen 
auch  auf  die  Röntgen-Strahlen  angewandt. 

Um  die  Frage  nach  der  Natur  dieser  Strahlen  im  Sinne 
der  Wellentheorie  zu  entscheiden,  war  es  notwendig,  nachzu- 
weisen, dass  diese  Strahlen  interferenzfähig  sind.  Da  sie  keine 
nennenswerte  Zurückwerfung  und  Brechung  aufweisen,  blieb 
nur  noch  der  Weg  der  Beugung  über. 

Zu  den  Versuchen  in  dieser  Richtung  diente  eine  von 
Geissler  in  Bonn  bezogene  Hittorfsche  Röhre,  welche  von  einem 
Funkeninduktor  von  15  cm  Maximalschlagweite  bedient  wurde. 
Die  birnformige,  30  cm  lange  Röhre  zeigte  bei  einer  Entladungs- 
spannung Yon  ungeföhr  30  mm  an  der  der  Kathode  gegenüber- 
liegenden Glaswand  einen  thalergrossen,  intensiv  grün  leuchten- 
den Fluorescenzfleck.  Die  hier  austretenden  Röntgen -Strahlen 
vermochten  noch  in  einer  Entfernung  von  3  m  Bariumplatin- 
cyanür  zu  deutlicher  Fluorescenz  zu  erregen.  Aus  den  Stellen 
lebhaftester  Fluorescenz  wurde  nun  mit  Hülfe  eines  Messing- 
spaltes  eine   Lichtlinie   von   0,5  mm  Breite   abgegrenzt.     Die 
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divergenten  Strahlen  trafen  auf  eine  hochempfindliche  photo- 
graphische Platte,  nachdem  sie  einen  zweiten  Spalt,  den  Ben- 
gungsspalt,  durchsetzt  hatten. 

Spaltbreite  und  Schirmabstand  wurden  in  der  manigfachsten 
Weise  geändert  und  bei  jeder  Versuchsanordnung  zur  GontroUe 
ein  Beugungsbild  mit  blauem  Lichte  erzeugt.  Die  Breite  der 
beugenden  Oeffnung  schwankte  zwischen  2  bis  0,1  mm,  der 
Schirmabstand  zwischen  10  und  50  cm.  Bei  0,1  mm  Spaltbreite 
war  bereits  eine  Expositionszeit  von  50  Minuten  notig. 

Die  erhaltenen  Aufnahmen  zeigen  alle  einen  gemeinsamen 
Typus.  Das  Spaltbild  ist  seiner  Grösse  nach  das  geometrisch 
bedingte  Abbild  der  Strahlenquelle,  d.  h.  es  lässt  keine  Ver- 
breiterung nachweisen.  Zu  Seiten  dieses  Bildes  sind  keine  Inter- 
ferenzstreifen, d.  h.  Maxima  und  Minima,  wahrzunehmen;  da- 
gegen zeigt  sich  das  Innere  des  Spaltbildes  von  hellen  und 
dunklen  Streifen  durchzogen,  eine  Erscheinung,  wie  sie  bei  ge- 
wöhnlichem Lichte  auftritt,  wenn  man  den  Beuguugsspalt  gross 
wählt.  Diese  Aufnahmen,  welche  ich  bereits  im  Monate  März 
erhielt,  stellten  zwar  die  Wellennatur  der  Röntgen-Strahlen  fest, 
gestatteten  aber  leider  keine  Berechnung  der  Wellenlänge,  da 
ihnen  die  genügende  Schärfe  fehlte,  um  Abstand  und  Zahl  der 
Streifen  einer  genauen  Messung  zu  unterwerfen.  Immerhin 
zeigte  der  Charakter  der  Beugungsbilder,  verglichen  mit  ähn- 
lichen Erscheinungen  bei  gewöhnlichem  Lichte,  dass  man  es 
mit  sehr  kleinen  Wellen  zu  thun  habe. 

Gelegentlich  weiterer  Versuche  hatte  ich  glücklich  die  Ab- 
stände der  Lichtquelle  von  Beugungsspalt  und  photographischer 
Platte  und  die  Breite  der  beugenden  Oefi^nung  so  gewählt,  dass 
in  der  Mitte  des  Spaltbildes  ein  erstes  Miniraum  auftrat.  Hier- 
mit war  nun  die  Möglichkeit  geboten,  in  einfacher  Weise  die 
Wellenlänge  zu  berechnen. 

Lässt  man  die  Strahlen  einer  schmalen,  homogenen  Licht- 
linie 'durch  einen  genügend  engen  Spalt  auf  einen  Schirm  fallen, 
so  entstehen  bekanntlich  zu  beiden  Seiten  des  direkten  Spalt- 
bildes helle  und  dunkle  Streifen  (Maxima  und  Minima).  Er« 
weitert  man  nun  bei  sonst  constanter  Aufstellung  die  beugende 
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Oeffnnng  immer  mehr  und  mehr,  so  ziehen  sich  diese  Inter- 
ferenzstreifen enger  und  enger  gegen  das  Mittelbild  hin  zu- 
sammen und  plötzlich  erscheint  in  letzterem  in  der  Mitte  ein 
dunkler  Streifen,  das  erste  Minimum. 

Fährt  man  mit  der  Yergrösserung  der  beugenden  Oeffnung 
fort,  so  macht  dieses  Minimum  einem  Maximum  Platz,  wodurch 
zwei  Minima  entstehen  und  so  fort.  Mit  Hülfe  der  Formeln 
und  Tabellen,  welche  Professor  Dr.  v,  Lommel  in  seiner  Ab- 
handlung s  Die  Beugungserscheinungen  geradlinig  begrenzter 
Schirme'^)  berechnet  hat,  lässt  sich  nun  aus  dem  Auftreten 
dieser  Maxima  und  Minima,  beziehungsweise  ihrer  Abstände 
und  den  Konstanten  der  Versuchsanordnung,  leicht  die  Wellen- 
länge des  angewandten  Lichtes  berechnen.  Diese  experimentell 
einfache  Methode  ist  namentlich  da  sehr  empfehlenswert,  wo 
man  wegen  geringer  Helligkeit  der  Lichtquelle  gezwungen  ist, 
verhältnissmässig  weite  Bengungsspalte  anzuwenden. 

Prof.  Dr.  V.  Lommel  gibt  auf  Seite  78  (606)  seiner  Ab- 
handlung folgende  Beziehung : 

27ta  +  b   ^ 

Hier  bedeutet  X  die  gesuchte  Wellenlänge,  a  den  Abstand 
von  Licht  und  beugender  Oeffnung,  b  den  Abstand  der  letzteren 
vom  Auffangschirm  und  r  die  halbe  Spaltbreite,  y  ist  eine  aus 
Fig.  1  (am  Schlüsse  obiger  Abhandlung)  zu  entnehmende,  ab- 
solute Zahl  und  ist  in  unserem  Falle,  d.  h.  beim  Auftreten  des 
ersten  Minimums,  gleich  11. 

Die  Konstanten  des  Versuches  waren 

a  ==  200  mm 
6  =  200    , 
r  =  0,05   . 


^)   V.  Lommel,   Abhandlungen  der  k.  bayer.  Akademie   der  Wies., 
II.  Cl.,  XV.  Bd.,  III.  Abth.,  1886. 
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Demnach 

i  =  ^  4^  •  0,05»  =  0,000014  mm. 

Die  Wellenlänge  ist  demnach  ungeföhr  15  mal  kleiner  als 
die  bisher  untersuchte  kleinste  Wellenlänge  im  Ultraviolett. 
Da  der  Abstand  der  ersten  Minima  bei  so  kleiner  Wellenlänge 
sehr  gering  ist,  so  lässt  sich  aus  den  erhaltenen  Aufnahmen 
nicht  mit  Sicherheit  constatieren,  ob  man  es  noch  mit  dem  ersten 
Miniraum  zu  thun  hat.  Ich  möchte  desshalb  obige  Zahl  nur 
als  obere  Grenze  der  von  der  bei  den  Versuchen  verwendeten 
Hittorfschen  Röhre  ausgehenden  Röntgen-Strahlen   bezeichnen. 

Inzwischen  haben  die  Herren  G.  Sagnac^),  L.  Calmette  und 
G.  T.  Lhuillier*)  Versuche  in  derselben  Richtung  veröffentlicht. 
G.  Sagnac  wendet  ein  Drahtgitter  an  und  berechnet  aus  einer 
kaum  messbaren  Verbreiterung  des  Spaltbildes  eine  obere  Grenze 
von  0,00004  mm  als  Wellenlänge.  Galmette  und  Lhuillier 
haben  Beugungsversuchc  mit  zwei  Spalten  angestellt,  erhalten 
ebenfalls  helle  und  dunkle  Streifen,  ohne  sich  jedoch  über  die 
Grösse  der  Wellenlänge  zu  äussern. 


1)  G.  Sagnac,  Comptea  Rendua,  Tome  CXXII,  No.  13. 
*)  L.  Calmette  und  G.  T.  Lhuillier,  Comptes  Rendus,  Tome  CXXII, 
No.  16. 
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Sitzung  vom  4.  Juli  1896. 

1.  Herr  Robebt  Hartio  hält  einen  Vortrag :  «Ueber  das 
Absterben  von  Baumgrappen  durch  Blitzschlag.*  Die 
Arbeit  soll  anderweit  veröffentlicht  werden. 

2.  Herr  H.  Sekligeb  legt  eine  Abhandlung  des  Herrn 
Dr.  C.  Gharlier,  Observator  an  der  Sternwarte  der  Universität 
Upsala:  , Untersuchung  über  die  Methoden  zum  Tabu- 
Hren  der  Störungen  der  kleinen  Planeten''  vor. 


Untersuchung  über  die  Methoden  zum  Tabnliren 
der  Störungen  der  kleinen  Planeten. 

Von  Dr.  C.  Charller. 

{mngOattfm  4,  Juli,) 

In  der  ersten  Reihe  unter  den  Aufgaben  der  rechnenden 
Astronomie  der  Qegenwart  steht  ohne  Zweifel  die  Berechnung 
der  Störungen  der  kleinen  Planeten  zwischen  Jupiter  und  Mars. 
Da  es  sich  hierbei  um  eine  Frage  handelt,  deren  Lösung  jeden- 
falls sehr  viel  Arbeit  und  Talent  in  Anspruch  nehmen  muss, 
und  da  ausserdem  die  gewünschte  Lösung  der  Aufgabe  so  be- 
schaffen sein  dürfte,  dass  die  ganze  Rechnung  nicht  nach  kurzer 
Zeit  neu  gemacht  werden  muss,  so  wird  es  von  Interesse  sein, 
die  Methoden,  die  den  Astronomen  hierbei  zur  Verfügung  stehen, 
von  so  vielen  Seiten  wie  möglich  zu  mustern,  damit  man  unter 
den  vielen  Auswegen,  die  zu  Gebot  stehen,  den  möglichst 
zweckmässigsten  auswählen  kann.   Es  ist  übrigens  nicht  zu  er- 


288  SitMung  der  math.-phys.  Clcuse  vom  4.  Juli  1696. 

warten,  dass  eine  einzige  Methode  für  alle  Fälle,  die  im  Planeten- 
systeme vorkommen,  ausreichen  wird;  vielmebr  wird  es  sich 
wahrscheinlich  herausstellen,  dass  die  verschiedenen  Werthe  der 
Integrationskonstanten  verschiedene  Behandlungsmethoden  er- 
heischen werden.  So  kann  man  sich  z.  B.  folgendes  Arbeits- 
schema als  plausibel  vorstellen:  Die  Planeten,  deren  mittlere 
Bewegung  nahe  commensurabel  mit  derjenigen  vom  Jupiter  ist, 
werden  besonders  gerechnet;  unter  den  übrigen  kommen  die 
Planeten  mit  kleiner  Excentricität  und  Neigung  zusammen  in 
einer  Klasse;  und  zunächst  kommen  die  übrigen  Planeten,  unter 
denen  vielleicht  diejenigen,  die  Jupiter  am  nächsten  liegen, 
eine  besondere  Behandlungsmethode  erfordern  werden. 

Man  kann  sich  auch  andere  Gesichtspunkte  bei  der  Be- 
handlung des  Problems  denken:  z.  B.  ob  man  absolute  Bahnen 
nach  Oylden^s  Betrachtungsweise  rechnen  soll,  oder  ob  man 
sich  mit  allgemeinen  Störungen  begnügen  darf  u.  s.  w. ;  aber 
auch  dann  wird  man  schliesslich  doch  nicht  von  den  verschie- 
denen Werthen  der  Integrationskonstanten  absehen  können,  son- 
dern man  wird  wieder  auf  die  obige  Eintheilung  zurückgeführt. 

Im  Folgenden  werden  zwei  Vorschläge  zum  Tabuliren  der 
Störungen  der  kleinen  Planeten  auseinandergelegt  und  so  weit 
geführt,  dass  man  eine  Uebersicht  über  die  für  das  Tabuliren 
zu  fordernde  Arbeit  bekommen  kann.  Dieselben  dürfen  mit 
Vortheil  benutzt  werden  können  bei  Planeten,  deren  Excentri- 
ciiat  und  Neigung  kleiner  als  %  (12^)  betragen,  und  es  ver- 
dient bemerkt  zu  werden,  dass  die  Zahl  solcher  Planeten  über 
70  ^/o  der  gesammten  Planeten  ausmachen. 

I. 

Setzen  wir  zur  Abkürzung 

g  =  ecos7i\         p  =  sin  « cos i2 
A  =  e  sin  71 ;  2  =  sin  i  sin  12, 

wo  e,  t,  TT  und  ii  die  Excentricität,  die  Inklination,  die  Perihel- 
länge  und  die  Knotenlänge  des  gestörten  Planeten  bedeuten, 
und   sind  g\  h\  p   und  q   die  entsprechenden  Orössen   für  den 
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störenden  Planeten,  so  lassen  sich  bekanntlich  die  Störungä- 
fanktion  und  ihre  partiellen  Ableitungen  als  Potenzreihen  nach 
den  positiven  Potenzen  yon  g^  h  etc.  darstellen.  Die  Eoefficienten 
in  diesen  Reihen  sind  dann  abhängig  nur  von  dem  Verhältniss  a 
zwischen  den  halben  grossen  Achsen  a  und  a  und  von  der  als 
anabhängige  Veränderliche  benutzten  Winkelgrdsse.  Behalten 
wir  die  Eonstanten  jjr,  %,  p  und  q  unbestimmt,  geben  aber  ä 
einen  bestimmten  Werth,  so  kann  man  die  Integration  numerisch 
aasführen  und  erhalten  nach  derselben  die  Eoordinaten  als 
Potenzreihen  nach  diesen  selben  Grössen  p,  h  etc.  dargestellt. 
Um  die  Begriffe  zu  fixiren,  nehmen  wir  an,  dass  irgend  eine 
Eoordinate  X  nach  der  Integration  durch  die  folgende  Reihe 
ffegeben  wird : 

X^^X{a,u)ghpqg  h' p  q\ 
wo  wir,  wenn  die  Indices  bei  X  angezeigt  werden  sollen,  setzen 

X («,«)  =  X  (ö,  tt). 

klmn 

Die  Eoefficienten  X  sind  nun,  indem  wir  vorläufig  von  den 
säkularen  Gliedern  wegsehen,  in  Fourier'sche  Reihen  nach  den 
Vielfachen  von  u  entwickelt,  und  die  Eoefficienten  in  diesen 
Ausdrücken  sind  allein  von  der  Grosse  a  abhängig^);  es  wird 
untersucht  werden,  wie  sich  das  Tabuliren  dieser  Eoefficienten 
bequem  ausführen  lässt. 

Zunächst  ist  ersichtlich,  dass  eine  derartige  Tafel  für  die 
Berechnung  der  Störungen  der  kleinen  Planeten  von  dem  grössten 
Nutzen  sein  würde.  In  Besitz  einer  Tafel  von  den  Funktionen  X 
hatte  man  in  den  Ausdrücken  für  die  Eoordinate  nur  die  be- 
sonderen Werthe  von  g^  h,  p,  q  einzusetzen ,  um  sogleich  durch 
einfache  Addition  die  allgemeinen  Störungsausdrücke  eines  be- 
liebigen Planeten  zu  erhalten.  Die  ganze  Arbeit  um  die  voll- 
ständigen Störungsausdrücke  eines  Planeten  zu  erhalten,  würde 
kaum  viele  Stunden  in  Anspruch  nehmen.  Weiter  ist  es  zu 
bemerken,  dass  wenn  nach  einigen  Jahrzehnten  die  oskulirenden 
Elemente    des  Planeten  sich  so  viel  geändert  haben,  dass  man 

^)  Und  von  der  £pochelänge,  von  der  wir  aber  hier  absehen  können. 
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eine  üngenauigkeit  der  Sfcörungsausdrücke  zu  befürchten  hat 
und  somit  neue  Störungen  berechnen  will,  so  kann  man  dabei 
wieder  dieselbe  Tafel  benutzen  und  die  neuen  Störungsausdrficke 
ebenso  leicht  erhalten.^) 

Um  beurtheilen  zu  können,  in  welchem  Umfang  eine  solche 
Tafel  berechnet  werden  soll,  habe  ich  in  der  beigefügten  Ta- 
belle die  311  ersten  kleinen  Planeten  nebst  deren  Exentricitat 
und  Neigung  zusammengestellt. 

Man  sieht  aus  dieser  Tafel  unter  Anderem,  dass  zwischen 
log  a  =  0.41  und  log  a  =  0.50  über  200  von  allen  Planeten 
enthalten  sind.  Diese  Planeten  sind  diejenigen,  deren  mittlere 
Bewegung  zwischen  der  zweifachen  mittleren  Bewegung  von 
Jupiter  und  der  dreifachen  derselben  liegt.  Für  dieses  Gebiet 
von  a  (entsprechend  a-Werthe  zwischen  9.694  und  9.784)  wird 
also  die  besprochene  Tafel  besonders  günstige  Resultate  liefern. 

Wir  werden  nun  das  betreflfende  Problem  etwas  näher 
untersuchen.  Man  kann  in  vielerlei  Weise  das  genannte  Pro- 
gramm durchführen  je  nach  der  Wahl  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen u  und  der  Wahl  der  Koordinaten.  Alle  diese 
Methoden  haben  eine  Eigenschaft  gemein,  auf  die  ich  zuerst 
aufmerksam  machen  will. 

Betrachten  wir  die  Störungsfunktion  Q  oder  irgend  eine 
Ableitung  derselben,  so  kann  man  dieselbe  auf  die  oben  ge- 
nannte Form  für  die  Koordinaten  bringen.     Setzen  wir  nun 

so  haben  die  ü  (a,  ü)  folgende  Eigenschaft.     Man   kann  setzen 

-|-  ß*i  (a,  ^)  sin  w  +  .  .  . , 
wo 

J^  =  l  +  a^  —  2a  cos  {l  u  +  B) 

und  X  eine  gegebene  Funktion  von  a  ist. 


^)  In  der  That  braucht  man  nur  die  aus  den  neuen  </,  Ä,  p,  q  her- 
rührenden Eorrektionsglieder  hinzufügen. 
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Die  obige  Reihe  für  fl  (a,  u)  enthält  immer  eine  endhche 
Zahl  von  Gliedern  und  zwar  ist  diese  Zahl  nicht  grösser  als 

^4-^  +  »»  +  ^  +  ä'-{-  i'-f-  w'+  w '+  1; 
weiter  sind  die  Eoefficienten  immer  von  folgender  Form: 

WO  wieder  die  Zahl  der  Glieder  endlich  ist  und  die  h  Funktionen 
Yon  a  allein  sind.  In  Besitz  einer  Tafel  für  die  Entwickelung 
Yon  A*  erhalten  wir  somit  leicht  die  Entwickelung  der  Funk- 
tionen Sir'  Wir  werden  einige  von  diesen  Funktionen  im  Fol- 
genden bilden. 

Die  einzige  Ausnahme  von  der  obigen  Form  ist,  daas  in 
einigen  Ausdrücken  ein  Faktor  sin  {Xu  -{-B)  hinzukommt. 

Wir  werden  jetzt  zur  Bildung  der  Funktionen  Q  über- 
gehen. Als  Koordinaten  werde  ich  Polarkoordinaten,  bezogen 
auf  ein  durch  die  Sonne  als  Origo  gelegtes,  festes  Koordinaten* 
System,  wählen ;  als  unabhängige  Veränderliche  wird  die  wahre 
Anomalie  des  gestörten  Planeten  gewählt.  In  den  Lagrange'schen 
Differentialgleichungen 

r*  cos*  0  3-i  -f-  2  r  cos-*  ö  3-  -5-  —  2  r*  cos  ö  sin  6  3—  3-  =  0 
at*  atat  dt  dt 

^cPb  ,    ^    drdb   ,     ^  .    ^        ^  fdiy       ^ 

führen  wir  also  statt  t  als  unabhängige  Veränderliche  v  ein 
durch  die  Gleichung 

r^dv  ==  y7  d  t 
und  wenn  wir  gleichzeitig  —  statt  r  anwenden,  bekommen  wir 

T 

nach  einigen  Transformationen,  die  ich  hier  übergehen  kann, 
das  folgende  System  von  Differentialgleichungen  : 

19» 
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(Ä)  ... 


WO 


dv^       r 

^  +  C08»  «■  tg  6  (1  +  tg»  6) «  (7. 

r^dv  =  y^dt, 

2coaicQr^dv  ,   2  rdb 


(Qr^dv 


r    J   cos^b         rjdv 


+ 


M^J«-»]^- 


cCr-Br»-2co8«tg6(l+tg»6)X^r»df;--tg6(l+tgH)[X«r»«lt»]* 

c 

iDdem  wir  uns  auf  die  Störungen  erster  Ordnung  be- 
schränken, können  wir  diese  Differentialgleichungen  folgender- 
massen  integriren. 

Man  setzt 


~  =  :r  +  Q 


(B) 


b  =  bf^  +  0, 
wo  r^i  Jf^  und  b^  durch  die  folgenden  Gleichungen  bestimmt  sind: 


(C)  .  .  .  . 


dv' 


^^«  =  C08i(l+tg>6o) 


d*b 


^  +  co8»»tg6,(l  +  tg»6,)  =  0. 


Zur  Bestimmung  von  (,  s  und  ir  bekommt  man  dann  das 
System 
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il>) 


^  =  co8t(tg*6^tgno)  + 


l+tg»6 


JQr^dv 


cPjs 


^,  +  co8»f[l  +  4tg»6o  +  3tg*6J.ir=a 


Wir  bemerken,  dass  r^,  2^  und  5^  nicht  ganz  mit  den  un- 
gestörten Koordinaten  zusammenfallen,  da  dieselben  von  v  und 
nicht  von  der  ungestörten  wahren  Anomalie  abhängen.  Weiter 
will  ich  bemerken,  dass  man  ohne  viele  Abänderungen  in  dem 
Folgenden  statt  den  Gleichungen  (Ä)  bis  (D)  die  Laplace'schen 
Gleichungen  mit  l  als  unabhängige  Veränderliche  anwenden 
kann.  Ich  habe  die  obige  Form  bevorzugt,  nur  weil  die  Ent- 
wickelung  der  Störungsfunktion  sich  etwas  einfacher  gestaltet, 
wenn  v  als  unabhängige  Veränderliche  benutzt  wird. 

Die  Integration  von  ((7)  giebt 

~  a=  1  -|-  ^  cos  v  -}-  Ä  sin  v 

(1)  ^    sin  bf^^stpsinv  —  g  cos  t; 

-  p  cos i dt; 

•  ~  J  l-sin»tsin»(t?-ß) 

=  v  — -  (p^  —  3*)  sin  2 1?  +  -^  j?  g  cos  2 1;  +  .  .  .  . 

Indem  wir  setzen 

(2)  v  =  fi{v^c)  +  c 
bekommt  man  für  v   den  Ausdruck: 

(3)  v  =  F-  2  //  (^  sin  v  -  Ä  cos  t;)  +  2  {g  sin  F-  ä'  cos  F) 

+|/i  [(^»-A»)sin  2t;  -2^Aco8  2t;]+y(^'»-Ä'»)  sin  2  F-  L'A'cos  2  F- 
4  4  ^ 

-2/iif^'[sin(t;-Fj+sin(t;+F)]+2A*V[cos(t;-F)+co8(t;+F)] 

-2/u^Ä'[cos(t;-F)-cos(t;+F)]+2/iAÄ'[-sin(t;-F)+sin(t;+F)] 

"i   .  .  •  • 
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Mit  Anwendung  dieser  Werthe  von  r^,  i^,  b^  und  v  wird 
nun  die  Störungsfunktion  entwickelt.  Diese  Entwickelang  ge- 
schiebt naöh  der  von  mir  in  meinem  Aufsatz:  ^Studier  öfver 
tre-kroppar-problemet'  11.^)  benutzten  Methode,  die  ich  kurz 
auseinandersetzen  werde. 


Indem  wir  setzen 


r*  r        r* 


w ^=-", -/ii 

so  ist 

1  r» 

m  r  ' 

m  Ol 

m  ob 

wo  H  den  Winkel   zwischen  dem  Radius  Vektor  des  gestörten 
und  des  störenden  Körpers  bezeichnet,  also 

H  =?  cos  6  cos  l  cos  b'  cos  t  +  cos  b  sin  l  cos  6'  sin  J'  +  sin  &  sin  i . 

Die   Entwickelung    von    -ttj    geschieht    nun   in    folgender 
Weise : 

Es  ist 

/'»  =  r»  +  r'»  — 2r/£r 

und  also,  wenn  wir  setzen 

z:/J  =  o*  +  a*  —  2a a  cos  m?, 

wo 

ti?  =  t;  —  F=(l—  /i)t;  +  iuc  —  c, 
und 

r"»  =  ^  +  ^, 
SO  ist 

ir  =  r»  +  r >  -  2  r  r  i/  —  a*  —  a*  -f  2  a  a  cos  U7. 


')  Bihang  tili.  K.  Sveneka  Vet.  Akademins  Skrifter.    Bd.  19. 
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Führen  wir  jetzt  die  Bezeichnungen 

r  =  a  (1  -|-  ^) ;  r  =  a  (1  -f  rt ;  J5r==  cos  u;  +  w 

ein    und   beobachten,   dass   man    statt  w  überall  J^   einführen 
kann  durch  die  Relation 

2 a a  cos k;  =  a*  +  Ä*  —  ^ 
und  die  daraus  abgeleitete 

4  a*  a*  sin* «;  =  4  a*  a  *  —  (a*  +  a*  —  z^)*, 

so  bekommen  wir 

(5)  F=  (a»  -  a  «  +  ^J)  ^  -  (a»  -  a*  -  ^g)  ^'  —  2  a  a  m 

—  2aa  uqq\ 
und  da 

oder  nach  Einsetzung  des  obigen  Ausdruckes  (5)  für  f 

1         1  _  3  (a*  -  a*       l\         3  /o»  -  o^  _  J_\   , 
r"»      4       2[     Jl      '^Jl)^^2\     Jl  J»)^ 

Sa  au       15/(o»-a»)»       6a*-10a'»        1\ 
und  wenn  wir  setzen 

erhalten  wir  somit,  indem  wir  gleichzeitig 

a 

a 

(6)  ^  =  1  +  a«  -  2  a  cos  w  =  -tI 
einführen,  folgende  Ausdrücke  für  die  Koefficienten  D : 

^000  =  X^  —  «* 
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3a»(l-««)        Ig« 
^100-2 Ä* +2/1»       ^ 

D     =^* 

■*'ooi  —  ^J 
_15tt»(l-g»)*       3a«(l+a*)       1  a»         , 

„          15a«(l-«')*  ,    3«»(l-3a«)   ,  3«*       _, 
-^«"  =  -8" 1^ "*"4 T^ +  8Z*~^" 

"»2   zC 


15a»(l-o»)   ,    3«^ 

2  J» 


2)     =  +  tl  "  v^-"_^   . 


7)    _      15  g»  (1  -  g^)      3  g» y. 

^"■^        2  J'  2  zl*~  '®** 


Jetzt  setzen  wir 

1 


fl  ««m 


(7)  -'»-»^-SPu.e*?'« 

und  die  Eoefficienten  Pj^j^  erbalten  dann  folgende  Werthe: 

^»«.=  2-15—       2  3-2"^^  +  ")+2"^ 

3aa_-jal»_la(l  +  «5_l«_ 
»«o       4         d>  2        zl»  4A      «l^-^o;-^«^ 

P     =  —  P 

■*  010  —  ■*  100 

„  3  «>  (1  -  o>)       1  o»        , 


001 


2         A^  2  zf» 
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15  a(l  —  a*)*  _  a^  (21  -  6««  -  15a*)        a^  5-«*  , 
«»       16         J'  16  A^  "^16      -d»      "^ 

15a(l  -a»)*      9al+2a*  — 3a*      3a    l  +  Sa« 
«•"16        /f  16  J»  16'       J» 

-Ä7-|°('  +  «')  +  l«^' 

_15a»(l+a>)       3  g» 
«» ~  4  A'^  4  J» 

_      15a(l-g^)»      la(15  +  6«*~21a^)     lg(l-5«*) 
"»~       8         zl'        "'"8  J*  8       4»"^ 

+  -^3  +  2a(l  +  a»)-2aJ» 

_  15  g^  (1  -  gy      3  a>  (1  +  «^)       1  «^       g    . 
^101  —  4  ^7  2         z/*  4  ^^ 

Die  Entwickelung  von  Q  und  22  ist  von  eben  derselben 
Form.  Wir  begnügen  uns  aber  mit  den  obigen  Angaben  der 
Eoefficienten  P,  da  es  hier  hauptsächlich  auf  die  Beurtheilung 
der  bei  dem  Tabuliren  nothwendigen  Arbeit  herauskommt. 

Nachdem  jetzt  die  Entwickelung  in  der  Form  (7)  erhalten 
ist,  hat  man  die  Ausdrücke  für  ^,  Q  und  u  einzusetzen.  Diese 
Ausdrücke  sind  bis  zum  zweiten  Grade  in  g^  h  etc.  die  folgenden: 

p  =  — pcosf;-Äsint;-^(^*+Ä*)  +  ^(^*-Ä*)co8  2f;4-^Asin2f; 

?'  =  —  g  cos  (v  —  u?)  —  ä'  sin  (v  —  w)  -{- 

+  \i  gg  [—  cos  w + cos  (2 1;— «;)]  +  /i  Ä  g\_—  sin  u?  +  sin  (2  v — m?)] 

-V-^g  9  W^  cos  2  (v  —  W)\  —  g  H  sin  2  (v  —  w)  + 

+  i"pA'  [sin  «;  +  si^  (2 V  —  w)]  — A'ÄA'[cosm;  +  cos(2t7— w?)] 


+  J-Ä'A'[l+co8  2(t;— w)]. 
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u  =  sin  u?  [— 2^(§rsint;  —  Äcost;)-|-2(^'8in(t;— tr)— Ä'co9(f; — ir))3 

+  costvl'-  ^»  (g»  +  A«)  +  ^«»((7*  —  Ä*)  cos2  v  +  2^»(7Ä8in2 1; 

—  (^'*  +  A'*)  +  (y*-A'*)cos2(t;~ti;)  +  2(7'A'sin(2f;-tt7)] 

•^  sin  toi  j  fi(g*  —  Ä*)  sin  2  t'  —  2  gh  cos  2  v) 

+  —  (^'*  —  ä'*)  sin  2  (v  —  io)  —  ^  g'  h'  cos  2  (t?  —  u?)  j 

+  2/w^^'[co82m;— cos2(t;— M?)]— 2^^Ä'[8in2tt7+8in2(t;-tt7)] 
-}-  2/iÄ5''[sin2M;— sin2(v— «;)]  +  2^<ää'[co82 t^  +  co82 (i;~ m;)] 

1  1 

-  4  [(«-?')*-  (2>  -P')*]  cos  (2i;-  m;)-  j  [(?-?')*+  (p  V)*]  «w  ic 

Diese  Werthe   von   q^  q   etc.  in  (7)  eingesetzt  geben  uns 
nun  die  gewünschte  Form  für  P.     Wir  schreiben 

(8)  -K  r»  P  =  ^  (0)  +  ^  (c  •  1)  cos  i;  +  ^  (c  .  2)  cos  2  v  +  .  . 
m 

+  -4  (5  •  1)  sin  V  +  yl  (5  •  2)  sin  2  t;  +  •  •  ., 

und  die  Koefficienten  A  werden  dann  nach  Potenzen  von  g^  g  etc. 
entwickelt;  eine  Entwickelung,  die  wir  schreiben: 

k'  V  m'  n'  ^  '  *****    ^'  ''    ***'   **' 
(9)       .       .       .  ^  =  S^Um«       9^P^9^Pi' 

Die  ersten  Koeffizienten  in  dieser  Entwickelung  —  bis  zum 
zweiten  Grade  —  werden  wir  jetzt  anführen : 

Entwickelung  von  ^(0) 
(enthält  nur  Glieder  geraden  Grades  in  g  h  etc.). 

0000 

Ä  (0)  =  Pooo 
0000 

^^)  *)  =  -  ^  J*,oo  -  A**  cos  w  P<„,  +  I  Pa»  +  2  ^»  8in»  «  P«„ 


^)  Wenn  bei  einer  Funktion  die  Indicea  oben  oder  unten  nicht  ange* 
zeigt  sind,  so  soll  das  bedeuten,  dass  dieselben  sämtlich  gleich  Null  sind. 
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A(0)  =  A  (0) 

OiOO  2000 


^  (0)  =  2  Po,o  -  cos  IC»  P^,  +  2  P^  +  2  sin»  «;  P, 


0200  2000 

Ä{0)==Ä  (0) 

1000 
1000 

+  ö  cos  w  PjjQ  -{-  sin  w  PjQj  sin  «7  +  i^  sin  w  P^^,  sin  «? 

0100  1000 

^  (0)  =  ^  (0) 

0100      1000 
1000 

4(0)  =  — P..  /u8inii;-|-2^sin2ti;Poo.  —  4f*sint<;Poo9  9in*tr  + 

0100 

+  ^  sin  «;  P^j^j  —  cos  k;  P^^^  sin  w  —  fi  cos  ii?  Pqj^  sin  lo 

0100         1000 

4(0)  =  -^(0). 

1000         0100 

Die  Glieder,  die  von  der  Babnneigung  abhängen,  schreibe 
ich  besonders  aus.     Dieselben  lauten : 

—  ö  Cp  «' — P9)  sin  m;  Pool  —  7  [(p  —  pY  +  f  ?  -  «')*]  cos  w  P^^. 


Entwickelung  von  Ä{c-1) 
(enthält  nur  Glieder  ungeraden  Grades  in  g^  h  etc.). 

Ä{C'1)  =  —  P 
1000  100 

'  4  (c .  1)  =  2  A*  sin  m;  P 

0100  001 

1000 

-4  (c  •  1)  =  —  P  cos  «7  —  2  P  sin*  tc 

010  001 

0100 

-4.  (c  •  1)  =  P  sin  «;  —  2  P  sin  u;  cos  tv. 

010  001 

Die  übrigen  Eoefficienten  sind  Null. 
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Entwickelung  von  Ä{8*1), 

Ä(8'1)  =  —  Ä{C*1) 
1000  0100 

Ä(8'1)  =  +  Ä(C*1) 
0100  1000 

1000  0100 

A(8*1)  =  —  A{C'1) 

0100  1000 


Entwickelung  von  A(c*2). 

A  (c .  2)  =  ^  P  +  iu»  cos  W7  P  +  i  P  —  2  /u»  sin»  w  P 
2000     ^100        001  "^  aoo  002 

^  (c .  2)  =  —  ^  (c .  2) 
0200        2000 

2000       1  5 

^(c  2)  =  —  7rPcos2w4--PcosM;cos2«?  —  P— 8inwsin2u7  4■ 
^  010  001  001* 

+  ^  cos  2  tr  P  —  2  cos  2  u;  sin*  ti?  P  +  sin  w^  sin  2  u?  P 

^020  008  Oll 

0200  2000 

^(c.2)  =  — ^(c.2) 

3 

A{c'2)=  —  ^  fisinw  P  —  2  fi  sin  tr  P 

1100  ^  001  101 

1100  5 

J[  (c  .  2)  =  P  sin  2  m;  —  2  cos  «^  sin  2  m;  P  —  -jr  sin  m;  cos  2  «;  P  — 
010  001     ^  001 

—  sin  2  «;  P  +  4  sin  2  tc;  sin*  tv  P  +  2cos2tc7sin«7P 

020  002  011 

1000 

^(c.2)  =  /iC08f(;P— 2/icos2M;P4-4jucosti;  sin*  w  P  + 
1000  010  001  002 

+  ^r  cos  ti?  P  +  sin  m;  sin  m;  P  —  ^  sin  u?  sin  ti?  P 
^  110  101  011 

0100  1000 

4  (c .  2)  =  —  4  (c  .  2) 
0100  1000 
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1000 

Ä{C'2) 

0100 


0100 

Ä(C'2) 

1000 


—  ^  sin  m;  P  4-  2  i«  sin  2  tr  P  —  4  ^  sin  u;  sin*  w  P  — 

010  001  002 

—  --  sin  tt?  P  +  cos  m;  sin  «;  P  —  ^1  cos  w  sin  tc  P 

^  110  101  011 

1000 

Ä{C'2) 

0100 


Hierzu  kommen  die  Neigangsglieder : 
- 9 [P3+pV--P2-/9J«ii"'^+T[(j> -/)*-(?-«')•] cos w?P 

^  001    4  oc 


Entwickelung  von  JL(5*2). 


Ä{8 
2000 

Ä(8 
OflOO 

aooo 

Ä{8 

0200 
A(8 

Ä{8 

1100 

1100 
A{8 

1000 

A(8 
1000 

0100 

A{s 

0100 
0100 

A(s 

1000 

1000 

A{8 

0100 


2)  =  -|^(c.2) 

^  1100 

2)  =  —  4  (s  .  2) 

2000 
1   1100 

9000 

2)  =  —  4  (ä  .  2) 
2)  =  2^(c.2) 

2000 
2000 

2)  =  2  ^  (c  •  2) 

1000 

2)  =  —  -1  (c  •  2) 

0100 
1000 

2)  =  —  il  (5 . 2) 

1000 
1000 

2)  =  ^(c.2) 

1000 
0100 

2)  =  ^(5- 2) 

1000 


und  die  Neigungsglieder  sind: 

9  [PQ  +Pq  -  P  i"  P'«]  cos  m;  P  +  -^  [(i?  -p')»  -  (g  -  (iY\  P  sin  m;. 

Ä  001     «  001 
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Da  so  viele  von  den  Koefficienten  einander  gleich  werden, 
so  wird  die  Zahl  der  zu  tabulirenden  Funktionen  nicht  so  gross, 
wie  es  im  Voraus  zu  erwarten  war.  Bis  tum  ersten  Grade  in- 
klusive sind  nur  5  Funktionen  zu  tabuliren,  für  den  zweiten 
Grad  kommen  noch  12  hinzu. 

Setzen  wir  die  froher  erhaltenen  Ausdrücke  für  Pj^j^  ein, 
so  werden  die  A  direkt  als  Funktionen  von  A  erscheinen.  Es 
werden  unten  diese  Funktionen  bis  zum  ersten  Grade  inklusive 
angegeben.     Es  wird 

A^      i\  —  ^  (3  — Q*)(I  —  «V       19-6«»  — 5a*       11  —  o» 

-(l+«*)-^  +  2(l  +  a»)J»-J* 
A(c  •  n  =  ^      ^ ad-a*)  (1-1-3 o*)   ,    3a(l -a») 


4A' 


.   3a(l-a»)   .     a]    . 


Wie  früher  bemerkt,  sind  also  —  und  das  gilt  allgemein  — 
die  Funktionen  Ä  entweder  von  der  Form  F  (A)  oder  F  ( J)  sin  to. 
Das  numerische  Tabuliren  derselben  geschieht  äusserst  bequem, 
wenn  man  früher  in  Besitz  einer  Tafel  für  die  Entwickelungs- 
koefficienten  von  J'  ist.     Gesetzt 

(10)  rnri  l T."^  'J,-^/J(<»+2/S<')co8W+2/Jf  cos2u;-h..., 

[l+o  -2acosu;J'     j«     '  »     '     •  •  « 


1)  fiy  das  Verhältniss   zwiscben  den  mittleren  Bewegungen,  hängt 
von  a  und  von  den  Massen  ab.    Annähernd  ist  /u  =  a 
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so  sind   bekanntlich   die  Koefficienten  ß^^  für  gewisse  Werthe 

Yon  8  tabulirt   in  dem  Runkle^schen  Tafelwerk^),   jedoch   für 

den    jetzt    Yorliegenden    Zweck    in    nngenügender    Umfassung. 

Dagegen   sind  von  Masal   sehr  ausführliche  Tafeln   vorhanden 

über  die  Entwickelungs-Koefficienten  in  der  Entwickelung  von 

der  Funktion 

[1  —  a*  sin*  «;]"•, 

aus   welchen   die  Werthe   von  ß^^  abgeleitet  werden   können.*) 

Der  Bequemlichkeit  halber  empfiehlt  es  sich,  auch  Tafeln 

ftir  die  Funktionen 

Binw 

zu  berechnen.     Sie   sind  indessen  aus  den  Tafeln   für  J'  sehr 
leicht  zu  erhalten,  da  man  hat 

/jjv  sin  ti; 1    "  j» 

A'"^^  sa  dw 

Nachdem  in  dieser  Weise  die  P,  Q  und  B  tabulirt  worden 
sind,  werden  die  DifiEerentialgleichungen  (D)  für  jedes  a  integrirt. 
Die  Integrale  werden  zweckmässig  auf  die  Form 

?  =  JB  (0)  +  JB  (c  •  1)  cos  v  -f  JJ  (c  •  2)  cos  2  t;  +  .  . 
+  B  (s  •  1)  sin  t;  +  jR  (s  •  2)  sin  2  t;  +  .  . 

gebracht,  wo  die  Koefficienten  i2,  nach  Potenzen  von  ^,  h  etc. 
entwickelt,  somit  für  jedes  a  tabulirt  sind. 

II. 

Die  zweite  Methode  zum  Tabuliren  der  Störungen  der  kleinen 
Planeten  werde  ich  nur  kurz  skizziren. 

Dieselbe  beruht  wesentlich  auf  die  Einführung  des  Oylden'- 
scheu  diskontinuirlichen  Argumentes,  und  zwar  vor  der  Inte- 
gration der  Differentialgleichungen. 

^)  Smithsonian  contributions  to  knowledge  Vol.  IX. 
^)  Siehe  BulletinAstronoiniqueJan.  1896,  wo  der  Zusammenhang 
zwischen  diesen  Koefficienten  von  Kadau  auseinandergesetzt  worden  ist. 
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ErinDern  wir  kurz  an  die  Eigenschaften  des  von  Gylden 
eingeführten  Argumentes.^) 

Die  Störungsfunktion  und  ihre  partiellen  Ableitungen  sind 
ursprünglich  von  den  Koordinaten  des  gestörten  Körpers  so  wohl 
wie  von  denen  des  störenden  Körpers  abhängig,  um.  die  Inte- 
gration auszuführen,  drückt  man  nun  die  Koordinaten  beider 
Körper  durch  eine  einzige  Veränderliche  aus,  und  zwar  gewöhn- 
lich indem  mau  die  Ausdrücke  in  trigonometrische  Reihen  ent- 
wickelt. Diese  Reihen  schreiten  aber  nicht  nach  den  Vielfachen 
eines  einzigen  Winkels  fort,  sondern  enthalten,  wie  man  sich 
ausdrückt,  zwei  ,  Argumente*.  Nennen  wir  das  eine  Argument  v, 
so  wird  das  andere  /i  v,  wo  ^  gleich  dem  Verhältniss  zwischen 
den  mittleren  Bewegungen  der  beiden  Körper  ist  Die  erhaltenen 
Reihen  sind  also  von  der  Form 

Könnte  man  jetzt  cos  ^  v  und  sin  iu  t;  nach  den  Vielfachen 
von  V  entwickeln,  würde  man  die  formell  viel  einfachere  Ent- 
wickelung 

^     •  Sin 

erhalten.  Solche  Reihen  von  .  fiv  sind  auch  möglich  zu  er- 
halten, konvergiren  aber  so  langsam,  daas  dieselben  praktisch 
unbrauchbar  werden.  Gylden  hat  nun  gezeigt,  wie  man  durch 
einen  KunstgrifiP  Reihen  der  gewünschten  Art  erhalten  kann, 
die  gut  konvergent  sind,  welche  aber  für  jeden  halben  Umlauf 
neue  Koefficienten  bekommen.     Man  erhält  nämlich 

(12)   .    .   e  =e  2j(—1)     One  , 


^)  Siehe  Gylden:  „Gninddragen  af  en  method  för  beräkning  af 
absoluta  störingar*^,  Bih.  tili.  K.  Vet.  Akademins  Handlinger,  Bd.  2,  und 
Charlier:  ,Ueber  die  allgemeinen  Jupiterstöningen  des  Planeten  17 
Thetis*"  K.  Y.  Akademins  Handlinger  Bd.  22. 
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wo  m  eine  ganze  Zahl  ist,  so  gewähU,  dass 

und  o^  bestimmte  Zahlen  bezeichnet. 

Die  KoefGcienten  in  der  Summe  rechter  ^Seite  sind  nun^) 
f&r  alle  geraden  Werthe  von  m  gleich  und  ebenso  für  alle  un- 
geraden, und  folglich  hat  man  praktisch  nur  zwei  verschiedene 

Entwickeluniren  von     .    u  v.    Diese    enthalten  ausserdem   den 

Winkel  m  ju  /r,  der  für  jeden  halben  Umlauf  den  Werth  ändert, 
und  dieser  Winkel  ist  das  Gylden'sche  diskontinuirliche  Argu- 
ment    Wir  nennen  es  X  *)•  so  dass 

X^  =  «1  iU  TT. 

Führt  man  dieses  hinein,  so  wird  nun  unsere  Reihe  die  Form 

(13) SB^^^P^it; 

^    '  sm 

bekommen,  wo  aber  jetzt  J?^  von  dem  Argument  Xu  abhängt 
und  somit  für  jeden  halben  Umlauf  den  Werth  ändert.  Man 
erhält 

(14)   .    .    5^  =  6^  +  ^i  cos  Xm  +  6,  cos  2  X«  +  •  •  • 

+  c^  sin  Z,„  +  c,  sin  2  Z»  +  .  .  ., 

wo  die  h  und  c  zwei  Werthe  haben,  den  einen  für  gerade  m, 
den  anderen  für  ungerade. 

Nun  kann  man  das  Argument  Xm  entweder  vor  oder  nach 
der  Integration  einführen.  In  der  citirten  Abhandlung  habe 
ich  bei  der  Berechnung  der  Thetis- Störungen  X«  nach  der 
Integration  eingeführt,  und  es  ist  offenbar,  dass  man  auch  so 
Verschiedenes  gewinnt.  Indessen  dürfte  es  zweifelsohne  in  den 
meisten  Fällen  vortheilhafter  sein,   schon   vor   der  Integration 


1)  Wie  man  aus  dem  Faktor  ( —  1)*"*  sieht. 

^)  Bei  einer  thatsächlichen  Rechnung  empfiehlt  es  sich,  einen  etwas 
verschiedenen  Werth  von  2C^  zu  benutzen,  nämlich 

X^  =  ^  (m  jr  —  c)  -f  c'. 

ISM.  MaÜL-phyi.  Gl.  2.  20 
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das  Argument  Xm  einzuführen,  besonders  wenn  man  die  im 
Folgenden  yorgeschlagene  Behandlungsweise  benutzt.  Wir 
nehmen  der  Einfachheit  halber  an,  dass  es  sich  um  die  Inte- 
gration einer  linearen  Differentialgleichung  ersten  Grades 
(z.  B.  für  ein  oskulirendes  Element)  handelt,  und  dass  X 
schon  eingeführt»  worden  ist,  so  dass  die  zu  integrirende  Glei- 
chung lautet: 

(15) -3— =  S -B*  cos  i  v, 

wo  die  Bi^  wie  die  Formel  (14)  zeigt,  Ton  Xm  abhängt.  Die 
Integration  der  Gleichung  giebt  dann: 

1 
(16)      .     .      .      1^  s=  konst.  +  S  -r  B^  sin  t  v. 

Es  zeigt  sich  also,  dass  kein  einziger  Eoefficient  bei 
der  Integration  yergrössert  wird.  Die  „kleinen  Divisoren* 
werden  aber  desswegen  nicht  ohne  Einfiuss  auf  das  Integrations- 
resultat sein.  Diese  wird  nämlich  für  jeden  halben  Umlauf 
geändert,  so  dass,  wenn  wir  dieselbe  Cm  nennen  und  mit  c^ 
eine  absolute  Eonstante  verstehen, 

Cm  =  C^  +  <^l  cos  Xn  +  <?t  cos  2  Z„»  +    .    .    . 

+  5,  sin  Z«  -f  «f  sin  2  Zw  +  .  .  ., 

und  zwar  bekommt  man  zwei  solche  Reihen,  eine  für  gerade  m, 
die  andeit  für  ungerade. 

Da  nun  bei  der  Integration  kein  Eoefficient  B  vergrossert 
wird,  und  da  also  diese  Eoefficienten,  die  mit  der  Masse  multi- 
plicirt  sind,  immer  klein  sind,  so  wird  die  Integrationskonstante 
Cm  die  Hauptrolle  spielen.  Man  kann  sich  deswegen  mit  dieser 
Integrationskonstante  begnügen  und  die  mit  den  B  multiplicirten 
Glieder  vernachlässigen,  um  so  mehr,  da  sie  sämmtlich  kurzer 
Periode  sind. 

Unter  Anwendung  desselben  Verfahrens  wie  in  der  vorigen 
Abtheilung  kann  man  die  Eoefficienten  d  und  Si  nach  den 
Potenzen  von  g  h  etc.  entwickeln  und  die  Eoefficienten  in  Tafeln 
bringen.    Man  würde  somit  analytische  Ausdrücke  für  die  Inte- 
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grationskonstanten  erhalten,  welche  die  Werthe  der  Elemente 
für  jeden  halben  Umlauf  angeben,  übrigens  aber  konstant 
hleiben.  Es  ist  einleuchtend,  dass  diese  Ausdrücke  in  den  meisten 
Fällen  vollständig  hinreichend  wären. 

Wir  haben  im  Vorhergehenden  das  sekulare  Glied 

ausser  Acht  gelassen.  Dasselbe  wird  berücksichtigt  einfach  in- 
dem man  setzt  t;  =  m  /r,  wo  wir  aber  zu  berücksichtigen  haben, 
dass  auch  B^  Yon  m  abhängig  ist. 

Zuletzt  bemerke  ich,  dass  das  Einführen  von  2m  vielleicht 
am  bequemsten  geschieht  mit  Änschluss  an  der  in  der  vorigen 
Abtheilung  ausgeführten  Entwicklung  und  zwar  indem  man 
zuerst  die  Entwicklung  von 

nach  der  Vielfachen  von  Xm  studiert  und  in  Tafeln  bringt. 


20' 


1 
l 

1 


i 

15 

6 

14 

a 

2 


Tafel  zu  Charlier:  Untersuchung  etc. 
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Oeffentliche  Sitzung 

zur  Feier  des  137.  Stiftungstages 
am  14.  Man  18%. 


Der  Präsident  der  Akademie,  Herr  M.  y.  Pettenkofer, 
erOfihet  die  Sitzung  mit  folgender  Ansprache: 

Die  öffentliche  Festsitzung  im  Monat  März  jeden  Jahres 
dient  zur  Erinnerung  an  die  Gründung  der  bayerischen  Aka- 
demie der  Wissenschaften,  welche  Tor  137  Jahren  durch  einen 
der  Vorfahren  Seiner  Eönglichen  Hoheit  des  Prinz-Regenten 
Luitpold  von  Bayern,  unsres  derzeitigen  Protectors,  erfolgte, 
durch  Eurfttrst  Maximilian  Joseph  UL  Alle  Regenten  Bayerns 
standen  dieser  Stiftung  ganz  im  Sinne  ihres  Stifters  gegenüber, 
welcher  wörtlich  aussprach,  dass  er  deren  Protector  nicht  nur 
heissen,  sondern  auch  sein  wolle.  Hervorragende  Verdienste 
seiner  Nachfolger  hervorzuheben,  hatte  ich  in  der  letzten  öffent- 
lichen Sitzung  im  November  vorigen  Jahres  Gelegenheit. 

Die  hochverehrten  Anwesenden  erinnern  sich,  dass  ich 
schon  wiederholt  betont  habe,  dass  Geldmittel  für  wissenschaft- 
liche Zwecke  unsere  Akademie  bisher  hauptsächlich  nur  von 
gekrönten  Häuptern  aus  dem  Hause  Witteisbach  und  yom  Staate 
empfangen  hat,  aber  nicht,  wie  andere  Akademien  der  Wissen- 
schaften in  so  hohem  Masse,  auch  von  Privaten.  Wie  bekannt, 
existiren  bei  uns  nur  zwei  Privatstifbungen,  die  Liebig-Stiftung, 
wofür  im  Jahre  1870  Landwirthe  und  Freunde  der  Land- 
wirthschaft,  einer  Anregung  Liebigs  folgend,  15200  Gulden 
schenkten,  und  eine  Stiftung  für  Studium  und  Erforschung  der 
griechischen  Sprache  und  Literatur,  wofür  der  Bankier  Ghristakis 
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Zographos  im  Jahre  1876  20  000  M.  gespendet  hat.  EKe  Benten 
dieser  beiden  Stiftungen  dienen  ihren  ganz  scharf  begrenzten 
Zwecken  und  die  Liebig-Stifbung  wird  von  einem  eigenen  Cura- 
torium,  die  Zographos-Stiftung  von  der  philosophisch-philologi- 
schen Glasse  unsrer  Akademie  verwaltet. 

Die  historische  Glasse  unsrer  Akademie  ist  durch  ein  grosses 
Geschenk  Seiner  Majestät  weiland  König  Max'  IL  bei  Gründung 
der  historischen  Commission  bedacht  worden. 

Die  mathematisch -physikalische  Glasse  ist  die  ärmste;  es 
erfordern  heutzutage  aber  gerade  die  Naturwissenschaften,  welche 
in  ihr  vertreten  sind,  zu  ihrem  erfolgpreichen  Betriebe  viel 
grössere  Mittel,  als  ihr  vom  Staate  gewährt  werden.  Die  Staats- 
regierung  beschränkt  ihre  Zuschüsse  wesentlich  auf  Zwecke  des 
Unterrichts  und  auf  Erhaltung  der  wissenschaftlichen  Samm- 
lungen des  Staates. 

Beute  bin  ich  nun  in  der  glücklichen  Lage,  Ton  einer 
neuen  Stiftung  zu  gunsten  der  k.  bayer.  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  sprechen,  deren  Renten  auch  Forschungszwecken 
der  mathematisch-physikalischen  Glasse  zu  gute  kommen  können. 
Im  verflossenen  Jahre  nahm  ich  Gelegenheit,  mit  Herrn  Gom- 
merzienrath  Ludwig  Weinmann  dahier  zu  sprechen,  wie  wün- 
schenswerth  es  sei,  dass  ebenso  wie  in  Berlin  und  Wien  auch 
in  München  Privatstiftungen  für  die  Akademie  der  Wissen- 
schaften gemacht  würden. 

Herr  Weinmann  drückte  mir  gleich  mit  Wärme  seine  auf 
Erfahrung  gegründete  Ueberzeugung  aus,  dass  die  Wissenschaft 
namentlich  der  Industrie  schon  viel  genützt  habe,  indem  ja 
ganze  Indu^riezweige  aus  ihr  hervorgegangen  seien,  und  dass  er 
nicht  nur  für  seine  Person  für  diesen  Zweck  gerne  beizutragen 
bereit  sei,  sondern  dass  er  auch  mit  anderen  Industriellen  sprechen 
wolle,  von  denen  gewiss  manche  auch  seiner  Ansicht  seien. 

Herr  Gommercienrath  Weinmann  verfolgte  ganz  im  StiUen 
seinen  Plan  weiter  und  überraschte  mich  erst  yor  wenigen 
Ti^en,  am  Mittwoch,  den  11.  März  1896,  mit  der  Miitheilung, 
dass  Münchener  Bürger  and  Industrielle  für  die  k.  bayer.  Aka- 
denue  der  Wissenschaften  bereits  59  500  M.  gezeichnet  hätten 
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und    dass   noch    mehrere   Zeichnungen   in    B&lde   in    Aussicht 
stünden.     Er  übergab  mir  folgendes  Schreiben: 

,  Hochgeehrter  Herr  Geheimrath! 

In  Folge  der  mir  gegebenen  Aufforderung  habe  ich  bis 
heute  59  500  Mark  laut  anderseitiger  Au&tellung  an  Zeich- 
nungen zu  gunsten  der  kgl.  Akademie  der  Wissenschaften  er- 
halten; weitere,  ich  hoffe,  nicht  unbedeutende  Zeichnungen 
stehen  noch  aus  und  denke  ich  in  Bälde  darüber  Vortrag  er- 
statten zu  können. 

Auch  habe  ich  bereits  Anordnung  getroffen,  dass  die  Ein- 
zahlungen der  bisherigen  Zeichnungen  bei  dem  hiesigen  Bank- 
hause Merck,  Finck  &  Co.  zur  Verfügung  der  k.  Akademie  der 
Wissenschaften  erfolgen  werden. 

Die  sämtlichen  Geber  richten  an  Sie,  geehrter  Herr  Geheim- 
rath, die  Bitte,  diese  Spenden  zu  einer  Stiftung  als  Zeichen  der 
grossen  Verehrung  und  des  Dankes,  welchen  Ihnen  die  Münchener 
f&r  Ihr  erspriessliches  Wirken  damit  aussprechen  wollen,  in  der 
Art  zu  verwenden,  dass  die  Bestimmungen  über  die  Verfügung 
▼on  Ihnen,  oder  mit  Ihrer  Zustimmung  festgesetzt  werden,  und 
dass  die  Stiftung  den  Namen: 

Münchener  Bürgerstiftung 
bei  der  kgl.  Akademie  der  Wissenschaften 

zu  Ehren  des  Herrn  Geheimrathes  Dr.  Max  y.  Pettenkofer 

tragen  möge. 

Mit  der  Versicherung  vorzüglichster  Hochachtung  zeichne 

ich  als 

Ihr  ergebenster 

Weinmann.* 

In  der  Liste  der  hochherzigen  Spender  stehen  folgende 
Namen : 

Firma  Gabriel  Sedlmajr,  Bierbrauerei  zum  Spaten. 

„       Georg  Pschorr,  Bierbrauerei. 
Herr  Professor  Dr.  Linde. 
Firma  Eathreiners  Malzkaffeefabriken. 
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Herr  Bentoer  Mathias  Pschorr. 
,      Reichsrath  Hugo  v.  Maffei. 

Firma  Merck,  Finck  &  Co. 

Herr  Gommercienrath  Max  Eosiermann. 
,      Ingenieur  Heilmann. 
«      Gommercienrath  Bullinger. 

Firma  Eunstmühle  Tivoli. 

.       München  -  Dachauer    Actiengesellschafb    für    Ma- 
schinenpapierfabrication. 

Firma  Hacker-Brauerei. 

Herr  Gommercienrath  Weinmann, 
üeberrascht  und  tief  ei^ffen  sprach  ich  im  Namen  der 
Akademie  der  Wissenschaften  Herrn  Gommercienrath  Weinmann 
den  Dank  aus  und  bat  ihn,  auch  den  übrigen  Spendern  innigsten 
Dank  zu  sagen.  Die  Annahme  der  hochherzigen  Stiftung  ist 
von  der  allerdings  nicht  zu  bezweifelnden  Genehmigung  der 
kgl.  Staatsregierung  abhängig,  welche  zu  erlangen  ich  nicht 
säumen  werde.  —  Dann  ist  ein  Statut  auszuarbeiten,  welches 
die  Verwaltung  und  Verwendung  der  Stiftung  regelt  und  welches 
die  Wünsche  der  Geber  thunlichst  berücksichtigt.  Der  Titel 
yMünchener  Bürgerstiftung'  ist  mir  sehr  sympathisch.  Wir  Aka- 
demiker müssen  stolz  darauf  sein,  dass  die  bayerische  Akademie 
die  erste  und  einzige  ist,  welche  eine  Bürgerstiftung  besitzt: 
aber  gegen  den  für  mich  allerdings  sehr  schmeichelhaften  Bei- 
satz :  yzu  Ehren  des  Geheimrathes  Pettenkofer*  habe  ich  schwer- 
wiegende Bedenken  und  werde  bei  Ausarbeitung  des  Statuts 
dessen  Streichung  beantragen,  weil  er  der  Stiftung  nichts  nützen 
würde,  aber  schaden  könnte.  Menschen  und  Namen  sind  ver- 
gänglich, nur  die  Münchener  Bürger  und  die  bayerische  Aka- 
demie der  Wissenschaften  werden  fortbestehen.  Stiftungen  mit 
Namen  zu  bezeichnen,  halte  ich  nur  dann  für  zweckmässig, 
wenn  es  sich  um  etwas  handelt,  was  damit  zum  Abschluss 
kommt,  oder  wenn  es  der  Name  des  Stifters  ist,  welcher  da- 
durch verewigt  wird.  Zu  der  Müochener  Bürgerstiftung  habe 
ich  keinen  Pfennig  beigetragen,  und  wenn  mein  Name  damit 
verbunden  wird,  kann  es  ihr  gehen,  wie  der  Liebig -Stiftung, 
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welche  seit  dem  Hinscheiden  des  unvergleichlich  grossen  Forschers 
keinen  einzigen  Zuwachs  n[iehr  erhalten  hat.  Die  Münchener 
Bürger  ehren  die  Wissenschaft  and  ich  wünsche  nnd  hoffe,  dass 
aach  zukünftige  Bürger  die  Wissenschaft  unterstützen  und  für 
sie  nach  Bedürfniss  heisteuem. 

Die  Renten  der  Münchener  Bürgerstiftung  werden  für 
Durchführung  wissenschaftlicher  Arbeiten  verwendet  werden. 
Die  Stifter  erwarten  nicht,  dass  die  momentanen  Ergebnisse 
solcher  Forschungen  auch  sofort  eine  praktische  Verwerthung 
finden  müssten,  da  ja  alle  wissen,  dass  es  fast  ein  Jahrhundert 
gedauert  hat,  bis  die  wissenschaftlichen  Untersuchungen  von 
Galvani  und  Yolta  über  die  Gontact-Elektricitat  zur  elektrischen 
Beleuchtung  und  zur  elektrischen  Trambahn  geführt  haben. 

So  wissen  jetzt  alle  Bierbrauer,  wieviel  die  wissenschaft- 
lichen Studien  über  Hefe  genützt  haben,  während  das  bayerische 
Bierregniativ  vom  Jahre  1811,  welches  gesetzlich  vorschreibt, 
was  zur  Bierfabrication  verwendet  werden  soll,  dass  dazu  nur 
Malz,  Hopfen  und  Wasser  genommen  werden  darf,  die  Hefe 
noch  mit  keinem  Woiie  erwähnt. 

Die  Eismaschinen,  denen  Professor  Linde  zu  einer  so  grossen 
Anwendung  und  Bedeutung  verholfen  hat,  hätten  nicht  erfanden 
werden  können,  wenn  nicht  zahllose  mühselige  und  kostspielige 
Experimente  über  Verflüssigung  der  Gase  und  über  Wärme- 
bindung  bei  Verdunstung  solcher  Flüssigkeiten  vorausgegangen 
wären.  Professor  Linde  hat  sich  als  echter  Mann  der  Wissen- 
schaft auch  dadurch  bewährt,  dass  er  für  die  Münchener  Bürger- 
stiftung einen  namhaften  Betrag  gezeichnet  hat. 

Den  erstaunlich  starken,  felsenfesten  und  wasserdichten 
Mauern,  die  man  jetzt  mit  sogenanntem  Beton  herstellt,  mussten 
die  Untersuchungen  über  Silikatbildung  vorangehen,  zu  welchen 
ein  hochverdientes  Mitglied  unsrer  Akademie,  Johann  Nepomuk 
V.  Fuchs,  schon  im  Jahre  1829,  also  vor  68  Jahren,  in  seinen 
Abhandlungen  über  Kalk  und  Mörtel  und  über  die  hydraulischen 
Kalke  den  wissenschaftlichen  Qrund  gelegt  hat. 

Die  Wissenschaft  entwickelt  sich  nie  sprungweise,  sondern 
langsam  organisch  wachsend.  Erst  wenn  eine  besondere  Blüthe 
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oder  Frucht  an  den  zahlreichen,  schon  lange  vegetirenden 
Zweigen  am  Baume  der  Erkenntniss  sich  voll  entwickelt  zeigt, 
erregt  es  die  allgemeine  Aufmerksamkeit.  Die  Röntgen^schen 
Strahlen,  welche  zur  Zeit  so  grosses  Interesse  erregen,  sind  ein 
schlagendes  Beispiel  davon.  Röntgen  seihst  hebt  hervor,  dass  er 
ohne  die  vorausgegangenen  Untersuchungen  und  Entdeckungen 
von  Hertz,  ohne  die  Hittorf  sehen  und  Geissler'schen  Rohren, 
welche  nur  Fachleuten  bekannt  wurden,  nicht  zu  seinen  so 
merkwürdigen  Strahlen  gekommen  wäre. 

Solche  Beispiele  Hessen  sich  noch  viele  namhaft  machen, 
aber  diese  wenigen  dürften  schon  genügen,  um  mit  voller 
Zuversicht  hoflFen  und  aussprechen  zu  können,  dass  auch  die 
Arbeiten,  welche  mit  Hilfe  der  Mönehener  Bürgerstiftung 
durchgeführt  werden  und  über  welche  jährlich  Bericht  erstattet 
werden  soll,  allmählich  glänzende  Blttthen  und  Früchte  tragen 
werden,  wenn  nur  wissenschaftlich  gearbeitet  wird.  Und 
dafür  hat  die  Akademie  der  Wissenschaften  zu  sorgen. 


Darauf  theilte  der  Classensekretär,  Herr  C.  v.  Voit,  mit, 
dass  die  Classe  im  vergangenen  Jahre  zwar  kein  einheimisches 
Mitglied  durch  den  Tod  verloren  habe,  aber  den  Hingang  von 
sechs  auswärtigen  Mitgliedern  zu  beklagen  habe,  nämlich  der 
beiden  Zoologen  Ludwig  Rütimeyer  in  Basel  und  Sven  Loven 
in  Stockholm,  des  Biologen  Thomas  Henry  Huxley  in  London, 
des  Physiologen  Carl  Ludwig  in  Leipzig,  des  Physikers  Franz 
Ernst  Neumann  in  Königsberg  und  des  Geologen  James  Dwight 
Dana  in  New-Haven. 

Ludwig  Bütimeyer. 

Am  25.  November  1895  ist  der  hervorragende  Baseler 
Zoologe  und  Geologe  Ludwig  Rütimeyer  im  70.  Lebenqahre 
gestorben.  Er  gehörte  zu  den  eigenartigen  kraftvollen  Schweizer 
Naturforschern,  welche  durch  die  Qrossartigkeit  und  Schönheit 
der  Natur  ihres  Vaterlandes  zur  Beobachtung  und  zur  Erkennt- 
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niss  derselben  getrieben  wurden.  Er  war  ein  echter  Natur- 
forscher :  ToU  Begeisterung  für  seine  Wissenschaft,  ein  unermüd- 
licher Arbeiter  van  umfassendem  Wissen  und  feiner  Beobachtungs- 
gabe und  ein  geistvoller  Interpret  der  gefundenen  Thatsachen. 

In  einem  kinderreichen  Pfarrhause  in  Biglen  im  Emmenthal 
am  26.  Februar  1825  geboren,  erhielt  er  den  ersten  Unterricht 
Ton  seinem  Yater.  Dann  kam  er  nach  Bern  an  das  Gymnasium 
und  an  die  Universität,  um  Theologie  zu  studiren.  Aber  die 
Naturwissenschafken  hatten  ihn  schon  im  Gymnasium  so  sehr 
gefesselt,  dass  er  auf  Anregung  seines  geliebten  Lehrers  Bern- 
hard Studer,  der  das  ungewöhnliche  Talent  und  den  Eifer 
des  jungen  Studenten  erkannt  hatte,  bald  zur  Medizin  Überging, 
von  welcher  aus  schon  so  Viele  den  Weg  zur  Naturforschung 
gefunden  haben. 

Er  beschränkte  sich  jedoch  nicht  auf  medizinische  Vor- 
lesungen, sondern  hörte  auch  die  alle  seine  Schüler  für  das 
Studium  der  Natur  begeisternden  geologischen  Vorlesungen  von 
Studer,  und  machte  geologische  Exkursionen,  so  dass  er  noch 
als  Mediziner  auf  der  Naturforscher- Versammlung  in  Solothum 
über  seine  Untersuchungen  der  Beschaffenheit  des  Landes  zwischen 
Thunersee  und  Emme  zur  alttertiären  Zeit  berichten  konnte. 

Nach  Bestehen  des  medizinischen  Staatsexamens  und  nach 
der  Promotion  zum  Doktor  der  Medizin,  wofür  er  eine  werth- 
voUe  geologische  Dissertation  über  das  schweizerische  Nummu- 
litenterrain  geschrieben  hatte,  begab  er  sich  zu  seiner  Ausbildung 
und  zur  Erweiterung  seines  Gesichtskreises,  wie  es  in  der  Schweiz 
vielfach  löbliche  Sitte  ist,  mit  warmen  Empfehlungen  Studer's 
versehen,  auf  Reisen;  dieselben  führten  ihn  nach  Paris,  über 
die  Alpen  nach  Turin  und  Nizza  an  das  Meer,  wo  er  sich  mit 
der  marinen  Fauna,  besonders  den  Fischen,  bekannt  machte, 
dann  nach  London  und  als  ärztlicher  Begleiter  nach  Neapel  und 
Palermo.  Dabei  lernte  er  die  berühmten  damaligen  Geologen 
und  Zoologen  dieser  Orte  persönlich  kennen. 

Da  wurde  der  junge,  viel  versprechende  Gelehrte  als  ausser- 
ordentlicher Professor  der  vergleichenden  Anatomie  an  der  Uni- 
versität zu  Bern  angestellt,   was  ihm  zu  seiner  grossen  Freude 


316  OefTenäiehe  SUtung  vorn  14.  März  1896. 

ermöglichte,  die  Medizin  zu  yerlassen  und  sich  ganz  der  Natar- 
Wissenschaft  za  widmen.  Bald  darauf  erhielt  er  durch  Peter 
Merian^s  Vermittlung  die  Berufung  auf  den  neu  gegründeten 
Lehrstuhl  der  Zoologie  und  vergleichenden  Anatomie  an  der 
Baseler  Universität,  woselbst  er  trotz  mehrerer  Rufe  sein  ganzes 
weiteres  Leben,  40  JaHre  hindurch,  als  Zierde  dieser  Hoch- 
schule, hoch  geachtet  und  geliebt  von  seinen  Collegen  nnd 
Schülern,  sowie  von  seinen  Mitbürgern,  verblieb.  Hier  hatte  er 
die  für  seine  Thätigkeit  richtige  Stellung  erlangt,  welche  ihn 
auch  mit  einer  Anzahl  gleichgesinnter,  trefflicher  Gelehrten  zu- 
sammenführte. 

Es  lasst  sich  denken,  dass  ein  Mann  wie  Rütimejer,  der 
von  früh  an  bestrebt  war,  sich  ausgebreitete  Kenntnisse  za  er- 
werben nnd  das  Talent  für  die  Beobachtung  der  Natur  in  hohem 
Grade  besass,  YorzQgliches  fOr  die  Wissenschaft  leisten  musste. 
Er  hat  sich  zu  einem  ungewöhnlich  vielseitigen  Naturforscher 
entwickelt,  denn  er  war  bewandert  in  der  Zoologie  der  Sänge- 
thiere,  der  Paläontologie  der  Wirbelthiere,  der  Geologie  und 
Geophysik,  der  Thiergeographie,  der  Anthropologie  und  Ethno- 
graphie. 

Bei  Beginn  seiner  Laufbahn  beschäftigte  er  sich  unter  dem 
Einflüsse  Studer's  mit  rein  geologischen  Arbeiten,  aber  bald 
lenkte  sich  seine  Aufmerksamkeit  den  in  den  Gesteinen  vor- 
kommenden Organismen  zu.  Man  kann  wohl  sagen,  dass  er  seit 
dem  Tode  von  Hermann  v.  Meyer  die  erste  Autorität  im  Ge- 
biete der  fossilen  Wirbelthiere  geworden  ist. 

Aus  seinen  geologischen  Beobachtungen  suchte  er  zu  ent- 
nehmen, wie  die  Veränderungen  in  der  Vertheilung  von  Land 
und  Meer,  sowie  die  Veränderungen  der  Gletscher  auf  die  Ent- 
wicklung der  Säugethiere  einwirken.  Zu  diesem  Zwecke  musste 
er  sich  mit  diesen  geologischen  Veränderungen  auf  der  Erd- 
oberfläche im  Laufe  der  Zeiten  eingehend  beschäftigen  und  die 
Vorgänge  der  Vergangenheit  aus  den  noch  vorhandenen  Zeichen 
erschliessen.  Er  that  dies  mit  seltener  Besonnenheit  und  ohne 
der  Phantasie  zu  viel  Raum  zu  geben.  Die  Resultate  dieser 
seiner  Studien  und  die  darauf  sich  gründenden  geistvollen  Vor- 
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Stellungen  hat  er  in  der  Peter  Merian  zugeeigneten  Schrift: 
vüeber  Thal-  und  Seebildung'  niedergelegt.  Nicht  minder 
geschah  dies  in  seiner  grossen  geologischen  Arbeit:  .lieber 
Pliocaen«  und  Eisperioden  auf  beiden  Seiten  der  Alpen*,  worin 
er  namentlich  die  Spuren  der  Oletscher  yerfolgte. 

Die  in  den  Pfahlbauten  der  Schweizer  Seen  Ton  Ferdinand 
Keiler  in  so  grosser  Anzahl  vorgefundenen  Thierreste  gaben 
ihm  die  willkommene  Veranlassung,  eine  Geschichte  der  Wirbel- 
thiere  der  prähistorischen  Zeit  zn  schreiben.  In  seinen  .Unter- 
suchungen der  Thierreste  aus  den  Pfahlbauten  der  Schweiz* 
lieferte  er  eine  erschöpfende  yergleichend-anatomische  Beschrei- 
bung der  wilden  und  zahmen  Thiere  jener  Zeitepoche;  er  legte 
die  Beziehungen  der  Hausthiere  des  Menschen  zu  ihren  noch 
wild  lebenden  Verwandten  dar  und  beschrieb  die  Veränderungen, 
welche  die  jetzt  noch  lebenden  Thiere  seit  dieser  Zeit  erfahren 
haben.  Spater  hat  er  in  ähnlicher  Weise  die  am  Saldve  bei 
Genf,  sowie  bei  Thayngen  im  Kanton  Schaff  hausen  mit  Spuren 
des  Menschen  gefundenen,  jetzt  erloschenen  Arten  angehörenden 
Thierüberreste  bearbeitet. 

Hervorzuheben  sind  auch  seine  Untersuchungen  über  die 
fossilen  Schildkröten  der  Steinbrüche  im  Jurakalk  bei  Solothurn. 

Von  grösster  Bedeutung  waren  jedoch  seine  Arbeiten  über 
die  Geschichte  und  die  räumliche  Verbreitung  der  fossilen  und 
lebenden  Säugethiere,  bei  denen  er  aus  den  Formen  des  Schädels 
und  Skeletts,  besonders  aus  dem  Bau  und  der  Entwicklung  der 
Zähne,  die  Abstammung  der  Säugethierordnungen  zu  erkennen 
suchte.  Hierher  gehört  zunächst  die  Arbeit  über  die  fossilen 
Pferde  der  Dilnvialzeit  mit  einer  vergleichenden  Odontographie 
der  Hufthiere,  wobei  er  durch  die  glückliche  Benützung  des 
Milchgebisses  eine  allgemeine  Systematik  der  Hufthiere  schuf; 
femer  sein  Versuch  einer  natürlichen  Geschichte  des  Rindes, 
worin  er  die  Herkunft  der  mannigfaltigen  Racen  desselben  von 
der  Tertiärzeit  bis  zur  Gegenwart  verfolgte;  endlich  seine  natür- 
liche Geschichte  der  Hirsche. 

In  seiner  letzten  Arbeit,  der  eocänen  Säugethierfauna  in 
den  Bohnerzen  von  Engerkingen,  gelang  ihm  der  merkwürdige 
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Nachweis,  dass  zu  der  langen  Festlandzeit  der  Schweiz ,  der 
alttertiären  Zeit,  zn  welcher  der  Jura  und  die  Alpen  noch  nicht 
bestanden,  viele  Säugethiere,  z.  B.  manche  Halbaffen  und  aus- 
gestorbene Gruppen  von  Huf  thieren,  existirten,  wie  sie  in  gleich- 
alterigen  Schichten  von  Neu-Mexiko  vorkommen. 

Der  heutigen  Ausbildung  der  Zoologie,  der  feinen  mikro- 
skopischen Untersuchung  der  Theile  der  Thiere  und  dem  Studium 
der  Entwicklungsgeschichte  vermochte  er  nicht  mehr  zu  folgen. 
Dagegen  war  er  überzeugt,  dass  es  in  den  Organismen  eine 
zeitliche  Entwicklung,  eine  allmähliche  Umwandlung  der  For- 
men und  eine  Veränderlichkeit  der  Spezies  gäbe;  hat  er  doch 
selbst  durch  seine  Untersuchungen  viele  Thatsachen  zum  Bewds 
für  diese  Anschauung  beigebracht.  Aber  der  Darwin^schen  Er- 
klärung dieser  Entwicklung  durch  die  natürliche  Auslese  ver^ 
mochte  er  sich  bei  aller  Bewunderung  der  Werke  des  genialen 
Engländers  nicht  anzuschliessen  und  noch  weniger  den  ganz 
unsicheren  Versuchen,  schon  jetzt  die  Schöpfungsgeschichte  und 
den  Stammbaum  des  Menschen  festzustellen. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  Rütimeyer  ein  ganz  vorzüglicher, 
seine  Schüler  für  die  Wissenschaft  begeisternder  Lehrer  war. 
Jeder  fühlte  es,  dass  ein  Mann  voll  idealer  Pflichterfüllung  vor 
ihm  stand,  dem  die  Wissenschaft  etwas  ernstes  und  heiliges 
war;  dazu  gesellte  sich  noch  der  fesselnde,  an  Gedankm  reiche 
Vortrag  und  die  glänzende  Darstellungsweise.  So  kam  es,  dass 
alle  strebsamen,  eine  allgemeine  Bildung  suchenden  Studirenden 
der  Universität  Basel  die  Vorlesung  über  Zoologie  bei  Rüti- 
meyer hörten  und  einen  geistigen  Gewinn  für  das  ganze.  Leben 
davon  trugen.  Dass  dies  geschah,  ehrt  in  gleicher  Weise  den 
Lehrer  wie  den  Schüler;  gewöhnlich  sucht  man  heutzutage 
leider  nicht  den  Geist  zu  bilden  und  zu  erheben,  sondern  in 
einer  Unzahl  von  Einzelnvorlesungen  das  im  Examen  geforderte 
für  einige  Monate  auswendig  zu  lernen. 

Rütimeyer  hat  für  die  Wissenschaft  unendlich  viel  Gutes 
gestiftet,  was  ihm  unvergessen  bleiben  wird. 
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Sven  Ludwig  LovSn. 

Das  auswärtige  Mitglied  unserer  Akademie  Sven  Ludwig 
LoYen,  Professor  der  Zoologie  und  Vorstand  der  zoologischen 
Abtheilang  für  Eyertebraten  des  naturhistorischen  Reichsmuseums 
in  Stockholm,  ist  am  3.  September  1895  in  dem  hohen  Alter 
von  86  Jahren  gestorben.  Er  war  sein  langes  Leben  hindurch 
unermüdlich  für  die  Wissenschaft  thätig,  ein  ungemein  sorg- 
föltiger  und  gründlicher  Arbeiter  und  der  angesehenste  Zoologe 
Schwedens. 

Am  6.  Januar  1809  in  Stockholm  geboren,  studirte  er  an 
den  Landesuniversitaten  Upsala  und  Lund.  Nachdem  er  sich 
während  zwei  Jahren  in  Berlin  bei  Ehrenberg  in  der  Zoologie 
weiter  ausgebildet  und  bei  Carl  Ritter  mit  der  Erdkunde  ver- 
traut gemacht  hatte,  wurde  er  als  Dozent  für  Zoologie  an  die 
Universität  Lund  berufen.  Hier  begann  er  seine  ausgedehnten 
Untersuchungen  über  die  Meeresfauna  an  der  westlichen  Küste 
Schwedens;  später  führten  ihn  seine  wissenschaftlichen  Reisen 
nach  Norwegen,  nach  Finnmarken  und  nach  Spitzbergen.  Von 
Lund  kam  er  in  die  Stellung  nach  Stockholm,  welche  er  bis 
zu  seinem  Tode  inne  hatte. 

Seine  Hauptthätigkeit  galt  der  Erforschung  der  Morpho- 
logie und  der  Entwicklung  der  wirbellosen  Thiere,  sowie  der 
geographischen  Verbreitung  der  Thierwelt  in  den  nordlichen 
Gebieten.  Die  Resultate  seiner  Studien  sind  in  einer  grossen 
Anzahl  von  Schriften  niedergelegt.  Lov^n  war  ein  moderner 
Zoologe,  der  mit  den  Hilfsmitteln  der  neueren  Zeit  vertraut  war. 

Unter  seinen  ersten  Arbeiten  zeichnet  sich  sein  Beitrag  zur 
Kenntniss  von  Campanularia  und  Syncoryne  aus,  worin  er  den 
Bau  dieser  Colonienthiere  und  ihre  Entwicklung  darstellte. 
Femer  die  Abhandlung  über  Evadne  Nordmanni,  in  der  er  die 
Organisation  dieses  kleinen,  bis  dahin  unbekannten  Krebses, 
sein  Gefass-  und  Nervensystem,  seine  Sinnesorgane  etc.  etc.  auf 
das  Genaueste  beschrieb.  Nicht  minder  bedeutend  waren  seine 
Arbeiten  über  die  Entwicklung  der  Mollusken,  über  den  Bau 
vdn  Myzostoma  cirriferum,   eines  auf  der  Haut  von  Comatula 
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schmarotzend  lebenden  Wurmes,  über  die  Metamorphose  eines 
Glieder  warmes,  über  nordische  Meeresmollnsken,  über  schwe- 
dische Trilobiten,  die  ältesten  fossilen  üeberreste  thierischer 
Organisation. 

Einer  Hervorhebung  verdienen  noch:  die  malacologischen 
Mittheilungen ,  die  Beschreibung  von  vier  neuen  Arten  von 
Süsswasser-Crustaceen  aus  Südafrika,  dann  die  der  Zungen- 
bewafinung  bei  Mollusken  und  besonders  sein  Index  MoUuscorum 
litora  Scandinaviae  occidentalis  habitantium.  Von  grosser  Wich- 
tigkeit sind  seine  Beiträge  zur  Kenntniss  der  Entwicklung  der 
marinen  Muschelthiere. 

Seine  beiden  Abhandlungen  über  einige  im  Wetter-  und 
Wenersee  gefundenen  Crustaceen  und  über  die  Ostsee  brachten 
merkwürdige  Aufschlüsse  über  die  geographische  Verbreitung 
der  Thierformen  in  den  arktischen  Meeren  und  Binnenseen  und 
deren  Ursprung.  Als  eine  höchst  bedeutungsvolle  Leistung  sind 
seine  Untersuchungen  über  die  arktischen  Meer-Grustaceen  und 
Seefische  zu  bezeichnen,  durch  welche  er  nachweisen  konnte, 
dass  ein  Theil  derselben  seit  der  Eiszeit  in  der  Ostsee  und  den 
Binnenwässern  Schwedens  zurückgeblieben  ist;  seitdem  Loven 
auf  diese  von  ihm  mit  dem  Namen  ,,Relikt-en*  in  die  Wissen- 
schaffc  eingeführten  Thiere  aufmerksam  gemacht  hat,  wird  das 
paradoxe  Vorkommen  von  Meeresformen  innerhalb  einer  Süss- 
Wasserfauna  nicht  mehr  als  eine  unerklärliche  Erscheinung  be- 
trachtet. 

Endlich  müssen  genannt  werden  seine  Studien  über  die 
Echinodermen,  besonders  über  die  Echinoiden,  welche  er  bis  in 
die  letzte  Zeit  seines  Lebens  fortgesetzt  hat;  er  begründete  da- 
durch die  Morphologie  der  Echinoidenschalen  und  brachte  eine 
Menge  von  Beobachtungen  zur  Organisation  dieser  eigenthüm- 
lichen  Thiere,  zur  Erkenntniss  der  Veränderungen  ihres  Skeietes 
während  des  Wachsthums  und  zu  ihrer  Entwicklung  während 
der  verschiedenen  Perioden  der  Erdgeschichte. 

Auch  für  die  Paläontologie  hat  Lov^n  verschiedene  inhalts- 
schwere Beiträge  geliefert,  von  denen  vor  Allem  die  Abhand- 
lung  über   Hyponeme   Sarsii    von    Gap  York    zu    nennen   ist, 
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welcher  gegenwärtig  noch  lebende  Haaistem  in  die  Gruppe  der 
Cystideen  oder  Seeäpfel  gehört,  mithin  einer  Olasse  fossiler 
Echinodermen  zuzuzählen  ist,  welche  bis  dahin  als  während  der 
paläozoischen  Zeit  ausgestorben  galt. 

LoY^n    hat   sich    endlich    auch   durch    die   Gründung   der 
schwedischen  zoologischen  Station  Eristineberg  verdient  gemacht. 


Thomas  Henry  Huxley. 

Am  29.  Juni  1895  starb  im  71.  Lebensjahre  in  London 
der  berühmte  Biologe  Thomas  Henry  Huxley,  der  sich 
durch  sein  entschiedenes  Eintreten  für  die  Entwicklungslehre 
Darwin^s  und  für  das  Recht  der  Forschung,  unbeeinflusst  von 
anderen  Rücksichten,  die  Naturerscheinungen  zu  untersuchen 
und  ihre  Ursachen  zu  erkennen,  einen  allbekannten  Namen  in 
England  gemacht  hat. 

Huxley  wurde  am  4.  Mai  1825  zu  Ealing  in  der  Graf- 
schaft Middlesex  als  der  Sohn  eines  wenig  bemittelten  Lehrers 
geboren.  Sein  Schwager,  welcher  Arzt  war,  überredete  ihn, 
Medizin  zu  studiren  und  verschaffte  ihm  die  Zulassung  in  die 
mit  dem  Gharing-Cross-Hospital  verbundene  medizinische  Schule. 
Allerdings  wäre  er  seiner  Neigung  nach  lieber  Maschinen- 
Ingenieur  geworden;  die  Heilkunst  hat  ihn  auch  nie  besonders 
gefesselt,  es  interessirte  ihn  nur  die  Physiologie,  welche  er  die 
Baukunde  der  lebenden  Maschinen  nannte,  und  auch  von  dieser 
weniger  die  an  der  Organisation  ablaufenden  physikalischen  und 
chemischen  Vorgänge,  als  vielmehr  die  wunderbaren  Formen 
und  der  mannigfaltige  Bau  der  Maschinentheile. 

Nach  abgelegtem  Examen  bekam  er  eine  Stelle  als  Assistenz- 
arzt in  dem  Marinehospital  in  Haslar,  von  wo  er  auf  das  brit- 
tische. Kriegsschiff  „Rattle  snake*  versetzt  wurde,  wodurch  ihm 
die  erwünschte  Gelegenheit  geboten  wurde ,  während  4  Jahren 
Fahrten  in  der  Südsee,  besonders  längs  der  östlichen  und  nörd- 
lichen Küste  Australiens  zu  machen.  Er  lernte  dabei  die  merk- 
würdige und  anziehende  Meeresfauna  näher  kennen  und  legte 
dadurch,  wie  seine  Vorgänger  Darwin   und  Dana,  den  Grund 
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za  seinen  zoologischen  und  yergleichend  -  anatomischen  Kennt- 
nissen, auf  welchen  er  später  seine  theoretischen  Anschauungen 
aufbaute. 

Nach  der  Rückkehr  in  die  Heimath  wurde  er  Professor 
der  Naturgeschichte  und  Paläontologie  an  der  kgL  Bergschule 
in  London  und  dann  noch  dazu  Professor  der  Physiologie  an 
der  Royal  Institution;  später  erhielt  er  auch  die  Professur  der 
Tergleichenden  Anatomie  an  dem  Royal  College  of  Surgeons. 
In  Folge  des  grossen  Ansehens,  welches  er  sich  durch  seine 
Arbeiten  im  In-  und  Auslande  erworben  hatte,  fielen  ihm  zahl- 
reiche Ehrenstellen  und  Ehrenerweisungen  zu :  er  war  Präsident 
der  englischen  geologischen  und  ethnologischen  Gesellschaft, 
Lord  Rektor  der  Universität  Aberdeen,  Sekretär  und  Präsident 
der  Royal  Society  in  London  und  Mitglied  des  geheimen  Rathes. 

Haxley  war  einer  der  thätigsten  Zoologen  und  vergleichen- 
den Anatomen,  dessen  Arbeiten  sich  durch  Zuverlässigkeit  der 
Beobachtung  und  Schärfe  der  Auslegung  auszeichnen.  Er  hat 
durch  dieselben  unsere  Kenntnisse  von  dem  Leben  der  niederen 
Thiere,  namentlich  der  Entwicklungsgeschichte  der  wirbellosen 
Thiere,  sehr  erweitert.  Ferner  hat  er  durch  mikroskopische 
Untersuchungen  die  feinere  Struktur  der  thierischen  Organismen 
erhellt  und  dadurch  auch  wichtige  Aufschlüsse  über  die  Organi- 
sation urweltlicher  Thiere  gebracht. 

Anfangs  beschäftigte  er  sich,  veranlasst  durch  das  bei  seiner 
vorher  erwähnten  Seereise  gesammelte  reichhaltige  Material, 
mit  den  niederen  Meeresthieren.  In  seinem  ersten  grosseren 
Werke  ^History  of  the  Ozeanic  Hydrozoa^  beschrieb  er  in 
mustergiltiger  Weise  die  höchst  interessanten  Formen  der 
schwimmenden  Röhrenquallen,  welche  in  so  ausgesprochener 
Weise  den  Einfluss  der  Arbeitstheilung  auf  die  Differenzimng 
der  zum  Thierstock  vereinten  Individuen  erkennen  lassen. 

In  der  Untersuchung  über  den  Flusskrebs,  welche  zugleich 
eine  vortreffliche  Einleitung  in  das  Studium  der  Zoologie  giebt, 
trat  er  zuerst  für  die  Evolutionslehre  ein. 

Später  befasste  er  sich  eingehend  mit  den  anatomischen 
Verhältnissen  der  Wirbelthiere.    Er  wurde  dadurch  immer  mehr 
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Yon  der  Bichtigkeit  der  von  seinem  Landsmann  Darwin  ver- 
tretenen Anschauung  einer  allmählichen  Entwicklang  der  Thiere 
bestärkt. 

In  seinem  grosses  Aufsehen  erregenden  Buche  über  die 
Stellung  des  Menschen  in  der  Natur  hat  er  die  Gonsequenzen 
der  Lehren  Darwins  für  das  Erscheinen  des  Menschen  auf  der 
Erde  gezogen,  indem  er  denselben,  kühn  über  Darwin  hinaus- 
gehend, in  den  Kreis  der  allmählichen  Entwicklung  der  Thiere 
aufnahm. 

Seine  Schriften  über  die  physikalische  Grundlage  der  Lebens- 
erscheinungen und  über  das  Leben  und  den  Bau  des  Proto^ 
plasmas  haben  zu  der  jetzigen  Auffassung  über  das  Zustande- 
kommen der  Lebenserscheinungen  beigetragen.  Er  war  trotz 
seiner  Detailkenntniss  doch  kein  Spezialist,  er  liebte  es,  all- 
gemeine Schlüsse  zu  ziehen  und  die  gegenseitigen  Beziehungen 
der  einzelnen  Naturwissenschaften  zu  erkennen. 

Aber  in  der  Auffindung  neuer  Thatsachen  auf  dem  Gebiete 
der  Biologie  lag  nicht  der  Schwerpunkt  seines  Wirkens;  das 
grosste  Verdienst  hat  er  sich  durch  seine  ganz  eigenartige 
Thätigkeit  als  Lehrer,  als  populärer  Schriftsteller  und  als  Redner 
erworben. 

Als  Lehrer  hat  sich  Huxley  von  dem  Gewohnten  ab- 
weichende Anschauungen  über  die  Erziehung  des  Geistes  ge- 
hildet.  Er  führte  nicht,  wie  es  zumeist  geschieht,  jährlich  alle 
Thatsachen  seiner  Wissenschaft  den  Schülern  yor,  welche  sie 
dann  mechanisch  ihrem  Gedächtniss  einprägen,  sondern  er  suchte 
dieselben  zur  eigenen  Beobachtung  anzuleiten  und  sie  dadurch 
zu  selbständigem  Nachdenken  und  zum  wahren  Yerständniss  der 
Vorgänge  zu  bringen.  Die  Schüler  sollen  nach  ihm  in  den 
Naturwissenschaften  nichts  in  blindem  Glauben  an  die  Worte 
des  Lehrers  und  an  die  üeberlieferung  annehmen,  vielmehr  wo 
möglich  Alles  durch  praktisches  Studium  mit  eigenen  Sinnen 
erkennen;  darum  brachte  er  in  den  Vorlesungen  nur  wenige 
zum  Yerständniss  wichtige  Thatsachen  und  erläuterte  ihre  Be- 
ziehungen zu  den  allgemeinen  Gesetzen.  Hat  der  Jünger  in 
solcher  Weise  einmal  wissenschaftliches  Denken  gelernt,   dann 
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wird  es  ihm  leicht,  in  diesen  festen  Rahmen  die  vielerlei  That- 
sachen  einzuordnen  und  sich  in  den  speziellen  Fällen  zarecht 
zu  finden.  Er  hat  wohl  auch  erfahren,  wie  schlimm  es  zumeist 
mit  dem  jetzigen  Uniyersitätsstudium  bestellt  ist,  wo  die  Mehr- 
zahl der  Studirenden  im  Absitzen  der  Vorlesungen  ihre  Schul- 
digkeit gethan  zu  haben  glauben  und  von  einem  selbständigen 
Studium  kaum  mehr  die  Rede  ist. 

Aus  diesem  Bestreben  entstanden  auch  seine  berühmten 
biologischen  Lehrbücher,  welche  durch  die  ungemeine  Klarheit 
und  Schönheit  der  Darstellung,  sowie  durch  die  glückliche 
Trennung  des  zu  dem  Zwecke  Wesentlichen  von  dem  Unwesent- 
lichen als  Muster  von  Schriften  der  Art  anzusehen  sind.  Hier- 
her gehören:  Das  Handbuch  der  Anatomie  der  Wirbelthiere, 
das  Handbuch  der  Anatomie  der  wirbellosen  Thiere,  die  Ein- 
führung in  die  Classifikation  der  Thiere,  die  Vorlesungen  über 
vergleichende  Anatomie  und  die  praktische  Biologie  zu  den 
zootomischen  üebungen  im  Laboratorium. 

In  der  festen  Ueberzeugung  der  hohen  Bedeutung  der 
Naturwissenschaften  für  nützliche  praktische  Verwerthung  und 
für  die  Entwicklung  des  Geistes  und  der  Kultur  schrieb  er  po- 
puläre Bücher  und  hielt  öffentliche  Vorträge,  wie  sie  bei  streng 
wissenschaftlicher  Auffassung  wirksamer  und  verständlicher  nicht 
gegeben  werden  können.  Er  errang  sich  damit  den  beneidens- 
werthen  Namen  eines  Lehrers  des  Volkes.  Es  seien  nur  ge- 
nannt: die  von  Bosenthal  ins  Deutsche  übersetzten,  ursprüng- 
lich für  Lehrer  und  Schüler  in  Knaben-  und  Mädchenschulen  ' 
bestimmten  Grundzüge  der  Physiologie,  die  Vorträge  über  das 
Verbältniss  des  Menschen  zu  den  Thieren,  über  unsere  Kennt- 
nisse von  den  Ursachen  der  Erscheinungen  in  der  organischen 
Natur,  über  die  Entwicklungslehre,  über  den  Darwinismus,  über 
Wissenschaft  und  christliche  Tradition,  über  Wissenschaft  und 
Kultur,  über  Evolution  und  Ethik.  Er  suchte  ferner  mit  aller 
Kraft  durch  Gründung  von  Volksschulen  die  Bildung  des 
Volkes  zu  heben,  denn  in  der  Bekämpfung  der  Unwissenheit 
erblickte  er  den  Fortschritt  des  Menschengeschlechtes. 
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Die  Lehre  Darwin's  hat  ihn  von  Anfang  an  gewaltig  an- 
geregt und  er  yertheidigte  sie  in  Wort  und  Schrift  mit  dem 
gröasten  Aufwand  von  Qeist  und  Beredsamkeit  gegen  die 
machtigen  Gegner.  Es  wird  wohl  kaum  einen  Naturforscher 
mehr  geben,  der  nicht  die  schon  vor  Darwin  angenommene 
Entstehung  der  Arten  durch  allmähliche  Entwicklung  aus  den 
einfachsten  bis  zu  den  höchsten  Formen  annimmt,  wenn  auch 
die  Darwin 'sehe  Erklärung  dieser  Evolution  durch  die  natürliche 
Zuchtwahl  viele  und  bedeutende  Oegner  gefunden  hat.  Man 
vermag  sich  heut^  zu  Tage  keine  andere  Möglichkeit  der  Ent- 
stehung der  Organismen  auf  der  Erde  zu  denken  und  sie  wird 
durch  die  Lehren  der  Entwicklungsgeschichte,  der  vergleichenden 
Anatomie  und  der  Paläontologie  immer  wahrscheinlicher. 

Durch  vergleichend  anatomische  und  entwicklungsgeschicht- 
liche Untersuchungen  suchte  er  die  Stellung  des  Menschen  zu 
den  Thieren  zu  ergründen.  Er  sieht  zwischen  dem  Menschen 
und  den  Thieren  keinen  grosseren  anatomischen  unterschied 
als  zwischen  den  uns  nächststehenden  Thieren ;  auch  die  Psyche 
trennt  nach  ihm  den  Menschen  nicht  prinzipiell  von  den  Thieren, 
da  bei  diesen  selbst  in  ihren  niederen  Formen  Spuren  eines  Sen- 
soriums  zu  beobachten  sind.  Trotzdem  hielt  er  den  Abstand 
zwischen  den  zivilisirten  Menschen  und  allen  Thieren  für  einen 
ungeheuren  und  betrachtete  den  Menschen  nicht  als  ein  Thier, 
wenn  er  auch  vom  Thier  abstammt. 

Er  zeigt  sich  auch  in  höheren  Fragen  als  ein  streng  ob- 
jektiver Naturforscher,  der  offen  und  ehrlich  sagt,  was  er  nicht 
weiss  und  nicht  erkennen  kann.  Den  sogenannten  Materialisten, 
welche  im  Weltall  nichts  weiter  kennen  als  Stoff  und  Kraft 
und  nothwendige  Gesetze,  vermag  er  nicht  zu  folgen;  er  weiss 
nicht,  ob  es  so  ist,  und  kann  auch  nicht  sagen,  dass  es  kein  für 
den  menschlichen  Geist  Unbekanntes  und  kein  Unerklärliches 
gäbe.  Li  dieser  Hinsicht  nennt  er  sich  im  Gegensatz  zu  den 
Atheisten  einen  Agnostiker. 

Es  ist  natürlich,  dass  solche  Anschauungen  grosse  Erregung 
und  heftigen  Widerspruch  hervorriefen,  besonders  in  denjenigen 
Kreisen,   welche  streng  an  der  Ueberlieferung  und  am  Buch- 
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staben  festhalten  und  dem  fortschreitenden  Wissen  des  Menschen 
keinen  Einfluss  darauf  gestatten.  Die  einmal  entstandene  Be- 
wegung lässt  sich  nicht  mehr  aufhalten,  auch  nicht  durch  Ver- 
folgung und  Verdammung.  Die  Wissenschaft  wird  fortarbeiten 
und  muss  versuchen,  alle  Erscheinungen  nach  mechanischen 
Prinzipien  zu  erklären.  Schliesslich  wird  sich  herausstellen, 
was  die  Wahrheit  ist.  Aber  auch  wenn  die  Entwicklungstheorie 
als  richtig  erkannt  werden  sollte,  wird  sich  an  den  weit  Über 
solchen  Dingen  stehenden  Grundwahrheiten  des  Ghristenthums 
nichts  ändern,  so  wenig  wie  durch  die  sichere  Erkenntniss,  dass 
sich  die  Sonne  nicht  um  die  Erde,  sondern  die  Erde  um  die 
Sonne  bewegt.  Man  wird  sich  in  jene  Anschauungen  ebenso 
gut  finden  und  die  Zeit  nicht  yerstehen,  in  der  man  in  der 
Annahme  einer  solchen  Lehre  eine  Gotteslästerung  und  eine  tiefe 
Schädigung  der  Religion  erblickte. 

Carl  Ludwig. 

Von  der  Generation  der  hervorragenden  deutschen  Physio- 
logen nach  Johannes  Müller  und  Ernst  Heinrich  Weber  ist  am 
24.  April  1895  einer  der  letzten  Vertreter,  Carl  Ludwig  in 
Leipzig,  aus  dem  Leben  geschieden. 

Die  meisten  seiner  Genossen :  Schwann,  Brücke,  Helmholtz, 
Du  Bois-Rejmond,  entstammen  der  Schule  von  Johannes  Müller; 
nur  Ludwig  hat  von  Anfang  an  seine  eigenen  Wege  einge- 
schlagen und  sich  ohne  diesen  mächtigen  Einfluss  entwickelt; 
er  fühlte  sich  aber  denselben  im  Geiste  zugehörig  und  ist  bald 
in  freundschaftliche  Beziehungen  zu  ihnen  getreten,  namentlich 
für  den  genialen  Helmholtz  hatte  er  die  höchste  Verehrung. 
Sein  im  Jahre  1858  erschienenes  Lehrbuch  der  Physiologie  ist 
den  Freunden  Brücke,  Du  Bois-Reymond  und  Helmholtz  ge- 
widmet. 

Die  Richtung  seiner  Forschung  war  jedoch  zumeist  eine 
andere  als  die  seiner  Freunde.  Während  diese ,  wie  Du  Bois- 
Reymond  schon  hervorhob,  Aufgaben  suchten,  bei  welchen  die 
Erscheinungen,   insbesondere  die  physikalischen,  wie  z.  B.  an 
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isolirten  Muskeln  and  Nerven,  mögliebst  einlBch  lagen,  betrat 
Ludwig  kühn  Gebiete  des  lebenden  Organismus,  in  denen  die 
Terwickeltsten  Vorgänge  zugleich  mit  einander  ablaufen,  welche 
er  mit  grösstem  Scharfblick  und  unerreichter  Kunst  des  Sz- 
perimentirens  zu  entwirren  suchte. 

Demjenigen,  welcher  die  Entwicklung  der  Physiologie  seit 
dem  Anfang  der  vierziger  Jahre  aufmerksam  verfolgt,  tritt  die 
Wirkung  Ludwig^s  überall  entgegen.  Er  hat  die  Physiologie 
mit  einer  ungemein  grossen  Anzahl  grundlegender  Thatsachen 
bereichert  und  sie  mit  vielen  neuen  Hilfsmitteln  der  Forschung 
beschenkt.  Durch  ihn  vor  Allem  erhielt  die  Physiologie  die 
jetzige  Richtung  und  Gestaltung;  er  war  ihr  grösster  Förderer 
und  der  anerkannte  Führer  seiner  Zeit. 

Das  Leben  Ludwig*s  verlief  einfach  in  rastloser  stiller 
Arbeit  als  das  eines  echten  Gelehrten. 

Er  ward  am  29.  Dezember  1816  zu  Witzenhausen  in  Kur- 
hessen geboren;  sein  Vater  war  während  der  napoleonischen 
Kriege  Offizier  und  hatte  darnach  eine  Stelle  als  Bentmeister 
erhalten.  Nach  Absolvirung  des  Gymnasiums  in  Hanau  trat 
er  an  die  Universität  Marburg  zum  Studium  der  Medizin  über, 
musste  aber  dieselbe  wegen  Konflikten  mit  den  Behörden  ver- 
lassen und  auf  ein  Jahr  an  der  Chirurgenschule  zu  Bamberg 
Zuflucht  suchen.  Nach  Marburg  zurückgekehrt,  erhielt  er  nach 
seiner  Promotion  die  Stelle  als  Prosektor  an  der  unter  der 
Leitung  des  ihm  freundlich  gesinnten  Ludwig  Fick  stehenden 
anatomischen  Anstalt  und  dann  eine  ausserordentliche  Professur 
fQr  vergleichende  Anatomie.  Damach  folgte  die  Berufung  als 
ordentlicher  Professor  der  Anatomie  und  Physiologie  nach  Zürich 
und  6  Jahre  darauf  die  an  die  damalige  medizinische  Militär- 
akademie, das  Josephinum,  nach  Wien.  Nachdem  er  daselbst 
10  Jahre  lang  gewirkt  hatte,  gelang  es  (1864)  dem  scharf- 
blickenden sächsischen  Gultusminister  v.  Falkenstein,  den  be- 
rühmten Physiologen  für  die  Universität  Leipzig  an  die  Stelle 
von  Ernst  Heinrich  Weber  zu  gewinnen.  Ein  glücklicherer  Griff 
konnte  für  die  Universität  und  für  die  Wissenschaft  nicht  ge- 
macht werden.   Es  wurde  ihm  gestattet,  nach  seinen  Er&hrungen 
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und  Anschauungen  ein  physiologisches  Institut  zu  errichten, 
welches  mit  allen  Hilfsmitteln  zur  Forschung  ausgerüstet  wurde 
und  allen  späteren  Anstalten  der  Art  zum  Muster  diente.  In 
demselben  entwickelte  sich  nun  die  grösste  physiologische  Schule 
und  eine  Thätigkeit  sonder  Gleichen,  der  nur  die  im  Giessener 
chemischen  Laboratorium  unter  Liebig  an  die  Seite  zu  stellen  ist 

Ludwig  hatte  noch  die  Zeit  erlebt,  wo  in  Deutschland  die 
für  die  Entwicklung  der  Naturwissenschaft  und  besonders  der 
Physiologie  so  unheilvolle  Richtung  der  Naturphilosophie  herrschte, 
von  der  nur  wenige  nüchterne  Forscher  sich  ganz  frei  zu  halten 
vermochten.  Statt  die  Erscheinungen  zu  beobachten,  Erfahrungen 
und  Thatsachen  zu  sammeln  und  ihre  Ursachen  durch  Versuche 
zu  erkennen,  hat  man  mit  Gleichnissen  und  Wortspielen  die 
Vorgänge  verhüllt  und  durch  leere  Spekulationen,  welche  zu- 
letzt in  ein  uns  völlig  unverständliches  Geschwätz  ausarteten, 
zu  ergründen  gemeint,  zu  was  und  wodurch  ein  Ding  da  sei. 
Namentlich  auf  dem  Gebiete  der  Lebenserscheinungen  hatte  das 
Wort  «Lebenskraft'',  die  mit  den  Organen  thut,  was  sie  will, 
und  sich  nicht  nach  den  Gesetzen  des  Geschehens  in  der  übrigen 
Natur  richtet,  jede  wirkliche  Forschung  im  Keime  erstickt. 
Viel  Mühe  hat  es  gekostet,  aus  dieser  unglaublichen  Verirrung 
vrieder  auf  den  richtigen  Weg  der  Naturforschung  zu  kommen; 
es  ist  eines  der  grössten  Verdienste  Ludwig*s,  dazu  mit  ganzer 
Kraft  beigetragen  zu  haben,  nicht  durch  Streitschriften,  sondern 
durch  das  Beispiel  seiner  Forschungsweise.  Fast  hat  es  den 
Anschein,  ab  ob  wir  in  manchen  Stücken  wieder  in  die  Fehler 
der  überwundenen  Naturphilosophie  zurückfallen  wollten;  denn 
es  werden  nicht  selten  heut^  zu  Tage  wieder  blosse  Hypothesen, 
welche  höchstens  Möglichkeiten  sind,  die  auf  ihre  Wahrheit 
erst  geprüft  werden  müssen,  als  glänzende  Errungenschaften 
der  Wissenschaft  gepriesen.  Hoffentlich  wird  uns  Ludwig^s 
Vorbild  vor  einem  abermaligen  Sieg  solcher  Spekulationen  über 
den  mühsamen  Erwerb  der  Thatsachen  bewahren. 

Man  suchte  damals  die  Lebenserscheinungen  zunächst  auf 
bekanntere  physikalische  Vorgänge  zurückzuführen  und  später 
erst  auf  chemische,  sowie  die  Physik  früher  sich  entwickelt  hat 
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als  die  Chemie,  welche  letztere  erat  seit  Liebig^s  energischem 
Eingreifen  ftlr  die  Physiologie  mehr  an  Bedeutung  gewann. 
Waren  doch  die  bahnbrechenden  Entdeckungen^  nnd  Ideen  des 
Chemikers  LaYoisier  lange  an  den  Physiologen  fast  spurlos  und 
ohne  Verstandniss  vorüber  gegangen;  denn  Johannes  Müller 
äusserte  sich  noch  1835,  Layoisier  habe  die  Bildung  von  Wasser 
aus  Wasserstoff  im  Thierkörper  durch  Oxydation  nur  zum  Vor- 
theil  seiner  Yerbrennungstheorie  erfanden.  Dieses  spatere  Ein- 
treten der  Chemie  in  die  Physiologie  hat  zu  einer  mehr  physi- 
kalischen Ausbildung  vieler  Physiologen  geführt  und  in  Folge 
davon  zu  der  unseligen  Abtrennung  einer  einseitigen  physio- 
logischen Chemie,  während  doch  die  meisten  Lebenserscheinungen 
auf  gleichzeitige  physikalische  und  chemische  Vorgänge  unter 
den  Bedingungen  der  Organisation  zurückgeführt  werden  müssen. 

Obwohl  schon  längst  vor  Ludwig  und  seinen  Zeitgenossen 
manche  Lebenserscheinuugen  auf  den  Gesetzen  der  Physik  be- 
ruhend erkannt  werden  konnten,  so  kam  doch  erst  damals  die 
strenge  physikalische  Denkweise  und  Methodik  in  der  physio- 
logischen Forschung  zur  Anwendung;  Keiner  war  sich  hierin 
klarer  wie  Ludwig.  In  der  Einleitung  zu  seinem  Lehrbuch 
der  Physiologie  spricht  er  sich  über  das  Ziel  der  Wissenschaft 
vom  Leben  in  einer  für  seine  Auffassung  charakteristischen 
Weise  folgender  Massen  aus:  ,  Dieser  Erfahrung  entsprechend 
zieht  man  den  Schluss,  dass  alle  vom  thierischen  Körper  aus- 
gehenden Leistungen  eine  Folge  der  einfachen  Anziehungen  und 
Abstossungen  sein  möchten,  welche  bei  einem  Zusammentreffen 
jener  elementaren  Wesen  beobachtet  werden.  Diese  Folgerung 
wird  unumstösslich,  wenn  es  gelingt,  mit  mathematischer  Schärfe 
nachzuweisen,  es  seien  die  erwähnten  elementaren  Bedingungen 
nach  Sichtung,  Zeit  und  Maass  im  thierischen  Körper  derartig 
geordnet,  dass  aus  ihren  Gegenwirkungen  mit  Nothwendigkeit 
alle  Leistungen  des  lebenden  und  todten  Organismus  herfliessen." 

Er  stellte  ausdrücklich  diese  Auffassung  als  physikalische 
der  hergebrachten  vitalistischen  gegenüber;  von  Anfang  an 
ging  sein  Bestreben  dahin,  die  Vorgänge  im  Tbierleib  in  mög- 
lichst  einfacher   Weise   auf  mechanische    Grundsätze    zurück- 
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zufuhren  nnd  eine  sinnlich  deutliche  Vorstellung  von  denselben 
zu  bekommen.  Allerdings  musste  er  später  bekennen,  dass 
man  sich  die  Sache  nach  den  ersten  glücklichen  Anläufen  in 
manchen  Stücken  einfacher  Torgestellt  habe,  als  es  sich  später 
erwies,  wo  man  immer  mehr  das  Eingreifen  der  so  ungemein 
verwickelten  Bedingungen  der  Organisation  erkannte.  Ludwig 
hat  diesen  maassgebenden  Einfluss  der  Organisation  nie  ver- 
kannt; er  war  einer  der  ersten  Physiologen,  der  stets  die  feinere 
Struktur  der  Theile  bei  der  Darstellung  der  Lebensvorgange 
berücksichtigte.  Es  war  für  ihn  von  grosser  Bedeutung,  dass 
er  ein  geschulter  Anatom  war  und  die  mikroskopische  Technik 
in  ungewöhnlicher  Weise  beherrschte ;  dem  Physiologen  erwuchs 
daraus  der  Wunsch,  nicht  wie  es  gewöhnlich  geschah,  die  todten 
Theile  mikroskopisch  zu  untersuchen,  sondern  sie  während  des 
Lebens  zu  belauschen. 

Seiner  anatomischen  Kenntniss  entsprang  wohl  auch  die 
YoUendete  und  schonende  Technik  als  Experimentator  am  leben- 
den Thier,  in  der  nur  Magendie  oder  Claude  Bemard  mit  ihm 
zu  yergleichen  waren,  wodurch  er  wohl  am  meisten  dazu  bei- 
trug, die  Physiologie  in  dieser  Richtung  zu  einer  experimentellen 
Wissenschaft  auszubilden. 

Ludwig  war  als  Lehrer  gleich  ausgezeichnet  wie  als  Forscher; 
ja  es  waren  bei  ihm  die  beiden  Aufgaben  untrennbar  vereinigt. 
Von  Anfang  an,  schon  in  Zürich,  arbeitete  er  von  Früh  bis 
Spät  gemeinsam  mit  seinen  Schülern,  unter  deren  Namen  ge- 
wöhnlich die  Ergebnisse  veröffentlicht  wurden.  Er  gab  die  Jedem 
passende  Aufgabe,  stellte  den  Gang  und  die  Methoden  der  Ver- 
suche fest,  erdachte  die  zur  Durchführung  nötbigen  Apparate, 
ftthrte  die  Experimente  am  Thiere  zumeist  selbst  aus,  ja  be- 
schrieb häufig  die  Resultate.  Er  übte  durch  seine  Schule  einen 
grossen  Einflass  auf  die  Ausbildung  der  jüngeren  Physiologen, 
die  fast  alle  und  aus  allen  Ländern  sein  Laboratorium  auf- 
suchten. 

Um  dem  Leser  eine  Vorstellung  von  Ludwig's  Wirksam- 
keit zu  geben,  will  ich  nur  die  wichtigsten  seiner  Arbeiten  kurz 
erwähnen. 
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Eine  seiner  ersten  Untersuchungen,  welche  er  als  Habili- 
tationsschrift eingereicht  hatte,  beschäftigte  sich  mit  den  Ur- 
sachen der  Absonderung  des  Harns  durch  die  Nieren,  welcher 
er  den  charakteristischen  Titel:  , Beiträge  zur  Lehre  von  dem 
Mechanismus  der  Hamsekretion'  gab.  Er  lieferte  darin  in  der 
That  die  erste  physikalische  Theorie  des  AbsonderungsYorganges 
in  einer  Drüse;  er  leitete  die  Hamsekretion  aus  der  Struktur 
der  Niere  und  den  darin  waltenden  physikalischen  Kräften  ab, 
indem  er  sich  vorstellte,  dass  die  im  Blute  Torgebildeten  Harn* 
bestandtheile  aus  den  Blutgefässen  der  Malpighi*8chen  Bläschen 
darch  den  Blutdruck,  d.  i.  durch  Filtration,  mit  einem  Ueber- 
schuss  von  Wasser  ausgeschieden  werden,  und  das  letztere  in 
den  Hamkanälchen  wieder  durch  Osmose  in  das  Blut  zurück- 
trete. Seine  Theorie  ist  zwar  nicht  geblieben,  aber  die  durch 
Versuche  gefundenen  Thatsachen,  nach  denen  die  Hjimabson- 
derung  vom  Blutdruck,  von  der  Geschwindigkeit  des  stromen- 
den Blutes,  den  Widerständen  in  den  Hamwegen  und  dem  Ge- 
halt des  Blutes  an  hamfähigen  Stoffen  abhängig  ist,  haben  sich 
erhalten. 

Diese  Arbeit  über  die  Sekretion  führte  ihn  zu  den  wichtigen 
Versuchen  über  die  Osmose,  den  Austausch  zweier  Lösungen 
durch  eine  Membran  hindurch,  welcher  im  Thierkörper  viel- 
fach vorkömmt. 

Eine  seiner  glänzendsten  und  vielleicht  die  folgenreichste 
seiner  Entdeckungen  war  die  Erkennung  des  Einflusses  der 
Nerven  auf  die  Sekretion  der  Drüsen,  insbesondere  der  Speichel- 
drüsen. Man  hatte  bis  dahin  nur  die  Wirkung  des  gereizten 
Nerven  auf  den  peripheren  Muskel  gekannt,  welche  in  einer 
Formveränderung  des  letzteren  leicht  sichtbar  ist;  nun  erfuhr 
man  aber  durch  Ludwig,  dass  der  gleiche  Nervenreiz  auch  in 
einer  Drüse  eine  Aenderung  nach  sich  zieht,  welche  zu  einer 
Sekretion  führt.  Man  erkannte  dadurch  besondere,  durch  den 
Nerveneinfluss  ausgelöste  Thätigkeiten  der  Zellen  des  Drüsen- 
parenchyms;  die  Eigenschaften  dieser  Zellen  mussten  die  Sekre- 
tion bedingen,  und  nicht  etwa  der  Blutdruck,  denn  der  Speichel 
zeigt  sich  wärmer  als  das  der  Drüse  zugeführte  Blut,  femer  ist 


332  Oeffenaiche  SUeung  vom  14.  Märe  1896, 

der  Absonderangsdrnck  im  AusfÜhrangsgang  der  Drüse  grosser 
als  der  Blutdruck,  ja  es  dauert  die  Sekretion  selbst  nach  Unter- 
bindung der  Blutgefässe  noch  fort.  Sowie  der  Muskel  bei  der 
Contraktion  chemische  Veränderungen  und  Lageyeränderungen 
der  kleinsten  Theilchen  erföhrt,  so  ist  dies  auch  an  den  DrQsen- 
zellen  der  Fall,  an  welchen  durch  die  wichtigen  mikroskopischen 
Beobachtungen  Heidenhain^s  auch  Formyeränderungen  bei  der 
Sekretion  dargethan  worden  sind.  Aber  welche  Erfahrungen 
und  welche  Geschicklichkeit  gehörten  dazu,  zum  ersten  Male 
die  feinen  Nerven  der  Speicheldrüsen  am  lebenden  Thier  auf- 
zufinden und  dem  Versuch  zugänglich  zu  machen.  Später  ist 
in  seinem  Laboratorium  auch  noch  die  Wirkung  der  Nerven 
auf  die  Sekretion  der  Galle  und  des  Bauchspeichels  geprüft 
worden. 

Dari^uf  folgte  die  ingeniöse  Erfindung  eines  Instrumentes, 
des  Wellenschreibers  oder  Eymographions,  mit  welchem  er  die 
raschen  Schwankungen  des  durch  Haies  und  Poiseuille  bekannten 
Blutdruckes  aufzeichnen  liess,  indem  er  auf  die  Quecksilbersäule 
des  Manometers  einen  Stab,  den  Schwimmer,  aufsetzte,  der  alle 
Bewegungen  des  Quecksilbers  getreu  mitmacht  und  durch  einen 
Pinsel  auf  eine  durch  ein  Uhrwerk  bewegte  Trommel  auf- 
zeichnet. Auf  diese  Weise  erkannte  er  die  Aenderungen  des 
Blutdruckes  in  den  Arterien  durch  die  Athembewegungen,  eine 
Abnahme  desselben  bei  der  Einathmung  und  eine  Zunahme  bei 
der  Ausathmung.  Es  war  dadurch  die  selbstregistrirende  gra- 
phische Methode  in  die  physiologische  Forschung  eingeführt 
worden,  welche  von  da  ab  überall  zur  Anwendung  kam,  wo 
es  galt,  Bewegungen  genau  aufzuzeichnen,  wie  z.  B.  die  Mnskel- 
contraktion  durch  das  Myographion  oder  die  Pulsbewegung 
durch  den  Sphygmographen. 

Von  ganz  besonderer  Bedeutung  waren  femer  seine  Unter- 
suchungen über  die  Blutgase  und  über  die  Ursache  des  Ueber- 
gangs  des  Sauerstoffes  der  Luft  aus  den  Lungen  in  das  Blut 
und  von  da  in  die  Gewebe,  sowie  der  Abgabe  der  Kohlensäure 
aus  den  Geweben  in  das  Blut  und  in  die  Lungenluft.  Lothar 
Meyer   hatte    zuerst  die  bis   zu   einem    hohen   Grade    vervoll* 
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komnmete  Methode  der  Gasanalyse  von  Bansen  auf  die  Unter- 
suchung der  Blui^ase  übertragen,  welche  er  durch  Auskochen 
des  Blutes  gewann.  Ludwig  wandte  das  Vakuum  zu  diesem 
Zwecke  an  und  construirte  die  Blutgaspumpe.  Während  Lothar 
Meyer  die  Kohlensäure  nur  zum  kleinen  Theil  ohne  Weiteres 
aus  dem  Blute  auetreiben  konnte  und  die  Hauptmenge  erst  nach 
Zusatz  einer  Säure  erhielt,  gelang  es  Ludwig,  ins  Vakuum  die 
Kohlensäure  fast  vollständig  zu  bekommen ;  es  ergab  sich  dabei, 
dass  aus  dem  Blutserum  der  grösste  Theil  der  Kohlensäure 
nicht  in  das  Vakuum  übergeht,  sondern  erst  nach  Zusatz  einer 
Säure  oder  nach  ZufÜgung  von  Blut;  es  haben  also  die  Blut- 
körperchen die  Eigenschaft,  die  Kohlensäure  auszutreiben.  Auch 
fährte  er  die  ersten  Bestimmungen  der  Spannung  der  Gase  im 
Blute,  in  dem  Blutserum  und  in  der  Lymphe  aus,  woraus  her- 
vorging, dass  das  Athmen  auf  einem  Ausgleich  der  Spannungen 
der  betreffenden  Gase  in  der  Lungenlufb  und  im  Blute  beruht. 

Es  sind  bei  ihm  auch  Untersuchungen  des  Gesammtgas- 
wechsels  an  Thieren  gemacht  worden  und  zwar  mit  Hilfe  eines 
von  ihm  erdachten  sinnreichen  Respirationsapparates,  welcher 
den  Gaswecbsel  während  kurzer  Zeit,  einigen  Minuten,  ermitteln 
lässt.  Es  wurde  damit  der  Einfluss  der  Temperatur  der  äusseren 
Lufb  auf  die  Sauerstoffaufiiahme  und  die  Kohlensäureabgabe, 
sowie  der  Gasaustausch  bei  Einspritzung  von  Nahrungsstoffen 
und  anderen  Stoffen  in  das  Blut  geprüft. 

Lange  Zeit  beschäftigten  ihn  die  Vorgänge  am  Herzen  und 
an  den  Blutgefössen.  Er  untersuchte  den  compiicirten  Verlauf 
der  Muskelfasern  des  Herzens,  dann  die  Formveränderungen  des- 
selben bei  der  Thätigkeit,  woraus  sich  die  Ursache  des  Herz- 
stosses  ergab,  und  die  Entstehung  des  ersten  Herztons.  Dar- 
nach folgten  die  ungemein  zahlreichen  Arbeiten  über  die 
Lanervation  der  Blutgefässmuskeln  und  ihre  grosse  Bedeutung; 
es  wurde  gezeigt,  dass  an  einer  bestimmten  Stelle  des  ver- 
längerten Markes  die  Gefassmnskelnerven  entspringen  und  dass 
durch  die  Reizung  dieses  Centrums  die  Blutgefässe  sich  zu- 
sammenziehen bis  fast  zum  Verschwinden  ihres  Lumens,  und 
so  je   nach    dem   Erregungszustand    dieses   sogenannten   vaso- 
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motorischen  Gentruins  die  Weite  der  Blutgefiisse  und  so  aueh 
die  Vertheilung  des  Blutes  im  Korper  und  der  Blutdruck  rega- 
lirt  wird.  Durch  Ernst  Heinrich  und  Eduard  Weber  war  Mit- 
deckt worden,  dass  die  Reizung  des  Nervus  Tagos  die  Schlag- 
zahl des  Herzens  bis  zum  Stillstand  in  Erschlaffung  herabsetzt; 
Ludwig  fand  nun  durch  ganz  ausserordentlich  feine  Experimente 
im  Gehirn  entspringende  beschleunigende  Herznerren ,  welche 
bei  ihrer  Reizung  zahlreichere  Herzschläge  bewirken.  Es  wur- 
den bestimmte  Beziehungen  der  beiden  Herznerven,  der  hem- 
menden und  der  beschleunigenden,  nachgewiesen.  Ein  besonders 
merkwürdiger  Ner?  ist  der  den  Blutdruck  regulirende  Nervus  de- 
pressor;  derselbe  entspringt  im  Herzen  und  steht  mit  dem  Gefass^ 
centrum  in  Verbindung ;  seine  Erregung  durch  einen  zu  grossen 
Blutdruck  bewirkt  Herabsetzung  der Thätigkeit  des  Gefasscentrams, 
Ausdehnung  der  Blutgefässe  und  Verminderung  des  Blutdrucks. 

Daran  schliessen  sich  die  vielen  Untersuchungen  über  die 
Blutströmung  an.  Die  Erfindung  der  Stromuhr  zur  Bestimmung 
der  Geschwindigkeit  und  der  Menge  des  in  einem  Blutgefässe 
während  längerer  Zeit  strömenden  Blutes,  wobei  sich  zeigte, 
dass  das  Pfortadersystem  durch  seine  wechselnde  Füllung  den 
Druck  in  den  Aesten  der  Aorta  regulirt.  Ferner  die  bei  Ludwig 
begonnenen  und  von  Mosso  fortgesetzten  plethysmographischen 
Versuche ;  der  Nachweis  von  der  Abhängigkeit  des  Blutdruckes 
von  der  Herzarbeit,  der  Weite  der  Blutgefässe  und  der  Blut- 
menge;  die  mit  vollendeter  Injektionstechnik  ausgeführten  Unter- 
suchungen der  Anordnung  der  Blutgefässe  in  vielen  Organen 
z.  B.  in  der  Leber,  den  Muskeln,  den  Lymphdrüsen,  im  Darm, 
im  Kehlkopf,  im  Auge,  im  Trommelfell,  im  Ohrlabyrinth. 

Die  grössten  Aufschlüsse  über  die  Vorgänge  im  Thier- 
körper  haben  Ludwig's  Arbeiten  über  die  Entstehung  der  Lymphe 
und  die  Ursachen  ihrer  Bewegung  in  den  Lymphgefässen  ge- 
bracht. Dieselbe  stammt  nach  ihm  aus  dem  Blut,  dessen  Plasma 
durch  die  dünnen  Gefasswandungen  durch  den  Blutdruck  fiitrirt 
wird  und  dann  als  Ernährungsflüssigkeit  die  Organe  durch- 
tränkt. Da  er  nun  grosse  Schwankungen  in  der  Strömungs- 
geschwindigkeit  und  dem  Druck  der  Lymphe  in  den  Lymph- 


0.  Voit:  Nekrolog  auf  Carl  Ludwig.  335 

gefassen  wahrnahm,  so  schloss  er,  dass  der  über  die  Blutge&s- 
wand  hinaus  wirkende  Blutdruck  der  hauptsächlichste  Motor 
für  die  Lymphbewegung  sei.  Dies  ist  aber  nur  dann  möglich, 
wenn  die  Lymphgefasse  offen  in  den  Gewebsmaschen  enden, 
welche  Voraussetzung  sich  nun  auch  bei  genauer  mikroskopischer 
Prüfung  als  richtig  herausstellte.  In  solcher  Weise  bat  er  in 
vielen  Organen  die  Bahnen  der  Lymphe  ermittelt.  An  Stellen, 
an  denen  der  Lymphströmung  grössere  Hindemisse  entgegen 
stehen,  wie  in  den  grossen  Körperböhlen,  hat  er  besondere 
Pumpwerke  aufgefunden ;  in  der  Bauchhöhle  sind  es  die  Athem* 
bewegungen  des  Zwerchfelles,  welche  die  Lymphe  in  die  Oeff- 
nungen  der  Lymphgefasse  in  dem  sehnigen  Theil  des  Zwerch- 
felles hineintreibt  und  in  der  Brusthöhle  ebeufalls  die  Athem- 
bewegungen,  welche  die  Aufnahme  in  die  Oeffnungen  an  dem 
Brustfell  der  Zwischenrippenräume  yerursachen. 

Von  grösster  Tragweite  sind  seine  Untersuchungen  des 
Stoffwechsels  einzelner  Organe,  was  man  bis  dahin  nicht  für 
möglich  gehalten  hatte.  Zu  diesem  Zwecke  schaltete  er  durch 
Abbindung  der  Blutgefässe  gewisse  Organe  z.  B.  die  Muskeln 
oder  den  Darm  aus  und  bestimmte  die  dadurch  hervorgebrachte 
Aenderung  des  Gesammtgaswechsels  des  Thieres;  so  fand  er, 
dass  nach  Unterbindung  der  Darmarterien  der  respiratorische 
Gaswechsel  um  30  Proc.  abnimmt.  Oder  er  schnitt  bestimmte 
Organe  aus  dem  Körper  ganz  aus  und  erhielt  sie,  indem  er 
einen  künstlichen  Kreislauf  mittelst  defibrinirten  Blutes  und 
anderen  Flüssigkeiten  herstellte,  längere  Zeit  am  Leben.  Es 
sind  dies  die  Versuche  Ober  den  Stoffwechsel  und  die  Thätig- 
keit  isolirter,  überlebender  Organe.  So  vermochte  er  das  Frosch- 
herz Tage  lang  am  Leben  und  in  normaler  Thätigkeit  zu  er- 
halten und  die  Wirkungen  von  allerlei  Stoffen  und  anderen 
Einflüssen,  z.  B.  verschiedener  Temperaturgrade,  auf  seine 
Leistungsfähigkeit  zu  studiren.  In  derselben  Weise  stellte  er 
Versuche  an  der  isolirten  Leber,  an  der  Niere,  am  Darm  und 
am  Muskel  an.  An  dem  letzteren  zeigte  es  sich,  dass  während 
der  Contraktion  mehr  Blut  hindurchfliesst  und  der  Gasaustausch 
erhöht  ist,  aber  verhältnissmässig   mehr  Kohlensäure   produzirt 
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als  Sauerstoff  verbraucht  wird.  Diese  Methode  hat  spater 
durch  Andere  noch  manche  weitere  Anwendung  gefanden  und 
zu  wichtigen  Aufschlüssen  geführt,  z.  B.  zu  der  Eenntniss  der 
Synthese  der  Hippursäure  aus  GlykokoU  und  Benzoesäure  in 
der  Niere,  und  zu  den  Versuchen  über  die  Bildung  des  Harn- 
stoffs und  der  Harnsaure  in  der  Leber  aus  den  Vorstufen  der- 
selben, besonders  aus  dem  kohlensauren  Ammoniak. 

Eine  ganze  Reihe  wichtiger  Arbeiten  ist  bei  ihm  über  die 
Physiologie  des  Muskels  gemacht  worden. '  So  wurde  z.  B.  nach- 
gewiesen, dass  der  Froschherzmuskel  unabhängig  Ton  der  Reiz- 
stärke sich  stets  maximal  contrahirt. 

lieber  die  Funktion  des  Rückenmarks  liegen  zahlreiche  und 
werthvolle  Untersuchungen  vor,  wobei  er  die  Kunst  des  Ex- 
perimentirens  am  lebenden  Thiere  und  die  der  Erfindung  zur 
Durchschneidung  bestimmter  kleiner  Rückenmarksabschnitte  ge- 
eigneter Instrumente  in  vollendetem  Grade  zeigte.  Er  ermittelte 
dadurch  den  Verlauf  der  Leitungsbahnen  in  den  weissen 
Strängen  des  Rückenmarkes,  bereicherte  die  Lehre  Yon  den 
Reflexen,  stndirte  die  Summation  und  die  Ausbreitung  der  Er- 
regungen und  entschied  die  Frage  nach  der  Reizbarkeit  des 
Rückenmarks  durch  direkte  Reizung. 

Es  wären  noch  viele  bedeutsame  Arbeiten  mehr  chemischen 
Inhalts  aufzuzählen:  über  die  Gerinnung  des  Faserstoffs  im  Blot, 
über  die  Entstehung  der  Gelbsucht,  den  Unterschied  in  der  Zer- 
setzung des  in  den  Magen  und  des  direkt  in  das  Blut  einge- 
brachten Eiweisses,  und  die  über  die  Wege  der  Resorption  des 
Eiweisses,  des  Zuckers  und  besonders  des  Fettes  aus  dem  Darm- 
kanal  und  ihren  Uebergang  in  die  Blut-  oder  Chylusgefasse. 

Endlich  muss  noch  seines  Lehrbuchs  der  Physiologie  ge- 
dacht werden,  welches  in  erster  Auflage  im  Jahre  1852  und 
in  zweiter  Auflage  in  den  Jahren  1858 — 62  erschien.  Es  ist 
ein  merkwürdiges  Buch  und  nach  dem  Handbuch  der  Physio- 
logie des  Menschen  von  Johannes  Müller  das  originellste  und 
anregendste  Lehrbuch  der  Physiologie,  wohl  weniger  für  den 
ersten  Unterricht  des  Studirenden  als  für  reifere  Leser«  Es 
unterscheidet  sich  von  den  Lehrbüchern  der  früheren  Zeit  ganx 
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wesenÜich  durch  die  schon  erwähnte  strenge  Anwendung  der 
naturwissenschaftlichen  Methoden  zur  Erfassung  und  Erjilärting 
der  Erscheinungen  im  Thierkörper.  Durch  die  Einfährung  beuer 
Begrijffe  und  Ausdrucksweisen  schien  es  datnals  schwer  ver- 
ständlich, jetzt  liest  man  es  mit  stets  steigendem  Interesse; 
seine  Arbeiten  haben  zur  Erreichung  des  darin  gesteckten  Zieles 
viel  beigetragen. 

Aus  dem  vorstehenden  üeberblick  über  seine  Arbeiten  geht 
wohl  hervor,  dass  Ludwig  der  vielseitigste  Physiologe  semer 
Zeit  war,  denn  .er  hat  die  Physiologie  auf  fast  allen  ihren  6er 
bieten   mit  einer  Fülle  der  wichtigsten  Thatsachen   beschenkt. 

Es  war  vor  Allem  sein  Bestreben,  neue  Thatsachen  auf- 
zufinden, aus  denen  er  nur  die  nächsten  Schlussfolgerungen  zog; 
nie  verstieg,  er  sich  zu  weittri^enden  Theorien,  welche  durch 
die  nächste  neue  Thatsache  Mrieder  umgestossen  werden  können; 
Bei  der  streng  naturwissenschaftlichen  Richtung  seines  Geistes 
waren  ihm  alle  in  das  Abstrakte  führenden  Auseinandersetzungen 
zuwider.  Er  vermied  auch  den  Streit,  namentlich  wenn  er, 
wie  es  leider  jetzt  nicht  selten  geschieht,  in  unlauterer  Weise 
geführt  wird,  und  er  zog  es  vor,  Material  zur  Entscheidung 
der  strittigen  Fragen  beizutragen. 

Als  Forscher  und  Lehrer  zeichnete  er  sich  aus  durch  rast- 
lose Thätigkeit,  seltene  Pflichttreue,  eine  erstaunliche  geistige 
Frische  und  jugendliche  Freude  an  Förderung  neuer  Thatsachen 
bis  in  die  letzten  Tage  seines  Lebens,  und  durch  die  Auf- 
opferung für  seine  Schüler,  die  ihn  wahrhaft  liebten.  Aber 
nicht  nur  für  die  Physiologie  hatte  er  das  lebhafteste  Interesse, 
sondern  für  die  Entwicklung  aller  Naturwissenschaften,  ja  aller 
Wissenschaften.  Für  die  Schönheit  der  Natur,  für  die  bildende 
Kunst  und  die  Musik,  für  Alles,  was  einen  Fortschritt  der 
Menschheit  und  ihrer  sittlichen  Aufgaben  brachte^  war  er  voll 
Begeisterung. 

Von  hohem  idealen  Sinne  liebte  er  die  Wissenschaft  und 
die  Wahrheit  um  ihrer  selbst  willen,  seine  Person  trat  dabei 
völlig  zurück.  Frei  von  Ehrgeiz  und  Eitelkeit  blieb  «r  bei 
allem  Bewusstsein  seines  Werthes  schlicht,  freundlich  und  gütig; 
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er   war   neidlos    und   stets   voll    Anerkennung   der   Verdienste 
Anderer. 

Jeder,  der  diesem  Manne  ron  edelstem  Oharakter  naber 
getreten  ist,  empfing  Ton  ihm  den  Bindmck  einer  ungewöhn- 
Hehen  eigenartigen  Persönlichkeit ^  eines  reichen  Geistes,  der 
Jeden  alsbald  für  sich  einnahm.  Seine  Rede  war  stets  von  Be* 
deütttng,  sie  zeugte  Ton  selbständigem  Urtheil  und  sie  war  ge- 
würzt durch  yortreffliohen  Witz.  Wahrlich,  es  ist  ein  wunder- 
barer Mann,  der  nur  zum  Segen  der  Wissenschaft  und  der 
Menschheit  gelebt  hat,  mit  ihm  dahingegangen« 

Franz  Ernst  Neumann. 

Am  23«  Mai  1895  ist  der  ehrwürdige  Veteran  der  Freiheits« 
kriege,  sowie  der  Veteran  der  Physiker  im  Alter  Ton  &sli 
97  Jahren  aus  dem  Leben  geschieden,  in  dem  er  durch  Forschung 
und  Lehre  für  die  Physik  Grosses  geschafft  hat.  Er  war  der 
Begründer  der  theoretischen  Physik  in  Deutschland  und  lange 
Zeit  hindurch  ihr  hervorragendster  Meister. 

Er  wurde  am  11.  September  1798  zu  Joacfaimsthal  in  der 
Uckermark  geboren,  woselbst  sein  Vater  ein  wenig  bemittelter 
Landmann  war.  Nach  Absolyirung  des  Werder*schen  Gym* 
nasiums  zu  Berlin  trat  der  16j&hrige  Jüngling  in  patriotischer 
Begeisterung,  die  ihm  sein  ganzes  Leben  über  eigen  blieb,  ab 
freiwilliger  Jager  in  das  Kolberger  R^ment  ein ;  in  der  Schlacht 
bei  Ligny  wurde  er  im  Gesichte  schwer  Terwundet. 

Nach  dem  Friedensschlüsse  nahm  er  an  den  UniTersitiUen 
zu  Jena  und  Berlin  seine  durch  die  Kriegszeiten  wohl  mangel- 
hafte Ausbildung  wieder  auf.  Er  hatte  dazumal  mit  der  bit- 
tersten Noth  zu  kämpfen  und  musste  er  sich  die  Mittel  so 
seinem  Fortkommen  durch  Stundengeben  verdienen.  Diese 
Hindemisse  stählten  aber  nur  die  Kraft  des  enei^B^hen  und 
wissensdurstigen,  ungewöhnlich  begabten  Studenten.  Anfeuigs 
stndirte  er  auf  den  Wunsch  seines  Vaters  Theologie,  bald  aber 
wandte  er  sich,  seiner  Neigung  folgend,  den  Naturwissenschaften, 
insbesondere   der   Mineralogie   zu.     Der   verdiente   Mineraloge 


C.  Vbit:  Nekrolog  auf  Franz  Ernst  ifeumann.  SSÖ 

Christian  Samuel  Weiss  erkannte  seinen  Werth  und  förderte 
ihn  in  seinen  Bestrebungen ;  jedoch  war  es  vor  Allem  das  eigene 
Studium,  durch  welches  er  sein  Wissen  und  Können  in  der 
Mathematik  und  Physik  vervoUkomranete. 

Seine  ersten  Arbeiten,  darunter  seine  Doktordissertation, 
mit  der  er  zu  Berlin  promovirte,  galten  der  Erforschung  der 
Krystallformen,  welche  die  Aufmerksamkeit  weiterer  Kreise  auf 
den  jungen  Gelehrten  lenkten.  In  Folge  davon  wurde  er  als 
Priyatdozent  mit  einer  kleinen  Remuneration  des  Unterrichts-^ 
ministeriums  an  die  Universität  Königsberg  berufen,  an  welcher 
er  sein  ganzes  Leben  getreu  verblieb  und  eines  der  berühm- 
testen Glieder  werden  sollte.  Er  hatte  das  Glück,  daselbst  mit 
Bessel  und  Jacobi  zusammen  zu  wirken,«  wodurch  die  üniver* 
sit&t  Königsberg  längere  Zeit  der  Mittelpunkt  der  astronomischen 
und  physikalischen  Forschung  wurde.  Auf  Bessels  dringende 
Empfehlung  wurde  er  bald  zum  ausserordentlichen  und  dann 
zum  ordentlichen  Professor  der  Physik  und  Mineralogie  be- 
fordert. 

In  klarer  Erkenntniss  der  Bedeutung  für  die  Ausbildung 
des  jungen  Mathematikers  und  Physikers  gründete  er  alsbald 
im  Verein  mit  Jacobi  ein  mathematisch-physikalisches  Seminar, 
in  dem  sich  eine  ganz  ausserordentliche,  für  die  Wissenschaft 
fruchtbringende  Thätigkeit  entwickelte.  Vergebens  suchte  er 
vom  Staate  ein  physikalisches  Laboratorium  zu  erhalten,  er 
muflste  seinen  Unterricht  in  einigen  Zimmern  seiner  Privat- 
wohnung halten,  wo  so  manche  wichtige  Probleme  nicht  in 
Angri£f  genommen  werden  konnten;  und  doch  brachte  er  aus 
den  ärmlichen  Räumen  der  Wissenschaft  die  glänzendsten  Gaben 
dar.  Aus  dieser  berühmten  Königsberger  Schule  der  mathe- 
matischen Physik  sind  die  ausgezeichnetsten  Mathematiker  und 
Physiker  hervorgegangen,  welche  durch  ihren  Lehrer  angeregt 
worden  waren  und  die  von  ihm  geweckten  Ideen  weiter  ver- 
folgten. Man  braucht  nur  die  Namen :  Auwers,  Paul  du  Bois- 
Reymond,  Borchardt,  Brix,  Clebsch,  Gordan,  Hesse,  Kirchhoff, 
Lipschitz,  Luther,  Oskar  Emil  Meyer,  Lothar  Meyer,  Carl  Neu- 
mann, Quincke,  Rosenhain,  Schröder,  Senff,  W.  Voigt,  P.  Volk- 

22* 
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mann,  H.  Weber,  Wild,  Zöppritz  zu  nennen,  um  den  Einfluss 
Neumann*s  zu  würdigen;  auch  zwei  verehrte  CoUegen,  Ludwig 
Seidel  und  Leoiibard  Sohncke  waren  seine  Schüler.  Durch  die 
Klarheit  seines  sorgfaltig  Torbereiteten,  Tollendeten  Vortrages 
und  die  Fülle  neuer  Ideen  wusste  er  den  Schülern  seine  eigene 
Begeisterung  für  die  Wissenschaft  einzufl5ssen  und  sie  im  Se- 
minar zu  wissenschaftlicher  Thätigkeit  anzuregen :  er  war  ein 
unvergleichlicher  Lehrer  der  exakten  Naturwissenschaften,  dem 
alle  seine  Schüler  zeitlebens  die  wärmste  Anhänglichkeit  und 
Dankbarkeit  bewahrten. 

Indem  er  in  scharfsinnigster  Weise  die  physikalischen  Vor* 
gänge  durch  die  Mathematik  zu  begründen  strebte,  schuf  er 
neue  Methoden  und  Wege  der  Untersuchung  und  machte  da- 
durch die  wichtigsten  Entdeckungen  auf  mehreren  Gebieten  der 
Physik.  Seine  Anschauungen  über  die  Vorgänge  an  der  Materie 
und  die  von  ihm  aufgestellten  Gesetze  ermöglichten  die  heutige 
Entwicklung  der  Lehren  der  Optik,  der  Elektrodynamik  und 
der  Wärme ;  diese  Gesetze  werden  stets  mit  seinem  Namen  ver- 
knüpft bleiben. 

Neumann  ging,  wie  erwähnt,  von  der  Mineralogie  und  der 
Erystallographie  aus  zu  der  Physik  über.  Bei  diesen  seinen 
schon  in  hohem  Grade  vollendeten  Erstlingsarbeiten  beschäftigte 
ihn  die  geometrische  Darlegung  der  Krystallverhältnisse :  in  den 
krystallonomischen  Beiträgen  brachte  er  eine  sinnreiche  neue 
Methode  der  Projektion  der  Erystallformen ,  dann  in  seiner 
Doktordissertation  de  lege  zonarum  eine  Entwicklung  graphischer 
Methoden  zur  Darstellung  des  Zonenzusammenhanges  der  Flächen 
eines  Krystallformencomplexes ;  er  hat  durch  diese  Arbeiten,  so- 
wie durch  seine  grosse  Untersuchung  über  das  Erystallsystem 
des  Albits  und  der  ihm  verwandten  Gattungen  die  Erystallo- 
graphie ausserordentlich  gefordert. 

Die  krystallographischen  Arbeiten  gaben  ihm  die  Ver- 
anlassung, die  Erystalle  auf  ihre  physikalischen  Eigenschaften: 
auf  ihr  optisches,  elastisches  und  thermisches  Verhalten  za 
prüfen;  zehn  Jahre  lang  hat  er  sich  mit  diesen  Fragen  be- 
schäftigt.    Indem   er  davon    ausging,    die  Elastizitätstheorie  in 
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Beziebung  zu  dem  optisehen  Verhalten  zu  Betzen,  leitete  er, 
unter  der  Annahme  der  elastischen  Natur  des  Lichtes,  aus  den 
Prinzipien  der  Mechanik  die  Art  der  LichtbewegUDg,  besonders 
in  Erystallen,  ab:  nämlich  die  Gesetze  der  Fortpflanzungs^ 
geschwindigkeit  des  Lichtes  in  verschiedenen  Richtungen,  die 
Schwingung  desselben  in  der  PolarisatioDsebene  und  die  Gesetze 
der  Reflexion.  Dies  geschah  Tor  Allem  in  der  hervorragenden 
optischen  Abhandlung  über  die  Gesetze  der  Reflexion  und  der 
Brechung  des  Lichtes  an  der  Grenze  zweier  vollkommen  durch- 
sichtiger Medien  und  in  seiner  zweiten  umfangreichen  optisehen 
Untersuchung  über  die  Gesetze  der  Doppelbrechung  des  Lichtes 
in  comprimirten  oder  ungleichförmig  erwärmten  unkrjstallinischen 
Körpern,  deren  meisterhafte  mathematisch  -  physikalische  Dar- 
stellung wohl  den  Höhepunkt  seiner  optischen  Arbeiten  bildet. 
Zu  erwähnen  wäre  hier  noch  die  Abhandlung  über  die  ther- 
mischen, optischen  und  krystallographischen  Axen  des  Erjstall- 
systems  des  Gypses.  Durch  diese  Leistungen  hat  er  dieFresnePsche 
Lehre  von  der  Optik  ausgebaut  und  vollendet. 

Von  der  Optik  wandte  er  sich  der  Elektrodynamik  zu,  auf 
welchem  Gebiete  wohl  seine  glänzendsten  Schöpfungen  liegen. 
Er  fand  dabei  die  erste  theoretische  Ableitung  der  Gesetze  der 
elektrischen  Induktion.  Diese  mathematische  Theorie  der  in- 
ducirten  elektrischen  Ströme,  sowie  das  Potentialgesetz  der 
ponderomotorischen  Wirkungen  der  elektrischen  Kräfte  gehören 
wohl  zu  den  bedeutendsten  Leistungen  der  mathematischen 
Physik  fOr  alle  Zeiten. 

Er  erfand  ferner  eine  Methode  zur  Bestimmung  der  spezi- 
fischen Wärme  der  Körper  mittelst  seines  sogenannten  Hahns 
und  wandte  diese  Methode  auf  eine  Anzahl  chemisch  ähnlich 
zusammengesetzter  Mineralien  an,  wobei  er  das  nach  ihm  be- 
nannte Gesetz  fand,  dass  das  Produkt  aus  dem  chemischen 
Aequivalentgewicbt  in  die  specifische  Wärme  für  einzelne  Classen 
von  Körpern  den  gleichen  numerischen  Werth  besitzt.  —  Auch 
bildete  er  einfache  und  ungemein  genaue  Methoden  aus  für  die 
Bestimmung    der    Wärmeleitungsfähigkeit    gut    und    schlecht 
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leitender  fester  Körper,  mit  denen  er  vielfache  Beobachtungen 
anstellte. 

Von  grossem  Werthe  sind  auch  seine  Untersuchungen  der 
filasticitätsyerhältnisse  der  Erystalle,  aus  welchen  er  die  Gesetze 
und  Formeln,  nach  denen  die  Winkeländerungen  der  Krystalle 
bei  einseitigem  und  allseitigem  Druck  yor  sich  gehen,  ableitete. 

Er  beschäftigte  sich  dann  mit  der  Theorie  der  Capillaritat, 
wobei  er  zu  dem  Satze  kam,  dass  die  Winkel,  unter  denen  im 
Zustande  des  Gleichgewichts  drei  Flüssigkeiten  längs  einer 
Kante  zusammenstossen ,  ihre  Bestimmung  vollstöndig  durch 
ihre  CapillaritätS'-Constanten  finden.  Auch  gab  er  eine  strenge 
Ableitung  des  PoiseuilleWhen  Satzes  der  Flüssigkeitsbewegung 
in  Eohren  aiis  der  Theorie  der  Reibung. 

Bei  Gelegenheit  seiner  Untersuchungen,  insbesondere  des 
elektro- dynamischen,  erfand  er  eine  Anzahl  hdchst  sinnreicher 
und  brauchbarer  Apparate  und  Messinstrumente,  wie  z.  B.  sein 
Differentialgalvanometer,  den  zur  Bestimmung  der  magnetischen 
Inklination  dienenden  Differential  -  Erdinduktor,  das  Rheometer 
zur  Messung  starker  Ströme  in  absolutem  Maass,  die  yerbesserte 
Tangentenbussole. 

Auf  rein  mathematischem  Gebiete  befasste  er  sich  nur  mit 
der  Theorie  der  Kugelfunktionen. 

Aber  nicht  nur  in  seinen  eigenen  Veröffentlichungen  findet 
sich  das,  womit  er  die  Wissenschaft  so  sehr  bereichert  hat; 
Vieles  hat  er  nur  in  den  Vorlesungen  seinen  Schülern  gegeben; 
Einige  derselben  haben  später  das  Gehörte  zusammengestellt 
und  das  kostbare  Gut  weiteren  Kreisen  zugänglich  gemacht 
So  manche  Gedanken  sind  in  dieser  Weise  yon  ihm  zuerst  aus- 
gesprochen worden  und  späteren  Forschem  zu  Gute  gekommen; 
so  entwickelte  er  in  seinen  Vorlesungen  die  mechanische  Wärme- 
theorie, auch  gebrauchte  er  schon  früh  den  Ausdruck  .Arbeits« 
Torrath*  und  wandte  seine  Vorstellungen  darüber  auf  die  Wärme 
und  die  Elektrizität  an. 

Neumann  bewahrte  sich  stets  eine  ideale  Lebensauffassung; 
so  wie  er  in  der  Jugend  sich  in  Begeisterung  für  das  Vater- 
land opferte,  gab  er  sich  später  der  Wissenschaft  hin  und  suchte 
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mit  aller  Kraft  des  Geistes  die  Wahrheit  durch  die  Erforschung 
der  Gesetze,  nach  denen  sich  die  Naturerscheinungen  richten. 
Er  suchte  die  wahre  Befriedigung  nur  in  der  tieferen  Erkennt- 
niss  der  Dinge,  jeder  äussere  Buhm  und  Yortheil  war  ihm 
gleichgiltig.  Daher  blieb  der  grosse  Gelehrte  doch  von  schlich- 
tester Einfachheit  und  Bescheidenheit.  Bis  in  die  letzte  iSeit 
seines  langen  Lebens  war  er  wissenschafUich  thätig  und  bewahrte 
seine  geistige  Frische  und  sein  reges  Interesse  f&r  alles  Wissen. 
Durch  sein  tiefes  Nachdenken  und  seinen  reinen  Sinn  hatte 
er  sich  einen  heiteren  Frieden  und  ein  inneres  Gleichgewicht 
errungen,  das  diesen  Patriarchen  der  Wissenschaft  zu  einem 
der  besten  und  auch  glücklichsten  Menschen  machte. 

James  Dwight  Dana. 

Der  am  14.  April  1895  in  New  Haven  im  Alter  von 
82  Jahren  yerstorbene  Geologe  und  Mineraloge  James  Dwight 
Dana  war  wohl  der  angesehenste  Naturforscher  Nordamerikas 
und  einer  der  ersten  Kenner  unseres  Erdballes. 

In  Utica  im  Staate  New -York  am  12.  Februar  1813  ge- 
boren, kam  er  zu  seiner  Ausbildung  nach  New-Haven,  woselbst 
er  im  20.  Lebensjahre  in  das  berühmte  Tale -College  eintrat 
Es  war  besonders  der  ältere  Silliman,  der  Chemiker  und  Mine- 
raloge, Ton  dem  er  dorten  Anregung  zu  naturwissenschaftlichen 
Stadien  empfing. 

Er  hatte  das  Glück,  auf  au^edehnten  Reisen  Länder  und 
Meere  durch  eigene  Anschauung  kennen  zu  lernen  und  den 
Sinn  für  die  Beobachtung  der  Natur  zu  schärfen.  Zuerst 
machte  er  als  Lehrer  der  Magnetik  und  Nautik  an  der  Staats- 
Nayigations  -  Schule  auf  einem  Kriegsschiffe  von  1833  — 1835 
eine  Reise  im  Atlantischen  Ozean  und  im  Mittelmeer,  wobei  er 
die  Küsten  Frankreichs,  Italiens,  Griechenlands  und  der  Türkei 
besuchte.  Von  grösstem  Einfluss  auf  seine  Entvricklung  war 
die  Anstellung  als  Mineraloge  und  Geologe  bei  der  von  den 
Vereinigten  Staaten  ausgerüsteten  und  vom  Kapitän  Wilke  ge- 
führten wissenschaftlichen  Expedition  zur  Erforschung  des  grossen 
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Ozeans,  welche  yier  Jahre  (1838  —  1841)  in  Ansprach  nahm; 
•er  sah  dabei  die  beiden  Küsten  von  Südamerika,  eine  Anzahl 
von  Inseln  des  Stillen  Ozeans,  dann  Australien,  Neu -Seeland, 
den  Gilbert-Archipel,  die  Karolinen-Inseln,  die  Sandwich-Inseln 
und  die  Küste  Ton  Oregon.  Nachdem  er  hier  Schiffbruch  er- 
litten und  seine  Habe,  sowie  einen  Theil  der  Sammlungen  rer- 
loren  hatte,  reiste  er  zu  Land  nach  San  Francisco  und  kehrte 
von  da  über  die  Sandwich-Inseln,  Singapor,  das  Gap  der  gaten 
Hoffnung  und  St.  Helena  in  die  Heimath  zurück. 

Als  er  diese  grosse  Reise  antrat,  waren  viele  von  den  Inseln 
des  Stillen  Ozeans  noch  fast  unbekannt  und  von  der  Givilisation 
unberührt^  so  dass  sich  ihm  die  reichste  Gelegenheit  zu  Be- 
obachtungen bot. 

In  den  folgenden  Jahren  war  er  damit  beschäftigt,  die 
reichen  Sammlungen,  welche  er  von  dieser  Reise  mitgebracht 
hatte,  zu  bearbeiten;  in  der  grossen  Beschreibung  der  Ex- 
pedition lieferte  er  den  Bericht  über  die  Zoophyten  und  die 
Krustenthiere  des  Stillen  Ozeans,  sowie  den  über  die  geologischen 
Beobachtungen,  besonders  über  die  Koralleninseln  und  die  vul- 
kanischen Erscheinungen  in  der  Südsee. 

Dana  hatte  sich  durch  diese  Leistungen  rühmlich  bekannt 
gemacht,  so  dass  er  im  Jahre  1850  zum  Professor  der  Natur- 
geschichte und  später  (1864)  zum  Professor  der  Geologie  und 
Mineralogie  am  Yale-Gollege  gewählt  wurde.  Er  blieb  daselbst 
als  hervorragender  Forscher  und  als  beliebter  Lehrer  thätig  bis 
zum  Jahre  1894,  wo  er  emeritirt  wurde.  Nach  dem  Rücktritt 
vom  Amte  widmete  er  seine  ganze  Kraft  der  Umarbeitung 
seines  berühmten  Werkes:  des  Manual  of  Geology.  Zwei  Mo- 
nate nach  Vollendung  desselben  legte  er  sich  zur  Grabesrube. 

Die  geologpsche  Wissenschaft  befand  sich  damals  in  hef- 
tigster Gährung;  die  Neptunisten,  Plutonisten  und  Vnlkamsten 
waren  noch  in  vollem  Kampfe  begriffen.  Dana  wandte  sich 
vorzugsweise  den  Fragen  der  dynamischen  Geologie  zu  und  be- 
schäftigte sich  dabei  mit  den  grossen  Problemen  der  Erdge- 
schichte: der  Bildung  der  Gebirge,  dem  Entstehen  der  Con- 
tinente,  der  Eiszeit,  dem  Ursprung  der  Vulkane,  dem  Auftreten 
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der  merkwürdigen  Korallenriffe.  Seine  Anschauungen  über  die 
Gebirgsbildung,  welche  der  von  Elie  de  Beaamont,  Alexander 
y.  Humboldt  und  Leopold  y.  Buch  aufgestellten  Theorie  ent- 
gegen traten,  sind  heut^  zu  Tage  die  herrschenden  geworden. 
Die  jetzige  Gestaltung  der  Erdoberfläche  leitete  er  yon  der 
Gontraktion  der  äusseren  Schichten  in  Folge  ihrer  Abkühlung 
ab.  Die  Untersuchungen  der  Geologie  von  New-Hayen,  Berk- 
shire, Massachusetts,  Westminster  etc.  etc.  sind  Muster  für 
Forschungen  der  Art.  Sein  Werk  über  den  Bau  und  die  Ent- 
stehung der  Korallenriffe  steht  dem  gleichzeitigen  Werke  Darwins 
ebenbürtig  zur  Seite.  Auch  die  Abhandlung  über  die  Ur- 
eachen und  die  Charakteristik  der  Vulkane  auf  den  Hawai- 
Inseln  yerdient  besonders  henrorgehoben  zu  werden. 

Einen  grossen  Impuls  erhielt  die  geologische  Wissenschaft 
durch  das  "schon  erwähnte  Manual  of  Geology,  ein  umfang- 
reiches Lehrbuch,  welches  zum  ersten  Male  die  amerikanischen 
Verhältnisse  zum  Ausgangspunkte  der  Betrachtungen  nahm 
und  sich  schon  dadurch  von  allen  bisherigen,  meist  nur  auf 
Europa  zugeschnittenen  Lehrbüchern  wesentlich  unterscheidet, 
aber  auch  in  der  ganzen  Anordnung  des  Stoffes  und  in  der 
Behandlung  der  dynamischen  Geologie  so  yiel  Neues  brachte, 
dass  es  bald  als  das  bis  dahin  unerreichte  Muster  eines  Lehr- 
buches der  Geologie  angesehen  wurde.  Fast  alle  neueren  in 
Europa  yerfassten  Lehr-  und  Handbücher  der  Geologie  haben 
sich  den  durch  Dana  angegebenen  Verbesserungen  angeschlossen 
und  sein  berühmtes  Werk  als  Vorbild  benützt. 

Nicht  minder  hervorragend  ist  Dana*s  Thätigkeit  als  mine- 
ralogischer Schriftsteller.  Er  ist  als  einer  der  Ersten,  unter 
denen  auch  unser  einheimisches  Mitglied  J.  N.  Fuchs  zu  nennen 
ist,  yon  den  blos  physischen  oder  den  naturhistorischen  Kenn- 
zeichen zu  dem  System  der  chemischen  Kennzeichen  überge- 
gangen. Es  sind  namentlich  die  chemischen  Beziehungen  der 
Mineralien  zu  einander  und  diejenigen  der  Krystallform  zur 
Zusammensetzung  derselben,  welche  ihn  beschäftigt  haben  und 
auf  Grund  deren  er  für  eine  Reihe  yon  Mineralgruppen  eine 
auf   chemischen    Prinzipien    beruhende    Systematik    aufstellte. 
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welche  einen  weBentlichen  Fortschritt  anf  diesem  Gebiete  bildete. 
So  ist  er  z.  B.  der  Erste  gewesen,  welcher  in  die  grosse  und 
chemisch  so  yerwickelte  Familie  der  Glimmermineralien  Klar- 
heit gebracht  hat,  und  die  Grundzüge  der  von  ihm  aufgestellten 
Eintheilung  derselben  sind  auch  nach  den  neuesten  Forschungen 
die  maassgebenden  geblieben.  Die  Resultate  dieser  Studien  wurden 
von  Dana  am  vollständigsten  verwerthet  in  seinem  um&ngreichen 
Buche:  , System  of  Mineralogy,  1868',  das  noch  heute  das  beste 
existirende  Handbuch  dieser  Wissenschaft  ist.  Nicht  geringere 
Anerkennung,  als  dieses  Werk  sich  in  den  Kreisen  der  Fach- 
männer erwarb,  ist  in  weiteren  Kreisen  auch  seinem  kürzeren 
Lehrbuche  der  Mineralogie  und  Petrographie  zu  Theil  geworden. 
Petrographische  Untersuchungen  über  amerikanische  Gesteine 
bildeten  namentlich  in  den  letzten  Jahren  s^nes  Lebens  den 
Gegenstand  mehrerer  seiner  Publikationen. 

Die  ausserordentliche  Vielseitigkeit  Dana^s  zeigt  sich  auch 
darin,  dass  er  auch  auf  dem  Gebiete  der  systematischen  Zoologie 
eine  Anzahl  hervorragender  Werke,  besonders  über  das  Vor- 
kommen, die  Lebensweise  und  die  Organisation  der  Riffkorallen 
in  der  Südsee  und  über  die  Crustaceen  geschaffen  hat. 

Er  war  auch  Mitherausgeber  des  in  der  Literatur  einen 
hohen  Rang  einnehmenden  American  Journal  of  Science  and 
Arts  vom  Jahre  1846  an  bis  zu  seinem  Tode,  zu  dem  er 
viele  Beiträge  geliefert  hat;  dieses  Journal  ist  die  hauptsäch- 
lichste Stätte  für  die  naturwissenschaftliche  Forschung  in  Theorie 
und  Praxis  in  Nordamerika.  Dana  hat  mehr  wie  irgend  Jemand 
dazu  beigetragen,  die  Naturwissenschaften  in  Amerika  auf  den 
hohen  Stand  zu  heben,  auf  dem  sie  sich  jetzt  befinden. 

Er  bewahrte  sich  bis  zuletzt  das  Feuer  der  Jugend  und 
verstand  es,  während  seines  langen  Lebens  Schritt  zu  halten  mit 
den  Fortschritten  der  Wissenschaft  und  den  führenden  Gedanken 
derselben. 

Er  war  darum  stets  bereit,  frühere  Anschauungen  den 
neueren  Erfahrungen  der  Wissenschaft  zu  opfern.  Während  er 
in  den  ersten  Auflagen  seines  Lehrbuchs  noch  eine  besondere 
Schöpfung  der  vielen  sich  in  den  geologischen  Zeitabschnitten 
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folgenden  Arten  der  Pflanzen  und  Thiere  festgehalten  hatte, 
Tertrat  er  in  der  letzten  Aaflage  die  Lehre  von  der  allmählichen 
Entwicklung  dieser  Organisationen. 

Er  war  ausserdem  ein  ganz  vorzüglicher  Lehrer,  welches 
Talent  er  besonders  bei  den  Exkursionen  in  die  Umgegend  von 
New-Haven  mit  den  vorgerückteren  Schülern  nutzbringend  ent- 
faltete. 

Yiele  Ehren  sind  dem  ausgezeichneten  Gelehrten  zu  Theil 
geworden.  Er  war  Mitglied  unserer  Akademie  seit  dem  Jahre  1854; 
die  hiesige  Universität  hat  ihn  bei  der  Festfeier  ihres  400jährigen 
Bestehens  im  Jahre  1872  zum  Ehrendoktor  der  Philosophie 
ernannt. 


349 


Vei^eiehnlss  der  elngtelanfenen  Dracksetariften 

Januar  bis  Juni  1896» 


Die  yerehrlicheii  Gesellsehafteii  und  tnatitnte,  mit  welchen  unsere  Akedomie  in 
TuseliTerkehr  steht,  werden  gebeten,  nsehstehendes  Veneiehniss  sngleioh  eis  fempikngs- 
sn  betnehten. 


Von  folgenden  G^esellscliaften  nnd  Institaten: 

Gesehiehtsvefein  in  Aachen: 
Zeitschrift.    17.  Band  und  Register  zum  8.--15.  Bd.     1895.    Sf^, 

Historische  OeselUchaft  in  Aafau: 
Argovia.    Band  XXVL     1896.    8». 

Observatary  in  Adelaide: 
Meteorological  Obeervations  1891—96.    fol. 

Royal  Society  of  South-Ausiralia  in  Adelaide: 
Transactions.    Vol.  19,  part  2.    1895.    B^. 

Südslavische  Akademie  der  Wissenschaften  in  Agram: 
Rad.  Vol.  123.  124.     1895.    8<>. 
Starine.    Band  27.     1895.    8". 

Monnmenta  spectantia  historiam  Slavorum  merid.  Vol.  XXVIT.  1895.  8^. 
G.  GorjanoTic-Krambergerf  De  piscibus  fossilibus.    1895.    4^. 

Archäologische  Gesellschaft  in  Agram: 
Viestnik.    N.  Ser.    Band  I.     1895.    1895-96.    4^. 

New -York  State  Museum  in  Albany: 
Bulletin.    Vol.  8,  No.  14.  15.     1895.    40. 

Societi  des  Antiquaires  de  Picardie  in  Amiens: 
Balletin.    Ann^e  1894  No.  4;  1895  No.  1.     1894-95.    80. 

Historischer  Verein  für  Schwaben  und  Neuburg  in  Augsburg: 
Zeitschrift    Band  XXII.     1895.    80. 

Johns  Hophins  üniversity  in  Baltimore: 
Circulars.    Vol.  XV,  No.  122.  128.  124.  126.     1895—96.    4«. 

K,  Bibliothek  in  Bamberg: 

Katalog  der.  Handschriften  der  Bibliothek  Bamberg  von  Fr.  Leitschnh. 

Band  I.    Abt  I.   Lief.  1;  Abt  II.  Lief.  2.    Band  IL    1895.    8^. 

Bataviaasch  Genootschap  van  Künsten  en  Wetenschappen  in  Batavia: 
Tijdschrift    Deel  88,   afl.  6;  89,  afl.  1.    1895.    8». 
Nederlandsch-Indiach-Plakaatboek.    Deel  XIV.    1895.    8^. 
DaghRegtster  gehouden  int  Casteel  Batavia  Anno  1666—67.    1895.   8^. 
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öbservatory  in  BcUavia: 
Obiervations.    Vol.  XVII,  1894.     1895.    fol. 

Niederländisch'indiache  Regierung  in  Batavia: 
Regenwaarnemiiigen.    XYI.  Jahrg.  1894.    1895.    8^. 

JT.  Serbische  Akademie  in  Belgrad: 
Wladan  Borbewitgch,  Griechische  und  serbische  Erklftrangen.    (In  serb. 

Sprache.)    1896.    8^. 
Ilarion  Rubarar,  Bruchstücke  etc.  (desgl.)    1896.    8^ 
Qodischniak.   VIII,  1894.    1896.    S^. 
Glas.    XX,  No.  49.  50.     1895.    8». 
Spomenik.    No.  XXV.    1896.   49;   No.  XXX.    1896.  4^ 
Poslovnik  (Statuten).    1895.    8». 

Museum  in  Bergen  (Nortoegen): 
Aarbog  for  1894—96.    1896.    8». 

ünivereity  of  California  in  Berkeley: 

Ein   Fascikel  von  28  Schriften  der  University   of  California  ans    den 
Jahren  1881—1895. 

K,  preussisehe  Akademie  der  WissenschcrfUn  in  Berlin: 
Acta  borussica,  Getreidehandelspolitik.    Band  I.    1896.    8^. 
Politische  Korrespondenz  Friedrichs  des  Grossen.    Bd.  XXII.    1895.    8^. 
Corpus  inscriptionum  Atticarum.    Vol.  IV,  pars  2.    1895.    foL 
Abhandlungen  aus  dem  Jahre  1895.    4^. 
Sitzungsberichte.    1895,  No.  89-58;  1896,  No.  1-28.    gr.  8^. 

K,  geolog,  LandesanstäU  und  Bergakademie  in  Berlin: 
Jahrbuch  Ar  das  Jahr  1894.    Band  XV.    1895.    gr.  8<>. 

Eeichs-Limea^Commiseion  in  Berlin: 
Der  Obergermanisch-B&tische  Limes.    Lief.  IIL    Heidelberg.    1896.    4^ 

Deutsehe  chemische  Gesellschaft  in  Berlin: 
Berichte.    28.  Jahrg.,  No.  19.  20;  29.  Jahrg.,  No.  1—10.     1896.    8*. 

Deutsche  geologische  Gesellschaft  in  Berlin: 
Zeitschrift.    Band  47,  Heft  8.    1896.    80. 

Medicinische  Gesellschaft  in  Berlin: 
Verhandlungen.    Band  26.    1896.    8<>. 

Physikalische  Gesellschaft  in  Berlin: 
Die  Fortschritte  der  Physik.    60.  Jahrg.,   Abth.  I  — III.    Braunschweig, 

1895.  8^. 

Verhandlungen.    14.  Jahrg.  No.  8-5;  15.  Jahrg.  No.  1.    1895—96.    tf*. 

Physiologische  Gesellschaft  in  Berlin: 
Centralblatt  für  Physiologie.    Band  IX.    1895.    No.  20-26;    Band  X. 

1896.  No.  1-6.    80. 

Verhandlungen.    Jahrg.  1894-95,  No.  16-18;  1895—96,  No.  1  —  11.  8<^. 

Ä.  technisi^  Hochschule  in  Berlin: 

Heinrich  Müller-Breslau,  Vom  Kriege  hinter  der  Front  1870/71.    Fest- 

Yortrag.     1896.    4*>. 
£.  Lampe,  Rede  bei  der  Feier  des  25jähr.  Gedenktages  der  Proklamirung 

des  Deutschen  Reiches.    1896.    4^. 

Kaiserlich  deutsches  archäologisches  Institut  in  Berlin: 

Jahresbericht  über  die  Thätigkeit  des  Institois  1893/91.    1894.    4<». 
Jahrbuch.    Band  X,  Heft  4;  Band  XI,  Heft  1.     1896.    40. 
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Oeodätüehes  InsUhU  in  Berlin: 
Jahresbericlit  1894—95.    1895.    8^. 

K,  preu88,  meteorclogieehee  InMut  in  Berlin: 
VerOfifentlichangen  1895.    Heffc  II.    1896.    fol. 

Jährbtich  über  die  Forisehriite  der  Mathematik  in  Berlin: 
Jahrbuch.    Bd.  XXV,  Heft  1.    1896.    8"". 

Deutsehe  technische  Rundschau  in  Berlin: 
Rundschaa.    Jahrg.  1895/96,  No.  1  und  2.    1695.    4<^. 

Verein  zur  Beförderung  des  Gartenbaues  in  den  preuss,  Staaten  in  Berlin: 
Gartenflora.    Jahrg.  44.  1895;  Jahrg.  45,  Heft  2  und  5—13.    1896.    8^ 

Verein  für  Geschichte  der  Mark  Brandenburg  in  Berlin: 
Forschungen  sur  Brandenburgischen  u.  PreuMischen  Qeschichie.   Bd.  VIII, 
zweite  H&lfke.    Leipzig  1895.    8^. 

NaturwissenschafÜiche  Wochenschrift  in  Berlin: 
Wochenschrift.    Band  X,  Heft  12,  1895 ;  Bd.  XI,  Heft  1—6.    1896.    fol. 

Zeitschrift  für  Instrumentenkunde  in  Berlin: 
Zeitschrift.    16.  Jahrg.   1896.   No.  1-7.    Jan.— Juli.    4<>. 

Allgemeine  geschichtsforschende  Gesellschaft  der  Schweiz  in  Bern: 
Anseiger  ftbr  Schweizerische  Geschichte.    1895,  No.  4.    4^. 

Natural  History  and  PhHosophicäl  Society  in  Birmingham: 
Proceedings.    Vol.  IX,  2.    1895.    9^, 

B.  Deputazione  di  storia  patria  per  le  Provincie  di  Bomagna  in  Bologna: 
Atti  e  Memorie.    Serie  lU.    Vol.  XIII,  fasc.  8.  4.    1896.    dP. 

Niederrheinische  Gesellschaft  für  Natur^  und  Heilkunde  in  Bonn: 
Sitzungsberichte  1895,  1.  Hälfte.    8<>. 

Verein  von  Älterthumsfreunden  im  BheMande  in  Bonn: 
Bonner  Jahrbficher.    Heft  99.    1896.    4P. 

Naturhistorischer  Verein  der  preussischen  Bheinlande  in  Bonn: 
Verhandlungen.    52.  Jahrg.   1.  H&lOe.    1895.    8<^. 

SociitS  des  sciences  physiques  et  naturelles  in  Bordeaux: 
Mämoirw.    IV«  S^rie,  tome  V.    Paris  1895.    BP. 
Obseryations  pluriom^triques  1893—94.     1894.    8<>. 

Soeiiti  lAnnienne  in  Bordeaux: 
Actes.    Vol.  47.    1894.    S^. 

SoeOti  de  gSografjhie  commerciale  in  Bordeaux: 
Bulletin.   1895,  No.  21—24;  1896,  No.  1—12.    8». 

American  Academy  of  Arts  and  Sciences  in  Boston: 
Proceedings.    Vol.  XXX.    1895.    8^^. 

American  PkUdlogicoX  Association  in  Boston: 
Transaction*.    Vol.  26.    1895.    9P. 

Public  Library  in  Boston: 
44^  annual  Report  for  1895.    1896.    8^ 

Boston  Society  of  natural  History  in  Boston: 
Proceedings.     Vol.  XXVI,    part  4.    1895.    Vol.    XX VH,    part    1-6. 

1896.    8^ 
Memoirs.'   Vol.  V,  No.  1.  2.    1895.    4P. 

Meteorologische  Station  in  Bremen: 
DenUcfaes  Meteorolog.  Jahrbuch  für  1895.    Jahrg.  VI.     1896.    4^. 
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NaturwieaenschaftUeher  Verein  in  Bremen: 
Abhandlungen.    Band  XllI,  8;   XIV,  1.    1896-96.    99^ 

Ncfturforsehender  Verein  in  Brunn: 
Verhandlungen.    33.  Band.    1896.    8^. 
XIII.  Bericht  der  meieorol.  Gommitsion.    1896.    8^. 

Acadimie  Boy  die  de  tnidecine  in  Brüssel: 
Mdmoires.    Vol.  V,  £emc  2.    1896.    4P. 

Bulletin.    IV.  Särie.    Tome  IX,    No.  11.    1895.     Tome  X,  No.  1— B. 
1896.    S^ 

Acadimie  Boyale  des  sciences  in  Brüssel: 

Bulletin.    S.  S^rie.    Tome  80,  No.  11.  12.    1896.    Tome  31,   No.  1—5. 

1896.    8*. 
Annuaire  1896.    62«  annäe.    1896.    8^. 

InstittU  international  de  bibliographie  in  BriJ^sel: 
Bulletin.    Ann^e  I,   No.  2.  8.    1896.    8^. 

SociHi  des  Bollandistes  in  Brüssel: 
Analecta  BoUandiana.    Tome  XV,  1—3.    1896.    8<^. 

SocUti  beige  de  geologie  in  Brüssel: 
Bulletin.    Tome  VIII.    Annde  189*4.    1894—95.    8«. 

K.  ungarische  Akademie  der  Wissenschaften  in  Budapest: 

Ungarische  Revue.    1895.    Heft  8—10.    8^. 

Mathematische  und  naturwissenach.  Berichte  aus  Ungarn.    Band  XIII, 
1.  H&lfbe.    Berlin.    1896.    8^. 

K,  ungarische  geologische  Anstalt  in  Budapest: 
Földtani  Közlöny.    Bd.  XXV,  6—12.    1896.    8**. 
Jahresbericht  für  1893.    1895.    S^. 

Ungarische  naturtoissenschaftliche  Gesellschaft  in  Budapest: 

£.  y.  Dadaj,  Cypridicola  parasitica.    1898.    4^. 

Filarszky  Ndndor,  Die  Characeen.    1898.    A^, 

Jakob  Hegyfoky,  Ueber  die  Windrichtung  in  den  L&ndern  der  ungar. 

Krone.    1894.    4». 
Jul.  T.  Madardsz,  Eriäuteniugen  zur  Ausstellung  der  Ungarischen  Vogel* 

founa.    1891.    8^. 

Botanischer  Garten  in  Buitenzorg  (Java): 

Mededeelingen.   XV.    Batavia  1896.    4^. 
Verslag  over  het  jaar  1894.    Batavia.    1894.    4^. 

Academia  Bomana  in  Bukarest: 

Lege,  Statute  etc.     1896.    8^. 

Etjmologicum  magnum  Bomaniae.    Tom.  8,  fasc.  8  und  4.    1896.    4^i 

Institut  mitSorologique  tu  Bukarest: 
Baletinnl  observat.  meteorologice.    Anul  IV,  1896.    1896.    j4^ 
Analele.    Tom.  X,  anul  1894.    1896.    4^ 

SociitS  Linneenne  de  Normandie  in  Caen: 
Mdmoires.    Vol.  XVIII,  fasc.  2.  8.    1896.    4^. 

Meteorological  Department  of  the  Government  of  India  in  Calcwtta: 
Monthly  Weather  Review  1896  Aug.— Nov.    1895—1896.    fol. 
Indian  Meteorological  Memoirs.    Vol.  VI,  2,  VIl,  6,  VIII,  1,  IX,  1-8. 

1896.    fol. 
Rainfall  Data  of  India.    1894.    fol. 
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Asiatic  Society  of  Bengali  in  Gäleutta: 
Journal.    No.  847^860.    1896—96.    99. 
Proceedings.    1895  No.  IX.  X.    1896  No.  I.    1896.    80. 
Annual  Address  by  A.  Pedier.    1896.    8<>. 

Bibliotheca  Indica.    New  Ser.    No.  860—868  u.  871.    1896—96.    8^. 
A  Catalogae  of  the  Persian  Books  and  Manuscripts  in  the  Library  of 
the  Asiatic  Soc.    Fase.  III.    1895.    4«. 

« 

Geologicäl  Survey  of  India  in  CaUetUta : 
Records.    Vol.  XXIX,  1.  2.    1896.    4». 

Obaervatoiry  in  Cambridge: 
Annaal  Report.    1896.    4^. 

PhHosophical  Society  in  Cambridge: 
Proceedings.    Vol.  9,  part  1  and  2.     1896.    8^. 

Museum  of  eomparaüve  Zoology  at  Harvard  College  in  Cambridge ^  Mass.: 
Bulletin.    Vol.  27,  No.  7.    Vol.  29,  No.  1-8.    1896.    S» 
Annual  Report  1894—95.    1896.    8^. 

ÄstronomicaH  Observatory  at  Harvard  College  in  Cambridge,  Mass.: 
15tb  annnal  Report  for  1894—95.    1896.    €fi. 
Anuals.    Vol.  84.  40,4.  41,8.    1895.    4P. 

Harvard  University  in  Cambridge,  Mass,: 
Harvard  Oriental  Seriea.    Vol.  III.    1896.    8^. 

Accademia  Oioenia  di  scienze  naturaii  in  Catania: 
Atti.     Serie  IV,  Vol.  8.     1896.    4» 
Bullettino.    N.  Ser.    Faac.  89-48.    1896—96.    8«. 

K.  sächsisches  meteorologisches  Institut  in  Chemnitz: 

Paul  Schreiber,  Das  Klima  des  Egr.  Sachsen.    Heft  IIT.    1896.    4^ 
Jahrbuch  1894.    Jahrg.  XII,  II.  H&lfte  oder  III.  Abtlg.    1896.    4<». 

Sodtti  des  sciences  mxturelles  in  Cherbourg: 
Mämoires.    Tome  29.    Paris  &  Cherbourg  1892—96.    8^. 

Academy  of  sciences  in  Chicago : 
38^11  annual  Report  for  the  year  1896.    1896.    8^ 
Bulletin.    Vol.  2,  No.  2.     1895.    8^. 

Field  Columbian  Museum  in  Chicago: 
Publications.    No.  2-9.    1895—96.    8«. 

Zeitschrift  „The  Open  Court"  in  Chicago: 
The  Open  Court.    No.  481—464.    1895—96.    40. 

Zeitschrift  „The  Monist''  in  Chicago: 
The  Monist.    Vol.  6,   No.  2  u.  8.    1896.    8^. 

Kgl,  Norwegische  Universität  in  Christiania: 
üniversitets  Aarsberetning  for  1898—94.     1895.    8^. 
Universitets-og  Skole-Annalen.    9.  Aargang  1894.    1896.    8®. 
Archiv  for  Mathematik.    Bd.  XVII,  1—4.    1894—96.    8«. 
Jahrbuch  des  meteorologischen  Instituts  f&r  1892.    1894.    fol. 
Norges  gamie  Lov.    Band  V,  2.    1896.    4^. 

Videnskäbsselskäbet  in  Christiania: 
Forhandliuger.    Aar  1894.    1896.    8<>. 
Skrifter.  1894.     1896.    4''. 

Chemiker-Zeitung  in  Cdthen: 

Chemiker-Zeitung  1896  No.  102-104;  1896  No.  1-51.    fol. 

189«.  lUth.-phyB.  Gl.  2.  23 
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Akademische  Lesehalf le  in  Czernowitt: 
19.  Jabres-VerwaltangBbericht.     1896.    8^. 

Universität  in  Ceernowits: 
Veneichnias  der  Yorlesangen.    Sommer-Semester  1896.    8^. 
Die  feierliche  Inauguration  des  Rektors  am  4.  Okt.  1895.    1895.    8^. 

Naturforschende  Oesellsehaft  in  Dansig: 
Schriften.    N.  F.    Band  IX,  1.     1896.    S^. 

Colorado  Seientifie  Society  in  Denver,  Colorado: 
2  Abhandlungen  aus  den  Proceedings  d.  J.  1896.    8®. 
Goncretions  of  Chaicedony  and  Opal  in  Obeidian  and  Rhjolite  in  Colo- 
rado bj  Horaoe  B.  Patton.     1896.    Q^. 
The  Nickel  Deposits  by  W.  L.  Anstin.    1896.    8^. 

Verein  für  Anhaitische  Geschichte  in  Dessau: 
Mittheilungen.    Band  VII,  4.  6.    1896.    8f^. 

Historischer  Verein  in  Dülingen: 
Jahresbericht    Vm.  Jahrgang  1896.     1896.    80. 

Union  g6ographique  du  Nord  de  la  France  in  Douai: 
Bulletin.   Tom.  XVI,  trimestre  4.  1896.  Tom.  XVII,  trimestre  1.  1896.  8^. 

Boy  cd  Irish  Academy  in  Dublin: 
Proceedings.    Ser.  III,  Vol.  8,  No.  4  u.  6.     1895—96.    8«. 
Transactions.    Vol.  80,  part  16—20.    1896—96.    4®. 
List  of  tbe  Members  1896  u.  1896.    8®. 

Boydl  Dublin  Society  in  Dublin: 
The  scientific  Proceedings.    N.  S.    Vol.  8,  part  3.  4.    1894—96.    e^. 
The  scientific  Transactions.   Seiies  II,  Vol.  5,  No.  6—12.   Vol.  6,  No.  1. 
1894-96.    4P. 

PoUichia  in  Dürkheim: 
Mittheilongen.    62.  Jahrg.  No.  8.    1894.    68.  Jahrg.  No.  9.     1895.    8*. 

American  Chemical  Society  in  Easton,  Pa.: 
The  Joomal.    Vol.  17,  No.  12.    1895.    Vol.  18,  No.  1  u.  2.    1896.    8^. 

Qtclogicai  Society  in  Edinburgh: 
Transactions.    Vol.  VII,  2.    1896.    Bfi. 

Boyal  Society  in  Edinburgh: 
Proceedings.    Vol.  XX,  page  481—546.    1896.    eP, 

Boyai  Physicäl  Society  in  Edinburgh: 
Proceedings.    Session  1894—95.    1895.    8^ 

Karl  Friedrichs-Oymnasium  zu  Eisenach : 
Jahrei/bericbt  f.  d.  J.  1895/96.    1896.    4^. 

Verein  für  Geschichte  der  Grafschaft  Mansfeld  in  Eisleben: 
Mansfelder  Münzen  y.  Herrn.  Gröbster.    1896.    8^. 

Naturforschende  Gesellschaß  in  Emden: 
80.  Jahresbericht  fflr  1894/96.    1896.    ^. 

K,  Akademie  gemeinnütziger  Wissenschaften  in  Erfurt: 
Jahrbficher.    N.  F.    Heft  22.    1896.    b». 

Beale  Accademia  dei  Georgoßi  in  Florenz: 
Atti.    IV.  Ser.    VoL  18,  diap.  3.  4.    Vol.  19,  disp.  1.    1896-96.    8». 

B.  Istituto  di  studi  superiori  in  Florenz: 
Pabblieazioni.  a)  Sesioni  di  filosofia  e  filologia.  6  Hefte.    1890—96.    4P. 

b)  Sezioni  di  scienze  fisiche  e  naturali.  5  Hefte.  1890—95.  4*. 

c)  Sezioni  di  medicina  e  chirnrgia.  7  Hefte.  1889—95.  4*. 
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Senckenbergiache  naturforechende  Oeaellschaft  in  Frankfurt  a\M,: 
Abhandlasgen.    Band  XIX,  Ueft  8.  4.     1896.    4^ 

Verein  für  Gesdiickte  in  Frankfurt  a/M.: 
Archiv.    III.  Folge.    Bond  6.    1896.    4^. 

Breiagau'Verein  Schau  ins  Land  in  Freiburg  ifBr,: 
«Schau  ins  Land.'    21.  Jahrlanf.    Heft  I.  2.     1895-96     fol. 

Universität  Freiburg  in  der  Schweiz: 
Collectanea  Friburgensia.    Fase.  V.    1896.    4P, 
Behörden,  Lehrer  nnd  Stndirende.    Sommer-Semester  1896.    8^. 
Rede  von  Leo  ▼.  Savigny  Aber  die  Stellung  der  Rechtswissenschaft  zur 

Universität.    1895.    4^. 
Index  lectionum.   Sommei^Semester  1896.   Winter-Semester  1896/97.  8®. 

Btblioihhque  publique  in  Genf: 
Compte-rendn  pour  Tann^  1896.    1896.    8®. 

SoeiHi  ä^histaire  et  ^archSoHogie  in  Genf: 
M^moires  et  Documenta.    Tome  II— XX  et  II«  S^ie,  Tome  I— III.  V,  1. 

1843—98.    8« 
M^moiies  et  Documents.    S^rie  in  49.    Tome  I.  II,  1.   1870—92.    4<*. 
Bulletin.    Tome  I,  livr.  1—4.    1892.    8<>. 

OeoTres  historiqoes  et  litt^raires  de  L^nard  Baulacre.  2  vols.   1857.  8®. 
Memorial  des  50  premi^res  annäes  de  la  sociät^  d^histoire  et  d*arch^o- 

logie  de  Gen^ve.    1889.    8<>. 
R^esä  Genevois  ou  Repertoire  chronologique  des  Documents  imprimäs 

rel.  Il  rhistoire  de  la  ville  de  Genöve.     1866.    4^. 
Gatalogue  des  livres  appartenant  Ik  la  Soci^tä  d*histoire  et  d'arch^ologie 

de  Gen^ve.    1887.    8^. 
Notices  sur  d^ancidns  membres  de  la  soci^t^  por  Charles  Le  Fort  1888.  4®. 
Edouard  Favre,  Lee  dtudes  orientales  ä  la  sooi^t^  d*histoire  et  d*archäo- 

logie  de  Gen^ve  1838-1894.    1894.    B9. 

Kruidkundig  Genöotsahap  Dodonaea  in  Gent: 
BoUnisch  Jaarboek.    YIL  Jahrg.    1895.    8^. 

Naturforschende  Gesellschaft  in  Görlitz: 
Abhandlungen.    Bd.  XXI.     1895.    8^. 

K,  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  G&ttingen: 
GOttingische  gelehrte  Anzeigen.    1896.    No.  I-VI.    Berlin  1896.    4^ 
Abhandlungen.    Band  40  in  2  Abtheilungon.     1895.    4^. 
Abhandlungen.    Neue  Folge.    Band  I,  No.  1—8.    Berlin  1896.    4^. 
Nachrichten,    a)  Geschäftliche  Mittheüungen.    1896.    Heft  1.    4». 

b)  Philol.-hist.  Classe.     1896.    Heft  1.    4<>. 

c)  Mathem..phys.  Classe.     1894  Heft  4.    1895.    A^.    1896 

Heft  1.    40. 
Julius  Plückers  gesammelte  wissenschaftliche  Abhandlungen.    Band  II. 
Leipzig  1896.    8<>. 

Sternwarte  in  Göttingen: 

Weitere  Mittheilungen   über   die  Ergebnisse  von  Pendelmessungen   bei 
Göttingen.     1895.    4^. 

Lebensversicherungsbank  für  DeutsMand  in  Gi>tha: 
67.  Rechenschaftsbericht  für  1895.    4^. 

Götebargs  Högskola  in  Gothenhurg: 
Arsskrift.    Band  I.    1895.    8». 

23* 
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Qeeeüsehaft  der  Wissenschaften  in  Oathenburg: 
Handlingar.    Heft  80.  81.    1896—96.    8P. 

The  Journal  of  ComparaHve  Neurology  in  QranmUe  (ü.  St,  Ä.): 
The  Journal.    Vol.  V,  p.  189— 21i.    1896.    8». 

NaturwissensehafUieher  Verein  für  Neu-Vorpommem  in  QreifswaJd: 
Mittheilongen.    27.  Jahrg.  1896.    Berlin  1896.    80. 

Fürsten-  und  Landesschule  in  Chrimma: 
Jahresbericht  ftlr  das  Jahr  1895/96.     1896.    4^. 

K.  Instituut  voor  de  Taäl,  Land^  en  Voikenkunde  van  Nederlandsth-Inäie 

im  Haag: 
B^dragen.    VI.  Reeks.    Deel  2,  afl.  1.    Deel  46,  afl.  2.    1896.    ^. 
Naamlyst  der  leden.    1896.    80. 

Teylei's  Genootschap  in  Haarlem: 
Archives  da  Mus^e  Teyler.    Ser.  IL   Vol.  6,  pariie  1.    1896.    4<^. 

Teyler^s  tweede  Genootschap  in  Haarlem: 
Verhandelingen.    N.  Reeks.    Deel  5,  sink  2.    1896.    8^. 

Sociiti  Hollandaise  des  Sciences  in  Haarlem: 
Archives  N^erlandaisee.   Tome  29,  livr.  4  et  6.   Tome  80,  livr.  1.  1896.  8^. 

Nova  Scotian  Institute  of  Science  in  Halifax: 
Proceedings  and  Transactions.    Vol.  VIII,  part  4.     1895.    ^. 

Kaiserh  Leopoldimsch-Carölinische  deutsche  Akademie  der  Naturforscher 

in  Halle: 
Leopoldina.    Heft  81,  No.  23.  24.  1895.  4^;    Heft  82,  No.  1—5.  1896.  4<>. 

Deutsche  morgenländische  Gesellschaft  in  Halle: 
Zeitschrift.   Band  49,  Heft  4.  1895;  Band  50.  Heft  1.   Leipzig  1896.   8^. 

Universität  in  Halle: 
Verzeichniss  der  Vorlesungen.    Sommer-Sem.  1896.    8^. 

Naturwissenschaftlicher  Verein  für  Sachsen  und  Thüringen  in  Halle: 
Zeitschrift  ftir  Naturwissenschaften.  Bd.  68,  Heft  6  u.  6.  Leipsig  1895.  8*. 

Thüringisch-sächsischer  Geschickte'  und  AUerthumsverein  in  HaUe: 
Neue  Mittheilungen.    Band  XIX,  2.    1896.    ^9. 

Verein  für  Hamburger  Geschichte  in  Hamburg: 
Mittheilungen.    17.  Jahrg.  1895.    1896.    8^. 

Verein  für  natunoissenschaftUche  Unterhaltung  in  Hamburg: 
Verhandlungen.    Band  IX.    1894—95.    1896.    8^. 

NaturwissenschafUieher  Verein  in  Hamburg: 
Abhandlungen.    Band  XIV.    1896.    4^. 
Verhandlungen.    8.  Folge.    III.    1896.    8^ 

Htstorisch-philosophischer  Verein  in  Heidelberg: 
Neue  Heidelberger  Jahrbücher.    Jahrg.  VI,   Heft  1.    1896.    8^ 

Naturhistorisch-medicinischer  Verein  zu  Heidelberg: 
Verhandlangen.    N.  F.    Band  V,  Heft  4.    1896.    d» 

Meteorologisches  CenJtrdl'Inslitut  in  Helsingfors: 
Observations.    Vol.  XIH,  1.      1895.    foL 

Societas  pro  Fauna  et  Flora  Fenniea  in  Helsingfors: 
Acta.    VoL  V,  3.  IX.  X,  XII.    1894-95.    8^. 
Meddelanden.    Haftet  19-21.     1893—95.    S^, 
Botanische  Jahresberichte.    Jahrg.  I— IV.    Cassel  1889—95.    8<^. 
Herbarium  musei  fennici.    II.    1894.    8^ 
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Verei/n  für  Hebenbürgische  Landeskunde  in  Hermannstadt: 
Archiv.    N.  F.    Band  XXVII,  Heft  1.     1896.    S®. 

Siehenbürgiseker  Verein  für  Naturwissenschaften  in  Hermannstadt : 
Verhandlimgen  und  Mittheilungen.    45.  Jahrg.     1896.    S^. 
Der  Siebenbüi^sche  Verein  f£r  Natnrwissensohaften  in  Hermannstadt. 
1896.    8». 

Michigan  Mining  Schodl  in  Houghton: 
Annnal  Report  of  the  Director.    Augast  16ti>.    1895.    8^. 

Ungarischer  Karpathen- Verein  in  Iglö: 
Jahrbuch.    XXHI.  Jahrg.    1896.    eP. 

Medicinisch-naturwissenschaftliche  Gesellschaft  in  Jena: 
Jenaische  Zeitschrift  för  Naturwissenschaft.  Bd.  80,  Heft  2  u.  3.    1896.   8^. 

Naturforschende  Gesellschaft  bei  der  Universität  Jurjew  (Dorpat) : 
Archiv  für  die  Naturkunde.    II.  Serie.     Bd.  XI,  Lief.  1.     1896.    80. 
Sitzungsberichte.    Bd.  XI,  1.    1896.    8». 
Schriften.    No.  IX.    1896.    4P. 

Naturwissenschaftlicher  Verein  in  Karlsruhe: 
Verhandlungen.    XI.  Band.    1896.    8®. 

Sociiti  physico-mathSmatique  in  Kasan: 
Bulletin.    II«  Sörie.    Tome  V,  No.  3.  4.    1896—96.    8®. 

Universität  Kasan: 
Utschenia  Sapiski.    Bd.  62,  No.  12.    1895.    Bd.  68,  No.  1—5.    1896.   8^. 

Kaiserliche  Universität  in  Kharkow: 
Annales  1895,  Heft  4;  1896,  Heft  1—3.    8*. 

SociHe  de  midecine  ä  Vutdversite  in  Kharkow: 
Trudy.    1895.    Heft  1.    8®. 

Gesellschaft  für  Schleswig-Holstein'Lauenburgische  Geschichte  in  Kiel: 
Zeitschrift.    Band  25.    1895.    8». 

Kommission  zur  Wissenschaft^.  Untersuchung  der  deutschen  Meere  in  Kiel : 
Wissenschaftliche  Meeresuntersuchungen.   N.  F.  Bd.  I,  Heft  2.   1896.  4^, 

Universität  in  Kiew: 
Iswestija.    Vol.  85,  No.  11.  12.     1895.    Vol.  36,  No.  1-4.     1896.    8*>. 

Geschichtsverein  für  Kärnten  in  Klagenfurt: 
Jahresbericht  fOr  1894.     1895.    8^. 
Carinthia  I.    85.  Jahrg.    No.  1—6.     1895.    8«. 
Festschrift  des  Geschichtsvereins  für  Kärnten.    1896.    8^. 

Medic.-naturwissenschaftl.  Sektion  des  Museumsvereins  in  KlatMenburg: 
^rtesitO.    3  Hefte.     1895.    ^. 

Kroatische  archäologische  Gesellschaft  in  Knin: 
Starohrvatska  Prosvjeta.    Bd.  I,  Heft  4.  1895.   Bd.  II,  Heft  1.    1896.   4<>. 

Stadtarchiv  in  KäHn: 
Mittheilungen.    27.  Heft.    1896.    8®. 

Physikciliscih-Ökonomische  Gesellschaft  in  Königsberg: 
Schriften.    86.  Jahrgang.    1895.    4^. 

K,  Akademie  der  Wissenschaften  in  Kopenhagen: 
Regesta  diplomatica  historiae  danioae.  Ser.  II.  Tom.  2,  pars  HL  1895.  4^. 
Oversigt.    1896.   No.  3.  4;   1896.   No.  1—3.    8». 
Skrifter.    6.  Raekke,  historisk  og  filos.   Afd.  Bd.  III,  4.    1895.    4«. 
Skrifter.    Naturvid.   Afd.  VUI,  2.    1896.    4<». 


358  Vergeickmss  der  eingelaufenen  Drueksdmften. 

Gesellschaft  für  nordische  Älterthumshunde  in  Kopenhagen: 
M^moires.    Nout.  S^rie  1894  et  1896.    8^. 
AarbOger.    1896,  Heft  4;  1896,  Hea  1.    1896.    8^. 

Akademie  der  Wissensehaften  in  Krakau: 
Sprawozdanie  komisyi  fisjograficznej.    Tom.  80.    1896.    8^. 
Anzeiger.    1896.  Dezember.    1896.  Januar  bis  Mai.    8^. 
Bozprawy.    a)  hittor.-filolog.  Ser.  II,   Tom.  7.  9.    b)  mathemat.   Ser.  II, 

Tom.  8.  9.    1896.    80. 
Atlas  geologiczny  zeszyt  Y,  mit  Text.    1896.    fol. 

Botanischer  Verein  in  Landshut: 
14.  Bericht  1894-96.     1896.    ^. 

Soeiite  Vaitdoise  des  sciences  natttreiles  in  Lausanne: 
BaUetin.    IV.  Sdrie.    Vol.  81,   No.  119.    189».    8<>. 

MaatsclMppij  van  Nederlandsche  Letterkunde  in  Leiden: 
Tijdschrift.    Deel  XV,   No.  1.    1896.    8®. 
Handelingen  en  Mededeelingen,  jaar  1894—96.     1896.    8^. 
Levensberichten  1894—96.     1896.    8^. 

G.  yan  der  Schueren's  Teuthonista  of  Daytschlender,  nitg.  door  J.  Verdam. 
1896.    80. 

Archiv  der  Mathematik  und  Physik  in  Leipzig: 
Archiv.    II.  Reihe,  14.  Theil,  8.  Heft,  1896;  4.  Heft,  1896.    ^. 
K,  sächsische  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Leipsig: 
Abhandlungen  der  philol.-hist  Classe.   Bd.  XVII,  No.  1— 4.  1896-96.  4*. 
Abhandlungen  der  math.-phys.  Clasae.    Bd.  XXIIT,  No.  1.    1896.    4^. 
Berichte.    Philol.-hist.  Classe.     1895.   III.  IV.    Q^. 
Berichte.    Math.-phys.  Classe.    1896,  Heft  V.  VI;  1896,  Heft  I.    8». 

Astronomische  Gesellschaft  in  Leipzig: 
Vierte^'ahrsschrift.    80.  Jahrg.    Heft  4  und  Register  zu  Jahrg.  1—26. 
1896.    8* 

Fürstlich  Jdblonoiosk^sche  Gesellschaft  in  Leipzig: 
Preisschriften.    No.  XXX  und  XXXI.    1696.    4». 

Jou/mai  für  praktische  Chemie  in  Leipzig: 
Journal.    N.  F.    Bd.  62,  Heft  12.    Bd.  68,  Heft  1-11.    1895—96.    8^. 

Verein  für  Erdkunde  in  Leipzig: 
Mittheilnngen  1896.    1896.    8«. 

Museum  Francisco-Carolinum  in  Linz: 
64.  Jahresbericht.    1896.    &^. 

Ohservatorio  astronofnico  in  Lissabon: 
Obserfations  m^ridiennes  de  la  planete  Mars  pendant  Topposition  de  1892. 
1896.    40. 

Liter ary  and  Phüosophical  Society  in  Liverpool: 

Proceedings.   Session  79  (1889— 90)  to  84  (1894—96)  No.  44-49.  liondon 
1890—96.    80. 

üniversiti  cathoiique  in  Loetoen: 
Annuaire  1896.    60«  ann^e.    8^. 

Programme  des  cours  de  Tann^e  acaddmique  1896—96.    1895.    80. 
Augustinus  Enoch,  De  libertate  in  societate  civili  dissertatio.   1896.  8*. 
Theses  aus  den  Jahren  1894/95.    80. 

Zeitschrift  ^La  Celltde*  in  Loewen: 
La  Cellule.    Tome  XI,  2.    1896.    Lierre.    4®. 
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Boyäl  Instituiion  of  QrecA  Brüain  in  London: 
Proceediügs.    Vol.  XIV,  pari  3.    1896.    8». 

The  English  Btstöriecd  Beview  in  London: 
HjBtorical  Review.    Vol.  XI,   No.  41.  i2.    1896.    S«. 

Soyäl  Society  in  London: 
Cataloqne  of  Scientific  Papers  (1874-83).    Vol.  XI.    1896.    4P. 
Proceedings.    Vol.  69,   No.  363—857.     1896.    8^. 

B.  Ästronomicdl  Society  in  London: 
Monthly  Notices.  Vol.  66,  No.  2—8.  1895—96.  8^. 
Memoirs.    Vol.  61.     1892-96.    1895.    4^. 

Chemical  Society  in  London: 
A  List  of  the  Officers  and  Fellows  of  the  Chemical  Society.     1896.    8<^. 
Journal.    No.  898—403.  January— June  1896.  8^  Suplementary  Namber 

1895     8^. 
Proceedings.    No.  167—167.    1895-96.    8«. 

Linnean  Society  in  London: 
The  Journal.    Zoology.     No.  161.    Botany.    No.  211—214.    1895.    8^. 
The  Transactions.   II.  Ser.    Zoology.    Vol.  V,  2.    Botany.    Vol.  IV,   3. 

1895.    40. 
Liflt  1895—96.    1895.    8<>. 

Boydl  Microscopicäl  Society  in  London: 
Journal.     1896.    Part  1—3.    8<>. 

Zoological  Society  in  Loidon: 
Transactions.    Vol.  XIII,  11.    1895.     Vol.  XIV,  1.     1896.    4«. 
Proceedings.    1896.    Part  III  u.  IV.    1896.    Part  I.    8*. 

Zeitschrift  „Natur e*'  in  London: 
Nature.   Vol.  68,  No.  1368—1883;  Vol.  64,  No.  1384—1887.  1896—96.  4*. 

Beate  Accademia  di  scienze  in  Lucca: 
Atti.    Tomo  28.    1896.    8^. 

SocUti  giölogique  de  Belgique  in  LUttich: 
Annales.    Tome  XX,  4.    1892—93.    Tome  XXIII,  1.    1896—96.    8<>. 

Universität  Lund: 
Acta  uniTersitatis  Lundensis.    Tom.  31,  pars  1.  2.    1895.    4^. 

Institut  Grand  Ducal  in  Luxemburg: 
Publications  de  la  section  des  sciences  naturelles.    Tome  24.    1896.    8®. 

Universiti  in  Lyon: 
Annales.    Tom.  VU.  VIII.  IX,  fasc.  1.    Paris  1896.    80. 
Histoire  de  la  compensation  en  droit  romain  par  0.  Appleton.  Paris  1895. 
La  R^pablique  des  Provinces-Ünies,  la  France  et  les  Fays-Bas  Espagnols, 

par  A.  Waddington.    Paris  1896. 
Phon^tique  historique  da  Sanscrit  par  P.  Regnaud.    Paris  1896. 
Becherches  sur  quelques  d^riv^s  snrchlor^  par  Et.  Barral.    Paris  1896. 
Sor  la  repr^ntation  des  courbes  gauches  alg^briques  par  L.  Autonne. 

Paris  1896. 
Emile  Legouis,  La  jeunesse  de  William  Wordsworth.    Paris  1896.    8^. 
M.  G^rard,  La  Botanique  k  Lyon.    Paris  1896.    8®. 

Wisconsin  Äcademy  of  Sciences  in  Madison: 
Transactions.    Vol.  X.  1894—96.    1895.    8^. 

Chvemment  Museum  in  Madras: 
BuUetin  No.  4.    1896.    80. 
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The  Government  Observatary  in  Madras: 
Daily  Meteorological  Meana  by  C.  Michie  Smith.    1896.    4^. 

B.  Academia  de  eieneias  in  Madrid: 
Annoario.     1896.    le^. 

B,  Academia  de  la  historia  in  Madrid: 
Boletin.     Tomo  28,  caad.  1—6.    1896.    8^. 

Societä  Italiana  di  sdeme  naturali  in  Maüand: 
Atti.    Vol.  85,  faflc.  8.  4;  Vol.  86,  fasc.  1.    1896.    ^. 

Societä  Storica  Lomharda  in  Maüand: 
Archiyio  Storico  Lombardo.    Ser.  III.    Anno  22,   fasc.  8  und  Anno  23, 
fasc.  8  u.  9.     1896—96.    8^. 

B,  Osservatorio  astronomieo  in  MaÜand: 
Osseirazioni  meieorologiche  nelV  anno  1895.    1896.    4®. 

Literary  and  philosophical  Society  in  Manchester: 
Memoire  and  Proceedings.    Vol.  10,  No.  1 — 8.     1896.    8^. 

Facülti  des  seiences  in  Marseille: 
Annalea.    Vol.  IV,  fasc.  4;  Vol.  V,  £uc.  1—8.    1894—95.    4». 
Annales  de  Tlnsiitut  botanico-g^ologique  colonial.    III*  ann^e,   2^  vol. 
(1895).    Lille  1895     80. 

Fürsten-  und  Landesschuie  St.  Afra  in  Meissen: 
Jahresbericht  auf  d.  J.  1895—96.    1896.    4^. 

Public  Library  of  Victoria  in  Melbourne: 

Mueller,  Select  Extra-Tropical  Planta.    1895.    8^. 

Scientific  Association  in  Meriden,  Conn,: 
Transactions.    Vol.  VII.    1895.    8». 

Biüista  di  storia  antica  in  Messina: 
Bivista.    Anno  I,  fasc.  8.  4.     1895-96.    8^ 

Gesellschaft  für  Lothringische  Geschichte  und  Altertumskunde  in  Metz: 
Jahrbuch.    7.  Jahrg.     1895.    4^. 

Inetituto  geolögico  in  Mexico: 

Boletin.    No.  2  u.  8.    1895—96.    Fol. 

Observatorio  meteorolögico-magniHco  central  in  Mixico: 

Boletin  mensual.    Octubre^-Diciembre  1895.    Enero— Febrero  1896.    4^. 

Observatorio  astronomieo  na,cionai  de  Taeubaya  in  Mexico: 
Boletin.    Tom.  I,  No.  28  u.  24.    1895-96.    4^. 

Sodedad  cientifica  „Antonio  Algate"  in  Mexico: 
Memorias  y  Revista.    Tom.  9,  No.  1—6.    1895—96.    8^. 
Datos  para  la  historia  del  colegio  de  mineria  por  Santiago  Ramfres. 

1894.  89, 

Sodedad  de  historia  natural  in  Mexico: 
La  Naturaleza.    Vol.  11,  No.  8.  9.    1894—95.    Fol. 

Public  Museum  ofthe  City  of  Müwauhee: 
18.  annnal  Report.    1895.    Q^. 

Begia  Aceademia  di  sdense  lettere  ed  arti  in  Modena: 
Memorie.    Serie  II.    Vol.  11.    1895.    4^. 

Internationales  Tausch-Bureau  der  Bepublik  Uruguay  in  Montevideo: 
Anuario  estadistico  de   la  Repüblica  oriental   del  Uruguay.    Ano  1894. 

1895.  4P. 
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Memoria  preaentada  al  Presidente  D.  Juan  Idiarte  Borda  por  E.  Fer- 
ndndez  Espiro  durante  la  epidemia  de  eölera  de  1894—95.    1895.  8^. 

Sod^U  Imperiale  des  NcUuräliates  in  Moskau: 
Bulletin.    Ann^  1895,   No.  3.  4.    1896.    8». 

Lick  Ohservatory  in  Maunt  HamüUm,  California: 
Meteors  and  Sunsets  in  1898—95.    Sacramento  1895.    8^. 

Deutsche  Gesellschaft  für  Anthropologie  in  Berlin  und  MüMchen: 
Correspondenzblatt.     1895,  No.  11.  12;  1895,  No.  1—3.    4P, 

Direktion  der  k,  h,  Posten  und  Telegraphen  in  MH^nchen: 
Verzeichniss  der  in  und  ausserhalb  Bayern  erscheinenden  Zeitungen  für 

das  Jahr  1896.    4». 

K.  hayer.  technische  Hochschule  in  Mimchen: 
Personalstand.    Winter-Seraester  1895—96  u.  Sommer-Semester  1896.  8®. 

Metropölitan-Kapitel  München-Freising  in  München: 
Schematismus  der  Geistlichkeit  für  das  Jahr  1896.    8^. 
Amtsblatt  der  Erzdiözese  München  und  Freising.    1895,  No.  16—26.   8^. 

Universität  in  Mündien: 
Schriften  aus  dem  Jahr  1895  in  4^  u.  8®. 

Amtliches  Verzeichnis  des  Personals.  Winter-Semester  1895/96.  Sommer- 
Semester  1896.    8^ 

Historischer  Verein  in  München: 
Monatsschrift.    1895.    No.  12;  1896,  No.  1-5.    8». 

Aerztlicher  Verein  in  München: 
Sitzungsberichte.    Bd.  V,  1895.     1896.    8<>. 

Verlag  der  Hochschul-Nachrichten  in  München: 
Hochschul- Nachrichten.    1895/96.    No.  64—68.    4^. 

Verein  für  Luftschiffahrt  in  Mihichen: 
Jahresbericht  f.  d.  J.  1895.    1896.    8^. 

Verein  für  Geschichte  und  AUerthumskunde  Westfalens  in  Münster: 
ZeiUchrift    Band  53.     1895.    8®. 
Ergänzungshefte  I.    Lieferung  8.    1895.    8<>. 

WestphcU.  Provinzial' Verein  für  Wissenschaft  und  Kunst  in  Mü/nster: 
23.  Jahresbericht  fElr  1894/95.     1895.    eP. 

AcadSmie  de  Stanislas  in  Nancy: 
M^moires.    5«  Sdrie.    Tome  12.    1895.    8®. 

Reale  Accademia  di  seienze  morali  et  politidie  in  Neapel: 
Rendiconto.    Anno  84.    1895.    8®. 

Accademia  delle  seienze  fisiche  e  matematiche  in  Neapel: 
Rendiconto.   Ser.  III.  Vol.  1,  fasc.  12,  1895;  Vol.  2,  fasc.  1—5.  1896.   4<>. 

Zoologische  Station  in  Neapel: 
Mittheilungen.    Bd.  Xll,  2.    Berlin  1896.    8^. 

North  of  England  Institute  of  Engineers  in  Neto-Castle  (upon-Tyne): 
Transactions.    Vol.  45,  part  8.  5;  Vol.  46,  part  1.  2.     1895—96.    8^. 
Report  of  the  Proceedings  of  the  flameless  explosives  Committee.  Part  3. 
1896.    80. 

Ihe  American  Journal  of  Science  in  New-Raven: 
Journal.    IV.  Series.    Vol.  1,  No.  1—7.    Jannuary— July  1896.    8®. 

Astron.  Ohservatory  of  the  Yäle  üniversity  in  Neto-Haven: 
Transactions.    Vol.  I,  part  5.    1896.    4^. 
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Ydle  Psychölogical  Labor atory  in  NeW'Haven: 
Studiea.    Vol.  IIL     1896.    *8<>. 

Äcademy  of  Sciences  in  New -York: 
Traneactions.    Vol.  XIV.     1894—96.     1895.    8". 
Annais.    Vol.  VIII,   No.  6—12.    1896.    8^. 
M^moires.    VoL  I,  part  1.    1896.    4^, 

American  Museum  of  Natural  History  in  New- York: 
Bulletin.    Vol.  7.    1895.    8«. 

American  Cfiemical  Society  in  New-York: 
Journal.    Vol.  18,  No.  8—7.    Easton  1896.    SP. 

American  Geographical  Society  in  New-York: 
Bulletin.    Vol.  27,  No.  i.   1895;   Vol.  28,  No.  1.     1896.    8«. 
American  Jewish  Historicdl  Society  in  New- York: 
Publications  No.  4.    1896.    8^. 

Gert}ianische8  Nationalmuseum  in  Nürnberg: 
Anzeiger.    Jahrg.  1895.    8^^. 
Mittheilungen.    Jahrg.  1895.    B9. 

Atlas  sum  Katalog  der  im  german.  Museum   vorhandenen  Holistöcke. 
XII  Tafeln.    1896.    fol. 

Neurussische  naturforschende  Gesellschaft  in  Odessa: 
Sapiski.    Tome  XXI.     1895.    8^. 
Sapiski  (mathemat.  Abth.).    Band  XVII.    1895.    8». 

Geologicai  Survey  of  Canada  in  Ottawa: 
Gontribution  to  Canadian  Palaeontology.    Vol.  II,  part  1.    1895.    8^ 

Raddiffe  Observatory  in  Oxford: 
Obseryations  made  in  the  years  1888  u.  1889.    1896.    8^. 

B,  Accademia  di  scienze  in  Padua: 
Atti  e  Memorie.    Nuova  Serie.    Vol.  XI.    1895.    8^. 

Societä  Veneto-Trentina  di  sciense  naturäli  in  Fadua: 
Atti.    Serie  II.    Vol.  II,  fasc.  2.    1896.    S^. 
BuUetino.    Tom.  VI,  No.  2.    1896.    8®. 

Circolo  matematico  in  Palermo: 
Rendiconti.    Tom.  X,  fasc.  1-4  u.  Annuario  1896.    1896.    49. 

AccMmie  de  mSdecine  in  Paris: 
Bulletin.    1895,  No.  52;  1896,  No.  1—27.    1896.    8». 

Acadhnie  des  sciences  in  Paris: 
Comptes  rendus.     Tome  121,    No.  27,    1895;    Tome  122,    No.  1—26; 

Tome  123,  No.  1,  1896.    4fi. 
Oeuvres  d* Augustin  Cauchy.    II.  Ser.    Tom.  10.     1895.    4P. 

Comite  international  des  poids  et  mesures  in  Paris: 
Travaux  et  M^moires.    Tome  XI.    1895.    4^. 
Procbs-verbaux  des  s^ances  de  1894.    1895.    8®. 

Moniteur  Scientifique  in  Paris: 
Moniteur.    Livr.  649—655.    Janvier— Juillet  1896.    i^. 

Musie  Guimet  in  Paris: 
Annales.    Bibliothbque  d*^tades.    Tome  6.     1895.    8^. 
Revue  de  Fhistoire  des  r^ligions.  Tome  81,  No.  2.  8;  82,  No.  1.   1895.  ^. 

Musium  d^histoire  naturelle  in  Paris: 
Bulletin.    Ann^e  1896,  No.  7.  8;  1896,  No.  1.    ^. 
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Minigthre  de  V Instruction  publique  in  Paris: 
Bibliographie  des  travanx  scientifiqaes  publik  par  les  socidt^s  sayantes 
de  la  Fnuice  par  J.  Deniker.    Tom.  I,  livr.  1.    1896.    4^. 

SocUtS  d'anthropoiogie  in  Paris: 
Bulletins,    i^  8dr.,  tom.  6,  No.  10;  tom.  6,  No.  1— i.    1894—95.    8». 

SociHi  de  gSographie  in  Pa/ris: 
Comptes  rendos.    1895,  No.  14—16;  1896,  No.  8—12.    8*. 
Bulletin.    YII.  Särie.    Tome  XVI,  4.  trim.    1895.    8^. 

SociitS  de  mathimatique  de  France  in  Paris: 
Bulletin.    Tome  28,  No.  9.  10,  1895;  Tome  24,  No.  1—4,  1896.    B^. 

Societi  zoologique  de  France  in  Paris: 
Bulletin.    Tome  20.    1895.    8<>. 

Comiti  giologique  in  St  Petersburg: 

Bulletins.    1895,  Vol.  XIV,  No.  6  —  9   und  Supplement  au  Tome  XIV. 

1896,  Vol.  XV,  No.  1.  2.    8®. 
MÄnoires.     Vol.  X,  No,  4.    1895.    Vol.  XIII,  2.     1894.    4P. 

Bussische  astronomische  OeseUschaft  in  St.  Petersburg: 
iBwestga.    1896.    No.  1-4.    8^. 

Botanischer  Garten  in  St,  Petersburg: 
Trudy.    Tom.  XIV,  1.     1895.    8^. 
Scripta  Botanica.    Tom.  IV,  2;  V,  1.    1895.    8®. 

Kaiserl,  mineralogische  Gesellschaft  in  St,  Petersburg: 
Verhandlungen.    II.  Reihe.    Bd.  33.    Lfrg.  I.     1895.    8^. 
Physikal.-chemische  Gesellschaft  an  der  kais,  Universität  St.  Petersburg: 
Schumal.    Vol.  27,  No.  9.     1895.   8^.    Vol.  28,  No.  1—4.     1896.    8^. 

Physikalisches  Central-Observatorium  in  St.  Petersburg: 
Annalen.    Jahrg.  1894,  Theil  I.  II.    1895.    4P, 

SoeUti  des  naturalistes  de  St,  PHersburg: 
Protokoly.    1895.    No.  6.    8^. 

Histor.'phüol,  Fakultät  der  kais,  Universität  in  St,  Petersburg: 
Sapiski.    Vol.  35.  36.  38.     1895-96.    8«. 
Godisehny  Akt,  8.  Februar  1896.    HP, 

Musle  giologique  de  VUniversiti  de  St,  Petersburg: 
Travaux  de  la  Section  g^ologiqae  du  cabinet  de  Sa  Majest^.    Vol.  I, 
li?r.  1.  2.     1896.    BP, 

Academy  of  natural  Sciences  in  Philadelphia: 
Journal.    II.  Ser.    Vol.  X,  part  3.     1896.    40. 
Proceedings.    1895,  part  II  u.  II L    1895—96.    8^. 

Alumni  Association  of  the  College  of  Pharmacy  in  Philadelphia: 
Alumni   Report.     Vol.  32,   No.  8   (Decemb.  1895).     No.  4—6    (Jan.  to 
March  1896),  No.  8  (May  1896).    8^. 

American  pharmaceuticai  Association  in  Philadelphia: 
Proceedings.    XLill.  annual  Meeting,  held  at  Denver,  Col.  Angust  1896. 
Baltimore  1895.    SP, 

(hographieal-Club  in  Philadelphia: 
Bulletin.    Vol.  2,  No.  1.     1896.    SP. 

Historicai  Society  of  Pennsylvania  in  Philadelphia: 
The  Pennsylvania  Magaaine  of  History.    Vol.  XIX,  No.  4.    1896.    8^. 
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American  Phüosophieal  Society  in  PJUladdpfua: 
Proceedings.    Vol.  34,  No.  148.  149.    1896.    8». 

Societä  Toseana  di  scienze  naturali  in  Pisa: 

Atti.    Proceesi  verbali.    Vol.  IX,  p.  248—810.  1895;  Vol.  X,  p.  1—120. 

1896-96.    4». 
Atti.    Memorie.    Vol.  14.    1895.    8». 

JT.  Gymnasium  in  Plauen: 
Jahresbericht  für  1895—96.     1896.    4«. 

Historische  Gesellschaft  in  Posen: 

Zeitschrift.    Jahrg.  IX,  Heft  8.  4;  Jahrg.  X,  Heft  1-4.    1895.    &*. 

SonderverOffentlichongen  III.  Das  Jahr  1798  Yon  Rodgero  PrünerB. 
1895.    89. 

Central'Bureau  der  internationalen  Erdmessung  in  Potsdam: 

Verhandlungen  der  XI.  allgemeinen  Conferenz.  I.  Theil.  Sitzungsberichte. 
Berlin  1896.    40. 

Böhmische  Kaiser  Franz-Joseph-Äkademie  in  Prag: 

Zikmund  Winter,  iivoi  cirkeyni  v  6ech4ch.  (Das  kirchliche  Leben  in 
Böhmen.)    1895.    89. 

Sbfrka  pramen&y  etc.  (Sammlung  der  Quellen  zur  Kenntnis  des  litera- 
rischen Lebens  in  Böhmen.)  Sknpina  I,  Rada  2,  öislo  2;  II,  5islo  2; 
III,  6Mo  1.    1895.    4<>. 

Rozprawy.  Tfida  I,  Roönlk  4;  TOda  II,  Ro6nik4;  Tfida  III,  Ro6nfk  4. 
1895.    80. 

Codex  juris  municipalis  regni  Bohemiae.    Tom.  IL     1895.    8^. 

HiBtorick;^  Archiv.     Öfslo  7.    1896.    8®. 

V&tnfk.    RoÖDfk  IV.    Cfslo  4—9.    1895.    8». 

Almanach.    Ro6nfk  VI.     1896.    89. 

Bulletin  international.  Glasse  des  sciences  math^matiques  II  (in  2  Hellen). 
1895.    89. 

Gesellschaft  eur  Förderung  deutscher  Wissenschaft,  Kunst  und  Literatur 

in  Böhmen  eu  Prag: 

Joseph  Neuwirth,   Mittelalterliche  Wandgemälde-  und  Tafelbilder  der 

Burg  Karlstein  in  Böhmen.    1896.    Fol 
Jul.  Lippert,  Social-Geschichte  Böhmens  in  yorhussitisoher  Zeit.    Bd.  I. 

Wien  1896.    89. 

Prager  Studien  aus  dem  Gebiete  der  classischen  Altertumswissenschaft. 

Heft  5.    1895.    8^. 
Joseph  Messner,  Ein  Lebensbild  von  Paul  Messner.    Lobzöw.   1895.    8^. 
Mittheilungen  der  Oesellschaa.    No.  V  u.  VI.     1896.    80. 
Rechenschaftsbericht  erstattet  am  14.  Dez.  1895.    1896.    8^. 
Erläuterungen   zur   geologischen  Karte   des   böhmischen  Mittelgebirgs. 

Bl.  I.    Wien  1896.    8®. 

Bibliothek  deutscher  Schriftsteller  ans  Böhmen.  4.  Bd.   Wien  1896.  8^. 

Schild  krötenreste  aus  der  böhmischen  Braunkohlenformation  von  Gast. 
C.  Laube.    1896.    4^. 

R.  ▼.  Wettstein,  Monographie  der  Gattung  Euphrasia.    Leipzig  1896.  49, 

Bedaktion  d.  Krok.  in  Prag: 
Casopis  etc.    (Fortschritt.    Zeitschrift  für  das  Gesamtgebiet  des  Real- 
schulwesens.)   Jahrg.  U— VIII;  IX,  1—10;  X,  1—7.    1888-96.    8fi. 
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K.  Böhmische  GeseUsehaft  der  Wissenschaften  in  Prag: 

Jahresbericht  für  das  Jahr  1895.     1896.    ^. 

Sitztmgflberichie.    a)  Classe  für  Philosophie.    1896.   b)  Mathem.-natarw. 
Glasse.     1895,    I.  II.    1896.    B9. 

Mathematisch-physikalische  Gesellschaft  in  Prag: 

Casopis.    Band  25,  No.  2-5.     1895-96.    8». 

Lese-  und  BedehaUe  der  deutschen  Studenten  in  Prag: 

Bericht  über  daa  Jahr  1895.    1896.    8^. 

K.  Böhmisches  Museum  in  Prag: 
Öasopis.    Bd.  69.     1895.    8^. 

K.  K,  Sternwarte  in  Prag : 
Magnetische  n.  meteorologische  Beobachtungen  im  Jahre  1895.   1896.  8^. 

Deutsche  Carl- Ferdinands -Universität  in  Prag: 
Die  feierliche  Installation  des  Bectors  für  das  Jahr  1895/96.     1895.    S^. 
Ordnung  der  Vorlesungen.    Sommer-Semester  1896.    8^. 

Verein  für  Geschichte  der  DetUschen  in  Böhmen  in  Prag: 

Mittheilungen.    34.  Jahrg.    No.  1—4.     1895—96.    S^. 

Ärehaeohgiccd  Institute  of  America  in  Princeton  (N ew- Jersey ) : 

American  Journal  of  Archaeology.    Vol.  X.    Oct. — Dec.  1895.    Vol.  XI. 
No.  1.     1896.    8^. 

Cbservaiorio  astronömico  y  meteorolögico  de  Quito  (Ecuador): 
Boletin  Ano  1.    No.  1—5.     1895—96.    80. 

Naturforscher -Verein  in  Biga: 
Correspondensblatt.    No.  88.     1895.    ^. 

InstittUo  historico  e  geographica  e  ethnographico  in  Bio  de  Janeiro: 
Homagem  k  memoria  de  S.  M.  o  Senhor  D.  Petro  II.    1894.    8^. 
Rerista  trimensal.    Tom.  56,   parte  II,   trim.  8.   4.    Tom.  57,   parte  I, 

trim.  1,  2;  parte  II,  trim.  8.  4.    1894—95.    8®. 
Commission   centrale   de   bibliographie   br^ilienne.     Annde  I,   fasc.  I. 
1895.    8<». 

Observatorio  in  Bio  de  Janeiro: 

L.  Grnls,  Le  climat  de  Rio  de  Janeiro.    1892.    iP. 
L.  Cruls,  Methode  graphiqne  pour  la  dätei*mination  des  heures  appro- 
chdes  des  eclipses  du  soleil.     1894.    8^. 

L.  Cruls,  Determina9So  das  po8i9oes    geographicas  de  Bodeio,    Entre- 
Bios  etc.    1894.    4P. 

Aeademy  of  Science  in  Bochester  K,  Y, : 
Proceedings.    Vol.  II,  p.  201—848.    1894—95.    S^. 

B,  Aecademia  dei  Lincei  in  Bom: 
Atti.    Ser.  V.    Classe  di  scienze  fisiche.    Rendiconti.  Vol.  IV,    sem.  2, 

fasc.  8-12,  1895;  Vol.  V,  fasc.  1—11.     1896.    4». 
Atti.    Ser.  V.   Classe  di  scienze  morali.  Vol.  III,  parte  2;  Vol.  IV,  parte  2. 

Notizia  degli  sca7i.  Sett. — Die.  1895  e  Indice.  Gennajo— Aprile  1896. 

1895—96.    8*. 
Rendiconti.    Classe   di   scienze  morali.    Serie  V.   Vol.  4,   fasc.  9  — 12; 

Serie  V.    Vol.  6,  fasc.  1-3.    1896.    8«. 
Atti.    Rendiconto  deü*  adunanza  solenne  del  7  Giugno  1896.    4^. 

B,  Comüato  gedlogico  d" Itcdia  in  Bom: 

BoUettino.    Anno  1895,  No.  4;  1896,  No.  1.    8». 
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Accadenna  PanHfieia  d^  Nuovi  Lineei  in  Born: 
Atti.    Anno  49.    Sessione  1—8.    1896.    4^ 

Kaie*  deutsches  arehäologisckes  Institut  (röm.  Abth.)  in  Born: 
Mittheilungen.     Band  X,  No.  8.  4;  Band  XI,  No.  1.     1896.    8". 

B,  Miniatero  della  latruzione  puhhliea  in  Born: 

Indici  e  cataloghi.    No.  VIII,  Vol.  1,  fiasc.  4;  No.  XI,  Vol.  2,  faM.  1.  2; 

^  No.  XIV,  fasc.  2;  No.  XV,  Vol.  1,  fiwc.  6;  No.  XVI.    1896.    8*. 

B,  Sodetä  Bomana  di  storia  patria  in  Born: 
Archivio.    Vol.  XVIÜ,  8.  4.    1896.    8^. 

Genootsehap  der  Proefondervindelijke  Wijsbegeerte  in  BoUerdam: 

Nieuwe  Verhandelingen.    Buitengewone  Aflevering.    1895.    4P, 

Acadhnie  des  seiences  in  Bauen: 
Fr^cis  des  travaux.    Ann^  1898—04.     1895.    8^. 

B,  Aecademia  degli  Agiati  in  Bavereto: 
Atti.    Serie  III.    Vol.  II,  fosc.  1.    Anno  1895,  fasc.  4.    1896.    Bf^. 

American  Journal  of  Scienee  in  Salem: 
Journal.    VL  Series.    Vol.  I,  No.  6  (June  1896).    1896.    8». 
Naturwissenschaftliche  Gesellschaft  in  8t.  Oailen: 
Bericht  über  die  Th&tigkeit  1893—94.    1895.    8^. 

Jnetituto  y  Observatorio  de  marina  in  San  Fernando: 
Anales.    Seccion  1.    ObserTationes  astronömicaa.    Ano  1892.     1896.    4^. 

California  Academy  of  Sciences  in  San  Francisco: 
Proceedings.    II.  Series.    Vol.  V,  part  1.  2.    1895—96.    8®. 
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Sitzungsberichte 

der 

kOnigl.  bayer.  Akademie  der  Wissenschaften. 


Mathematisch-physikalische  Classe. 

Sitzung  vom  7.  November  1896. 

1.  Herr  H.  Seeliger  legt  eine  Abhandlung:  «Ueber  das 
Newton^sche  äravitationsgesetz'  vor. 

2.  Herr  F.  Lindehann  macht  eine  Mittheilung:  «Ueber 
die  analytische  Fortsetzung  derjenigen  Funktionen, 
welche  das  Innere  eines  Kegelschnittes  conform  auf 
die  Halbebene  abbilden". 

3.  Herr  W.  Dtgk  legt  eine  Abhandlung  des  Herrn 
E.  V.  Weber:  , lieber  partielle  Differentialgleichungen, 
IL  Ordnung,  die  sich  durch  gewohnliche  Differential- 
gleichungen integriren  lassen". 
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Ueber  das  Newton'sche  Gravitationsgesetz. 

Von  H«  Seeliger« 

Vor  etwa  zwei  JabreD^)  habe  icb  auf  Schwierigkeiten 
aufmerksam  gemacht,  welche  auftreten,  wenn  man  die  Gültig- 
keit des  Newtou'schen  Grayitationsgesetzes  auf  unermesslich  grosse 
Räume  ausdehnt.  Die  angestellten  Ueberlegungen  ergaben  die 
Nothwendigkeit,  zwischen  den  beiden  Annahmen  eine  Wahl  zu 
treffen:  1)  die  Gesammtmasse  des  Weltalls  ist  unendlich  gross, 

dann    kann    das   Newton'sche   Gesetz    nicht   als   mathematisch 

• 

genauer  Ausdruck  für  die  herrschenden  Anziehungskräft;e  gelten, 
2)  das  Newion'sche  Gesetz  ist  absolut  genau,  dann  können  nicht 
unendlich  grosse  Räume  des  Weltalls  mit  Masse  von  endlicher 
Dichtigkeit  erfüllt  sein.  Da  ich  für  die  zweite  Annahme 
irgend  welche  in^s  Gewicht  fallende  Gründe  nicht  finden  kann, 
habe  ich  mich  a.  a.  0.  für  die  erste  Annahme  entschieden. 
Seitdem  ist  mir  bekannt  geworden,  dass  Carl  Neumann  ^)  schon 
früher  auf  Schwierigkeiten  ähnlicher  Art  aufmerksam  gemacht 
hat,  die  sich  als  specielle  Fälle  der  von  mir  vorgebrachten 
Argumente  darstellen  dürften.  Die  Zustimmung  eines  so  hervor- 
ragenden Forschers  und  auch  der  Umstand,  dass  sich  die  von 
mir  angestellten  Ueberlegungen  zwar  auch  in  anderer  Form 
aussprechen  lassen,  dass  hierdurch  aber  ihr  wesentlicher  Inhalt 
nicht  sich  ändert,  könnte  es  überflüssig  erscheinen  lassen,  auf 
diesen  Gegenstand  zurückzukommen.     Andererseits  scheint  mir 


^)  üeber  das  Newton'sche  Gravitationsgesetz.  Astron.  Nachr.  No.3273. 
^  Vergl.    Carl   Nenmann ,   Allgemeine   Untersuchungen    über   das 
Newton'sche  Princip  etc.    Leipzig  1896,  S.  1. 
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aber  die  ganze  Frage  Yon  einiger  Tragweite  für  die  gesammte 
theoretische  Astronomie  zu  sein  and  deshalb  eine  eingehende 
Beleuchtung  zu  verdienen.  Auch  kann  ich  leider  nicht  be- 
zweifeln, dass  meine  früheren  Bemerkungen  offenbaren  Miss- 
yerstandnissen  ausgesetzt  gewesen  sind,  wie  ich  u.  A.  aus  dem 
Zusammenhang  schliessen  muss,  in  dem  mein  Aufsatz  ciidrt 
worden  ist.  Aus  diesen  Gründen  scheint  es  mir  nicht  unnütz 
zu  sein,  die  angeregten  Fragen  noch  einmal  zu  besprechen. 
Es  soll  dies  im  ersten  Theil  vorliegender  Abhandlung  geschehen. 
Das  vorliegende  Problem. hat  mit  einem  andern  sehr  be- 
kannten eine  gewisse  Aehnlichkeit.  Gheseaux  und  später  Olbers 
stellten  sich  die  Frage,  wie  es  komme,  dass  die  mittlere  Flächen- 
helligkeit des  Himmels  eine  sehr  geringe  ist,  während  sie  der 
Sonnenhelligkeit  vergleichbar  sein  sollte,  wenn  man  die  Anzahl 
der  leuchtenden  Weltkörper  unbegrenzt  gross  annimmt.  Es 
sebien  mir  nun  um  so  Wünschenswerther,  auch  dieses  Problem 
eingehender,  als  es  früher  geschehen  ist,  zu  besprechen,  als 
man  hierdurch  zu  der  Einsicht,  gelangt,  dass  die  Schlussfolge- 
rungen von  Olbers  keineswegs  einwurfsfrei  sind.  Olbers  erklärt 
das  anscheinende  Paradoxon  bekanntlich  durch  die  Extinction 
des  Lichtes  im  Welträume.  Die  Zulässigkeit  dieser  Annahme 
kann  natürlich  nicht  bestritten  werden;  ihre  Nothwendigkeit 
aber  folgt  keineswegs  aus  einer  vorurtheilsfreien  Betrachtung 
der  Frage. 

I. 

Für  die  Berechnung  der  Anziehung,  welche  die  im  Uni- 
versum vorhandenen  Massen  auf  irgend  einen  Punkt  ausüben, 
wird  man  mit  Vortheil  diese  Massen  durch  eine  continuirliche 
Massenvertheilung  ersetzen,  welche  beliebig  grosse  zusammen- 
hängende Raumtheile  ausfüllt.  Dies  kann  in  der  einfachsten 
Weise  geschehen,  wenn  man  die  einzelnen  Weltkörper  als  Engeln 
ansieht,  deren  Dichtigkeit  in  concentrischen  Schichten  ange- 
ordnet ist.  Die  Anziehung  einer  solchen  Kugel  auf  einen 
ausserhalb  gelegenen  Punkt  wird  nicht  geändert,  wenn  man 
ihre  Masse  in  concentrisch  angeordnete  Eugelschichten  von  be- 
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liebig  grossem  Darchmesser  anseinanderzieht,  solange  nur  der 
angezogene  Punkt  ausserhalb  aller  dieser  Scbichten  bleibt.  Mit 
den  einzelnen  Theilen  dieser  Schichten  kann  man  aber  ähn- 
lich Yerfahren  und  so  ergiebt  sich,  dass  man  auf  unendlich 
Yiele  Arten  eine  continuirliche  Massenvertheilung  erhalt,  die 
einen  ausgedehnten  Raum  ausfüllt  und  die  gleiche  Anziehung 
auf  den  betrachteten  Punkt  ausübt,  wie  der  ursprüngliche  Welt* 
korper.  Hat  der  Raum  eine  endliche  Ausdehnung,  so  hat  auch 
die  erhaltene  Massendichtigkeit  überall  einen  endlichen  Werth; 
man  kann  aber,  wie  leicht  zu  sehen,  stets  die  Substitution  so 
ausführen,  dass  die  Dichtigkeit  eine  abtheilungs weise  stetige 
Function  der  Raumcoordinaten  ist.  Integrationen  über  solche 
Massenvertheilungen  bieten  aber  weder  Schwierigkeiten  noch 
Bedenken  dar. 

Thatsächlich  sind  freilich  die  Himmelskörper  nicht  con- 
centrisch  geschichtete  Kugeln;  sie  sind  es  aber  sehr  nahe,  so 
dass  die  erwähnte  Substitution  die  vorhandenen  Anziehungs- 
kräfte bis  auf  einen  sehr  kleinen  Procentsatz  genau  zum  Aus- 
druck bringen  wird  und  dies  genügt  vollkommen,  weil  es  sich 
im  Folgenden  nur  darum  handeln  wird,  das  Unendlichwerden 
oder  die  Unbestimmtheit  der  Ausdrücke  für  die  Anziehungs- 
kräfte zu  besprechen.  Im  Uebrigen  lässt  sich  auch  ganz  streng 
die  Einführung  der  continuirlichen  Massenvertheilung  recht- 
fertigen. 

Die  Anziehung  also,  welche  irgend  ein  Punkt  A  thatsäch- 
lich erfährt,  wird  dieselbe  sein,  wie  die,  welche  ein  überall  mit 
einer  Masse  von  der  Dichtigkeit  d  belegter  Raum  auf  ihn 
ausübt.  Der  Raum  P  wird  im  Inneren  einen  von  Masse  freien 
Hohlraum  enthalten,  in  welchem  sich  A  befindet  und  seine  äussere 
Begrenzung  wird  alle  vorhandenen  Weltkörper  umschliessen. 
Innerhalb  P,  der  durch  die  beiden  Radienvectoreu  R^  und  R^ 
bestimmt  ist,  kann  <5  als  abtheilungsweise  stetig  verlaufend  und 
überall  endlich  und  von  Null  verschieden  angenommen  werden. 
Im  Uebrigen  kann  auch  in  endlichen  Theilen  von  P,  <5  Null 
sein,  ohne  die  weiteren  Schlüsse  ungültig  zu  machen,  doch  ist 
es  wohl  kaum  nöthig  hierauf  Rücksicht  zu  nehmen. 
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In  der  Nähe  von  A  und  zwar  in  der  Entfernung  AO=^a 
mag  der  Anfang  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  liegen. 
Eis  seien  q  und  r  die  Entfernungen  eines  Massenelementes  dm 
von  A  bezw.  0,  y  der  Winkel  dm  OA^  (p  der  Winkel  zwischen 
der  Ebene  dm  OA  und  einer  durch  a  gehenden  festen  Ebene. 
Ist  dann  das  Potential  der  Anziehungskräfte  zwischen  dm  und  A 
allgemein  durch 

f(e) 

gegeben,  so  wird  das  Gesammtpotential  der  auf  A  ausgeübten 
Anziehung : 

V  =  j  drp  l  sin  y  dy  Id  /'{q)  •  r*  dr 

0  0  Rq 

dV  9*F 

Hieraus  ergeben  sich  leicht  die  Grössen  X  =  —   und  Z  =  — r 

da  da^ 

für  a  =  0.     Führt   man   zur   Bequemlichkeit  die   Laplace-Le- 

gendre'schen  Functionen: 

3  1 

pi  ==  pi  (cos  y)  =  corf  y ;     P*  =  -  cos'  y  —  - 

ein,  so  ist: 

X=  "zjdcp  'JP'  sin  y  dy(df{Q)  r" •  dr 

0  Ü  Äo 

2n        n  Ri 

^=3jc?9'Jsinj'dj'j5r»,5r{i.r(»)+^r(r)+P'[m-J./*(r)]| 

0  0  Äo 

X  ist  die  Beschleunigung,  welche  der  Punkt  0  in  der  Richtung  a 
erfährt.  Die  Grösse  Z  habe  ich  a.  a.  0.  die  Zerrung  genannt, 
denn  Z'Ja  ist  die  Beschleunigung,  mit  welcher  sich  zwei  in 
der  sehr  kleinen  gegenseitigen  Entfernung  Aa  befindlichen  Punkte 
von  einander  zu  entfernen  streben.  Es  soll  gleich  der  specielle 
Fall,  in  welchem 

1 


m^ 


.i-ftt 


ist,  angemerkt  werden.     Für  diesen  ist: 
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2»       n  Bi 

F,  =  \dq>\  sin  ydy  id-r^-^'dr 

0  0  &Q 


^1  = 


1+a 


0  0 

2X        3t 


Ä6 


Äi 


\dfpUa  +  2  (3  +  a) .  P]  sin  y  dy  h 
0       0  yjQ 

Für  das  Newton 'sehe  Gesetz  ist  a  =  0,  also : 


dr 


(1) 


jr 


dr 


Fg  =  j  d^?  j  sin  y  dy  j  ^  •  r  • 


Xj  =  I  d(p  I  P*  •  sin  y  rfy  I  ^  •  c?r 

0  U  ^0 


0  u 

2^ 


:7r 


Äl 


'2 


=  2  ^dcp  fp*  •  sin  y 


äy^ 


d- 


dr 


(2) 


0  0  Bq  ' 

Diese  Ausdrücke  sollen  zanächst  näher  betrachtet  werden. 
R^  ist  eine  gewisse  endliche  Grosse,  R^  dagegen  wird  immer 
grösser  und  grösser,  je  mehr  wir  von  dem  Universum  zu  um- 
fassen suchen.  Es  wächst  also  über  alle  Grenzen  und  wird 
schliesslich  schlechtweg  unendlich.  Dann  aber  können  die  in 
Bezug  auf  r  genommenen  Integrale  in  (2)  sinnlos  werden,  in- 
dem sie  vollkommen  unbestimmte  Unendlichkeiten  darstellen. 
Es  tritt  dies  ein,  wenn  d  innerhalb  unendlich  grosser  Strecken 
endliche  und  von  Null  verschiedene  Werthe  hat.  In  diesem 
Falle  sind  aber  im  Allgemeinen  auch  F,,  X,  und  Z^  sinnlos, 
die  den  Punkt  A  afficirenden  Kräfte  und  die  Beschaffenheit 
der  Materie  in  ihm,  welche  durch  die  Zerrung  mitbestimmt 
wird,  sind  durch  sinnlose,  völlig  unbestimmte  Ausdrücke  gegeben. 
Sie  sind  also  für  uns  ebenso  unerkennbar,  wie  die  Grenzen  des 
on^idlich  ausgedehnten  Universums  uns  unfassbar  sind.     Etwas 
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anders  gestaltet  sich  die  Sachlage,  wenn  man  jRj  in  yorge- 
schriebener  Weise  von  y  und  tp  abhängen  lässt,  worin  der  einzige 
Weg  besteht,  wie  man  durch  fortwährendes  Vorwärtsschreiten 
sich  der  Vorstellung  eines  unendlichen  Raumes  nähern  kann.  Man 
lässt  dann  einen  Raum  mit  bestimmter  Begrenzung  dadurch  in^s 
Unendliche  wachsen,  dass  man  diese  Begrenzung  nach  ganz 
bestimmten  Gesetzen  sich  unaufhörlich  ausdehnen  lässt.  Man 
kann  z.  B.  eine  Kugel  annehmen  und  ihren  Radius  wachsen 
lassen  oder  ein  Ellipsoid  zu  Grunde  legen  und  zu  den  immer 
grösser  werdenden  confocalen  Ellipsoiden  übergehen.  Welche 
Fläche  wir  zu  Grunde  legen  und  nach  welchem  Gesetze  wir  sie 
wachsen  lassen,  ist  offenbar  unserer  Willkür  anheimg^eben, 
d.  h.  jR|  ist  eine  ganz  beliebige  Function  von  y  und  99,  die  mit 
wachsendem  r  auf  beliebigem  Wege  unendlich  grosse  Werthe 
annimmt.  Wenn  dann  d  durch  bekannte  Functionen  darge- 
stellt ist,  kann  man  M^  immer  so  wählen,  dass  nach  Belieben 
X,  und  Z^  einen  bestimmten  Sinn  behält  und  bestimmte  Werthe 
annimmt  oder  nicht.  Man  kann  das  erstere  z.  B.  leicht  er- 
reichen, wenn  die  Integrale 


Äi  Ä, 


dr 


l  d  '  dr        und  \  d  -  — 

nach  Kugelfunctionen  entwickelbar  sind  und  wenn  die  Kugel- 
fanctionen  erster  Ordnung  im  ersten  Integrale  und  die  Kugel- 
functionen zweiter  Ordnung  im  zweiten  Integrale  endliche  Coef- 
ficienten  haben.  Als  einfachstes  Beispiel  kann  die  Annahme 
aufgefasst  werden :  d  =  Const.  und  R^  =  Radius  einer  immer 
grösser  werdenden  Kugel.  Dann  sind  X,  und  Z^  stets  gleich 
Null,  wie  auch  aus  der  Theorie  der  Anziehung  homogener 
Kugeln  bekannt  ist.  Die  Anzahl  solcher  Annahmen  ist  aber 
offenbar  unendlich  klein  gegenüber  der  aller  möglichen  und 
wie  nachdrücklich  hervorzuheben  ist,  gleich  berechtigten.  Man 
kann  also  sagen:  Wenn  d  als  Function  des  Ortes  gegeben  ist, 
kann  man  im  Allgemeinen  R^  als  Function  von  y  und  97  so 
wählen,   dass  F,,  X,  und  Z^  jede  beliebige  Grösse  annehmen 
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und  umgekehrt  bei  jedem  vorgeschriebenen  R^  kann  man  d  so 
wählen,  dass  die  genannten  Grössen  wiederum  beliebige  Werthe 
erlangen,  also  z.  B.  unendlich  werden. 

Wir  hatten  soeben  beispielsweise  d  =s  Gonst.  angenommen. 
Ist  dann  R^  der  Radius  einer  um  A  als  Gentrum  gedachten 
Kugel,  so  ist,  wie  bereits  erwähnt,  X^  =  Z^=^  0  und  diese 
Grössen  bleiben  jedenfalls  endlich,  wenn  jR^  irgend  eine  be- 
liebige Fläche  definirt,  da  diese  jedenfalls  im  Endlichen  yerläufk. 
Nimmt  man  aber  das  Gentrum  der  unendlich  grossen  Kugel  in 
der  Entfernung  c  von  Ä,  so  wird  der  Punkt  nach  dem  Gentrum 
mit  der  Kraft  ^  nd  »c  angezogen,  während  die  Zerrung  in  der- 
selben Richtung  gleich  einer  stets  endlichen  Gonstanten  multi- 
plicirt  mit  d  ist.  Ist  nun  c  beliebig  gross,  schliesslich  unend- 
lich gross,  so  wird  also  auch  die  Beschleunigung  grösser  als 
jede  noch  so  grosse  Zahl  und  ihre  Richtung  ist  ganz  willkUr- 
lich  unbestimmt,  da  man  das  Gentrum  der  Kugel  in  ganz  be- 
liebiger Richtung  gegen  Ä  legen  kann.  Dieses  Beispiel  ist 
dasjenige,  welches  Garl  Neumann  anführt.  Er  bezeichnet  dann 
mit  Recht  die  dargelegte  Gonsequenz  des  Newton'schen  Gesetzes 
als  absurd  und  schliesst  daraus,  dass  das  Anziehungsgesetz  bei 
homogener  Massenvertheilung  auf  Widersprüche  führt.  Es  sei 
gestattet  für  constante  d  noch  ein  zweites  Beispiel  vorzuführen. 
Es  ist  nach  (2) 

X^  =  d  Jdcpjp^  (cos  y)  sin  y  (B,  —  R^)  dy 

0         u 

Zj  =  2  5  ld(p  j  P*  (cos  y)  sin  y  log  ( ^ )  dy 

0  0  ^ 

Nimmt  man  nun  für  das  Grosser  werden  von  R  an,  dass  m 
eine  gleichmässig  ins  Unendliche  gehende  Grösse  sei  und  a  eine 

Zahl,  die  grösser  als  —  ist,  und  setzt  man 

R 

log  ■:5^  =  am  +  m  F^  (cos  y) 

^0 
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;i 


Z,  =  2  ^  a  TJo  c«»«.  fsin  y  cos  y  •  e"*(tco8V-«.  dy  =  0 

Z|  =  -  -—  m 

'  5 

d.  h.  also  es  bleibt  stets  Xj  =  0  und  die  Zerrung  wird  mit  m 
unbegrenzt  gross. 

Ebenso  leicbt  liessen  sieh  andere  Beispiele  wählen,  in 
denen  d  eine  andere  Function  des  Ortes  ist.  Es  unterliegt  aber 
keinem  Zweifel,  dass  die  aufgedeckten  Widersprfiebe  für 
jede  mögliche  und  denkbare  Massenvertbeilung  be- 
stehen bleiben,  wenn  nur  d  die  stets  hervorgehobene  Eigen- 
schaft hat,  dass  es  in  unendlich  grossen  Baumtheilen  endliche 
von  Null  verschiedene  Werthe  besitzt. 

Diese  unlösbaren  Widersprüche  lassen  sich  natürlich  nach 
verschiedenen  Seiten  hin  beleuchten  und  in  anderer  Form  dar- 
stellen. Ich  will  dies  hier  nicht  thun,  vielmehr  nur  eine 
Folgerung  ziehen,  die  sich  auf  die  Grundsätze  der  Potential- 
theorie stützt. 

Das  Newton'sche  Potential  V  erfüllt  im  ganzen  Räume 
die  Bedingung: 

Wir  denken  uns,  entsprechend  der  gewöhnlichen  Vorstellung, 
im  Weltall  lauter  isolirte  keineswegs  homogene  Weltkörp^ 
fn, ,  m,  .  •  .  fnn  mit  den  Dichtigkeiten  d^ ,  d,  .  . . .  Indessen 
sollen  die  d  gewisse  Bedingungen  der  Stetigkeit  erfüllen  und 
auch  die  Oberflächen  der  Weltkörper  dürfen  bestimmte  Singu- 
laritäten nicht  besitzen,  da  (3)  und  auch  der  Qreen^scke  Satz 
zur  Anwendung  kommen  soll.  Es  ist  also  AV  =  —  4 ;i ij 
innerhalb  m,  etc.  und  ausserhalb  aller  Massen  ist  ^  F  =s  0. 
Nennt  man  (7tj,  dr^  . . ,  die  Volumelemente,  ds^^  ds^  , , »  die 
Oberflächenelemente,  n^,  n,  .  .  .  die  nach  innen  gerichteten  Nor- 
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malen   der  Oberflächen   der  Weltkörper   i»j ,  w,  . . . ,  so   giebt 
der  Green'sche  Sata 

dV 


I  AV-  dr^  =  —  I  —  ds^  =  —  4  TT   |  ddr^  =  —  4jifWj 


Nehmen  wir  eine  geschlossene,  sonst  willkürliche  Fläche  F^ 
welche  die  Massen  mj ,  m^ ,  . . .  m»  umschliesst,  so.  ist 

^^    ^^1  +  •  •  •  +  J  ^  ^^- 

Wendet  man  denselben  Green'schen  Satz  auf  den  Raum 
an,  der  durch  F  und  die  Oberflächen  der  Massen  m^  .. .  nin 
begrenzt  ist,  innerhalb  dessen  also  AV  =  0  ist,  so  kann  man 
die  letzte  Gleichung  auch  schreiben : 

JdV 
—   ds  =  4  ji  (mj  +  . . .  +  Wn) 

Nennt  man  M  {-—]  den  arithmetischen  Mittelwerth  aller 

\dnj 

—  längs  der  Oberfläche  8  von  jP,  wo  also    \ds^=^  8  ist,   dann 

d  fl  %) 

erhält  man : 


(IT) 


Denkt  man  sich  sämmtliche  Massen  innerhalb  des  Raumes  Ji, 
welchen  F  umschliesst,  und  dessen  Volumen  B.  sei,  gleichmässig 
vertheilt,   so  erhält  man    die  gleichförmige  Dichtigkeit  d^,    wo 

Ä  ^0    =    Wj   +   .  .  .    +   TWn 

Man  kann  dann  die  zuletzt  gefundene  Gleichung  schreiben : 

R 


"  ©  -*'•''  s 
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Die  rechte  Seite   kann   nun   durch  Vergrosserung  von  R 

beliebig  gross  gemacht  werden.    Es  müssen  also  unter  den  ein- 

dV 
zelnen  —  unbegrenzt  grosse  vorkommen.    Nach  der  Potential- 

theorie  müssen  demzufolge  im  Universum  unbegrenzt  (un- 
endlich) grosse  Beschleunigungen  vorkommen  und  zwar 
bei  jeder  denkbaren  Massenvertheilung.  Das  sind  also  Be- 
wegungen, die  mit  endlicher  Geschwindigkeit  beginnend  in 
endlicher  Zeit  zu  unendlich  grossen  Geschwindigkeiten  ftLhren, 
was  an  sich  schon  eine  absolute  Unzulässigkeit  enthält,  wenn 
man  nicht  die  ganze  Mechanik  in  Frage  stellen  will. 

Solche  Zweifel  an  der  absoluten  Richtigkeit  des  Newton ^schen 
Gesetzes,  wie  die  vorgebrachten,  werden  noch  immer,  scheint 
es,  mit  Misstrauen  aufgenommen,  obwohl  es  kaum  möglich  sein 
dürfte,  etwas  Stichhaltiges  gegen  sie  vorzubringen.  Der  Grund 
hierfür  mag  darin  liegen,  dass  man  zum  Theil  infolge  der  un- 
geheueren Erfolge  der  Newton^schen  Formel  in  der  Astronomie 
sich  nicht  immer  genügend  klar  macht,  dass  diese  Formel  nichts 
anderes  ist  und  sein  kann ,  als  ein  rein  empirisches  Gesetz. 
Dass  es  bei  einem  sehr  hohen  Grad  der  Annäherung  den  that^ 
sächlichen  Verhältnissen  entspricht,  daran  wird  gewiss  Niemand 
zu  zweifeln  wagen.  Mehr  kann  aber  die  Erfahrung  nicht  aus- 
sagen und  sie  hat  bis  jetzt  auch  dies  keineswegs  mit  der  Sicher- 
heit gethan,  wie  vielfach  geglaubt  wird. 

Die  im  Vorhergehenden  zur  Sprache  gebrachten  Unge- 
reimtheiten verschwinden  durch  beliebig  kleine  aber 
endliche  Gorrectionen  am  Newton^schen  Gesetz,  die 
erst  in  überaus  grossen  Räumen  merkbar  zu  werden  brauchen, 
und  hieraus  folgt  schon,  da^  die  Forderung  dieser  Gorrectionen 
keineswegs  durch  die  Erfahrungen  innerhalb  so  kleiner  Räume, 
wie  das  Planetensystem  einnimmt,  legitimirt  zu  werden  braucht, 
da  noch  innerhalb  sehr  viel  grosserer  Räume  das  Newton'sche 
Gesetz  den  denkbar  genauesten  Beobachtungen  genügen  konnte. 
Ueber  das  Planetensystem  hinaus  reichen  Überhaupt  die  Er- 
fahrungen nicht  aus,  um  selbst  recht  rohe  Abweichungen  von 
dem  genannten  Gesetz  mit  Sicherheit  constatiren  zu  können. 
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Es  ist,  wenn  auch  wohl  wahrscheinlich,  doch  keineswegs 
selbstTersiändlichf  dass  die  Anziehungskräfte  an  allen  Orten  des 
Weltalls  denselben  Gesetzen  folgen.  Man  kann  also  nur  mit 
einiger  Berechtigung  vermuthen,  dass  z.  B.  die  Bewegung 
der  Doppekteme,  ebenso  wie  die  der  Planeten  durch  das  New- 
ton'sche  Gesetz  geregelt  wird.  Die  Genauigkeit  aber,  mit  welcher 
die  bekannten  Doppelstembahnen  diese  Yermuthung  bestätigt 
haben,  ist  eine  ziemlich  geringe.  Wir  können,  wie  ich  zu  wieder- 
holten Malen  nachdrücklich  ausgesprochen  habe,  nur  sagen,  dass 
sich  in  den  genannten  Systemen  die  Newton'sche  Formel  im 
Grossen  und  Ganzen  bewährt  hat;  über  etwaige  kleine  Gorrec- 
tionsglieder ,  die  indessen  doch  innerhalb  unseres  Planeten- 
systemes  zu  den  unleidlichsten  Missstimmungen  zwischen  Theorie 
und  Beobachtung  Veranlassung  geben  würden,  können  die  ver- 
hältnissmässig  wenig  genauen  Doppelstemmessungen  keine  Aus- 
sage machen.  Wie  es  sich  nun  gar  mit  der  Geltung  des 
Newton^schen  Gesetzes,  als  genauer  Formel,  durch  die  weiten 
Fixstemräume  hindurch  verhält,  darüber  liegt  bis  jetzt  auch 
nicht  die  geringste  Erfahrung  vor. 

Man  kann  also  aus  der  Erfahrung  nichts  ableiten,  was  die 
Unzulaasigkeit  einer  Correction  des  Newton'schen  Gesetzes  dar- 
thäte,  wenn  diese  innerhalb  unseres  Planetensystems  nur  eine 
gewisse  Grösse  nicht  übersteigt.  Fast  hat  es  aber  den  Anschein, 
als  ob  man  von  mancher  Seite  dem  Gravitationsgesetz  die  Eigen- 
schaft eines  aprioristischen  Erkenntnissresultates  zuschreiben 
möchte.  Auch  ist  die  Newton^sche  Formel  als  mit  unserer  Raum- 
anschauung zusammenhängend,  ja  aus  ihr  folgend,  bezeichnet 
worden.  Solche  Auffassungen  sind  bei  vorurtheilsfreier  Be- 
trachtung einfach  unverständlich.  Thatsächlich  hat  die  Form 
eines  Eraftgesetzes  gar  keine  andere  Bedingung  zu  erfüllen,  als 
eine  genügend  genaue,  also  in  letzter  Instanz  angenäherte,  Dar- 
stellung der  beobachteten  Bewegungen  zu  sein.  Diese  Zusammen- 
fassung der  Thatsachen  in  eine  Formel  erleidet  nur  die  selbst- 
yerständliche  Einschränkung,  dass  sich  aus  ihr  keine  Ungereimt- 
heiten ergeben  dürfen. 

Da  also  das  Newton^sche  Gesetz  nichts  mehr  ist,   als  eine 
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rein  empirisch  abgeleitete  Formel,  die  innerhalb  engbegrenzter 
Räume  einen  hohen  Grad  von  Annäherung  an  die  Beobachtungen 
giebt,  kann  jede  andere  Formel,  die  dasselbe  leistet,  an  seine 
Stelle  gesetzt  werden,  insofern  sich  dieser  Ersatz  durch  andere 
wissenschaftliche  Rücksichten  empfiehlt. 

Die  obigen  Auseinandersetzungen  haben  ergeben,  dass  eine 
Correction  des  Newton'schen  Gesetzes  in  jedem  Falle  schon  des- 
halb wünschenswerth  ist,  weil  man  hierdurch  misslichen  meta- 
physischen Betrachtungen  über  die  Endlichkeit  oder  Unendlich- 
keit der  Materie  entrückt  ist,  dass  diese  Correction  aber  absolut 
notbwendig  erscheint,  wenn  man  die  Annahme  macht,  die  das 
UniTersam  erfüllende  Masse  sei  unbegrenzt  gross.  Diese  letztere 
Meinung  aber  ist  für  Viele  selbstverständlich,  für  Andere 
freilich  nicht.  Sie  lässt  sich  aber  meines  Erachtens  gegen- 
wärtig ebenso  wenig  wie  in  Zukunft  durch  Beobachtungen 
zur  Entscheidung  bringen ,  wie  manchmal  versucht  worden 
ist  Schon  die  an  sich  durchaus  plausible  Annahme  einer 
Absorption  des  Lichtes  im  Weltraum  vernichtet  die  Aus- 
sicht über  gewisse  begrenzte  Entfernungen  hinaus  leuchtende 
Weltkörper  wahrnehmen  zu  können,  und  falls  die  Fixstem- 
räume  auch  von  vielen  nicht  leuchtenden  Körpern  erfüllt  sind, 
werden  die  perspectivische  Yerdeckungen ,  ferner  aber  auch 
die  Absorptionen  in  den  ausgedehnten  Nebelgebilden,  die,  wie 
neuere  Beobachtungen  zeigen,  uns  allenthalben  zu  umgeben 
scheinen,  den  Raum,  der  unseren  optischen  HüllEsmitteln  erreichbar 
ist,  überaus  beschränken.  Von  einem  Hineinsehen  in  den  , un- 
endlichen Raum''  kann  aus  allen  diesen  Gründen  keine  Rede  sein. 
Zudem  handelt  es  sich  in  den  obigen  Darlegungen  gar  nicht 
allein  um  jene  Massen,  die  zufällig  sich  in  dem  Zustande  be- 
finden, welcher  die  Aussendung  von  Strahlen  innerhalb  eng  be- 
grenzter Wellenlängen  zulässt.  Das  Leuchten  ist  nicht  Attribut 
der  kosmischen  Massen,  wie  eigentlich  selbstverständlich,  aber 
auch  durch  die  Erfahrung  nachgewiesen  ist,  wohl  aber  müssen 
wir  die  Gravitation  als  ein  solches  ansehen,  wenn  wir  nicht 
von  vornherein  ihre  universelle  Gültigkeit  leugnen  woUen.  Aaf 
diesen  Punkt  soll  im  zweiten  Abschnitte  näher  eingegangen  werden. 
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Die  Ungereimtheiten,  za  welchen  das  Newton 'sehe  Gesetz 
führte,  verschwinden  für  ein  Potentialgesetz,  für  das  die  in  I. 
vorkommenden  Integrale  einen  Sinn  behalten,  auch  wenn  d 
überall  im  Räume  endliche  Werthe  hat.  Solche  Gesetze  giebt 
es  selbstverständlich  unendlich  viele  und  man  kann  demnach 
ans  den  angestellten  Ueberlegungen  nicht  den  geringsten  Schluss 
auf  die  Gorrectionen,  welche  das  Newton'sche  Gesetz  zu  er* 
halten  hat,  ziehen.  Carl  Neumann  hat  auf  Grund  der  Fern- 
Wirkungstheorie  die  Sachlage  in  Bezug  auf  die  electrostatischen 
Kräfte  untersucht  und  wenn  auch  die  gewonnenen  Resultate 
nicht  ohne  Weiteres  auf  Gravitationserscheinungen  anwendbar 
sind,  so  wird  doch  die  sonstige  Analogie  zwischen  beiderlei 
Kräften  die  fundamentale  Untersuchung  von  Neumann  auch  für 
das  vorliegende  Thema  von  höchster  Bedeutung  erscheinen 
lassen. 

Carl  Neumann  stellt  sich  a.  a.  0.  das  schwierige  Problem, 
jene  Kraftgesetze  zu  finden,  welche  einen  Gleichgewichtszustand 
der  auf  beliebigen  Gonductoren  ausgebreiteten  electrischen  Masse 
überhaupt  zulassen.  Er  findet,  dass  solche  und  zwar  eindeutige 
Gleichgewichtszustände,  deren  Existenz  als  durch  die  Erfahrung 
erwiesen  angesehen  wird,  stattfinden,  wenn  das  Potential  der 
wirkenden  Anziehungs-  und  Abstossungskräfte  durch  die  Formel 
gegeben  ist : 

rt,).^'  +  5f=^'+..,  (4) 

und  hierin  die  Grössen  X  positiv,  die  J.,  jB,  C  etc.  von  einerlei 
Vorzeichen  sind. 

Wie  man  sofort  sieht,  hebt  dieses  Potentialgesetz  die  oben 
erwähnten  Schwierigkeiten  auf,  sobald  die  X  endliche,  wenn 
auch  noch  so  kleine  Grössen  sind,  denn  die  Ausdrücke  I  stellen 
jetzt  endliche  und  bestimmte  Grössen  dar.  Als  Grenzfall,  näm- 
lich wenn  durch  Annahme  unendlich  vieler  Glieder  die  rechte 
Seite  von  (4)  ein  gewisses  bestimmtes  Integral  wird,  stellt  sich 
das  Potentialgesetz  dar: 

fir)  =  A,  (5) 
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Dieses  Gesetz  ist  bereits  Ton  Green  eingehend  nntersochi 
und  aaf  electrostatische  Aufgaben  angewendet  worden.  Das- 
selbe kann  für  die  Astronomie  nur  in  Frage  kommen,  wenn  l 
ein  überaus  kleiner  echter  Bruch  ist.  Nach  Formel  (1)  besei- 
tigt aber  dieses  Gesetz  nicht  die  erwähnten  Schwierigkeiten, 
denn  Fj  und  X^  werden  im  Allgemeinen  bei  endlichen  d  durch 
sinnlose  Ausdrücke  bestimmt,  während  allerdings  Z^  einen  end- 
lichen Werth  erhält.  Aus  diesem  Grunde  muss  dieses  Gesetz 
als  keinen  Vortheil  vor  dem  Newton'schen  gewährend 
abgewiesen  werden. 

Schon  nach  den  Untersuchungen  Newton*s  ist  bekannt, 
dass  die  Formel  (5)  säculare  Bewegungen  der  Perihele  der 
Planetenbahnen  hervorbringt  und  es  ist  deshalb  natürlich, 
dass  durch  eine  passende  Wahl  von  X  die  bekannte  Anomalie 
in  der  Perihelbewegung  des  Mercur  erklärt  werden  kann.  Des- 
halb hat  neuerdings  A.  HalP)  dieses  Gesetz  in  Vorschlag  ge- 
bracht {X  =  0.00000016)  und  Newcomb»)  hat  diesen  Vorschlag 
als  plausibel  erklärt.  Nach  dem  Gesagten  kann  ich  mich  dieser 
Meinung  nicht  anschliessen. 

Ich  selbst  habe')  als  Beispiel  ftir  ein  Fem  Wirkungsgesetz, 
welches  die  besprochenen  Einwände  hebt,  die  Formel  f&r  die 
Anziehung  zwischen  zwei  Massen  m  und  m'  angef&hrt 

_.__.._.  (6) 

Es  sollte  damit,  wie  ausdrücklich  erörtert,  kein  Vorschlag 
für  eine  wirklich  an  das  Newton 'sehe  Gesetz  anzubringende  Gor- 
rection  gemacht  werden.  Eis  war  nur  ein  Beispiel  beabsichtigt, 
das  der  Analogie  zwischen  der  Ausbreitung  des  Lichtes  und 
der  Gravitation  angepasst  ist.  Diese  Formel  ist  übrigens  bereits 
von  Laplace^)  erwähnt  worden,  der  sie  ebenfalls  im  Anschluss 
an   die  Theorie   der  Ausbreitung  des  Lichtes  in   einem  absor- 


*)  Astronomie.  Journal  No.  327.  [ 

*)  The  Elements  of  the  four  inner  Planets.    Washington  1895. 

>)  Astr.  Nachr.  No.  3273. 

*)  Mäcanique  Celeste  T.  V.  Livre  XVI,  Chap.  IV. 
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birenden  Medium  aufgestellt  hat.  Dass  für  diese  Formel  die 
Integrale  in  I  einen  Sinn  haben,  ist  leicht  zu  sehen  und  bedarf 
keines  näheren  Nachweises. 

Ob  eine  der  Formeln  (4)  und  (6)  geeignet  ist,  das  Newton 'sehe 
Gesetz  zu  ersetzen,  darüber  kann  in  dieser  Allgemeinheit  gegen- 
wärtig eine  Entscheidung  nicht  getroffen  werden.  Im  Sonnen- 
system hat  bisher,  bis  auf  sehr  vereinzelte  Ausnahmen,  das 
Newton*sche  Gesetz  ausgereicht,  die  Bewegungen  bis  ins  kleinste 
Detail  darzustellen.  Zu  diesen  Ausnahmen  gehört  die  bereits 
erwähnte  Anomalie  in  der  Bewegung  des  Mercurperihels.  Die 
Formeln  (4),  (5)  und  (6)  geben  sämmtlich  eine  solche  Bewegung, 
deren  Betrag  sich  leicht  berechnen  lässt.  Die  Gonstanten  X  in 
diesen  Formeln  sind  von  vornherein  als  sehr  klein  anzunehmen. 
Setzt  man  noch  zur  Abkürzung  ä;'  (1  -f"  *^)  =  /^i  worin  k  die 
Gauss'sche  Constante,  m  die  Planetenmasse  und  1  die  Sonnen- 
masse bedeutet,  so  hat  man  in  Formel  (4)  (Neumann) 

anzunehmen  und  erhält  dann  für  die  im  Radiusvector  r  wirkende 
Componente  der  störenden  Kraft  genügend  genau 

Die  Formel  (5)  (Green)  giebt  für  B 

und  schliesslich  (6)  (Laplace) 

M  =  u  — 
r 

Die  Variationen  der  elliptischen  Bahnelemente:  e  Excen- 
tricität,  a  grosse  Halbaxe,  x  Länge  des  Perihels,  sind,  wenn  die 
wahre  Anomalie  v  an  Stelle  der  Zeit  t  als  unabhängige  Variable 
eingeführt  wird: 

de       Rr^  sin  V        1     da 2e  Rr*  sinv  dx 7?r*sint7 

dv  fi        ^      a     do         /*(1— e*^)    '         dv  ju 

189A.  Matli.-pliyB.  Cl.  3.  2G 
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Säculare  Glieder  treten  nur  in  %  auf.  Eine  höchst  ein&che 
Rechnung  ergiebt,  wenn  man  nur  die  erste  Potenz  Ton  e  mit- 
nimmt, schliesslich  auch  dv  ^=n'  At  setzt,  für  die  der  Zeit  A t 
entsprechende  säculare  Aenderang  Axi 

Neumann:       Ax  =  —^—  At  =  —^  ya  •  A t 
Green:  =  — —  J^  as -^  .  — /l  < 

Laplace:  =  -^—  zf  ^  =  -^  •  —  J  ^ 

Die  säcularen  Aenderungen  des  Perihels  sind  also  für  die 
einzelnen  Planeten  nach 

Neumann's  Formel  proportional  mit    y^ 


Green's 


Laplace's 


in)' 


VT 

Setzt  man  Ax  für  Mercur  zu  40'  im  Jahrhundert  an, 
welches  der  unerklärte  Theil  der  Perihelbewegung  dieses  Planeten 
ist,  so  wird  für 

Neumann       Green      Laplace  Newcomb 

Venus  55'  16'  29'  —8' ±37' 

Erde  64  10  25  6+8 

Mars  79  5  20  8+4 

Es  sind  in  dieser  Zusammenstellung  unter  , Newcomb'  die- 
jenigen Werthe  für  die  Perihelbewegungen  nebst  m.  Fehlern 
angeführt,  welche  Newcomb,  als  durch  die  Theorie  nicht  erklärt, 
empirisch  aus  den  Beobachtungen  abgeleitet  hat.  Diese  empi- 
rischen Gorrectionen  sind  durch  Neumann^s  Formel  gewiss  nicht, 
durch  die  Laplace^sche  nur  schwer,  durch  die  Green'sche  aber 
auffallend  gut  zu  erklären.  Trotzdem  wird  man  es  als  einen 
Zufall  betrachten  müssen,  dass  Green\s  Formel  sich  so  nahe  den 
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Beobachtungen  anschliesst.  Die  Bedenken  gegen  diese  Formel 
scheinen  mir  Ton  grösserem  Gewicht  zn  sein,  als  die  Ueber- 
einstimmang  der  angeführten  Zahlen.  Die  anomale  Perihel- 
bewegang  des  Mars,  welche  hauptsächlich  den  Ausschlag  giebt, 
erscheint  nicht  sicherer  constatirt,  als  andere  von  Newcomb 
gefundene  empirische  Glieder  u.  A.  in  dem  Knoten  der  Venus- 
bahn,  welche  durch  eine  Modification  des  Anziehungsgesetzes 
überhaupt  nicht  dargestellt  werden  können.  Es  ist  deshalb  nicht 
unwahrscheinlich,  dass  die  Bewegung  des  Perihels  des  Mercur, 
des  Mars  etc.  in  ganz  andern  und  näher  liegenden  Ursachen 
eine  Erklärung  finden  wird.  In  diesem  Falle  würden  also  vor- 
läufig überhaupt  im  Planetensystem  keine  Andeutungen  vorhanden 
sein,  welche  fBr  die  Nothwendigkeit  einer  Gorrectur  des  Newton- 
schen  Gesetzes  sprächen.  Da  diese  Nothwendigkeit  fBr  eine 
unbegrenzte  Anwendung  des  Grayitationsgesetzes  aber  durch  das 
Vorhergehende  nachgewiesen  ist,  würde  dies  nur  bedeuten,  dass 
das  Planetensystem  eine  viel  zu  geringe  Ausdehnung  besitzt, 
um  in  den  vorliegenden  Fragen  eine  Entscheidung  herbeiführen 
zu  können. 

IL 

Ich  gehe  nun,  wie  oben  angekündigt  worden  ist,  auf  die 
Frage  näher  ein,  ob  die  Anzahl  leuchtender  Massen  im  Univer- 
sum ebenfalls  als  unbegrenzt  gross  anzunehmen  sei  und  welche 
Folgerungen  hiermit  für  die  Helligkeit  des  Himmelsgrundes  ver- 
knüpft seien.  Im  Wesentlichen  haben  wir  es  also  mit  einem 
Gegenstande  zu  thun,  den  Olbers  in  einer  bekannten  und  viel 
citirten  Abhandlung^)  besprochen  hat. 

Olbers  sagt  a.  a.  0.:  .Sind  wirklich  im  ganzen  unend- 
lichen Räume  Sonnen  vorhanden,  sie  mögen  nun  in  ungefähr 
gleichen  Abständen  von  einander  oder  in  Milchstrassensystemen 
vertheilt  sein,  so  wird  ihre  Menge  unendlich  und  da  müsste  der 
ganze  Himmel  ebenso  hell  sein,  wie  die  Sonne.  Denn  jede 
Linie,   die   ich   mir  von  unserem  Auge   gezogen  denken  kann, 


^)  üeber  die  Durchsichtigkeit  des  Weltraums.    Astron.  Jahrbuch 
für  1826.    Olbers'  Werke  I,  S.  133—144. 

2G» 
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wird  nothwendig  auf  einen  Fixstern  treffen  und  da  müsste  ans 
jeder  Punkt  am  Himmel  Fixsternlicht,  also  Sonnenlicht,  zu- 
senden." Aehnliche  Betrachtungen  hat  übrigens,  me  W.  StruYe^) 
bemerkt  hat,  schon  viel  früher  der  Lausanner  Astronom  L.  de 
Gheseaux  ausgeführt.  Der  Gedankengang  von  Olbers  ist,  wenn 
die  gemachte  Voraussetzung  unendlich  vieler  leuchtender  Welt^ 
körper  zugegeben  wird,  ebensowenig  zu  beanstanden,  wie  die 
weitere  Folgerung,  dass  die  Annahme  einer  Schwächung  dee 
Lichtes  beim  Durchdringen  des  Raumes,  also  einer  Absorption, 
ähnlich  wie  sie  nicht  ganz  durchsichtige  Medien  ausüben,  alle 
Schwierigkeiten  beseitigt.  Dagegen  ist  die  gemachte  Voraus- 
setzung nicht  als  eine  nothwendige,  vielleicht  nicht  einmal  als 
eine  plausible  zuzulassen.  Wie  schon  oben  erwähnt  worden  ist, 
darf  nicht  ohneweiteres  die  im  Universum  enthaltene  Masse, 
welche  Gravitationskräfte  ausübt,  mit  dem  selbstleuchtenden 
Theil  derselben  identificirt  werden  und  wenn  wir  geneigt  sind 
die  erste  als  unendlich  gross  anzusehen,  so  folgt  hieraus  noch 
keineswegs,  dass  Gleiches  für  einen  Theil  derselben  gilt. 

Zuerst  soll  der  Ausdruck  für  die  mittlere  FlächenhelUgkeit 
des  Fixstemhimmels  abgeleitet  werden.  Derselbe  ergiebt  sich 
ohne  Mühe  aus  den  Betrachtungen,  die  ich  in  einem  verwickei- 
teren Falle^)  ausgeführt  habe.  Ein  irgendwo  im  Welträume 
gelegenes  leuchtendes  Flächenelement  de  möge  dem  Beobachter 
die  Lichtmenge  dq'  zusenden,  wenn  es  frei  läge.  Nun  kann 
es  aber  durch  davor  liegende  Weltkorper,  welche  hier  der 
Einfachheit  wegen  als  Kugeln  angenommen  werden  sollen, 
verdeckt  werden,  in  welchem  Falle  es  die  Lichtmenge  Null 
zusendet.  Im  Mittel  wird  de  also  eine  andere  Lichtmenge  dq 
dem  Beobachter  zusenden  und  es  wird  sein 

dq  =  dq'  •  u? 

wo  w  die  Wahrscheinlichkeit  dafür  ist,  dass  das  Element  de 
von  keiner  davorstehenden  Kugel  verdeckt  erscheint.   Man  kann 


^)  liltudes  d'AHtronomie  stellaire  pg.  84. 

*)  Theorie  der  Beleuchtung  staubförmiger  kosmischer  Massen.  Ab 
haiullungen  der  Müiichener  Akademie  der  W.    Band  XVIII,  1893. 
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w  auch  als  einen  echten  Bruch  bezeichnen,  der  den  aufzu- 
suchenden Mittel werth  charakterisirt.  Es  mögen  nun  im 
ganzen  Weltraum,  den  wir  uns  zunächst  als  einen  irgendwie 
begrenzten  endlichen  Raum  P  Torstellen,  N^  Kugeln  mit  dem 
Radius  ^^ ,  N^  Kugeln  mit  dem  Radius  q^  etc.,  JV»  Kugeln  mit 
dem  Radius  ^»  vorkommen.  Bezeichnet  dann  allgemein  Wm  die 
Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  keine  Verdeckung  durch  eine 
Kugel  mit  dem  Radius  Qm  eintritt,  so  ist: 

Die  Oberfläche  jeder  leuchtenden  Kugel  kann  man  sich  aus 

solchen  Elementen  de  zusammengesetzt  denken.   Ist  also  q^  die 

ursprüngliche,   ungeschwächte  Lichtquantität  einer  leuchtenden 

Kugel  Yom    Radius   ^m,    so   wird    eine   solche    im    Mittel    die 

Lichtmenge 

q  =  qm'W  (!) 

zusenden,  falls  nur  die  Qm  genügend  klein  gedacht  werden. 
Bezeichnet  Jm  die  mittlere  Leuchtkraft  (Lichtmenge,  welche  bei 
senkrechter  Emanation  ein  Oberflächenelement  1  einem  Beob- 
achter in  der  Entfernung  1  zusendet)  einer  Kugel  Km  vom 
Radius  Qm,  r  ihre  Entfernung  vom  Beobachter,  so  ist: 

q«=J.^'^  (2) 

Jm  kann  natürlich  auch  gleich  Null  sein,  was  für  einen 
dunklen  Körper  zutrifft,  w^^  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
der  Mittelpunkt  von  Km  irgendwo  im  Räume  P  liegt,  nur 
nicht  innerhalb  eines  geraden  Kreiscylinders  Gm  mit  dem  Ra- 
dius ^a»,  dessen  Axe  vom  Beobachter  bis  zum  Weltkörper  reicht. 
Man  darf  nun  annehmen,  dass  die  Weltkörper  sehr  sparsam 
im  Räume  vertheilt  sind.  Dann  wird  sich  tOm  leicht  und  genau 
genug  angeben  lassen.  Bezeichnet  dx  ein  Volumelement  und 
q>m  eine  Function  der  Raumcoordinaten ,  welche  die  relative 
Häufigkeit  des  Vorkommens  der  Kugeln  Km  in  den  einzelnen 
Raumtheilen  angiebt,  so  wird: 

t(;„.  =  (l^X„,)''-  (3) 
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Hierbei  ist: 

Xm  =  -^-'y         Ym  =    \  fPm  dt;  ^^  "^  J  Tm  d 


Cm  P 


Das  Integral  Ym  ist  auf  den  Cylinderraum  d»,  Z«  aaf 
den  ganzen  Raum  F  auszudehnen.  Bezeichnet  d(o  die  OeflPhung 
eines  Kegels,  dessen  Spitze  im  Beobachter  liegt,  so  wird 
dr  :=r^  dcodr.     In  diesem  Elemente  befinden  sich 

^'(pmr^dcodr 

^m 

Kugeln  vom  Radius  Qm^  die  dem  Beobachter  zugesandte  Licht* 
menge  wird  also  sein 

"*y\  N,n~^'qmißr*d(o  dr  (4) 

Integrirt  man  in  Bezug  auf  r  von  r  =  0  bis  r  =  ü,  wo 
jR  der  Grenze  des  Raumes  F  entspricht,  und  dividirt  durch  diOy 
so  erhält  man  die  mittlere  Flächenhelligkeit  in  der  Richtung, 
deren  Richtungswinkel  in  der  Funktion  tp^  vorkommen.  Die 
mittlere  Helligkeit  des  ganzen  Himmels  ergiebt  sich,  wenn  man 
(4)  ausser  nach  r  auch  noch  in  Bezug  auf  do)  integrirt  und 
zwar  über  die  ganze  Fläche  S  der  Einheitskugel  und  durch  4;r 
dividirt.     Es  ist  also: 

*  '  iS^'^S^''  «»S  ^-  |"*./»..öA(i-x,f Hi-:2r,  A..(i-z./*  (i) 

S         0  ^  "• 

Man  wird  nun,  um  für  die  Ausrechnung  geeignetere  Aus- 
drücke, die  jedenfalls  genau  genug  sind,  zu  erhalten,  zu  berück- 
sichtigen haben,  dass  Xm  überaus  klein  ist.     Dann  ist 

(1— Z«,/«— c~^"^- 
und  wenn  dies  eingeführt  wird: 

f^  =  2"^^^"-'Q!^J  d(ojdr'ip^Jn.e      >       "^^      (U) 


1 


s  0 
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Diese  Formel  soll  zuerst  auf  den  einfachsten  Fall  ange«- 
wendet  werden,  in  welchem  eine  gleichmässige  Vertheilung  der 
Kugeln  im  Räume  stattfindet.  Man  hat  dann  9?^  =  1  zu  setzen. 
Ferner  wird 

Den  Raum  F  kann  man  in  beliebiger  Weise  begrenzt  an- 
nehmen und  diese  Begrenzung  ins  Unendliche  wachsen  lassen. 
Eß  werde  für  P  eine  Kugel  mit  dem  Radius  R  angenommen, 
also: 

Z^  =  ^nR^ 
Die  Formel  (II)  wird  hierdurch: 

R 


0  1  8 


CO 


Die  mittlere  Flächenhelligkeit  J  der  Kugeln  wird  man  de- 
finiren  können: 


=  -f 


Ks  wird  also: 

0 

Setzt  man  demnach : 
SO  wird  schliesslich : 

r 

h=  [j-e-^dx  (5) 

0 

Führt  man  einen  gewissen  mittleren  Radius  o^  ein: 
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so  liegt  Qq  zwischen  dem  grossten  und  kleinsten  Qm*  Bs  sei 
das  Gesammtvolamen  aller  im  Raum  P  enthaltenen  Kugeln  JT, 
also : 


K 
P 


so  kann  man  übersichtlicher  schreiben: 


^-m:.-  ^-m 


R 

Qo 


Wenn  demnach,  wie  im  ersten  Abschnitte  dieser  Abhand- 
lung angenommen  worden  ist,  die  Masse  im  Welträume  mit 
endlicher,  wenn  auch  noch  so  kleiner  Dichtigkeit  yertheilt  ist, 

so  wird  -p    endlich    sein    und    man   wird   F  durch    Vergrös- 

serung  von  B  beliebig  gross  machen  können.  F  ist  also  filr 
das  ganze  Universum  oo  zu  setzen.  Wäre  nun  J  unabhängig 
von  >l,  so  wäre  h  ^=  J  und  hierin  ist  im  Wesentlichen  das 
Resultat  von  Olbers  enthalten.  Im  allgemeinen  Falle  kann  mau 
eine  llhnliche  Reduction  ausführen.  Bezeichnet  «/*,.,  den  Mittel- 
werth  der  einzelnen  J^  in  der  Richtung  o), 


CO 


J..  = 


2  Nfn  Qm  Jm^m*  ly- 


^  NmQm'  (pm'    ^ 

SO  wird  nach  (II) 

S  0 

Man  wird  mit  derselben  Genauigkeit,  mit  der  die  Gleichung  (1) 
gilt,  setzen  können: 


r 

m  =  ^i  ^  •    I  <Pm 

0 


(7r 


Ä  Seeliger:  üeber  das  Newton'sche  Gratiiationsgesetz,        395 
Setzt  man  also : 


K 


0  0 


SO  wird 


h   =    l-^^'^'^^m  •  <^*  •  d:C  (III) 

S  0 

Hier  ist  es  vielleicht  übersichtlicher,  die  mittlere  Flächen- 
helligkeit hfo  in  einer  bestimmten  Richtung  anzugeben: 

r 

h(o  =/«/«>  -e-*  dx  (Illa) 

Es  ist  dies  genau  die  Formel  (5).  Auch  in  diesem  allge- 
meinen Fall  lässt  sich  zeigen,  dass  F  mit  R  in^s  Unendliche 
wächst,  wenn  die  in  der  gewählten  Richtung  gleichmässig  yer- 
theilte  Masse  eine  endliche  Dichtigkeit  hat. 

Die   Anzahl  v^  der  Kugeln  Km  in   der   Volumeinheit   ist 

Nennt  man  n  die  Anzahl  aller  Kugeln  in  der  Volum- 
einheit, also 

w  =  r,  -f-  . . .  +  y„ 

so  wird,   wenn  ^^  ein  gewisser  Mittelwerth   aller   q^  bedeutet, 
gesetzt  werden  können  : 

1 

2  N'm  Qm  <Pm  •  -^-    =    -2*  V^  Qm    =    «  qI 

Hiermit  hat  man 

R 


=  ji  \n  gl  d 

0 


396        Sitzung  der  m(U/^.-2%«.  Glosse  vom  7.  November  1896. 

Bezeichnet  man  mit  M  (n  gl)  den  arithmetischen  Mittel- 
werth,  so  ist 

r  =  TiRMingl) 

Aus  dieser  Formel  ergiebt  sich  der  ausgesprochene  Satz 
von  selbst. 

Es  ist  unmöglich,  h  bis  auf  unendlich  kleine  Grossen  genaa 
durch  die  Beobachtungen  festzustellen.  Da  weiter  J<o  nur  end- 
liche Werthe  annehmen  kann,  wird  man  die  beobachteten  h<o 
durch  endliche  Werthe  von  F  beliebig  genau  darstellen  können. 
Was  hier  von  der  Helligkeit  des  Himmelsgrundes  gesagt  worden 
ist,  gilt  auch  allgemeiner.  Infolge  der  perspectivischen  Ver* 
deckung  der  Weltkörper  durch  die  davorstehenden  wird  nur 
ein  endlicher  Raum  unseren  Wahrnehmungen  zugänglich  sein 
und  seine  Dimensionen  werden  thatsächlich  wesentlich  be- 
schränkt werden  u.  A.  durch  die  Nebelmassen,  die  uns  allent- 
halben zu  umgeben  scheinen  und  die  Aussicht  hemmen. 

lieber  die  Vertheilung  der  Fixsterne  im  Räume  wissen  wir 
noch  so  wenig,  dass  wir  uns,  um  durch  ein  Beispiel  einen 
üeberblick  über  mögliche  Zahlenwerthe  zu  erhalten,  an  die 
Formel  (5)  halten  können,  die  ausserdem  dieselbe  Gestalt  hat 
wie  (lUa). 

Zuerst  soll  noch  auf  die  —  Olbers^sche  —  Absorption  des 
Lichtes  im  Weltraum  Rücksicht  genonunen  werden.  Dies  ge- 
schieht,  wie  man  sofort  übersieht,   wenn  man  in  der  Formel 

statt  Jm'* 

setzt,  wo  X  den  hypothetischen  Absorptionscoefficienten  bedeutet. 
Die  Formel  (5)  wird  dadurch 


^Cj.-('-^^P-eJ\K^^  (6) 

0 


=IJ 


Nimmt   man  beispielsweise   J  unabhängig  von  r  an,  so 
wird  für  2?  =  00 
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Zahlenmassige  Ausrechnongen  von  (7)  können,  bei  der 
absoluten  ünkenntniss  über  die  mittleren  Werthe  der  Leucht- 
kraft, Massen,  Grössen  und  Entfernungen,  selbst  der  uns  nächsten 
Massen  des  Universums,  nur  ganz  beiläufig  und  auf  mehr  oder 
weniger  willkürlichen  Annahmen  beruhend  ausgeführt  werden. 
Es  kann  sich  eigentlich  nur  darum  handeln,  die  Grössen- 
Ordnungen  der  verschiedenen  Grössen  festzustellen.  Als  Einheit 
der  Entfernung  werde  die  eines  Sternes  mit  der  Parallaxe  0r2 
angenommen  und  kurz  Siriusweite  genannt.  Die  mittlere 
Parallaxe  der  Sterne  6.  Grösse  soll,  unter  bekannten  Voraus- 
setzungen, zu  0r02  angenommen  werden.  Bis  zu  dieser  Ent- 
fernung B  sollen  6000  Sterne  in  nahezu  gleichmässiger  Ver- 
theilung  vorkommen,  q^  soll  das  Doppelte  des  Sonnendurch- 
messers sein.     Es  ist  dann  bis  zu  dieser  Entfernung 

IJ  =  3.10-»* 

Die  Absorption  des  Lichtes  im  Welträume  möge  in  der 
Siriusweite  O.P/o  betragen.  Es  ist  also  i  =  10"';  femer 
Q^  =  0.9x  10*"®;  Xqq  =  0.9x  10"*".  Wenn  nun  dieselbe  gleich- 
massige  Dichtigkeit  in  der  Vertheilung  der  Himmelskörper  im 
ganzen  unendlichen  Räume  angenommen  wird,  so  ist  nach  (7) 

h  =  J.  3.3  X  10-18 

Die  Flächenhelligkeit  des  Mondes  ist  etwa  1 :  600000  der- 
jenigen der  Sonne.  Die  Helligkeit  des  Himmelsgrundes  bei  Vollmond 
soll  nach  Olbers^)  ungefähr  =  1 :  100000  der  des  Vollmondes 
sein  —  eine  Angabe,  die  ich  nicht  zu  controliren  vermag.  Be- 
zeichnet Je  diese  Helligkeit  und  setzt  man  J  =  y '  Jqi  wo  Jq 
die  Sonnenhelligkeit  ist,  so  wird 

h  =  {^.  J„  (8) 


1)  a.  a.  0.  Werke  S.  139. 


00 

- 
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Jedenfalls  dürfte  dieses  Beispiel  zeigen,  dass  in  der  Thai 
die  Absorption  ausreicht,  um  die  geringe  mittlere  Helligkeit 
des  Fixsternhimmels  zu  erklären  und  zwar  auch  dann,  wenn 
die  Anzahl  der  leuchtenden  Massen  mit  der  Kaumausdehnung 
in*s  Unendliche  wächst.  Es  ergiebt  sich  aber  auch,  dass  dies 
nur  stattfindet,  wenn  der  Absorptionscoefficient  eine  gewisse 
Grosse   überschreitet,   so    wird   nach   Formel   (7)   h   nur  dann 

3  R 

gegen  J  sehr  klein,  wenn  Xqq  sehr  gross  gegen  j  p  ist.    Femer 

ist  klar,  dass  die  Annahme  der  Absorption  keine  nothwendige 
Annahme  ist,  denn  dasselbe  Resultat  wird  erreicht,  wenn  ein 
gewisser  Mittel  wer  th  von  J  einen  bestimmten  kleinen  Werib 
nicht  überschreitet.     Betrachten  wir  z.  B.  die  Formel  (5) 

Gp 

u 

so  kann  man  h  durch  vielerlei  Annahmen  über  J  sehr  klein 
machen.  Der  einfachste  dieser  Fälle  ist  der,  dass  J  im  Mittel 
überall  sehr  klein  ist.  Es  würde  dies  aussagen,  dass  überall 
im  Räume  noch  sehr  viele  dunkle  oder  sehr  wenig  leuchtende 
Weltkorper  vorkommen,  wobei  man  indessen  sehr  weite  Strecken 
in  unserer  Umgebung  oder  auch  in  andern  Theilen  des  Uni- 
versums ausnehmen  kann.  Mit  den  obigen  Zahlen  ergiebt  sich 
z.  B.  für  die  Helligkeit  des  Himmels,  wenn  hierzu  alle  Welt- 
körper in  der  angenommenen  Vertheilungsdichtigkeit  bis  zu 
einer  Entfernung  von  r  Siriusweiten  beitragen : 

«1 
h  =  fcT^.  e-^  dx\     x^  =  3.3  X  10-^«  •  r 

0 

Bei  constantem  J  und  wenn  r  nicht  allzu  gross  ist,  wird  also: 

Ä  =  3.3  X  10-^«  •  r  .  cT" 

Wenn  demnach  r  =  1000  gesetzt  wird,  erhalt  man  erst 
dieselbe  Zahl  wie  in  (8).  Aus  solchen  Ueberlegungen  folgt, 
dass  man  nur  anzunehmen  braucht,  die  Leuchtkraft  der  Welt- 
körper sei  erst  in  ganz  enormen  Entfernungen  im  Mittel  klein. 
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Diese  letztere  AnDahnie  genügt  ferner  für  endliche  Strecken, 
denn  wie  sich  die  mittlere  Leuchtkraft  in  sehr  grossen  r  ent- 
sprechenden Entfernungen  gestaltet,  ist  wiederum,  wegen  des 
Factors  6~^  ganz  gleichgültig.  Dergleichen  Annahmen  scheinen 
mir  aber  nicht  nur  durchaus  zulässig  zu  sein,  sondern  sogar 
den  Vorzug  vor  andern  zu  besitzen. 

Die  Zeit,  während  der  ein  Fixstern  sich  in  einem  Zustand 
befindet,  in  welchem  er  optisch  oder  photographisch  wirksame 
Strahlen  aussendet,  haben  wir  jedenfalls  als  überaus  kurz  an- 
zusehen gegenüber  der  Zeit,  während  der  er  sich  in  diesem 
Zustande  nicht  befindet.  Wären  die  in  den  verschiedensten 
Stadien  der  Entwicklung  befindlichen  Weltkörper  nach  dem 
Zufall  im  Weltraum  vertheilt,  so  mfisste  demnach  ihre  mittlere 
Helligkeit  in  jedem  Raumtheile  eine  sehr  geringe  sein.  Diese 
zufallige  Vertheilung  anzunehmen,  wird  man  indessen  mit 
Recht  bedenklich  finden,  obgleich  nicht  zu  übersehen  ist,  dass 
die  Leuchtkraft  zu  einer  bestimmten  Zeit  wesentlich,  auch  bei 
Annahme  eines  gleichzeitigen  Beginnes  der  Entwicklung,  von 
der  Grosse,  Wärmeleitungsfahigkeit  und  anderen  physikalischen 
Eigenschaften  der  einzelnen  Körper  abhängig  sein  muss,  wie 
denn  z.  B.  kleinere  Körper  im  Allgemeinen  rascher  erkalten 
als  grössere.  Es  sprechen  aber  mannigfache  Erfahrungen  dafür, 
dass  sehr  verschieden  grosse  Massen  in  unserer  Nähe  als  Fix- 
sterne leuchten.  Eine  Schwierigkeit,  selbst  für  die  uns  nächsten 
Tfaeile  des  Raumes  anzunehmen,  dass  hier  die  Anzahl  der 
dunklen  Sterne  die  der  leuchtenden  bei  weitem  überwiegt, 
kann  deshalb  wohl  kaum  bestehen.  Indessen  ist  dies  gar  nicht 
nothig.  Der  Entwicklungszustand  des  Weltkörpers  wird  als 
eine  Function  des  Ortes  und  der  Zeit  zu  betrachten  sein.  Die 
verschiedenen  Raumtheile  werden  sich  demnach  zu  einer  be- 
stimmten Zeit  in  sehr  verschiedenen  Zuständen  befinden  und 
nach  dem  früheren  werden  wir  annehmen  müssen,  dass  die 
überwiegende  Anzahl  dieser  Zustände  dem  Leuchten  nicht 
günstig  ist.  Hierzu  kommt  noch  die  Berücksichtigung  der  Licht- 
zeit, d.  h.  der  Zeit,  die  das  Licht  braucht  um  von  den  Himmels- 
körpern  zu   uns   zu   gelangen.     Für   sehr   entfernte   Regionen 
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kommen  dann  Zeiten  in  Betracht,  die  auch  in  der  Entwicklangs- 
geschichte  der  Weltkörper  nicht  zu  vernachlässigen  sind.  In- 
dessen ist  leicht  einzusehen,  dass  das  Resultat  der  angestellt»! 
Betrachtungen  hierdurch  im  Wesentlichen  ungeandert  bleibt 
Wie  man  auch  diese  üeberlegungen  im  Einzelnen  weiter 
ausführen  oder  auch  umgestalten  mag,  jedenfalls  dfirfte  aus 
ihnen  hervorgehen,  dass  die  Thatsache  des  wenig  hellen  Himmels- 
grundes keineswegs  mit  Nothwendigkeit  auf  eine  Absorp- 
tion des  Lichtes  im  Welträume,  im  Sinne  von  Olbers,  hinweist 


401 


Die  analytische  Fortsetzung  derjenigen  Functionen, 
welche  das  Innere  eines  Kegelschnittes  conform  auf 

die  Halbebene  abbilden. 

Von  F.  Llndemann« 

Für  Ellipse  und  Parabel  sind  von  Schwarz  zaerst  die- 
jenigen Formeln  mitgetheilt,  welche  den  innerhalb  ^)  oder  ausser- 
halb^) einer  solchen  Gurre  gelegenen  Theil  der  Ebene  conform 
auf  den  Einheitskreis  abbilden.  Für  die  Hyperbel  habe  ich 
die  entsprechenden  Gleichungen  hinzugefügt.')  Im  Folgenden 
soll  es  unsere  Aufgabe  sein,  die  hierdurch  definirten  Abbildungen 
in  ihrer  Bedeutung  für  die  ganze  Ebene  sowohl  der  einen 
als  der  anderen  Variabeln  zu  verfolgen.  Dabei  leite  ich  die 
Schwarz'schen  Formeln  von  neuem  ab  aaf  Grund  eines  allge- 
meinen Ansatzes,  den  ich  früher  für  eine  gewisse  Klasse  der- 
artiger Probleme*)  gegeben  habe. 


*)  Ueber  eiaige  Abbildungsaufgaben,  1869,  Crelle's  Journal,  Bd.  70, 
und  Annali  di  mathematica,  Ser.  2,  Bd.  8.  Gesammelte  Abhandlungen, 
Bd   2,  S.  77  und  102. 

^)  Ueber  einen  Grenzübergang  durch  altemirendes  Verfahren,  1870. 
Yierte^ahrsBcbrift  der  naturforachenden  Gesellschaft  in  Zürich,  Bd.  16. 
Ges.  Abhandlungen,  Bd.  2,  S.  141. 

')  Sitzungsberichte  der  kgl.  bayer.  Akademie,  math.-phys.  Klasse, 
1895,  Bd.  25  (und  schon  früher  in  meinen  Vorlesungen). 

*)  Physikal.-Ökonomische  Gesellschaft  zu  Königsberg  i.  Pr.  Sitzungs- 
berichte vom  7.  Juni  1894. 
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I.   Ellipse. 

1.  Wir  setzen  jBr==a:  +  »y,  jerj==x — iy,  Z=X+fF. 
Ist  dann  /"(fr,  jg^)  =  0  die  Gleichung  der  Ellipse  in  der  jer-Ebene, 
so  wird  nach  meinem  früheren  Ansatz  die  Abbildung  des  Innern 
derselben  auf  die  obere  Halbebene  (F>  0)  der  Z-Ebene  darcb 
die  Formel 

(l)    C^^  =cA  ^^    ^_     ^  +  C' 

J-l^        'J  V(Z-A){Z-B){Z-A^){Z-B,) 

vermittelt.  Hier  bedeuten  C  und  Cf  Constante;  A  und  B  sind 
diejenigen  Punkte  der  oberen  Halbebene,  welche  den  Brenn- 
punkten der  Ellipse  zugeordnet  sind;  A^  und  B^  sind  die  con- 
jugirten  Funkte.  Liegen  die  Brennpunkte  der  Ellipse  in  den 
Punkten  J^  1»  ^^^  setzen  wir  A^^i^  B  =  a  -{•  iß,  wo  /?>  0, 
so  geht  die  Gleichung  (1)  über  in: 

Durch  die  Substitation 

a  +  iß  —  i    Z+i'                    a*  +  (/*+l)» 
wird  das  Integral  der  rechten  Seite  von  (2)  gleich 
2 c dt 

Die  Oleichung  (1)  erscheint  daher  in  der  Form 
^^^        ZTi  ^  »  +  iß  +  i  *"  ^^  arcsin  #  +  y  ), 

• 

worin  die  Constanten  y  und  /  noch  näher  zu  bestimmen  sind. 
Nun  soll  für  ^  =  1 1  also  arcsin  ir  ==    - 1  Z=  t  und  für  ^  *=  —  1 

(  also  aresin  ^  =  —       \  Zi=  a  -{-  iß  werden;  folglich: 
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yy +  /  =  o,      "-y-2-  +  /  =  -t  ^» 

wenn  K  das  ganze  elliptische  Integral  erster  Gattung  bezeichnet. 
Wählen  wir  das  untere  Zeichen,  so  ist  schliesslich  die  ver- 
langte Abbildung  durch  die  Formel 

m      ^—^        a-\-iß^i                [^         '            K 
(4)       ^       .  =  — ■    .^  ,    .  sm*  am  1  —  arcsin  s ^- 

dargestellt.*) 

Dem  Brennpunkte  0=^1  haben  wir  den  Punkt  Z=^i  will- 
kürlich zugeordnet;  die  Abbildung  wird  daher  völlig  bestimmt, 
wenn  wir  noch  einem  Punkte  des  Randes  der  Ellipse  einen 
Punkt  der  reellen  Aze  zuordnen.  Sei  a  die  halbe  grosse  Axe 
der  Ellipse  und  js  ^==a  der  Scheitel,  so  möge  diesem  der  Punkt' 
X  =  ^,  F=5  0  entsprechen;  dann  sind  die  Constanten  a  und  ß 
aus  der  Gleichung 

...      A—i        a  +  iß-i    .  ^        fK        .  K 

(5) =s  — - — r sin    am  I  —  arcsm  a 

^^      A^i        a  +  iß+i  «*"i^^^   i»u,i    u         2 

zu  ermitteln. 

Um  die  Symmetrie  der  Ellipse  gegen  ihre  beiden  Axen 
auch  im  Bilde  hervortreten  zu  lassen,  empfiehlt  es  sich,  dem 
Punkte  Ä  eine  specielle  Lage  zu  geben.  Wir  wählen  -4  =  0; 
dann  ist  nach  (5)  auch  a  =  0,  und  wir  erhalten 


K  K 

am  I  —  arcsin  a  — - 

71  2 


Ferner  gibt  die  Formel  sin  am  1  —^  1  =  ( --p=- 1  das  Resultat: 
(7)      --  arcsin  a  -  -y ^,         a  =  cosin  I -^^ 


(8) 


Aus  (4)  erhalten  wir  sonach  für  a  =  0: 

K 


-,=-j — r  =  +  Ä  Sin*  am  1  — 


arcsin  z  — 


^)  Vgl.  Schwarz  a.  a.  0. 

1896.  M»th.-phy».  Cl.  3.  27 
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Wir  wählen  für  das  Folgende  das  untere  Zeichen. 

Ist  die  Ellipse  gegeben,   so    wird  mittelst  (7)    das 

iK' 
Perioden-Verhältniss  — =-  aus  der  halben  grossen  Axe 

berechnet;  dann  ist  Jc^  bekannt,  und  ans  (6)  findet  man 
den  Punkt /?i,  welcher  dem  Brennpunkte  — 1  entspricht. 

3.  Ist  s  reell,  so  muss  nach  (8)  Z  rein  imaginär  sein, 
d.  h.  der  grossen  Hauptaxe  der  Ellipse  entspricht  die 
r-Axe. 

Vertauschen  wir  i  mit  — t,  so  ergibt  sich  aus  (8): 

(8a)  -7F-^—r  =  *  sin*  am  {  —  arcsm  a. ^ ) . 

Z^  —  %  \7i  '         2  / 

Längs  der  kleinen  Hauptaxe  der  Ellipse  ist  j  -|-  xr,  =  0^  also 
siu*  am   —  arcsm  s, tt-  1  =  sm*  am    —  arcsm  z  +  -- - ) 

1  —  sm*  am  ( —  arcsm  0 ^  I 


1  —  li^  sin*  am  (      aresin  js; ^  1 


Setzt  man  dies  in  (8a)  ein,  so  ergibt  sich: 

also  die  Gleichung  eines  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  im  Anfangs- 
punkte liegt.  In  bekannter  Weise  vorgenommene  ^Spiege- 
lungen*  an  diesem  Kreise  und  an  der  Axe  X==^0  ent- 
sprechen in  der  Halbebene  F>0  den  Symmetrie-Be- 
ziehungen der  Ellipse  gegen  ihre  Hauptaxen. 

3.  Es  handelt  sich  jetzt  darum,  dasjenige  Gebiet  der 
xr-Ebene  zu  bestimmen,  welches  der  unteren  Halbebene  (F<0) 
der  -Z-Ebene  entspricht.  lieber  der  jer-Ebene  denken  wir  uns 
diejenige  zweiblättrige  Riemann'sche  Fläche  constrnirt,  welche 
die  Werthe  von  0^  darstellt,  wenn  £  und  0^  mit  einander  durch 
die  Gleichung  der  Ellipse  verbunden  sind.  Die  Fläche  hat 
zwei  Verzweigiingspunkte,   und  zwar  in  den  Brennpunkten  der 
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Ellipse.  Längs  der  letzteren  ist  einer  der  beiden  zu  £f  gehörigen 
Werthe  von  ^,  gleieb  x  —  iy,  wenn  a^ss  x  -^  iy  gesetzt  wird. 
Das  Blatt  der  Fläche,  in  dem  dies  zutrifft,  und  in  dem  wir 
uns  den  reellen  Zug  der  Ellipse  gelegen  denken,  bezeichnen 
wir  als  das  untere  Blatt.  Nur  in  diesem  unteren  Blatte  und 
längs  des  reellen  Zuges  der  Ellipse  ist  daher  z^  zu  ß  conjugirt, 
sonst  bezeichnet  jg^  andere  compleze  Zahlen  definirt  durch  die 
Gleichung  der  Ellipse: 


(10) 


''(^)-«'(^*="'''. 


wobei  a*  —  ft*  =  1  sein  mag. 

Im  Innern  der  Ellipse  ist  die  Beziehung  zwischen  £f  und  Z 
eindeutig.  Denjenigen  Theilen  der  beiden  Blätter  unserer 
Fläche,  welche  im  Innern  der  Ellipse  liegen,  entsprechen  daher 
über  der  Halbebene  Y>0  zwei  einander  congruente  und  über 
einander  liegende  Blätter  einer  neuen  Riemann^schen  Fläche, 
welche  mit  einander  durch  die  beiden  (den  Brennpunkten  ent- 
sprechenden) Verzweigungspunkte  i  und  a  -f-  iß  verbunden  sind, 
und  welche  durch  die  reelle  Axe  begrenzt  werden.  Dem  reellen 
Zuge  der  Ellipse  (im  unteren  Blatte  der  ersten  Fläche)  möge 
die  Äxe  Y=  0  entsprechen,  insofern  sie  im  unteren  Blatte  der 
neuen  Fläche  gedacht  wird;  der  im  oberen  Blatte  der  ersten 
Fläche  genau  über  der  gegebenen  Ellipse  liegenden  Ellipse  ent- 
spricht dann  die  reelle  Axe  IT  =  0,  insofern  sie  das  obere  Blatt 
der  neuen  Riem  an  naschen  Fläche  begrenzt. 

Ueberschreitet  nun  Z  im  unteren  Blatte  die  reelle  Axe, 
so  überschreitet  a  die  gegebene  Ellipse.  Ueber  der  Halbebene 
F<  0  breiten  wir  eine  aus  zwei  Blättern  bestehende  Riemann^sche 
Fläche  aus,  welche  längs  der  Axe  Y=0  im  unteren  Blatte 
stetig  mit  der  soeben  besprochenen  Fläche  zusammenhängt,  und 
deren  Blätter  durch  die  Verzweigungspunkte  — i  und  a  —  iß 
mit  einander  verbunden  sind.  Das  obere  Blatt  derselben  wird 
wieder  durch  die  reelle  Axe  Y=0  begrenzt,  hängt  hier  aber 
in  keiner  Weise  mit  dem  oberen  Blatte  der  über  der  Halbebene 
l'^>  0  soeben  construirten  Fläche  zusammen.    Was  entspricht 


27* 
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nun  dieser  über  der  Halbebene  F<0  construirteu 
zweiblättrigen  Fläche  in  der  Ebene  der  Variabein  £ 
oder  besser:  in  der  über  dieser  Ebene  vermöge  der 
Gleichung  (10)  zu  construirenden  Fläche? 

4.  Wir  setzen 

(11)  u  -\-  iv  =  aresin  (x  +  iy) 

oder: 


—  V  V  —V 


x  =  sin  u jr ,         y  =a  cosin  « 


2        ' 

so  dass  ein  System  confocaler  Ellipsen  und  Hyperbeln  mit  den 
Brennpunkten  ^  1  durch  die  Gleichungen 

4  a!*         ■  4y* 


(12)  .,.-„,  +V7-^xr  =  ^ 


(13)  -^-      ^—  =  1 

^  sm*  w         cos*  M 

in  bekannter  Weise  dargestellt  wird.     Für  reelle  Werthe   von 
Z  ist  andererseits  nach  (6)  und  (7) : 

=  Ä*  sin*  am  (  —  (m  +  i  v) ^ )  •  sin*  am  (  —  (m  —  t  v) ^  j  • 


=  k 


1  —  Ä:*  sin*  am  ( — -u -\  sin*  am  i- — vi    j 


Damit  diese  Relation  erfüllt  sei,  muss 

gesetzt  werden,   unter  n  eine  ganze  Zahl   verstanden;   denn  es 
ist  in  der  Tbat 

iK'\         i 
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Vermöge  der  Gleichung  (7)  werden  also  der  reellen 
Axe  Y=i  0  unendlich  viele,  einander  confocale  Ellipsen 
des  Systems  (12)  zugeordnet,  deren  Parameter  v  durch 
(14)  gegeben  sind. 

Im  Innern  der  gegebenen  Ellipse  (10)  kann  keine  andere 
liegen,  deren  Parameter  v  durch  (11)  gegeben  wird.  Mit 
wachsendem  v  wächst  auch  die  grosse  Axe  der  betreffenden 
Ellipse  (12),  Der  zu  (10)  gehörige  Parameterwerth  v^ 
wird  also  aus  (14)  für  n^O  gefunden: 


%Tt 


(15)  Vo  =  -2-^  =  i-arcsina—    ^  , 

denn    es    genügt,    positive    Werthe    von    v    in    Betracht    zu 
ziehen. 

Tritt  nun  Z  aus  der  oberen  Halbebene  über  die  X-Axe  in 
die  untere  Halbebene  ein,  so  überschreitet  js  die  gegebene 
Ellipse;  und  der  zweiblättrigen  Fläche,  welche  über  der  unteren 
Halbebene  construirt  wurde,  entspricht  der  ringförmige  Fiächen- 
raum  zwischen  der  gegebenen  Ellipse  mit  dem  Parameter  r^ 
und  der  Ellipse  mit  dem  Parameter 

SK'tt 

Zwei  Punkte  dieses  Ringes  sind  dadurch  ausgezeichnet,  dass 
sie  den  Verzweigangspunkten  — i  und  —  ßi  jener  Fläche  ent- 
sprechen; es  sind  die  Punkte  Cj  und  c^,  wobei  nach  (8): 

—  arcsm  e, —  =  iKy 

n  *         2 

also: 

nß\  •    (i^'^    i    ^\  '    (iK'7i\ 

(16)  fij  =  sm  l  — ^  "^  2  /  ^  ^^^^"  V~^  j 

und 

—      ==  Ä  sin*  am    —  arcsin  «« 


\  —  ß        k  \7t 


'2 
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Berücksichtigt  man  (6)  und  die  Relation 


sin  am  {K  -{-  i  K')  =  -,- , 


so  folgt  hieraus: 

—  aresin  «, ^  =s  /iT  +  t  K\ 

oder: 

(17)  «j  =  sin  I  —  +  -^^  )  =  —  «»»n  ( -jf  -  )• 

Die  Punkte  e^  und  e^  liegen  auf  der  reellen  Axe,  sym- 
metrisch zum  Mittelpunkt  der  Ellipse. 

üeberschreitet  nun  z  den  äusseren  Rand  des  elliptischen 
Ringes,  so  tritt  Z  wieder  in  die  obere  Halbebene  (F>  0)  ein. 
Letztere  ist  mit  zwei  Blättern  von  Neuem  fiberdeckt  zu  denken, 
die  mit  einander  in  den  Punkten  i  und  ßi  verzweigt  sind,  mit 
den  zuerst  betrachteten  Blättern  aber  nicht  zusammenhängen. 
Diesen  beiden  Blättern  entspricht  in  der  ^r-IDbene  wieder  ein 
elliptischer  Ring,  begrenzt  durch  die  Ellipsen 

SJfVt        ^  9iK'n 

In  diesem  Ringe  liegen  die  beiden  Punkte 


h 


=  cosm  ( — ^ — 1 ,         C4  =  —  cosm  I — ^ — j , 


welche  den  Punkten  t  und  ßi  zugeordnet  sind,  u.  s.  f.  Es 
ergeben  sich  über  der  Halbebene  r'>0  und  F<0  ab- 
wechselnd zweiblättrige  Riemann'sche  Flächen,  denen 
je  ein  durch  confocale  Ellipsen  begrenzter  Ring  ent- 
spricht. 

Ebenso  verläuft  die  Fortsetzung  der  abbildenden  Function, 
wenn  js  im  oberen  Blatte  der  zur  Ellipse  (10)  gehörigen  Rie- 
mann'schen  Fläche  den  ursprünglichen  Rand  (die  genau  Qber 
jener  Ellipse  gelegene  Curve)  überschreitet,  so  dass  sich  ein 
jeder  der  beiden  ursprünglich  über  der  Halbebene  F  >  0  con- 
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struiiien   Fläche   unendlich    viele    weitere   Doppel -Halbebenen, 
abwechselnd  für  F  >  0  und  F  <  0  anschliessen. 

5.  Die  Abbildung  des  Aeusseren  einer  Ellipse  auf 
die  Halbene  wird  ebenfaUs  durch  eine  Gleichung  der  Form  (1) 
vermittelt;  es  ist  nur  die  rechte  Seite  zuvor  so  abzuändern,  dsiss 
a  für  einen  bestimmten  Punkt  Ä-\'  Bi  der  Halbebene  F>  0 
unendlich  gross  erster  Ordnung  wird;  ferner  sind  die  Brenn- 
punkte nicht  besonders  zu  berücksichtigen,  da  sich  ausserhalb 
der  Ellipse  kein  Brennpunkt  befindet,  die  Punkte  A^  B,  A^ ,  B^ 
sind  daher  nicht  einzuführen.  An  Stelle  von  (1)  entsteht  so 
die  Gleichung  : 

C_<ll r  C___A^ u  r' 

wo  fi  =  ^  +  iJ5,  ii^  =  A  —  iB  gesetzt  ist,   und  durch  Aus- 
führung der  Integration 


a 


+ y^-"' ={^')°- "■ 


wo  a  und  ß  Gonstante  bedeuten.  Damit  0  unendlich  gross 
erster  Ordnung  wird  für  Z=i3,  muss  a=  1  sein;  und  wenn 
der  Punkt  a^=^a  (Scheitel  der  Ellipse)  dem  Punkte  Z»;  00  ent- 
sprechen soll,  so  folgt 

Setzt  man  noch 

Z-ß 


T  = 


z^n^ 


80  ergibt  sich  die  bekannte  und  vielfach  behandelte  Abbildung^) 
(18)  ,^^Tß  +  ^), 

welche  das  Aeussere  der  Ellipse  in  das  Innere  eines  Kreises  conform 
überfährt.     Es  ist  nicht  nöthig,  auf  dieselbe  näher  einzugehen. 


*)  Vergl.   z.  B.  Holzmüller,  Einleitung  in  die  Theorie  der  igo- 
gonalen  Verwandtschaften.    Leipzig,  1882.    S.  140  ff. 
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IL  Hyperbel. 

6.  Das  von  einem  Hyperbelaste  an  dessen  concayer  Seite 
begrenzte  Gebiet  der  Ebene  ist  als  ein  solches  zu  behandeln, 
dessen  Band  im  Unendlichen  eine  Ecke  besitzt;  und  zwar  bilden 
die  beiden  an  dieser  Ecke  zusammen  stossenden  Tangenten  des 
Randes  einen  Winkel  gleich  demjenigen,  den  die  Asymptoten 
der  Hyperbel  einschliessen  (=  a). 

Die  Brennpunkte  der  Hyperbel  mögen  an  den  Stellen  J^  1 
liegen,  und  zwar  der  Brennpunkt  -|~  1  ^"^  Innern  des  abzu- 
bildenden Plächenstückes.  Demselben  möge  der  Punkt  Z  =  +  ^ 
in  der  Halbebene  T>0  entsprechen;  dann  ergibt  sich  nach 
Analogie  zu  (1)  und  (2)  die  Gleichung 

(19)         r_£f_ = c  r,  ^^   +  c\ 

und  durch  Integration 

(20)  ^  ±  T/7»  - 1  =  ßiz+  Vz^Tif, 

worin  die  Constanten  ß  und  /  und  die  zusammengehörigen  Vor- 
zeichen der  beiden  Quadratwurzeln  noch  zu  bestimmen  sind. 

um  y  zu  finden,  entwickeln  wir  tr"^  nach  Potenzen  Yon 
Z"^  mittelst  der  Gleichung 


£ 


(.±K'-7r)  =  ^4'+K>  +  2V)- 


Für  das  obere  Zeichen  ergibt  sich  eine  Gleichung  der  Form 

(21)  0-'  =  Z-^  (c„  +  e,  Z-*  +  c,  Z-*  +  . . .), 

und  für  das  untere  Zeichen 

(21  a)  ^"'  =  Z^(c,  +  c[Z'^  +  c;Z-*  +  . . .). 

Im  ersten  Falle  wäre  also  y  =  — ,  im  zweiten  y  = : 

fc  '  n 

denn  an  der  Stelle  is'^  =  0  bilden  die  Tangenten  des  Randes 
unseres  Flächenstückes  mit  einander  den  Winkel  er,  der  durch 
die  Abbildung   in  den  Winkel  n:  gestreckt  werden  soll.     Die 
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Confitante  ß    bestimmt   sich    dadurch,    dass    dem   Brennpunkte 

31% 

jßf  =  1  der  Punkt  JZ  =  t  =  e  ^  zugeordnet  wurde;  wir  erhalten 
im  ersten  Falle 

yni  ai 

(22)  1  =  ße~^  =  ße^  =  ß(a  +  i  VT^ä^), 
und  im  andern  Falle 

yni  ai  

(22a)       l=ß.€~^  =ße   "^  =/?(a  —  iVT=^«). 

Die  Entwicklungen  (21)  und  (21a)  beruhen  auf  den  Potenz- 
reihen für  1/  1 5-  und  1/  1  +  -^ .    Erstere  gilt  für  x>l, 

letztere  für  r>  1  bei  reellen  Werthen  von  £r,  denen  rein 
imaginäre  Werthe  von  Z  entsprechen,  da  im  Bilde  dieselbe 
Symmetrie  bestehen  muss,  wie  in  dem  gegebenen  Flächenstücke. 
Macht  nun  a  im  positiven  Sinne  einen  halben  Umgang  um 
xr  =  1 ,  so  beschreibt  zugleich  Z  einen  halben  Umgang  um 
Z=i.     Für  a;  >  1  lautet  daher  die  Gleichung  (20) : 

yjti 

(23)  x±Vx'-l=ß{iT+Vr^Y^y  =  ße~^(Y+Vr-lY 
also  für  x<l: 

yjti 

x±iVY^x^  =  ße  2    {Y+iVl  -Y'f. 
Lassen  wir  nun  x  =  a,  also  7=0  werden,  so  kommt 

I    ai 

a±iVl—a'  =  e~-'^  =  ße''. 

Das  obere  Zeichen  gilt  für  den  Fall  (22),  das  untere 
für  (22  a).  In  beiden  Fällen  ist  diese  Gleichung  eine  Identität. 
Wir  haben  also  schliesslich  die  Abbildungsformel 

(24)         ^  "*" ;  l-ii-  =iz+  yw+iy, 

a  —  V  o'  —  1 
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wobei  die  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln  durch  (23)  für  Jt  >  1 
definirt  sind.  Aendert  man  die  beiden  Vorzeichen  auf  der  linken 
Seite,  so  muss  rechts  das  Vorzeichen  des  Exponenten  geändert 
werden.  Bei  unserer  Vorzeichen -Definition  entspricht  dem 
Quadranten  X<  0,  F>  0  der  Theil  des  Hyperbel-FlächenstOckes, 
in  dem  a?>0,  .v>0  ist.     Die  Auflösung  von  (24)  ergibt: 

ai  a  ai  a  \ 

Diese  letztere  Gleichung  lässt  deutlich  erkennen,  dass  rein 
imaginären  Werthen  von  Z  reelle  Werthe  von  a  entsprechen. 

7.  Um  den  Verlauf  der  durch  (24)  dargestellten  Function 
über  das  ursprüngliche  Gebiet  hinaus  zu  verfolgen;  denken  wir 
uns  über  der  je^-Ebene  wieder  diejenige  zweiblättrige  Riemann'sche 
Fläche  construirt,  welche  g^  als  Function  von  e  gemäss  der 
Gleichung 

darstellt,  wo  a'^ +  &'  =  !.  Diese  Fläche  hat  zwei  sich  auf- 
hebende Verzweigungspunkte  für  jer  ==  0  und  zwei  einfache  Ver- 
zweigungen in  den  Brennpunkten  ^  1.  Den  Brennpunkt  -|-  1 
verbinden  wir  längs  der  reellen  Axe  (y  =  0)  mit  dem  unend- 
lich fernen  Punkte  durch  eine  Uebergangsünie.  Im  unteren 
Blatte  liegt  die  gegebene  Hyperbel,  im  oberen  unmittelbar 
darüber  eine  congruente  Hyperbel  (vergl.  oben  Nr.  3).  Diese 
beiden  Blätter,  begrenzt  bez.  durch  die  genannten 
beiden  Hyperbeln,  sind  durch  (24)  auf  zwei  über  der 
Halbebene  Y>  0  liegende  Blätter  einer  anderen  Rie- 
mann*schen  Fläche  conform  abgebildet;  und  die  beiden 
Blätter  der  letzteren  hängen  mit  einander  längs  einer  Ueber- 
gangslinie  zusammen ,  die  vom  Punkte  Z  =  $  längs  der  Axe 
X  =  0  nach  dem  Punkte  Z  =  oo  verläuft. 

üeberschreitet  js  die  Hyperbel  (25),  so  tritt  Z  aus  der 
oberen  Halbebene  in  die  untere  (F<!  0)  ein  und  über  dieser 
entsteht  eine  zweiblätterige  Fläche,  die  der  für  F  >  0   con- 
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struirten  TÖllig  symmetrisch  ist,  mit  derselben  aber  nur  im 
unteren,  nicht  auch  im  oberen  Blatte  längs  der  Axe  F  =  0  zu- 
sammenhängt. Dem  Rande  des  oberen  Blattes  längs  dieser 
Axe  entepricht  in  der  j?-Ebene  eine  näher  zu  bestimmende 
Curve  C;  das  von  dieser  Curve  und  der  gegebenen  Hyperbel 
eingeschlossene  Flächenstück  ist  der  ursprünglich  innerhalb  des 
Hyperbelastes  construirten  zweiblättrigen  Fläche  zugeordnet; 
letztere  hat  sich  bei  dieser  Zuordnung  in  eine  einblättrige  ver- 
wandelt, und  die  Curve  C  geht  aus  derjenigen  Hyperbel  hervor, 
welche  das  obere  Blatt  der  ursprünglichen  Fläche  begrenzt 
(unmittelbar  über  der  gegebenen  Hyperbel  liegend) ;  die  Curve  G 
wird  durch  folgende  Ueberlegung  bestimmt. 
Wir  setzen  zur  Abkürzung 


(26) 


p=(x  +  V~^+ 1 V" ,     «.,  =  (2«  -  0  « , 


wo  P  eine  reelle  positive  Zahl  bedeutet,  und  bezeichnen  mit  ^^^ 
den  allgemeinsten  Werth,  den  die  Function  (24  a)  unter  Be- 
rücksichtigung ihrer  Mehrdeutigkeit  annehmen  kann ;  dann  wird 


.-K  .  .     1    ,^  T.-1 


Ist  also  ^j^  s=  a;^  -f"  *y„i  so  besteht  längs  der  reellen  Axe  (F  ==  0) 
die  Identität 

(27)  -f-  -  -^  =  1  , 

cos'  €^       sm^  e^ 

M  VI 

d.  h.  die  Grleichung  einer  zu  (25)  confocalen  Hyperbel,  die  für 
n  =  0  mit  (25)  selbst  identisch  ist.  Der  Scheitel  der  Hyperbel 
nähert  sich  mit  wachsenden  n  dem  Anfangspunkte,  überschreitet 
denselben  und  wandert  nach  links,  bis 

(28)  «„  <  «  <  «,+, , 

um  dann  wieder  auf  die  rechte  Seite  überzuspringen,  u.  s.  f. 
Unsere  Curve  C  ist  offenbar  durch  den  Werth  «  =  1  gegeben ;  den 
beiden  über  der  unteren  Halbebene  (Y <C  0)  bezw.  inner- 
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halb  der  Hyperbel  (25)  ausgebreiteten  Blättern,  ent- 
spricht daher  der  Flächenstreifen  zwischen  dem  be- 
trachteten Hyperbelaste  (25)  und  dem  analogen  Aste  der 
für  ns  1  durch  (27)  dargestellten  confocalen  Hyperbel. 

Geht  Z  im  oberen  Blatte  wieder  in  das  Gebiet  F  >  0,  so 
entstehen  hier  zwei  neue,  den  früheren  congruente  Blätter,  die 
vermöge  (24)  auf  einen  zweiten  Flächenstreifen  der  jer-Ebene 
abgeleitet  sind,  der  von  den  beiden  für  n  as  1  und  n  ==  2  durch 
(27)  dargestellten  Hyperbeln  begrenzt  wird,  u.  s.  f. 

Besonders  zu  beachten  ist,  wie  sich  hierbei  die  Ton  t 
nach  i  oo,  bez.  Ton  — %  nach  — t  oo  yerlaufenden  geradlinigen 
Uebergangslinien  dieser  Doppel-Halb-Ebenen  transformiren.  Die 
Uebergangslinie  der  ersten  zweiblättrigen  Fläche  (F  I>  0)  ging 
über  in  die  reelle  Axe  der  jer-Ebene  für  \  K.x  <C<x^.  Allgemein 
finden  wir  aus  (24  a)  als  Coordinaten  $^,  tj^  eines  Punktes  der 
Uebergangslinie : 

S»  +  *»?„  =  I  [«Min  ««  (<?  +  «"')  +  «■  sin  «„  {Q  -  «"')] , 
also : 

(29)  -^ /t-  =  1; 

sm'  a         cosm*  a 

n  n 

dabei  ist 


a 


Den  fraglichen  uebergangslinien  entprechen  da- 
her Hyperbeln,  welche  ebenfalls  zn  (25)  confocal  sind 
und  bez.  innerhalb  der  erwähnten  Flächenstreifen 
liegen.  Den  Punkten  +i  der  Z-Ebene  ist  die  Reihe  von 
Punkten 

(30)  r^  =  cosin  a^ ,       t]\  =  0 

zugeordnet. 

8.  Eine  besondere  Beachtung  beansprucht  der  Fläohen- 
streifen,  dessen  begrenzende  Hyperbeln  durch  die  Gleichung  (27) 
mit  dem  Index  n  und  die  entsprechende  mit  dem  Index  n  -{-  1 
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dargestellt  werden,  falls  n  durch  die  Ungleichung  (28) 
bestimmt  wird.  Dann  nämlich  liegt  die  Hyperbel  mit  dem 
Index  n  -|-  1  rechts  von  der  Hyperbel  mit  dem  Index  w ;  der 
fragliche  Flächenstreifen  aber  schliesst  sich  links  an  die  erstere 
Hyperbel  an,  ist  an  einer  noch  zu  bestimmenden  Stelle  ver- 
zweigt, bedeckt  also  das  Innere  des  Hyperbelastes  mit  dem 
Index  n  ganz  oder  theilweise  doppelt  und  dehnt  sich  in  dem 
zweiten  Blatte  bis  an  die  Hyperbel  mit  dem  Index  n  +  1  aus. 
Die  beiden  Blätter  gehen  längs  der  reellen  Axe  in  einander 
über,  zwischen  dem  Punkte  —  oo  und  dem  zu  bestimmenden 
Verzweigungspunkte.  Dieser  Linie  entspricht  in  der  Z-Ebene 
eine  Curve,    welche   durch   folgende  Rechnung   gefunden  wird. 

Die  Auflösung  der  Gleichung  (24)  ergibt: 


^=2 


^ 


(^4-y^_i)    «  +  (^  +  >^_l)aj. 


Ist  js  reell  und  >  1,  so  ist  Z  imaginär  und  abs  -Z>  1,  wie  es 
nach  Nr.  7  sein  muss. 

Sei  £i  =  x  und  x<  —  1,  a?  =  —  ?,    also  ?  >  1,   so  wird, 
wenn  m  eine  ganze  Zahl  bedeutet 

■ 

oder,  wenn  B  =  ^+  V?— 1  gesetzt  wird : 


^1        ...  ...   7t 


2 


2Z  =  (JJ  — B    )sin(2«»+l)  ^ 


<31)  _,  .-       .   --' 


2  r  =  (iJ  +  B")  cosin  (2  m  +  1)  -  , 


und  hieraus: 


^^^^      »  cosin  (2  m  +  1) 


^)         (8in(2m  +  l);7 
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Den  Punkten  y  =  0,  x<i  —  1  der  reellen  Axe  ent- 
spricht daher  in  der  Z-Ebene  eine  Hyperbel,  deren 
Brennpunkte  an  den  Stellen  jri  liegen.  Dem  Brenn- 
punkte —  1  der  gegebenen  Hyperbel  entspricht  insbesondere 
der  Scheitel  der  Hyperbel  (32) : 

X  =  0 ,  r  =  cosiu  (2  w  +  1)  "'-  . 

a 

Für  9n  =  0  ist  hierdurch  die  zunächst  gestellte  Frage 
beantwortet:  Der  gesuchte  Verzweigungspunkt  des  durch 
die  Ungleichung  (28)  bestimmten  zweiblättrigen  Flä- 
chenstreifens ist  mit  dem  Brennpunkte  —  1  der  ge- 
gebenen Hyperbel  identisch.  Die  für  m  =  1  durch  (32) 
dargestellte  Hyperbel  würde  in  analoger  Weise  für  einen  Flächen- 
streifen der  2r-Ebene  zu  benutzen  sein,  für  den  die  Indices  der 
begrenzenden  Hyperbeln  durch  die  Ungleichung 

6   <  3  /r  <  €  , , 

charakterisirt  sind,  u.  s.  f. 

Ein  entsprechendes  Verhalten  tritt  ein ,  wenn  die  Un- 
gleichung 

B     <l2W7r<6,, 

erfüllt  ist.  Der  fragliche  Flächenstreifen  wird  zwei  blättrig; 
seine  Uebergangslinie  erstreckt  sich  längs  der  reellen  Axe  Ton 
x=^\  in^s  Unendliche,  und  ihr  entspricht  in  der  Z-Ebene  die 
Hyperbel 


(33) 


iin  ( 


cosin  ( 2m 


9.  Sowohl  über  der  Z-Ebene  als  über  der  ^-Ebene  werden 
sich  in  der  geschilderten  Weise  unendlich  viele  Blätter  aus- 
breiten. Nur  wenn  a  ein  rationales  Vielfaches  von  n  ist,  wird 
die  Anzahl  der  Blätter  beiderseitig  eine  endliche,  in  dem  die 
abbildende  Function  eine  algebraische  wird. 
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TT 


Besonders  ausgezeichnet  ist  der  Fall  a  =  — .     Als  gegeben 

tu 

erscheint  eine  gleichseitige  Hyperbel  (25).  Dem  Innern 
des  rechte  liegenden  Astes  entspricht  conform  die  obere  Halb- 
ebene IT  >  0 ;  und  zwar  ist  sowohl  jenes  Innere  als  die  Halb- 
ebene zweiblättrig  za  denken.  Der  Doppelhalbebene  F  <  0, 
deren  unteres  Blatt  sich  an  das  untere  Blatt  der  Doppelhalb- 
ebene F>  0  anschliesst,   entspricht  der  Streifen  zwischen  der 

gegebenen    Hyperbel   und   der   Hyperbel  (27),   wenn   c^  =  -y- 

genommen  wird;  dann  föUt  aber  diese  Hyperbel  mit  dem  links 
liegenden  Aste  der  gegebenen  gleichseitigen  Hyperbel  zusammen. 
Dem  zweiblättrig  za  denkenden  Innern  dieses  linken  Astes  ent- 
spricht also  wieder  ein  Blätterpaar  der  Halbebene  F>  0, 
welches  dem  ersten  Blätterpaare  vollkommen  congruent  ist; 
man  kann  daher  das  obere  Blatt  des  Paares  F  <  0  längs  der 
reellen  Axe  direct  mit  dem  oberen  Blatte  des  ersten  Paares  in 
Zusammenhang  gebracht  denken.  Jedem  Punkte  der  Halb- 
ebene Y  >  0  entsprechen  daher  zwei  Punkte  der  £r-Ebene,  einer 
im  Innern  des  rechts  liegenden  Zweiges  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel, der  andere  an  symmetrischer  Stelle  im  Innern  des  links 
liegenden  Astes.  Ebenso  entsprechen  jedem  Punkte  der  Halb- 
ebene F  <  0  zwei  Punkte  der  jer-Ebene,  der  eine  rechts,  der 
andere  links  von  der  Axe  a?  =  0,  welch'  letztere  jetzt  an  Stelle 
der  Hyperbel  (29)  tritt.  Jedem  Punkte  jsi  aber  entspricht  nur 
ein  Punkt  Z.  Es  ist  jetzt  nicht  mehr  nöthig,  die  betrachteten 
Flächenstücke  zweiblättrig  zu  denken;  und  es  muss  Z  eine 
ganze  rationale  Function  zweiten  Orades  von  z  werden.  In  der 
That  erhält  man  aus  (24  a)  die  vielfach  studirte  Abbildungs- 
formel ^) 

(34)  2^'=  ^i{Z+i). 

10.   Durch   einen  Hyperbelast   wird  die  -er-Ebene  in   zwei 
Theile  getheilt;  der  eine  Theil  liegt  an  der  concaven,  der  andere 


»)  Vgl.  z.  B.  Holzmüller  a.  a.  0.  S.  103  ff. 
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an  der  convexen  Seite  der  Hyperbel.  Die  conforme  Abbildung 
des  ersteren  (des  »Innern")  wurde  in  Vorstehendem  behandelt; 
es  fragt  sich  jetzt,  wie  der  letztere  (das  »Aeussere* 
des  Hyperbelastes)  conform  auf  die  Halbebene  abge- 
bildet wird.  Da  in  dem  fraglichen  Gebiete  ein  Brennpunkt 
(nämlich  — 1)  enthalten  ist,  ergibt  unser  allgemeiner  Ansatz 
wieder  eine  Gleichung  von  der  Form  (19),  wenn  man  festsetzt, 
dass  dem  Brennpunkte  —1  der  Punkt  -|-  i  der  Halbebene  FI>0 
zugeordnet  sein  soll.  Die  Bestimmung  der  Gonstanten  ß  und  y 
in  (20)  ist  aber  jetzt  eine  andere.  Da  die  Asymptoten  des  be- 
grenzenden Hyperbelastes  jetzt  den  Winkel  27c  —  a  einschliessen, 
so  erkennt  man  sofort,  dass  in  den  frühern  Formeln  nur 
a  durch  27t  —  a  zu  ersetzen  ist;  und  somit  ergibt  sich 
aus  (24): 

ai  2;r  —  a 

(35)  z  +  y?^  =  -e^  (Z  +  YZ^I)    -^ 

und  aus  (24  a): 

{ai  2jr-a  ai  2:r-a] 

In  der  That  ist  dann 

r  =  —  1  für     Z  ==  t, 

^  =  —  cosin  —       „      Z  =  0. 

Unsere  obigen  Erörterungen  über  das  gegenseitige  Ent- 
sprechen der  über  beiden  Ebenen  auszubreitenden  Rieman naschen 
Flächen  wiederholen  sich  jetzt  genau  in  der  gleichen  Weise. 
Wir  haben  Doppel-Halbebenen  über  der  Z-Ebene  und  Flächen- 
streifen in  der  ^- Ebene,  letztere  wieder  begrenzt  durch  die 
Hyperbeln  (27).  Ein  solcher  Streifen  dehnt  sich  jetzt  von  der 
ersten  Hyperbel,  deren  linker  Ast  als  Grenze  in  Betracht  kam, 
über  den  linken  Ast  der  nächsten  Hyperbel  hinweg  bis  zum 
rechten  Aste  der  letzteren  aus  und  ist  somit  als  zweiblättrig 
zu  denken,   so  dass  sofort   beim   ersten  Streifen,   wie   bei  allen 


V.  Lindemann:  Die  analytische  Fortsetzung  eic,  419 

folgenden  die  Ueberlegungen  von  Nr.  8  Anwendung  finden. 
Anch  die  Hyperbeln  (29)  behalten  ihre  Bedeutung. 

Ist  a  ein  rationales  Vielfaches  von  ^,  so  ist  die  Func- 
tion (34)  algebraisch.     Der  einfachste  Fall  ist  derjenige  der 

gleichseitigen  Hyperbel  (  a  ==-- 1 .     Eis  wird 

(35)  2i?«  =  2Z(4Z»  +  3). 

Ueber  der  ;er-£bene  haben  wir  eine  dreiblättrige  Fläche, 
die  in  4  Theile  zu  zerlegen  ist,  über  der  Z-Ebene  eine  zwei- 
blättrige Fläche.  Der  erste  Theil  ist  das  gegebene  Flächen- 
stück und  entspricht  der  oberen  Halbebene  T  >  0.  Der  zweite 
Theil  umfasst  das  Innere  des  begrenzenden  (linken)  Astes  der 
gleichseitigen  Hyperbel,  und  zwar  in  doppelter  Belegung,  und 
dehnt  sich  im  zweiten  Blatte  über  diesen  Ast  nach  rechts  bis 
zur  Axe  o;  =  0  aus  (denn  es  ist  hier  a^  =  0  in  (29) ,  also 
§,  =  0);  er  ist  auf  die  Halbebene  r<  0  abgebildet.  Der  dritte 
Theil  isfc  symmetrisch  zum  zweiten  gegen  diese  Axe  und  der 
Halbebene  !F>  0  zugeordnet.  Der  vierte  Theil  ist  symmetrisch 
zum  ersten;  er  besieht  aus  dem  Innern  des  zweiten  (rechts 
liegenden)  Astes  der  Hyperbel  und  ist  wieder  auf  die  Halb- 
ebene r<0  bezogen. 

11.  Es  erübrigt  noch  dasjenige  Flächenstück  in  Betracht 
zu  ziehen,  welches  von  den  beiden  Aesten  der  Hyperbel  ein- 
geschlossen wird.  Im  Innern  desselben  befindet  sich  kein  Brenn- 
punkt, so  dass  an  Stelle  von  (19)  die  Gleichung 

zu  benutzen  ist,  oder 

wo  ß  und  y  neue  Constante  bedeuten.  Unser  Gebiet  dehnt  sich 
nach  zwei  verschiedenen  Seiten  in's  Unendliche  aus;  es  ist  zu 
behandeln,  als  wenn  der  begrenzende  Rand  im  Punkt  z  =  co 
zwei  Ecken   bildete,   von   denen  jede    den  Winkel  7t  —  a   ein- 

1896.  MRth.-phyii.  CI.  3.  28 
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schliesst,  wenn  a  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  oben  in  (24). 
Bei  dem  Ansätze  (36)  entsprechen  diesen  beiden  Ecken  die 
Punkte  Z=0  und  Z=oo,  welche  mit  Hülfe  linearer  Trans- 
formation durch  zwei  beliebige  andere  Punkte  der  Axe  Y  =  0 
ersetzt  werden  können.     Es  folgt  hieraus,  dass 

TT  —  a 

gesetzt  werden  muss. 

Wie  aus  den  Symmetrie -Verhältnissen  hervorgeht,  ent- 
spricht die  Axe  X  =  0  der  Axe  a?  =  0,  während  die  Axe  y  =  0 
durch  einen  Halbkreis  abgebildet  wird,  dessen  Mittelpunkt  in 
Z=0  liegt.  Der  Radius  desselben  ist  noch  willkürlich,  wir 
wäblen  ihn  gleich  der  Einheit,  so  dass  der  Mittelpunkt  der 
Hyperbel  (^r  =  0)  in  den  Punkt  Z=i  übergeht;  dem  ent- 
sprechend muss 

ai 


gesetzt  werden.     Wir  erhalten  somit: 

ai      51  —  OL 


und  aufgelöst: 

^     t  ai       71  —  a  ai       a  —  ,-r ^ 

(37a)  ^  =  y  U^ Z~~^  +  r "^ Z~ir  l. 

12.  Die  Fortsetzung  der  Abbildung  über  das  ursprüngliche 
Gebiet  hinaus  ist  wieder  durch  die  Mehrdeutigkeit  der  Func- 
tion (37a)  gegeben;  wir  haben  allgemein 

71  — a  t^         i\.      a—7i 


-(2«-l)«.-      ^-—    ^       (8H-|)a.- 


2e  =  e.  "      z    ''    -\-e  Z    -^ 

3  — o 

und  für  reelle  Werthe  von  Z,  wenn  P  =  X   "  ^ 
x  =  ^(p  +  P-'^  cosin  (2,1  -  yj  «, 

^=T(''"'-^)^'"(2"-i)«- 
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Dadurch  sind  wieder  gewisse  Hyperbeln  des  zugehörigen 
confocalen  Systems  als  Begrenzungslinien  der  auf  die  Halbebene 
y>  0  und  r<0  abgebildeten  Flächenstücke  gegeben,  und  es 
wiederholen  sich  im  Wesentlichen  die  üeberlegungen  Ton  Nr.  7. 
Zu  beachten  ist,  dass  jetzt  die  Halbebenen  der  Z-Ebene  immer 
« inblättrig  zu  denken  sind.  Insbesondere  kann  ein  solches 
FlächenstQck  einen  Brennpunkt  enthalten  und  den  betreffenden 
Bereich  der  ^r-Ebene  theilweise  doppelt  überdecken.  Dabei  tritt 
der  ausserhalb  der  Brennpunkte  gelegene  Theil  der  x^Axe  als 
XJebergangslinie  ein.  Um  die  ihr  entsprechende  Gurve  der 
Z-Ebene  zu  finden,  sei  o;  >  1  und 


jt 


reell  und  positiv,  dann  folgt  aus  (37)  durch  Auflösung: 


X  +  iY==Q  (am  ""j—  -  »  cosin  ^^^) '"'-" 


7t 

2mßi 

e 


TT* 


wenn  ß  = und  m  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  also 

(38)  X=Qcos2mß,         Y=Qsin2mß. 

'  Hierdurch  ist  eine  gerade  Linie  dargestellt,  welche 
mit  der  X-Axe  den  Winkel  2m  ß  bildet.  Der  ausserhalb 
des  Kreises  X*  +  ^'^^  =  1  gelegene  Theil  derselben  (Q  >  1) 
entspricht  dem   positiven  Zeichen  von  Yx'^  —  1,   der  innerhalb 

gelegene  Theil  (Q  <  1)  dem  negativen  Vorzeichen  von  1  j;*  —  1. 
Dem  Schnittpunkte  des  Kreises  mit  der  Linie  (38)  entspricht 
ein  Brennpunkt  der  gegebenen  Hyperbel. 

Die  Abbildung  ist  wieder  algebraisch,  wenn  a  ein  rationaler 

Bruchtheil  von  7t  ist.     Für  die  gleichseitige  Hyperbel  la  =  -^y 
finden  wir  insbesondere  aus  (37): 


^,^(z+iy 
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Beide  Ebenen  sind  doppelt  überdeckt  zu  denken.  Der 
ersten  oberen  Halbebene  Y>0  entspricht  die  Fläche  zwischen 
den  beiden  Aesten  der  Hyperbel,  gedacht  im  unteren  Blatte. 
Die  daran  sich  anschliessende  untere  Halbebene  ist  auf  das 
doppelt  zu  denkende  Innere  des  einen  Hyperbelastes  abgebildet. 
Das  zweite  Blatt  der  Z- Ebene  ist  in  symmetrischer  Weise 
auf  die  andere  Hälfte  der  über  der  jer^Ebene  auszubreitenden 
Fläche  bezogen. 

m.    Parabel. 

18.  Bei  der  Parabel  bedarf  das  Verhalten  der  Ab- 
bildungsfunction  im  unendlichen  einer  genaueren  Erörterung. 
Durch  Transformation  mit  reciproken  Radien  wird  aus  dem 
Innern  einer  Parabel  das  Innere  eines  mit  Spitze  versehenen 
Ovals,  und  diese  Spitze  geht  aus  dem  unendlich  fernen  Punkte 
der  Parabel  hervor.  Sei  nämlich  die  Gleichung  der  Parabel 
in  der  Form 

gegeben,  so  geht  dieselbe  durch  die  Substitution 

^  —   VI         ^1  —    i- 
über  in:  ^  -» 

oder 

P'  (?^  +  rjj  -  2p  (?-'  +  r/)  §  +  1?*  =  0. 

Die  |-Äxe  ist  Tangente  des  im  Anfangspunkt  liegenden 
Rückkehrpunktes;    das  Oval  schneidet  ausserdem  die  $-Axe  an 

der   Stelle   I  =  -^- .     In   der  Spitze   stossen    zwei  Zweige  des 

Randes  unter  dem  Winkel  Null  zusammen.  Dieser  Winkel  soll 
in  einen  solchen  von  der  Grösse  n  gestreckt  werden;  bei  der 
Abbildung  von  Kreisbogenpolygonen  geschieht  das  bekanntlich 
dadurch,  dass  £f~^  zu  log  Z  proportional  ist,  wenn  a  =  0  eine 
solche  Ecke  mit  dem  Winkel  Null  darstellt,  und  ihr  der  Punkt 
Z=  0  zugeordnet  wird.    In  unserem  Falle  haben  wir  es  mit  einer 


F.  Lindemann:  Die  analytische  Fwiaetzung  etc,  423 

fiber  der  jsr-Ebene  ausgebreiteten  zweiblättrigen  Fläche  zu  thun ; 

in  ihr  ist  nicht  t,   sondern  YC  in  der  Nähe  der  Stelle  £  =  0 
eine  unendlich  kleine  Grösse   erster  Ordnung.     Es   muss   also 

£    *    oder  yj  in   der  Nähe   dieser  Stelle  sich   verhalten   wie 
log  Z  fÖr  Z  =:  0. 

Wir  setzen  nun  fest,  dass  dem  Brennpunkte  z=p  der 
Punkt -Z^=i  der  Bildebene  und  dem  Punkte  j&  =  oo  der  Punkt 
Z=oo  zugeordnet  sei.     Dann  ergibt  unser  allgemeiner  Ansatz 

(39)  r    ii^  =  C  f-^  .-.  +  C\ 

V^  -  J>  =  y  log  (Z  +  Vi  +  Z«)  +  -*<- . 

Die  F-Axe  muss  eine  Symmetrie-Linie  der  Abbildung  sein;  es 
muss  daher  der  Scheitel  ^  =  -§-  dem  Punkte  Z  =  0  entsprechen, 

ausserdem   dem   Punkte  sf^=^^   der   Punkt   Z  =  i.     Dadurch 
sind  C  und  C'  bestimmt,  und  wir  finden 

(40)    i/7r:7,  =  J^iog(z  +  rr+^')-  '|/'-^-. 

Machen  wir  in  (39)  die  Substitution 


—  t 


so  ergibt  sich 

C  ,_.    r 

}^Cdl   ^  iV'lp   CdT 

2  J  ]/>  ""      ;^      J  1  +  T*  ' 

0  0 

und  wenn  noch  p  =  2  gesetzt  wird 

was  im  Wesentlichen  die   von  Schwarz  gegebene  Formel  ist. 

Die  weitere  Discussion  geschieht  jetzt  ebenso,   wie  bei  der 

Ellipse.    Föhren  wir  Polarcoordinaten  q,  w  ein,  indem  wir  setzen 
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so  zerfällt  für  reelle  Werthe  von  Z,  falls  die  Mehrdeutigkeit  des 
liOgarithmus  berücksichtigt  wird,  die  Gleichung  (40)  in  die  beiden 

|/p . cos ^  =  ^!^  log (X  +  VTTX') 


Aus  der  zweiten  Gleichung  folgt  durch  Quadriren 

1?(4«  — 1)» 


e  = 


1  —  cosin  i/o 


wo  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Der  Axe  r==0  ist  daher 
eine  unendliche  Reihe  confocaler  Parabeln  zugeordnet 
Bei  Fortsetzung  der  Abbildungsfunction  über  das  ursprüngliche 
Gebiet  hinaus  erscheint  die  obere  bezw.  untere  Doppelhalbebene 
abgebildet  auf  einen  von  zwei  confocalen  Parabeln  begrenzten 
Flächenstreifen.  Mit  geringen  Modificationen  wiederholen  sich 
somit  die  in  Nr.  4  gemachten  Erörterungen. 

14.  SoUdas  Aeussere  der  Parabel  auf  die  HalbebeneF>0 
abgebildet  werden,  so  ist  zu  beachten,  dass  sich  im  Innern  des- 
selben kein  Yerzweigungspunkt  unserer  Riemann*schen  Fläche 
befindet,  und  dass  im  Unendlichen  eine  Ecke  mit  dem  Winkel  2  fc 
sich  befindet.    Unser  Ansatz  führt  daher  zu  folgender  Gleichung: 

Sollen  die  Punkte  ^e^  =  0  und  jgr  =  -^  bezw.  den  Punkten 
Z  =^  i  und  Z  =  0  entsprechen,  so  finden  wir 


VT^^YpZi-iyj.. 


Es  ist  also  js  eine  ganze  quadratische  Function  von  Z,  und 
wir  kommen  auf  eine  bereits  vielfach  behandelte  Aufgabe,  deren 
wiederholte  Besprechung  nicht  nothwendig  ist. 
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Ueber  partielle  DifferentialgleichungeE  IL  Ordnung, 
die  sich  durch  gewölinliche  Differentialgleichungen 

integrieren  lassen. 

Von  E,  T.  Weber. 

In  einer  Note  aus  dem  Jahre  1870^)  hat  Herr  Darbouz 
hinreichende  Criterien  dafür  angegeben,  dass  eine  partielle  Dif- 
ferentialgleichung 2.  Ordnung  in  3  Yariabeln  sich  mit  Hülfe 
von  Systemen  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  allgemein 
integrieren  lasse.  Späterhin  hat  Herr  Eönig^)  diese  Theorie 
des  Näheren  dargelegt,  und  zugleich  auf  Qrund  einiger  von 
Herrn  M.  L6vy')  angegebenen  Sätze  die  Behauptung  aufge- 
stellt, dass  alle  Classen  partieller  Differentialgleichungen  2.  Ord- 
nung, deren  Integration  auf  diejenige  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen hinauskommt,  durch  die  Darboux^schen  Criterien 
erschöpft  werden;  doch  scheint  weder  für  jene  Levy 'sehen 
Sätze,  noch  für  das  daran  anknüpfende  König 'sehe  Theorem 
ein  Beweis  bisher  veröffentlicht  zu  sein.  In  der  vorliegenden 
Mitteilung  soll  deshalb  versucht  werden,  das  letztgenannte 
Theorem  durch  geometrische  bezw.  begriffliche  üeberlegungen 
zu  begründen,  indem  zunächst  die  Forderung,  dass  eine  gegebene 


^)  Ann.  de  l'ecole  norm.  t.  VIT,  1870;  in  meiner  Arbeit:  „Ueber  ge- 
wisse Systeme  FfafiTscher  Gleichungen*^  (Sitzungsber.  d.  k.  bayer.  Ak.  d. 
Wiss.,  Bd.  XXV,  1895.  Heft  III),  habe  ich  diese  Ansätze  zu  einer  allge- 
meinen Integrationstheorie  der  part.  Differentialprobleme  in  3  Yariabeln 
erweitert. 

2)  Math.  Ann.  24. 

»)  Comptes  Rendus  75  p.  1094  (1872). 
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Gleichung  2.  Ordnung  sich  durch  gewohnliche  Differential- 
gleichungen integrieren  lasse,  auf  eine  wichtige,  von  den  Cha- 
rakteristiken der  Gleichung  zu  erfüllende  Bedingung  zurück- 
geführt, und  sodann  der  Nachweis  geliefert  wird,  dass  diese 
Bedingung  im  Wesentlichen  mit  den  Darboux'schen  Criterien 
äquivalent  ist.  Wir  gewinnen  solcherweise  nicht  nur  einen 
Beweis  des  König 'sehen  Satzes,  sondern  auch  einen  tieferen 
Einblick  in  die  Eigenart  des  geometrischen  Gebildes,  das  durch 
eine  partielle  Differentialgleichung  dargestellt  wird;  daneben 
finden  wir  Gelegenheit,  die  Tragweite  der  von  der  Geometrie 
der  Flächenelemente^)  an  die  Hand  gegebenen  Methoden  in 
einer  interessanten  Anwendung  zu  prüfen. 

1.    Es    sei    gegeben    eine    partielle    Differentialgleichung 
2.  Ordnung: 

(1)  f  (X,  y,  £r,  p,  g,  r,  5,  t)  =  0, 

worin  s  die  abhängige,  x,  y  die  unabhängigen  Yariabeln  be- 
deuten, während  unter  p,  q  die  ersten,  unter  r,  9,  t  die  zweiten 
Ableitungen  von  a  nach  x  und  y  verstanden  werden.  Die 
Gleichung  (1)  integrieren  heisst,  alle  zweifach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeiten  von  Wertsystemen  x^  y  .  .  t^  d.  i.  von  Flä- 
chenelementen 2.  Ordnung  angeben,  welche  die  Relationen  (1), 
sowie  die  totalen  Differentialgleichungen: 

(2)  d£f  =  pdx  -j-  qdy^  dp  =  rdx -{-  sdy,  dq  =  sdx  +  tdy 

identisch  erfüllen.  Ist  nun  die  Gleichung  (1)  «mit  Hülfe  ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen*  allgemein  integrierbar,  so 
lässt  sich  diese  Eigenschaft  geometrisch  offenbar  so  aussprechen : 
«Man  erhält  die  allgemeinste  zweifach  ausgedehnte 
Integralmannigfaltigkeit  der  Gleichung  (1)  durch  pas- 
sende Aneinanderreihung  von  je  od^  ihrer  einfach  aus- 


!  4fi  und  47. 


^)  Für  die  Theorie  der  Flächenelemente  höherer  Ordnung  vgl.  ausaer 
den  zahlreichen  Arbeiten  von  Lie  und  Bäcklund  noch  das  Buch  von 
Goursat  „Le9ons  sur  Tintegration  des  equations  aux  deriveea  partielleB 
du  2.  ordre*    Paris  180G,  sowie  meine  Aufsätze  in  den  Math.  Ann.  44, 
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gedehnten  Integralmannigfaltigkeiten,  also  von  Strei- 
fen 2.  Ordnung,  die  ihrerseits  als  Integrale  eines  ge- 
wissen Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 

(3)  9',{^,y,..<,f|,..|^,  ^-^-0  =  0  0  =  1,2,...) 

definirt  sind,  und  dieses  System  muss  selber  lediglich 
mit  Hülfe  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  er- 
mittelt werden  können.' 

2.  Ueber  die  Gleichungen  (3)  können  wir  nun  sofort  fol- 
gende nähere  Angaben  machen.  Da  die  Integrale  von  (3)  Streifen 
darstellen,  dereja  Elemente  die  Gleichung  (1)  befriedigen,  müssen 
die  Relationen  (2)  sowie  die  folgende: 

(4)  ^A^'^'^^dy  +  l-dz-\-...-\-lf-dt  =  o 

dX  dy  00  dt 

unter  den  Gleichungen  (3)  enthalten  sein.  Die  linken  Seiten 
der  übrigen  Relationen  (3)  aber  werden  von  gewissen  arbiträren 
Funktionen  und  Parametern  abhängen;  wird  über  diese  will- 
kürlichen Elemente  in  einer  bestimmten  Weise  verfügt,  so  möge 
das  System  (3)  in  das  folgende  übergehen: 

(3a)  g>.(x,  y,  .  .  .)  =  0  0*  =  li  2,  .  .  .) 

Je  00^  Integralstreifen  dieses  Systems  müssen  sich  zu  einer 
Integralmannigfaltigkeit  von  (1)  zusammenordnen  und  die  Glei- 
chungen (3)  müssen  allgemein  genug  sein,  um  alle  (nicht  singu- 
lären)  Integrale  von  (1)  in  dieser  Weise  zu  liefern.  Damit  aber 
durch  Einführung  des  Systems  (3)  in  die  Rechnung  eine  wirkliche 
Vereinfachung  des  Integrationsgeschäfts  erzielt  werde,  d.  h.  damit 
die  Ermittelung  des  Systems  (3)  nicht  ein  Problem  von  ebenso 
hober  Ordnung  sei  als  die  Herstellung  des  (von  zwei  arbiträren 
Funktionen  eines  Arguments  abhängenden)  allgemeinen  Integrals 
von  (1),  werden  wir  verlangen,  dass  in  die  linken  Seiten  von 
(3)  ausser  einer  endlichen  Zahl  von  Parametern  nur  noch  die 
Coefficienten   höchstens  einer  arbiträren  Funktion  eines  Argu- 
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ments  eiDgehen.  Aus  der  endlichgliedrigen^)  Schaar  yon 
Integralstreifen  des  einzelnen  Systems  (3  a)  muss  sich  somit  eine 
unendlichgliedrige  Schaar  zweifach  ausgedehnter  Integral- 
mannigfaltigkeiten von  (1)  aufbauen  lassen,  da  sonst  die  Ge- 
samtheit der  Systeme  (3  a)  nicht  hinreichen  würde,  um  das  all- 
gemeine Integral   von  (1)  in  dieser  Weise   entstehen  zu  lassen. 

3.  Ein  einzelner  Streifen  2.  0.,  der  einem  bestimmten 
Systeme  (3  a)  genügt,  muss  nach  dem  Vorigen  unbegrenzt  vielen 
Integralflächen  von  (1)  angehören ;  bekanntlich  aber  kommt 
nur  den  .Charakteristiken  2.  0/  der  Gleichung  (1)  diese 
Eigenschaft  zu.     Sind  die  Wurzeln  ^j,  ^^  der  Gleichung 

jR^  — S^  +  T=0     (B  =  |^etc.), 

wie  wir  von  jetzt  ab  annehmen,  nicht  vermöge  (1)  identisch, 
so  gibt  es  zwei  verschiedene  Systeme  von  Charakteristiken  2.  O., 
die  bez.  durch  die  beiden  Gruppen  von  Gleichungen: 


{i  =  1,  2) 


dy  =  A^dx^  djs  =  {p  -{-  -A.q)  dx, 
dp  =  {r -\' A^s)dx,  dq  =  {s  -{-  yi^t)  dx 
Rdr+  (S—R^^)  ds  +  Mdx  =  0 
Rds+{S  —  R^;)dt+  Ndx  =  0 

definiert  sind,*)  und  deren  Individuen  kurzweg  mit  Q  bezeichnet 
werden  sollen.  Eines  der  beiden  Systeme  (5),  etwa  das  erste, 
muss  somit  unter  den  Relationen  (3)  enthalten  sein,')  d.  h. : 
„Die  Integrale  eines  jeden  der  Systeme  (3a)  bestehen 
aus  Charakteristiken  Cl  .' 

4.  Zur  Ableitung  einer  weiteren  wichtigen  Eigenschaft  des 
Gleichungensystems  (3)  wollen  wir  einige  Hülfssätze  aus  der 
Theorie  der  Charakteristiken  einschalten. 

^)  d.  h.  von  einer  endlichen  Parameterzahl  abhängenden. 
')  Die  Relation  (4)  ist  eine  Folge  von  (5), 
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Durch  V — 1- malige  partielle  ^Differentiation  von  (1)  nach 
X  und  y  erhalte  man  die  v  Gleichungen : 

worin 


3ic*-*9t/» 


0=1,2), 


gesetzt  ist,  während  unter  den  M^  gewisse  leicht  zu  bildende 
Funktionen  der  Variabein  o?,  ?/,  jßr,  jj,  .  .  afp  verstanden  werden. 
Es  gibt  nun  für  jedes  v  ^  2  zwei  verschiedene  Systeme  von 
Charakteristiken  v,  0.,^)  d.  h.  von  Streifen  v,  0.,  welche 
bez.  definiert  sind  durch  die  beiden  Gleichungssysteme : 

(dy  —  ^,dx  =  0,  da^)  —  (aU+i)4-^.aa+i))da;  =  0 
(7>  Rdai^l^  +  {S-RA)da^p  +  M^^Ux  =  0, 
(x  =  0,  1,  .  .  A;  A  =  0,  1,  .  .  V  — 1,  a  =  l  .  .  v)^) 

und  gelegentlich  als  »Streifen  C'J  bezeichnet  werden  sollen. 
Die  00*  Flächeneleraente  v.  0.   x,  //,  ^er,  p  .  .  a^p   eines   solchen 

Streifens  befriedigen  überdies  die  sämtlichen  ^  v  (v—  1)  Relationen 

(8)        /•=0,  ^^^^  =  0,  (x  =  l  .  .A;  i  =  2,  3.  ..1^— 1) 

5.    Wir  führen   noch   historisch  die  folgenden  Sätze*)  an: 

a)  Jede  (nicht  singulare)  Integralfläche  von  (1)  ist  von  oo*  cha- 
rakteristischen Streifen  v.  0.  eines  jeden  der  beiden  Systeme  über- 
deckt; b)  durch  jede  Charakteristik  CJ  sind  cx5*  sie  enthaltende 
Charakteristiken  C,-  bestimmt,  und  zwar  ist  die  einzelne  unter 
diesen  Ci^"^  durch  Angabe  eines  ihrer  Flächenelemente  v  +  1.  0. 
eindeutig  festgelegt ;  umgekehrt  ist  auf  jedem  Streifen  Cj*^"*"   ein  ganz 


*)  Vgl.  meine  Arbeit:  „Die^  Charakteristiken  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichungen, Math.  Ann.  Bd.  47,  sowie  das  pag.  426  citierte 
Buch  von  Goursat,  Chap.  IV. 

2)  Es  wird  der  Kürze  halber  a^^  =  z,  a^^^  ^p,  .  ,  af^  =^t  gesetzt. 

^)  Goursat,  1.  c.  Chap.  IV:  Math.  Ann.  47,  pag.  230  if. 
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bestimmter  Streifen  C^^  gelegen ;  c)  durch  je  zwei,  verschiedenen 

Systemen   angehörige  Charakteristiken  Cn  \  dp  geht  eine  und 
nur  eine  Integralfläche  der  Gleichung  (1). 

6.  Wir  denken  uns  nun  einen  charakteristischen  Streifen 

V.  Ordnung  Cj  des  ersten  Systems,  sowie  ein  auf  ihm  gelegenes 

Flächenelement  v,  0.  e  fest  gewählt;  eine  beliebige  Charakteristik 

V,  0.  0,  des  anderen  Systems,  die  e  enthält,  bestimmt  dann  nach 

Satz  c)  zusammen  mit  C^  eine  Fläche  V  der  unendlichgliedrigen 

Schaar   von  Integralflächen,    die  durch  C^  hindurchgehen,  und 
man  erhält  auf  diesem  Wege  alle  Flächen  dieser  Schaar.    Nach 

Satz  a)  kann  man  sich  nun  die  Charakteristik  C^  continuirlich 
so  über  die  Fläche  V  hin  verschoben  denken,  dass  sie  in  jeder 
ihrer  Lagen  wieder  eine  Charakteristik  von  (1)  darstellt.  Sei 
(7/  eine  dieser  neuen  Lagen,  V'  irgend  eine  zweite  durch  C, 
hindurchgehende  Integralfläche,  C,"  eine  auf  F'  verlaufende 
Charakteristik  v.  0.,  die  aus  C/  durch  continuirliche  Verschie- 
bung über  V  hin  hervorgeht  etc.;  durch  beliebige  Wieder- 
holung dieses  Processes  gelange  man  schliesslich  zu  der  Cha- 
rakteristik C?i.  Wir  wollen  den  Uebergang  von  C,  zu  C^  aU 
„Monodromie  der  Charakteristik  Cj*  bezeichnen. 

7.  Zwei  benachbarte  Streifen  v.  0.  sollen  «vereinigt 
liegend"  genannt  werden,  wenn  sie  beide  der  gleichen  Fläche, 
oder,  was  dasselbe  ist,  dem  gleichen  Streifen  y-j-^^^-  ^^i^' 
hören.  Jede  Charakteristik  v,  0.  C^  kann  durch  , infinitesimale' 
Monodromie  in  einfach  unendlich  viele  benachbarte,  mit  ihr  ver- 
einigt liegende  Charakteristiken  v.  0.  übergehen ;  diese  sind  be- 
züglich auf  den  oo^  nach  Satz  b)  durch  C^  hindurchgehenden 
charakteristischen  Streifen  v  +  1.0.  gelegen. 

8.  Zu  jedem  Streifen  2.  0 ,  der  eines  der  Differential- 
gleichungssysteme (3a)  befriedigt,  muss  es  nun  eine  conti- 
nuirliche Schaar  von  Nachbarstreifen  geben,  die  mit  ihm  ver^ 
einigt  liegen  und  demselben  System  (3a)  Genüge  leisten;  denn 
gäbe  es  nur  einen  oder  einige  solcher  Streifen,  so  könnte  mftn 
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durch  Aneinanderreihung  von  oo^  Integralstreifen  des  Systems 
(3  a)  nur  eine  endlichgliederige  Schaar  von  Integralmannig- 
faltigkeiten  der  Gleichung  (1)  gewinnen.  Aus  den  Bemerkungen 
der  letzten  zwei  Nummern  folgt  jetzt:  , Genügt  eine  Charak- 
teristik Ci  einem  der  Systeme  (3  a),  so  genügen  demselben 
Systeme  alle  oo^  mit  ihr  vereinigt  liegenden  Nachbarcharak- 
teristiken, mithin  überhaupt  alle  Charakteristiken,  die  aus  C7|^) 
durch  Monodromie  hervorgehen/    Hieraus  ergiebt  sich  nun  so-  \ 

fort  das  folgende 

Theorem  I.  »Damit  die  Gleichung  (1)  sich  mit  Hülfe 
«gewöhnlicher  Differentialgleichungen  integrieren 
„lasse,  ist  notwendig,  dass  jede  einzelne  Charakteristik 
,2.  Ordnung  wenigstens  eines  der  beiden  Systeme  durch 
, Monodromie  nur  eine  endlichgliederige  Schaar  von 
„Lagen  annehme.' 

9.  Wir  setzen  fortan  voraus,  dass  die  zuletzt  genannte 
Bedingung  für  alle  Charakteristiken  C?^  der  Gleichung  (1)  er- 
füllt sei.  Aus  Satz  b)  schliesst  man  dann  leicht:  „Versteht 
man  unter  v  irgend  eine  Zahl  I>  2 ,  so  geht  auch  jede  Cha- 
rakteristik Gl  durch  Monodromie  nur  in  eine  endlichgliedrige 
Schar  von  Lagen  über;  umgekehrt,  trifft  die  letztere  Voraus- 
setzung für  irgend  eine  Zahl  v  zu,  so  gilt  sie  für  beliebiges  y." 
Innerhalb  der  Mannigfaltigkeit  von  Lagen  nun,  in  die  eine  be- 
liebige Cf^  durch  Monodromie  übergeführt  werden  kann,  ist 
unserer  Annahme  zufolge  das  einzelne  Individuum  durch  An- 
gabe einer  endlichen  Anzahl  von  successiven  Flächenelementen 
2.  Ordnung  eindeutig  festgelegt;  wir  bezeichnen  diese  Anzahl 
mit  n —  1.  Einerseits  sind  nun  durch  ein  Plächenelement  n.  0., 
das  den  Relationen  (8)  genügt,  gerade  n  —  1  auf  ihm  gelegene  | 

successive  Elemente  2.  0.  einer  Cf^  eindeutig  mitbestimmt; 
andererseits  existiert  eine  und  nur  eine  Charakteristik  Ci  ,  die 
eine  gegebene  Cf^  und  ein  gegebenes  Element  n.  0.  enthält, 
wie  aus  Satz  b)  leicht  hervorgeht;  hieraus  folgert  man  das 

Theorem  IL  „Hat  die  Zahl  n  die  angegebene  Be- 
„dentung,   so  geht  jede  Charakteristik  Ca     durch  Mo- 
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„nodromie  in  eine  Schaar  von  Lagen  über,  innerhalb 
„deren  jedes  Individuum  durch  Angabe  eines  Fiäcfaen- 
«elementes  n.  0.  eindeutig  festgelegt  ist/ 

10.  Wir  nehmen  an,  es  lasse  sich  aus  den  Gleichungen 
eines  der  Systeme  (5)  durch  Multiplication  mit  geeigneten 
Punktionen  von  a;,  y,  e^  p^  ,  ,  a^p  und  Addition  eine  Relation 
der  Form 

(9)  d-F==0 

ableiten,  wo  jP  eine  Funktion  der  Variabein  x^  y,  e^  y,  ,  .  a^p 
bedeutet,  die  sich  vermöge  der  Beziehungen  (8)  nicht  auf  eine 
blosse  Gonstante  reduciert,  und  wo  das  Zeichen  d  sich  auf  alle 
in  -F  auftretenden  Variabein  bezieht.  Wir  sagen  dann:  »Die 
Definitionsgleichungen  (5)  der  Charakteristiken  Cf^ 
besitzen  die  integrable  Combination  (9)  oder  das  In- 
tegral F  =  const.,  wenn  sich  F  vermöge  der  Bedingungen  (8) 
nicht  auf  eine  von  den  höchsten  Ableitungen  a^^^  .  .  a^p  freie 
Form  bringen  lässt.  Da  die  Funktion  F  auch  dadurch  charak- 
terisiert ist,  dass  der  Ausdruck 

vermöge  der  Relationen  (6)  und  (8)  identisch  verschwindet*), 
so  wäre  in  dem  letztgenannten  Fall  die  Gleichung  (9)  offenbar 
eine  integrable  Combination  der  Definitionsgleichungen  eines 
der  vorhergebenden  Systeme  von  Charakteristiken  Oj^^  (r  <  v), 

11.  Die  Relationen  (8)  definieren  eine  gewisse  Schaar  von 
Wertsystemen  a;,  y,  -e^,  .  .  ap^  die  wir  kurz  als  die  ^Element- 
mannigfaltigkeit  J?y"  bezeichnen  wollen.  Es  sei  e  irgend 
ein  der  Mannigfaltigkeit  By  angehörendes  Flächenelement  v,  0. 

mit  den  Coordinaten  x,  //,  .  .  a^.  Wenn  nun  keines  der  Cha- 
rakteristikensysteme dy  C^^  .  .  GP  ein  Integral  zulässt^),  so 
werden   die  von   e  auslaufenden  charakteristischen  Streifen  d^^ 


^)  Vgl.  meine  pag.  425  unter  *)  citierte  Mitteilung,   Abschnitt  II. 
'■^j  Vgl.  indes  die  zweite  Anmerkung  pag.  437. 
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offenbar  die  gesamte  Mannigfaltigkeit  jRj/  ^überstreichen',  d.  h. 

denkt  man  sich  das  Element  e  durch  continuirliche  Verschiebung 
längs  einer  von  ihm  auslaufenden  Charakteristik  C2  ii^  ^^^^ 
neue  Lage  e\  aus  dieser  durch  Verschiebung  längs  einer  andern, 
von  e  auslaufenden  Charakteristik  62^  in  eine  dritte  Lage  ge- 
bracht etc.,  so  wird  es  auf  diese  Weise  in  alle  möglichen  Lagen 
innerhalb  Ev  (oder  wenigstens  innerhalb  eines  in  By  enthaltenen 
Continuums   der   gleichen   Dimensionszahl)    übergehen   können. 

Besitzen  dagegen  die  Charakteristikensysteme  C^^  .  .  Cp  irgend 
welche  Integrale  J^^  const.  <P-=const.  . .,  und  bezeichnen  wir  mit 

JP,  <P  .  .  die  Resultate  der  Substitution  der  Werte  x  .  .  a'P  in 
Fj  (D  ,  .  resp.,  so  werden  die  von  e  auslaufenden  Streifen  C>P 
nur  die  Teilmannigfaltigkeit  überstreichen  können,  welche  durch 
die  Gleichungen: 

F=F,0  =  Ö.., 

aus  Bv  ausgeschnitten  wird. 

12.    Es  sei  nun  n  wiederum  die  in  N.  9  definierte  Zahl, 
e  ein   der   Schaar  JSn  angehörendes  Flächenelement  n,  0.  mit 

den  Coordinaten  x  .  .  an\  C^  eine  von  e  auslaufende  Charak- 
teristik n.  0.  des  ersten  Systems  und  e^  ihr  zu  e  benachbartes 
Element  n.  0.  Die  allgemeinste  Lage,  in  welche  C^  durch 
Monodromie  übergehen  kann,  wird  nun  nach  N.  6  in  folgender 

Weise   erhalten :   man  wähle   eine  beliebige  von  e  auslaufende 

Charakteristik  ü^  des  andern  Systems  und  auf  ihr  ein  zweites 
Element  n,  0.  e\  und  denke  sich  diejenige  Charakteristik  C/ 
des  ersten  Systems  construirt,  welche  e  enthält  und  auf  der 
durch  Cj  und  C,  bestimmten  Integralfläche  verläuft;  hierauf 
wähle  man  eine  beliebige  von  e  auslaufende  Charakteristsk  C^', 
auf  ihr  ein  Element  e\  und  erhält  wie  vorhin  eine  durch  e" 
gehende  Charakteristik  C/',  welche  der  durch  C^',  Cg'  definierten 
Integralfläche  angehört;  durch  beliebige  Wiederholung  dieses 
Verfahrens  gelange  man  schli^slich  zu  dem  Element  w.  0.  e 
und  der  von  ihm  auslaufenden  Charakteristik  Cy  Es  seien 
e^\  Cj"  .  .  gj   bez.  die   zu   den   Elementen  e\  e    .  .  e  benach- 
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harten  Elemente  der  Streifen  C/,  C,"  .  .  C^  Indem  die  Cha- 
rakteristik Oj  in  die  neue  Lage  C^  ühergeht,  nimmt  gleichzeitig 

das  Elementenpaar  e^  e^  die  neue  Lage  e^  e^  an,  und  zwar  ist 
durch  Angabe  des  Elements  6  das  zugehörige  Nachhar- 
dement  ßj  eindeutig  mitbestimmt,  da  ja  der  Voraussetzung 
nach  innerhalb  der  Schaar  von  Lagen  Oj,  welche  C^  durch 
Monodromie  annimmt,  jedes  Individuum  durch  ein  Element 
n.  0.  festgelegt  ist.  Jedem  Element  y?.  0.  e,  in  welches  e 
durch  Verschiebung  längs  charakteristischer  Streifen  des  2.  Sy- 
stems übergehen  kann,  ist  sonach  ein  ganz  bestimmtes  Nachbar- 
element ßj  zugewiesen. 

Es  gibt  nun  aber  ein  und  nur  ein  Element  n  -|-  1.  0.  der 
Mannigfaltigkeit  JRn-^u  das  die  Elemente  ß,  6^  sowie  das  zu  e 
benachbarte  Element  des  Streifens  C,  enthält;  durch  dieses 
Element  w  -j-  1.  0.  ist  nach  Satz  b)  längs  C,  ein  charakteris- 
tischer Streifen  w  -}-  1.  0.  festgelegt,  dem  oben  mit  e  bezeich- 
neten Element  also  ein  Element  n  4~  1*  0.,  mithin  auch  ein 
ganz  bestimmtes  Nachbarelement  e^  zugewiesen  u.  s.  w.  Durch 
Wiederholung  dieses  Schlusses  ergibt  sich  sofort,  dass  die  vor- 
bin  geschilderte   Zuordnung   der  Elemente  a,  e^  schon 

durch  Angabe  der  beiden  Nachbarelemente  ß,  e^  voll- 
kommen definirt  ist. 

13.  Es  werde  nun  angenommen,  dass  die  von  dem  Element 
e  ausgehenden  Charakteristiken  n,  0.  des  zweiten  Systems  die 
gesamte  Mannigfaltigkeit  R^  überstreichen  (N.  11);  dann  ist 
nach  dem  Vorigen  jedem  Element  e  von  Rn  ein  ganz  be- 
stimmtes Nachbarelement  e^  zugeordnet;  stellt  femer  die  Cha- 
rakteristik Cj  eine  der  Lagen  dar,  in  welche  G^  durch  Mono- 
dromie gebracht  werden  kann,  und  ist  e  irgend  eines  ihrer 
Elemente  n.  0.,  so  enthält  sie  auch  das  zu  e  gehörige  Element 
6},  ebenso  das  dem  Element  e^  zugewiesene  Nachbarelement  ^ 
u.  s.  w.,  d.  h.  sie  wäre  nach  dem  Schlussergebnis  der  vor.  N. 

durch  die  Wahl  der  beiden  Nachbarelemente  e,  e^  und  Angabe 
eines  ihrer  Elemente  e  schon  eindeutig  festgelegt,  mit  andern 
Worten:    Die   endlichgliedrige  Schaar    von  Lagen,   in  die  eine 
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beliebige  Charakteristik  C^  n.  0.  durch  Monodromie  übergehen 
kann,   wäre  schon  durch  Angabe   zweier  successiver  Elemente 

n.  0,  e^  e  von  C,  vollkommen  definiert,  und  es  gäbe  nur  ein- 
fach nnendiich  viele  derartige  Schaaren  von  Lagen,  da  ja  nur 

00*  Elemente  e    existieren,   die   zu   einem   gegebenen  Element 

n.  0.  e  benachbart  und  mit  ihm  auf  einer  Charakteristik  Oj 
gelegen  sind.  Dies  ist  aber  absurd ;  denn  es  würde  in  diesem 
Falle  die  Gleichung  (1)  überhaupt  nur  eine  endlichgliedrige 
Schaar  von  Charakteristiken  C}"^  besitzen.    Also  können  die  von 

irgend  einem  Element  e  auslaufenden  Charakteristiken  (^  nicht 
die  ganze  Mannigfaltigkeit  Rn  (auch  kein  in  Rn  enthaltenes 
Continuum  gleicher  Dimension)  überstreichen,  und  wir  haben  das 

Theorem  III.  ^Besitzt  eine  partielle  Differential- 
ggleichung  2.  Ordnung  die  Eigenschaft,  dass  jede  ein- 
,,zelne  Charakteristik  2.  0.  des  einen  Systems  durch 
.Monodromie  nur  eine  endlichgliedrige  Schaar  von 
, Lagen  annimmt,  innerhalb  deren  jedes  Individuum 
«durch  Angabe  von  n-1  successiven  Flächenelementen 
,2.0.  festgelegt  ist,  so  existirt  in  der  Keihe  der  Zahlen 
,2,  3  ...  n  wenigstens  eine  Zahl  v  von  der  Beschaffen- 
,yheit,  dass  die  Definitionsgleichungen  der  Charak- 
,yteristiken  v.  0.  des  zweiten  Systems  eine  integrable 
,,Combination  zulassen.* 

14.  Wir  behalten  die  Bezeichnungen  der  N.  12  bei,  und 
nehmen  an,  dass  die  Definitionsgleichungen  der  Charakteristiken 
C2\  öP  .  .  02*^  irgend  welche  integrable  Combinationen  be- 
sitzen. Dann  wird  das  Element  e  durch  Verschiebung  längs 
charakteristischer  Streifen  n,  0.  des  2.  Systems  eine  Schaar  von 
Lagen  e  annehmen  können,  welche  innerhalb  der  Mannigfaltig- 
keit JS»  durch  ein  System  von  Gleichungen  der  Form 

(10)  F=  J^,  a>  =  ä>  .  .  . 

definiert  ist,  und  mit  j?»  bezeichnet  werde.    Durch  Angabe  des 
Elements  Cj ,   das  zu  e  benachbart    und  mit  ihm  auf  einer  C\ 
gelegen  ist,  wird  nach  N.  12  jedem  Element  e  von  lin  ein  be- 
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stimmtes  Nachbarelement  e^  zugewiesen,  so  zwar,  dass  die  Ge- 
samtheit der  Elementenpaare  e,  ß,  identisch  ist  mit  der  Gesamt- 
heit der  Lagen,  die  das  Elementenpaar  e,  e  durch  Verschiebung 
längs  charakteristischer  Streifen  O2  anzunehmen  imstande  ist. 
Es  sei  jetzt  E  irgend  ein  Element  n+l.  0.  der  durch  die  Relationen 

(11)      f=  0,  ^^^^  =  0  (x  =  1,  2  .  .  i;  A  ==  2,  3  .  .  n) 

definierten  Mannigfaltigkeit  22,14.1,  so  sind  auf  E  zwei  und  nur 
zwei  successive  Flächenelemente  n,  0.  gelegen,  die  zusammen 
einer  Charakteristik  n.  0.  Ci*^  angehören  können.  Bezeichnen 
wir  diese  Elemente  gerade  wieder  mit  c,  ^j,  ferner  die  Mannig- 
faltigkeit von  Lagen,  in  die  das  Element  E  durch  Verschiebung 
längs  charakteristischer  Streifen  &2  übergehen  kann,  mit 
i2n4.i,  dann  besteht  jRm+i  aus  einer  Schaar  Ton  Elementen 
n-j^l.  0.,  die  man  erhält,  indem  man  dem  einzelnen  Element  e 
von  Bn  entweder  die  Gesamtheit,  oder  auch  immer  nur  eines 
der  einfach  unendlichen  vielen  Elemente  n  +  1.  O.  zuweist, 
welche  e  selbst  und  das  ihm  zugeordnete  Nachbarelement  e^ 
enthalten.  Andererseits  gibt  es  zweifach  unendlich  viele  Ele- 
mente w  4-  1.  0.,  welche  ein  gegebenes  Element  n.  0.  e  enthalten 
und  den  Relationen  (11)  Genüge  leisten.  Mithin  ist  die  Mannig- 
faltigkeit i?»-fi  definiert  durch  die  Relationen  (10)  (11)  und 
wenigstens  eine  weitere  Gleichung  der  Form: 

die  sich  vermöge  (11)  nicht  auf  eine  von  den  höchsten  Ableitongen 
0^"+') .  .  ojjvj^^)  freie  Form  bringen  lässt.     Hieraus  folgt  das 

Theorem  IV.  , Unter  den  Voraussetzungen  des  Theo- 
^rems  III  besitzen  auch  die  Definitionsgleichungen  der 
, Charakteristiken  n+ 1-0.  des  zweiten  Systems  wenig- 
^stens  eine  integrable  Combination.* 

15.  Aus  den  Ergebnissen  meiner  früheren  Mitteilung: 
»lieber  gewisse  Systeme  Pfaffscher  Gleichungen*  *)  erhält  man 
durch  geeignete  Specialisirung  unmittelbar  den  Satz: 

')  Vgl.  die  erste  Anm.  p.  425. 
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,Gibt  es  zwei  verschiedene  Zahlen  r,  r  von  der  Beschaffen- 
,heit,  dass  die  Definitionsgleichungen  der  Charakteristiken  C2 
«und  C2  je  eine  integrable  Gombination  zulassen,  so  kann  man 
«die  gegebene  Gleichung  (1)  durch  gewöhnliche  Differential- 
gleichungen allgemein  integrieren/  Aus  den  citierten  Ent- 
wickelungen  schliesst  man  auch  ohne  weiteres,  dass  unter  der 
gemachten  Annahme  jede  Charakteristik  &^^  der  gegebenen 
Gleichung  durch  Monodromie  nur  eine  endlichgliedrige  Schaar 
von  Lagen  annimmt.^) 

Indem  wir  diese  Resultate  mit  den  Theoremen  I,  III,  IV 
vergleichen,  gewinnen  wir  schliesslich  das 

Theorem  Y.  «Die  notwendige  und  hinreichende  Be- 
«dingung  dafQr,  dass  sich  eine  partielle  Differential- 
sgleichung 2.  Ordnung,  deren  beide  Charakteristiken- 
«systeme  nicht  zusammenfallen,  mit  Hülfe  gewohn- 
«licher  Differentialgleichungen  allgemein  integrieren 
«lasse,  ist  die  Existenz  zweier  verschiedener  Zahlen 
«r,  r  von  der  Eigenschaft,  dass  die  Definitionsglei- 
«chungen  der  Charakteristiken  sowohl  der  r.  als  auch 
«der  r .  Ordnung  eines  der  beiden  Systeme  je  eine  inte- 
«grable  Combination  besitzen.'^) 


')  Dann  gehört  nämlich,  nach  der  1.  c.  gebrauchten  Terminologie, 

jede  Charakteristik  C^  ,  falls  r'^r\  einem  und  nur  einem  ,  unbeschränkt 

integrablen  Streifensystem  S^^"  an. 

^  Wir  haben  im  Texte  den  Fall,  dass  die  gegebene  Gleichung  (1) 
in  r,  8,  t,  rt  —  «2  linear  ist,  der  Kürze  wegen  beiseite  gelassen;  unter 
dieser  Voraussetzung  existieren  zwei  verschiedene  Systeme  von  charak- 
teristischen Streifen  erster  Ordnung,  und  die  vorhergehenden  Resultate 
sind  nur  dahin  zu  modificieren,  dass  in  Theorem  III  die  Zahl  r,  in 
Theorem  V  die  Zahlen  r  r'  auch  den  Wert  eins  annehmen  können. 
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Oeffentliche  Sitzung 

zu  Ehren  Seiner  Majestät  des  Königs  und  Seiner 
Königlichen  Hoheit  des  Prinz-Regenten 

am  14.  November  1896. 


Der  Präsident  der  Akademie,  Herr  M.  v.  Pettenkofer, 
eröffnet  die  Sitzung  mit  folgender  Ansprache: 

Die  heutige  Festsitzung  der  kgl.  bayer.  Akademie  der 
Wissenschaften  gilt  ihrem  hohen  Protector,  Sr.  k.  Hoheit  dem 
Prinz-Regenten  Luitpold,  des  Königreichs  Bayern  Verweser. 
Mit  Ehrfurcht  und  Dankbarkeit  blicken  wir  zu  Allerhöchst- 
demselben  auf,  noch  eine  lange,  gesegnete  Regierung  ihm 
wünschend. 

Mit  diesem  jährlichen  Festtage  ist  stets  auch  die  VerkQn- 
dung  der  neuen  Wahlen  verknüpft,  welche  die  Akademie  vor- 
genommen und  deren  Protector  bestätigt  hat. 

Als  Ehrenmitglied  wurde  vom  Präsidenten  und  den  drei 
Classensecretären  vorgeschlagen  Se.  k.  Hoheit  Prinz  Ludwig 
von  Bayern,  von  der  Gesammtakademie  am  22.  Juli  ds.  Js. 
per  acciamationem  gewählt  und  am  10.  Novemher  1896  vom 
Protector  bestätigt.  Wir  begrüssen  in  ihm  nicht  nur  ein  Glied 
unseres  verehrten  Königshauses,  sondern  auch  ein  Ehrenmitglied, 
welches  bei  verschiedenen  Anlässen  ein  umfassendes  Wissen  ge- 
zeigt und  der  Wissenschaft  und  ihrer  praktischen  Anwendung 
namentlich   auf  Landwirthschaft   und  Verkehr   behülflich  war. 

Ich  ersuche  nun  die  Herren  Classensecretäre ,  die  übrigen 
vorgenommenen  und  bestätigten  Wahlen  von  ausserordentlichen 
und  correspondirenden  Mitgliedern  kundzugeben. 
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Hierauf  verkündeten  die  Classensecretare  die  weiteren 
Wahlen  und  zwar  der  Secretar  der  II.  Classe,  Herr  C.  v.  Voit, 
folgende  Wahlen  für  die  mathematisch -physikalische  Classe: 

als  ausserordentliche  Mitglieder: 

1.  Dr.  Wilhelm  Königs,  ausserord.  Professor  an  der  Universität 

München ; 

2.  Dr.  Karl  Linde,  Honorarprofessor  an  der  technischen  Hoch- 

schule in  München; 

3.  Dr.  Emil   Selenka,    Honorarprofessor    an    der   Universität 

München,   vormals  o.  ö.  Professor  der  Zoologie   und   ver- 
gleichenden Anatomie  an  der  Universität  Erlangen; 

als  correspondirende  Mitglieder: 

1.  Eugraph  von  Fedorow,  Professor  der  Mineralogie  undGeo- 

logie  an  der  landwirthschaftlichen  Schule  zu  Moskau; 

2.  Dr.  Walther  Flemming,  ord.  Professor  der  Anatomie  an 

der  Universität  Kiel; 

3.  Dr.  F.  Robert  Helmert,  ord.  Professor  an  der  Universität 

Berlin  und  Direktor  des  kgl.  preussischen  geodätischen  In- 
stituts daselbst; 

4.  Dr.  Wilhelm  Hittorf,  Geh.  Rath,  ord.  Professor  der  Physik 

an  der  Akademie  Münster; 

5.  Dr.  Wilhelm  Konrad  Röntgen,  ord.  Professor  der  Physik 

an  der  Universität  Würzburg; 

6.  Dr.  August  Topler,  Geh.  Rath,  ord.  Professor  der  Physik 

an  der  technischen  Hochschule  zu  Dresden ; 

7.  Dr.  Wilhelm  Waldeyer,  ord.  Professor  der  Anatomie  an 

der  Universität  Berlin, 


V.  PeUenkofer:  Eröffnungsrede.  441 

Hierauf  fuhr  Geheimrath  v.  Pettenkofer  fort: 

Bevor  Herr  College  Walter  Dyck  die  angekündigte  Fest- 
rede hält,  sei  mir  gestattet,  noch  einige  geschäftliche  Mit- 
theilungen  zu  machen. 

Der  Präsident  der  Akademie  der  Wissenschaften,  mit  welcher 
Function  bisher  auch  die  des  Generalconservators  der  wissen- 
schaftlichen Sammlungen  des  Staates  verbunden  ist,  wird  stets 
auf  drei  Jahre  vom  Protector  ernannt.  1890  und  1898  fiel  die 
Allerhöchste  Ernennung  auf  meine  Person.  Hohes  Alter  und 
Kränklichkeit  liessen  mich  wünschen,  nicht  zum  drittenmal  er- 
nannt zu  werden.  Se.  k.  Hoheit  der  Prinz-Regent  sprach 
mir  jedoch  den  Wunsch  aus,  der  auch  von  den  Classensecretären 
getheilt  wurde,  dass  ich  es  doch  zum  drittenmale  versuchen  solle. 
Der  Wunsch  unseres  Protectors  war  mir  Befehl.  Ich  wünsche 
nur,  dass  es  mir  gelingen  möchte,  dem  in  mich  gesetzten  Ver- 
trauen doch  noch  einigermassen  auch  thatsächlich  zu  entsprechen. 

In  der  letzten  öffentlichen  Festsitzung  im  März  dieses  Jahres 
war  ich  in  der  glücklichen  Lage,  die  Gründung  der  Münchener 
Bürgerstiftung  verkünden  zu  können,  welche  Stiftung  uns 
hoffen  lässt,  dass  auch  unserer  Akademie  allmählich  von  Pri- 
vaten so  reiche  Mittel  zufliessen  werden,  wie  sie  die  Akademien 
der  Wissenschaften  in  Berlin  und  Wien  besitzen,  welche  für 
wissenschaftliche  Arbeiten  und  wissenschaftliche  Zwecke  über 
die  Renten  aus  Privatstiftungen  verfügen,  deren  Capital  Millionen 
von  Mark  und  Gulden  beträgt.  Die  Münchener  Bürgerstiftung 
betrug  bei  ihrer  Gründung  59,500  M.  und  hat  sich  bis  heute 
auf  70,900  M.  erhöht. 

Die  Genehmigung  der  kgl.  Staatsregierung  erhielt  die  Mün- 
chener Bürgerstiftung  am  8.  Juni  1896,  nachdem  ein  Statut 
ausgearbeitet  worden  war,  welches  die  Verwaltung  und  Ver- 
wendung der  Stiftung  regelt  und  welches  die  Wünsche  der 
Spender  thunlichst  berücksichtigt.  Das  Allerhöchst  genehmigte 
Statut  lautet: 

§  1.  Aus  Spenden  Münchener  Bürger  und  Firmen  wird  eine 
Stiftung  errichtet  unter  dem  Namen  «Münchener  Bürgerstiftung 
bei  der  kgl.  bayerischen  Akademie  der  Wissenschaften*. 


442  Oeffentliehe  Sitzung  vom  14,  November  1896, 

§  2.  Zweck  der  Stiftung  ist,  ans  den  Zinsen  dieses  der 
kgl.  Akademie  zur  Verfügung  gestellten  Capitals  Forschungen 
auf  dem  Gebiet  derjenigen  Wissenschaften  zu  veranlassen  und 
zu  unterstützen,  welche  in  der  mathematisch-physikalischen  Classe 
Vertretung  finden. 

§  3.  Das  Stiftungsvermögen  wird  gebildet:  durch  die  be- 
reits eingezahlten  Geldbeträge,  ferner  durch  künftige,  dem 
gleichen  Zwecke  gewidmete  Spenden,  endlich  durch  nicht  auf- 
gebrauchte, zum  Capital  geschlagene  Zinsen.  —  Sollte  dnrch 
unvorhergesehene  Ereignisse  eine  Verminderung  des  Capitals 
eintreten,  so  muss  dasselbe  aus  den  jährlichen  Renten  wieder 
auf  seine  vorige  Höhe  gebracht  werden. 

§  4.  Anlage  und  Verwaltung  des  Stiftungsvermögens  er- 
folgt durch  die  Cassenverwaltung  der  kgl.  Akademie  der  Wissen- 
schaften nach  den  für  die  übrigen  akademischen  Stiftungen 
geltenden  Vorschriften. 

§  5.  Ueber  die  Verwendung  der  jährlichen  Zinsen  des 
Stiftungsvermögens  zu  dem  in  §  2  bezeichneten  Zweck  entscheidet 
eine  Commission,  welche  aus  dem  Präsidenten  der  k.  Akadeiuie, 
dem  Secretär  der  mathematisch -physikalischen  Classe  und  drei 
weiteren,  auf  je  drei  Jahre  gewählten  Mitgliedern  dieser  Classe 
besteht. 

§  6.  Die  Namen  der  Bürger  und  Firmen,  welche  für  die 
Münchener  Bürgerstiftung  einen  Beitrag  von  mindestens  1000  M. 
(eintausend  Mark)  gespendet  haben,  werden  zum  ehrenden  Qe- 
dächtniss  auf  einer  in  den  Räumen  der  k.  Akademie  anzu- 
bringenden Tafel  verzeichnet. 

§  7.  Aenderungen  dieses  Statuts  sind  nur  auf  Antrag  der 
mathematisch-physikalischen  Classe  durch  einmüthigen  Beschloss 
des  Präsidenten  der  k.  Akademie  und  der  drei  Classensecretare 
und  mit  Allerhöchster  Genehmigung  zulässig. 

Die  im  §  6  des  Statuts  erwähnte  Gedenktafel  hat  Herr 
Bauamtmann  Adelung  durch  die  geübte  Hand  des  Architekten 
Kreuter,  des  Schreinermeisters  KöUmayr  und  des  Steinmetz- 
meisters Rehm  ausführen  lassen.  Sie  ist  in  dem  an  diesen  Fest- 
saal anstossenden  Versammlungsraum  angebracht. 
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Der  heutige  Festtag  verschafft  mir  Gelegenheit,  auch  noch 
eine  weitere,  sehr  ansehnliche  Privatstiftung  zu  verkünden.  Seine 
Excellenz  Herr  Staatsminister  Dr.  v.  Landmann  erhielt  von  Herrn 
Theodor  Prhrn.  v.  Cramer*Klett,  erblichen  ßeichsrath  der  Krone 
Bayern,  aus  Hohenaschau  einen  Brief  vom  21.  Oct.  1896,  wel- 
chen Se.  £xcellenz  der  Akademie  im  Original  roitzutheilen  die 
tinte  hatte.     Das  Schreiben  lautet: 

Hochwohlgeborener  Herr 
Hochzuverehrendster  Herr  Staatsminister! 

Es  ist  mein  reges  Bestreben,  dem  Vorbilde  meines  verewigten 
Yaters,  soweit  es  mir  eben  vergönnt  ist,  nachzueifern.  Derselbe 
bat  dem  Gewerbemuseum  in  Nürnberg  und  der  k.  Technischen 

■ 

Hochschule  in  München  nicht  unbedeutende  Stiftungen  gewidmet. 
Wenn  ich  auch  die  Höhe  dieser  Stiftungssummen  lange  nicht 
erreichen  kann,  so  möchte  ich  doch  mit  dem  Capitalbetrag  von 
60,000  M.  eine  »Cramer-Klett-Stiftung*  bei  der  k.  b.  Aka- 
demie der  Wissenschaften  zu  München  begründen  dürfen.  Neben 
dem  steten  Bückblick  auf  das  Vorgeben  meines  guten  Vaters 
bin  auch  ich  von  dem  Wunsche  beseelt,  dem  derzeitigen  Prä- 
sidenten der  Akademie  der  Wissenschaften,  Herrn  Geheimen  Rath 
Dr.  Max  v.  Pettenkofer,  ein  Zeichen  meiner  Verehrung  kund- 
zugeben und  wünsche  ferner,  dass  auch  auf  die  ,Cramer-Klett- 
Stiftung*  im  allgemeinen  jenes  Statut  Anwendung  finde,  welches 
in  Beziehung  auf  die  „Münchener  Bürgerstiftung  bei  der  k.  b. 
Akademie  der  Wissenschaften*  von  eben  dieser  Akademie  am 
25.  April  lfd.  Js.  beschlossen  worden  ist.  Jedoch  bäte  ich  ganz 
ergebenst,  es  möge  in  dieses  Statut  unter  Aenderung  der  §§  1 
und  3  und  mit  Hinweglassung  von  §  6  für  meine  Stiftung  die 
Bestimmung  aufgenommen  werden,  dass  der  Zinsertrag  der 
Cramer-Klett-Stiftung  zu  neun  Zehnteln  auf  den  Stiftungszweck 
selbst,  zu  einem  Zehntheil  aber  alljährlich  zur  Erhöhung  des 
Stiftungscapitals  verwendet  werden  soll.  Ehe  ich,  vom  1.  No- 
vember lfd.  Js.  an  als  Attache  an  die  k.  b.  Gesandtschaft  am 
k.  italienischen  Hofe  AUergnädigst  einberufen,  in  den  nächsten 
Tagen  meine  Reise  nach  Rom  antrete,  gestatte  ich  mir,  an  Euer 
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Excellenz  die  ganz  ergebenste  Bii^e  zu  richten,  die  Allerhöchste 
landeslierrliche  Bestätigung  der  ^^Cranier-KIett-Stiftung'  hoch- 
geneigtest  beförworten  zu  wollen  und  meine  Vermögens-AdmiDi- 
stration  in  München  (Ottostrasse  9)  gef&lligst  verständigen  zu 
lassen,  wohin  sie  das  Stiftuugscapital  von  60,000  M.  einzuzahlen 
habe,  welche  Einzahlung  dann  sofort  bewerkstelligt  werden  wird. 
Mit  dem  Ausdruck  der  ausgezeichnetsten  Hochachtung  habe 
ich  die  Ehre  zu  sein 

Euer  Excellenz 

ganz  ergebenster 

Th.  Frhr.  v.  Cramer-Klett, 
erblicher  Reichsrath  der  Krone  Bayern. 

Die  Akademiecasse  hat  die  60,000  M.  bereits  in  Empfang 
genommen  und  in  Werthpapieren  angelegt. 

Das  Statut  haben  Präsident  und  Classensecretäre  nach  dem 
Wunsche  des  Spenders  entworfen  und  werden  es  nach  Gegen- 
zeichnung desselben  dem  k.  Staatsministerium  zur  Genehmigung 
unterbreiten. 

Der  jugendliche  Reichsrath  der  Krone  Bayern  hat  für  die 
bayerische  Krone  wirklich  etwas  Grosses  geleistet,  indem  er  dem 
yerhältnissmässig  armen  Staatsinstitut  der  k.  b.  Akademie  der 
Wissenschaften  die  Renten  einer  so  namhaften  Summe  zur  Ver- 
fügung stellt,  was  die  kgl.  Staatsregierung  gewiss  auch  ent- 
sprechend anerkennen,  wird. 

Ich  rufe  daher  im  Namen  der  Akademie  dem  hochherzigen 
Stifter  tief  gerührt  den  innigsten  Dank  nach  Rom  ultra  montes 
hinüber. 

Hierauf  hielt  das  ordentliche  Mitglied  der  Akademie  Prof. 
Walter  Dyck  die  Festrede  ,Ueber  die  wechselseitigen  Beziehungen 
zwischen  der  reinen  und  der  angewandten  Mathematik*.  Mit 
dem  Vortrag  war  die  Sitzung  geschlossen. 
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Sitzung  vom  5.  Dezember  1896. 

1.  Herr  Ferd.  Lindemann  hält  einen  Vortrag:  ^Ziir  Ge- 
schichte der  Polyeder  und  der  Zahlzeichen." 

2.  Herr  Perd.  Lindemann  legt  eine  Note  des  Herrn  Pro- 
fessor S.  Kantor  in  Kopenhagen  vor;  „üeber  n.  Momente 
von  i2^-Complexen  im  JBr." 

3.  Herr  Leonhard  SoHNCKE  macht  eine  Mittheilung:  „Ueber 
die  drei  ersten  Fahrten  mit  dem  Ballon  , Akademie*.** 
Die  Veröflfentlichung  der  Beobachtungen  erfolgt  an  einem  an- 
deren Orte. 

4.  Herr  Paul  Groth  legt  eine  von  dem  correspondiren- 
den  Mitgliede  Herrn  E.  v.  Fedorow  eingesandte  Abhandlung : 
ipEinige  Betrachtungen  über  die  Grundfragen  der 
Krystallographie**  vor. 

5.  HerrK.GoEBELreicht  eine  Abhandlung  ein:  ,Ueber  Ju- 
gendformen von  Pflanzen  und  deren  künstliche  Wieder- 
hervorrufung.** 

6.  Herr  W.  v.  GOmbel  spricht:  „üeber  die  Qrünerde 
vom  Monte  Baldo.** 

7.  Herr  Alf.  Pringsheim  macht  eine  Mittheilung :  .lieber 
die  sogenannte  Grenze  zwischen  Divergenz  und  Gon- 
vergenz.** 
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Ueber  Jngendformen  von  Pflanzen  und  deren  künst- 
liche Wiederhervorrnfung. 

Von  K.  Ooebel. 

{ßingtiavfen  5.  DestnAw.) 

Im  Wesen  der  Entwicklung  liegt  es  begründet,  dass  die 
ersten  Stufen  derselben  von  den  folgenden  abweichen.  Dies 
tritt,  wie  ich  früher  (Ueber  die  Jugendzustände  der  Pflanzen, 
Flora  1889,  p.  1  ff.)  nachzuweisen  versucht  habe,  besonders  dann 
auffallend  hervor,  wenn  die  ersten  Entwicklnngsstadien  anderen 
äusseren  Verhältnissen  angepasst  sind,  als  die  folgenden.  So 
finden  wir  bei  einer  Anzahl  xerophiler  Pflanzen  die  späterhin 
eine  Reduktion  der  Blattfläche  zeigen,  die  Jugendformen,  die 
im  Schutze  anderer  Pflanzen  aufwachsen,  mit  wohlentwickelten 
Blättern  versehen ;  die  früher  angeführten  Beispiele  zeigen  aber, 
welche  Schwankungen  in  dieser  Beziehung  vorkommen.  Es 
zeigen  z.  B.  die  Keimpflanzen  von  Gasuarina  und  Ruscus  acul- 
eatus  keine  Abweichung  von  der  Gestaltung  der  « erwachsenen^ 
Pflanze,  während  diejenigen  von  Ruscus  androgynns  (Semele 
androgyna)  wohl  entwickelte  Laubblätter  besitzen,  obwohl  auch 
hier  später  die  Blätter  verkümmern  und  die  Assimilation  den 
blattähnlichen  Phyllokladien  übertragen  wird. 

Aber  auch  da,  wo  die  Lebensverhältnisse  der  Keimpflanzen 
nicht  in  erheblichem  Maasse  von  denen  des  späteren  Alters  ab- 
weichen, sind  die  Gestaltungsverhältnisse  oft  verschieden.  Diese 
Erscheinung  gewährt  zunächst  ein  morphologisches  Interesse. 
Fassen  wir  nur  die  beblätterten  Pflanzen  zunächst  in  das  Auge, 
und  bezeichnen  wir  die  in  der  Jugend  auftretenden  Blätter  als 
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Primärblätfcer^),  so  fragt  es  sich:  folgen  diese  von  den  spä- 
teren, den  Folge  blättern,  oft  so  weit  abweichenden  Qebilde 
demselben,  nur  in  gewisser  Beziehung  abgeänderten  Entwick- 
lungsgange wie  jene  oder  nicht  ? 

In  einer  Anzahl  von  untersuchten  Fällen  habe  ich  nach- 
gewiesen, dass  das  erstere  der  Fall  ist,  dass  der  Entwicklungs- 
gang bei  allen  Blattgebilden  einer  Pflanze  ursprünglich  über- 
einstimmt und  Abweichungen  dadurch  zu  Stande  kommen,  dass 
die  Primärblätter  auf  einem  gewissen  Entwicklungsstadium  stehen 
bleiben,  und  nun  eine  Vergrosserung  oder  sonstige  Veränderang 
einzelner  Theile  erfahren.  Sie  erscheinen  so,  wie  ich  nachwies, 
als  Hemmungsbildungen  gegenüber  den  später  auftretenden 
Blattanlagen,  abgesehen  natürlich  von  den  Fällen,  in  denen 
letztere  selbst  der  Reduktion  anheimfallen,  wie  bei  den  aostra- 
lischen  Akazien,  Clematis  afoliata  n.  a. 

Derartige  Erscheinungen  haben  zunächst  in  phylogenetischer 
Beziehung  das  Interesse  auf  sich  gezogen,  weil  die  Jugendformen 
hier  übereinstimmen  mit  den  Gestaltungsverhältnissen  die  bei 
anderen  Pflanzen  die  auch  später  herrschenden  darstellen.  Darauf 
möchte  ich  hier  nicht  näher  eingehen,  sondern  nur  heryorheben. 
dass  der  Nachweis,  dass  eine  Jugendform  andern  Verhältnissen 
angepasst  ist  als  die  folgenden  Stadien,  noch  nichts  gegen  eine 
etwaige  phylogenetische  Bedeutung  der  Jugendstadien  beweist. 
Darüber  kann  nur  der  Vergleich  mit  anderen  Formen  ent- 
scheiden. Auch  da,  wo  über  die  phylogenetische  Bedeutung 
der  Jugendstadien  wohl  kaum  eine  Meinungsverschiedenheit 
besteht,  wie  bei  den  australischen  Akazien,  sind  dieselben  offen- 
bar anderen  Verhältnissen  angepasst  als  die  spätem  und  haben 
dessbalb  sich  erhalten. 

In  neuerer  Zeit  ist  aber  gegenüber  der  formal  morpho- 
logischen Betrachtung  eine  andere  Frage  in  den  Vordergrund 
getreten,   die   nach   der  Abhängigkeit   der  einzelnen  Entwick- 

^)  Der  statt  dessen  von  einigen  Autoren  angewandte  Ausdruck 
Primordialblatter  ist  zu  verwerfen.  Primordialblatt  ist,  wie  der  Name 
sagt,  eine  aus  dem  Blattprimordium  hervorgegangene  Blattanlage.  So 
haben  Eichler  und  ich  den  Ausdruck  auch  gebraucht. 
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lungsstadien  von  äusseren  Faktoren.  Auf  die  Frage,  ob  das 
Auftreten  der  Jugendforroen  an  andere  äussere  Bedingungen, 
speciell  an  andere  Starke  der  Lichtintensitat  geknöpft  sei,  als 
das  der  folgenden  Entwicklungsstufen,  wurde  schon  in  meiner 
oben  erwähnten  Arbeit  hingewiesen.  Ist  dies  der  Fall,  so  muss 
es  zunächst  möglich  sein,  die  Dauer  der  Jugendform  künstlich 
zu  verlängern,  sie  zu  einer  theoretisch  unbegrenzten  zu  machen. 
Die  Natur  föhrt  dies  Experiment  gelegentlich  bei  einigen 
Wasserpflanzen  aus,  und  so  wurde  denn  auch  zunächst  bei  einer 
solchen  Pflanze,  Sagittaria  sagittaefolia  von  mir  nachgewiesen  ^), 
dass  die  Jugendform  —  die  sich  durch  ihre  abweichende,  ein- 
fachere Blatiform  auszeichnet,  dauernd  erhalten  bleibt,  wenn 
man  sie  bei  schwacher  Lichtintensitat  kultivirt,  und  dasselbe 
wurde  später  ffir  eine  dikotyle  Landpflanze,  Gampanula  rotundi- 
folia  gezeigt. 

Indess  kommen  bei  der  Erhaltung  der  Jugendformen  keines- 
wegs nur  äussere  Einwirkungen  in  Betracht.  Dies  zeigt  uns 
schon  das  Verhalten  der  „fixirten'*  Jugendformen  mancher 
Goniferen,  z.  B.  der  Biota  und  Chamaecyparis-(Retinispora)- 
Arten.  Man  kann  hier  die  durch  abstehende  Nadeln  ausge- 
zeichnete Jugendform,  wie  früher  mitgetheilt,  dadurch  erhalten, 
dass  man  an  Keimpflanzen  die  ganze  obere  Partie  entfernt,  und 
nur  die  an  der  Basis  stehenden  die  Jugeudblattforni  zeigenden 
Sprosse  stehen  lässt.  Diese  erfahren  jetzt  eine  kräftige  Ent- 
wicklung, während  sie  sonst  durch  die  anders  beblätterten 
Sprosse  bald  unterdrückt  werden.  Es  kommen  also  auch  Gor- 
relationsverhältnisse  in  Betracht. 

An  die  Frage:  wodurch  man  eine  Pflanze  zum  Beharren 
auf  dem  Jugendstadium  veranlassen  könne,  schliesst  sich  natur- 
gemäss  die  weitere,  ob  und  wodurch  es  möglich  ist,  die  Pflanze 
zur  Rückkehr  zur  Jugendform  zu  bringen. 

Nachdem  nun  eine  Anzahl  derartiger  Fälle  bekannt  ge- 
worden ist,  wird  es  von  Interesse  sein,  sie  in  Verbindung  mit 
einigen  neuen   hier  zusammenfassend   zu   besprechen.     Dass  es 


^)  Pflanzenbiolog.  Schilderungen  II,  p.  295,  Flora  189G,  p.  110. 
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sich  auf  diesem  Qebiete  nur  um  einen  Anfang  handelt,  braucht 
kaum  hervorgehoben  zu  werden,  immerhin  ei^eben  sich  doch 
für  Pflanzen  aus  verschiedenen  Gruppen  einige  gemeinsame 
Gesichtspunkte,  wenn  auch  Manches  noch  zweifelhaft  bleibt 
und  ausgedehnter  Prüfung  bedarf.  Die  meisten  der  im  Fol- 
genden besprochenen  Untersuchungen  wurden  theils  von  mir, 
theils  auf  meine  Veranlassung  in  dem  hiesigen  pflanzenphysio- 
logischen Institute  ausgeführt,  andere  Beispiele  wurden  der 
Literatur  entnommen. 

1.  Lebermoose. 

Untersucht  wurde  das  Verhalten  zweier  Marchantieen.  Bei 
der  Keimung  der  Sporen  entsteht  zunächst  ein  Eeimschlauch, 
zur  Bildung  der  an  diesem  entstehenden  Eeimscheibe  ist,  wie 
schon  Leitgeb  fand,  höhere  Lichtintensität  nothwendig.  Bei 
starkem  Lichte  bleibt  der  Keimschlauch  kurz  (cfr.  Fig.  I,  1) 
und  geht  sofort  an  seiner  Spitze  zur  Bildung  der  aus  vier 
Zellen  bestehenden,  rechtwinklig  zur  Richtung  der  Lichtstrahlen 
orientirten  Keirascheibe  über,  deren  eine  Zelle  zur  Scheitelzelle 
der  Keimpflanze  wird.     Es  bildet  sich  so  eine  mit   zweischnei- 


Fig.  T.  Preissia  commutata  (halbsclieinatiscli).  1.  Gekeimte  Spore,  oben  in 
die  Keimscheibe  übergehend.  2.  Junge  Keimscheibe  von  oben  1,  2  die 
Quadrantenwände ,  in  dem  obem  Quadranten  rechts  wird  die  jun^e 
Pflanze  angelegt.  3.  Eine  Keimscheibe,  in  der  in  der  rechten  Hälfte  so- 
fort die  junge  Pflanze  angelegt  wurde  {s  Scheitelzelle  derselben).  4.  Keim- 
Bcheibc  dem  Keimfaden  aufsitzend  im  optischen  Längsschnitt.  5.  Eine 
junge  Pflanze,  deren  Scheitelzelle  in  Folge  verminderter  Lichtintensität 
wieder  zum  Keimschlauch  ausgewachsen  ist.    (Vergr.) 
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diger  Scheitelzelle  wachsende  Zell&ache.  Bringt  man^)  diese 
in  gemindertes  Licht,  so  wächst  die  Scheitelzelle  wieder  zum 
Eeimschlauche  aus  (I,  5)  der  nun  wieder  —  höhere  Licht- 
intensität vorausgesetzt  —  zur  Bildung  einer  Keimscheibe 
schreiten  kann.  Dieser  Versuch  lässt  sich  durch  Wechsel  der 
Lichtintensität  beliebig  oft  wiederholen,  die  Möglichkeit  dazu 
hört  aber  auf,  sobald  der  Scheitel  des  Yorkeims  die  Struktur 
angenommen  hat,  welche  nun  die  bleibende  wird.  Auch  andere 
Zellen  des  Vorkeims  können  zu  Schläuchen  auswachsen,  und 
zwar  geschieht  dies  nach  Verletzung  der  Scheitelzelle  regel- 
mässig. Es  war  nun  nicht  unwahrscheinlich,  dass  man  durch 
Aussaat  der  Sporen  bei  hoher  Lichtintensität  die  Bildung  des 
Keimschlauches  ganz  unterdrücken  und  sofort  Keimscheiben- 
bildung herbeiführen  könne.  Ein  bei  sehr  starker  elektrischer 
Beleuchtung  ausgeführter  Versuch  mit  Plagiochasma  Aitoniana 
ergab  aber  ein  negatives  Resultat,  Keimschläuche  traten  trotz  der 
starken  Beleuchtung  auf,  ihre  Bildung  kann,  soweit  die  Erfahrung 
bis  jetzt  reicht,  nicht  übersprungen,   resp.  unterdrückt  werden. 

Wenn  an  dem  Vorkeim  eines  foliosen  Lebermooses  die 
Bildung  einer  Sprossanlage  erfolgt  ist,  so  beginnt  die  Blatt- 
bildung zunächst  mit  der  Entstehung  einfach  gestalteter  Primär- 
blätter. Es  fragt  sich,  ob  man  die  Bildung  derselben  auch  auf 
späteren  Stadien  wieder  hervorrufen  kann. 

Jungermannia  bicnspidata  besitzt  bekanntlich  Blätter,  die 
auf  einer  Zellfläche  oben  zwei  gleichfalls  aus  Zellflächen  be- 
stehende Lappen  tragen.  Pflanzen  dieser  Art  wurden  längere 
Zeit  bei  schwacher  Beleuchtung  gezogen.  Es  entwickelten  sich 
vielfach  Sprosse,  bei  denen  das  Blatt  nur  noch  aus  zwei  Zell- 
reihen bestand.  Ein  solcher  Fall  —  nicht  der  extremste,  der 
zur  Beobachtung  kam  —  ist  in  Fig.  II  abgebildet.  Das  Blatt 
war  das  17.  eines  Seitensprosses,  was  desshalb  bemerkt  werden 
muss,  weil  die  untersten  Blätter  von  Seitensprossen  ohnedies 
einfacher  gestaltet  zu  sein  pflegen,  als  die  oberen.     Es  ist  hier 


')  Die  Versuche  wurden  von  Dr.  Scbostakowitsch  ausgeführt.    Vgl. 
Flora  1894. 
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an  der  Basis  noch  eine  ans  vier 
Zellen  bestehende  Zellflacfae  Tor- 
handen.  Das  Blatt  stimmt  dberan 
mit  der  Gestaltung  der  Blätter  an 
Keimpflanzen.  Diese  sind  also 
Hemmungsbildungen,  die  auch  im 
spateren  Alter  wieder  hervorge- 
rufen werden  können.  Diese  ein- 
facher gebauten  Blätter  besitzen 
übrigens  Ghlorophyllkörper,  und 
die  Pflanze  kann  offenbar  längere 
Zeit  hindurch  in  der  Form  dünner 

Stück 'eSsm^ÄT^^  mit  einfachen  Blättern  ausgerüsteter 
ducirten  Blättern  (eines  derselben  Stämmchen    weiter    wachsen.     So 

rechts)  von  der  Seite.    Vercr.        -u  ^     •  i.   j«  u*-   ^i-  i.     t- 

^       nähert  sich  diese  «künstliche  Ja- 

gendform*  sehr  der  Gestaltung  einiger  derjenigen  foliosen  Leber- 
moose, die  ich  als  rudimentäre  bezeichnet  habe,^)  Formen,  bei 
denen  die  Blattbildung  während  des  ganzen  vegetativen  Stadiums 
auf  einer  äusserst  einfachen  Stufe  verharrt,  um  erst  an  den 
Sexualsprossen  dann  eine  höhere  Ausbildung  zu  erreichen.  Es 
sei  hier  nur  erwähnt,  dass  zwischen  den  verein&chten  und  den 
«normalen*  Blättern  von  Jung,  bicuspidata  alle  üebergangs- 
stufen  sich  finden,  und  dass  offenbar  nicht  alle  Lebermoose  sich 
gleich  verhalten.  Wenigstens  hatte  Lepidozia  reptans,  unter  den- 
selben Bedingungen  wie  Jungerm.  bicuspidata  gezogen,  zwar 
kleinere  Blätter  hervorgebracht,  die  aber  noch  aus  Zellflächen 
bestanden. 

Eigenthümlich  ist  das  Verhalten  der  Lebermoose  bei  der 
Regeneration.  Aus  abgeschnittenen  Theilen  eines  Laubmooses 
bildet  sich  stets  Protonema,*)  bei  den  Lebermoosen  treten  auch 


*)  Goebel,  Morpholog.  und  biolog.  Studien  (Annales  du  jardin  bo- 
tanique  de  Buitenzorg  Vol.  VII  u.  IX),  Flora  1893,  p.  82  ff. 

*)  WenigHtens  in  den  bis  jetzt  bekannten  Fällen.  Es  scheint  mir 
nicht  anwahrscbeinlich,  dass  es  auch  Fälle  gibt,  in  denen  bei  der  Re- 
generation   sofort    eine    Moosknospe    entsteht,    wenigstens    kommt    e« 
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bei  den  Formen,  die  fadenförmige  oder  flache  Vorkeime  haben, 
soweit  bis  jefczt  bekannt,  sofort  Zellkorper  auf  (vgl.  Schostako* 
witsch  a.  a.  0.).  Indess  beweist  dies  meiner  Meinung  nach  noch 
nicht,  dass  die  vegetativen  Zellen  nicht  die  Fähigkeit  haben, 
bei  der  Regeneration  die  Entwicklungsstufen  der  keimenden 
Sporen  zu  durchlaufen.  Dass  dies  gelegentlich  vorkommt,  habe 
ich  an  dem  Beispiel  von  zwei  tropischen  Lejeunia*Arten  früher 
gezeigt,^)  und  ich  bin  tiberzeugt,  dass  eine  Pflanze,  die  unter 
weniger  günstigen  äusseren  Verhältnissen  gewachsen  ist,  bei  der 
Regeneration  auf  das  Keimstadium  zurückgreifen  wird.  Ver- 
suche, die  in  dieser  Hinsicht  unternommen  wurden,  sind  noch 
nicht  abgeschlossen ;  meine  Auffiassung  wird  auch  aus  dem  über 
das  Verhalten  der  Moose  Gesagten  hervorgehen. 

2.    Laubmoose. 

Bei  der  Keimung  der  Sporen  entwickelt  sich  bekanntlich 
zunächst  ein  Gebilde,  das  man  früher  für  eine  Fadenalge  ge- 
balten und  als  „Protonema*'  beschrieben  hat,  ein  Namen,  der 
auch  beibehalten  wurde,  als  sich  zeigte,  dass  das  Protonema  die 
Jugendform  der  Moose  ist,  und  dass  an  demselben  Zellkörper 
entstehen,  die  zu  Moosstämmchen  aus  wachsen.  Schon  Schimper 
erwähnt,  dass  die  Bildung  der  Moosknospen  am  Protonema 
durch  ungünstige  äussere  Umstände  verhindert  werden  kann, 
namentlich  unterbleibt  sie,  wie  Klebs  zeigte,  bei  zu  geringer 
Lichtintensität.  Dass  Protonemen  aber  auch  in  der  freien 
Natur  lange  fortwachsen  können,  ohne  Moosstämmchen  hervor- 
zubringen, und  zwar  in  Form  von  dicken,  massigen  Polstern, 
war  bisher  unbekannt.  Einen  sehr  interessanten  derartigen  Fall 
lernte  ich  durch  Herrn  Geh.-Rath  von  Gümbel  kennen.  Der- 
selbe tibergab  mir  zur  Bestimmung  dunkelgrüne  Polster,  die  in 
ihren  unteren  Theilen  zahlreiche  Partikelchen  von  eisenhaltigem 
Thone  eingelagert  hatten.    Sie  waren  in  einem  wasserführenden 


vor,   dass  der  der  Knospenbildung   vorangehende  Protonemafaden    sehr 
kurz  ist. 

«)  Flora  1889,  p.  17. 

30* 
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Graben  am  StoUenmundlocb  der  Dachscbieferzeche  Lehesten  bei 
Ludwigstadt  in  Oberfranken  gewachsen  und  besassen  bia  zu 
Sem  Dicke  bei  einer  Äusdebnuog  von  oft  über  15  cm.  Die 
kompakten  Polster  zeigen  beim  Durchschneiden  deutlich  eine 
Schichtung,  die  oberste  Zone  (etwa  bis  2  mm)  zeigt  eine  nach 
nnteii  abnehmende  intensiv  grOne  Färbang.  Herr  v.  GClmbet 
war  zweifelhaft,  ob  dies  Gebilde  eine  Fadenalge  darstelle  oder 


ein  sehr  eigenartiges  Moosprotonema  Das  zuerst  von  mir 
untersuchte  Material  liess  den  ZeUiuhalt  nicht  mehr  deut- 
lich erkennen  Nach  der  Geatalt  der  verzweigten  Fäden,  ans 
denen  die  Polster  zusammengesetzt  sind,  glaubte  ich,  eine  Ghlo- 
rotylium-Art  vor  mir  haben  Fnsches  Matenal,  welches  Herr 
T  Gdmbel  kommen  zu  lassen  die  Freundlichkeit  hatte,  zeigte, 
dass  offenbar  ein  Moosprotonema  vorliegt,  freilich  in  einer  Aus- 
bildung, die  es  zu  einem  höchst  fremdartig  aussehenden  Gebilde 
macht  Die  Polster  bestehen,  wie  erwähnt,  aus  verzweigten, 
durch  Querwände  in  cylindnscbe  Zellen  gegliederten  Fäden.  Die 
Chlorophyllkörper  haben  ganz  die  Gestalt  wie  bei  den  Moosen, 
und  in  den  Zellen  ist  nur  ein  einziger,  verhältnissroässig  grosser 
Zellkern  vorhanden,  was  ohne  Weiteres  zeigt,  dass  man  es  mit 
einer  Cladophoree  nicht  zu  thun  haben  kann.  Irgendwelche 
Fortpfianzungsorgane  waren  nicht  vorhanden  und  der  —  in 
Worten  schwer  wiederzugebende  —  Gesammthabitus  der  Faden 
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musste  jemand,  der  wie  ich  sich  viel  mit  Moosprotonemen  be* 
fasst  hat,  die  Ueberzeugung  aufdrängen,  dass  ein  Moosprotonema 
vorliegt. 

Die  Zelltheilung  erfolgt  vorzugsweise  in  den  Spitzenzellen 
der  Fäden.  Indess  kommen  auch  interkalare  Theilungen  vor, 
durch  die  nicht  selten  kleine  scheibenförmige  Zellen  abge- 
schnitten werden,  eine  Erscheinung,  die  auch  bei  anderen  Moos- 
protonemen sich  findet,  namentlich  wenn  «Gemmenbildang"  ein- 
tritt (vgl.  unten).  Die  Wände  stehen  meist  quer,  oft  aber  auch 
geneigt  zur  Faden  -  Längsachse ,  in  einem  Falle  traf  ich  auch 
eine  Längswand  an.  Nach  unten  hin  verliert  sich  in  den  Fäden 
die  grüne  Farbe  der  Chlorophyllkörper,  sie  werden  erst  gelblich- 
braun und  gehen  dann  ganz  zu  Grunde. 

Die  Verzweigung  der 
Fäden  ist  in  den  Figuren  IV 
und  V  dargestellt.  Die  Seiten- 
äste sind  dünner  als  die  Haupt- 
achse und  entspringen  meist 
nur  auf  einer  Seite  derselben, 
dass,  wie  Fig.  IV  zeigt,  auch 
interkalare  Astbildung  vor- 
kommen kann  —  eine  sonst 
bei  Moosprotonemen  nicht  be- 
kannte, bei  manchen  Clado- 
phora- Arten  sich  findende  Er- 
scheinung —  steht  offenbar 
mit  dem  Vorkommen  inter- 
kalarer  Zelltheilung  in  Be- 
ziehung. 


Fig.  IV  und  V.     Einzelne   Fäden 

aus  dem  in  Fig.  III  abgebildeten 

Protonemapolater. 


jjRhizoiden"  fehlen  vollständig.  Sie  würden  auch  bei  den 
kompakt  wachsenden  Fäden  ebensowenig  funktionelle  Bedeutung 
haben,  als  etwa  bei  den  Stämmchen  von  Sphagnum. 

Dass  die  Polster  ein  nicht  unbeträchtliches  Alter  besitzen, 
ist  ihren  Grössenverhältnissen  nach  wahrscheinlich,  wenngleich 
das  Wachsthum  in  strömendem  Wasser  ein   besonders   üppiges 
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zu  sein  pflegt.  Früher  hat  man  die  Yerlangernng,  welche 
manche  Pflanzen  in  fliessendem  Wasser  zeigen,  auf  die  mecha- 
nische Wirkung  des  Wassers  zurückzuführen  versucht.  Ich  habe 
bei  anderer  Gelegenheit  ^)  darauf  hingewiesen,  dass  dies  nicht 
genüge,  dass  vielmehr  auch  die  Verhältnisse  der  Beleuchtung, 
der  Nährstoffzafuhr  und  der  Durchlüftung  in  Betracht  kommen. 
Dementsprechend  kamen  F.  Darwin  und  D.  Pertz^)  neuerdings 
auch  zu  dem  Resultate,  dass  die  Assimilation  in  bewegtem 
Wasser  eine  stärkere  ist,  als  in  ruhendem. 

In  Luft  kultivirt,  wuchsen  die  Protonemen  weiter,  die  Fäden 
wurden  aber  schmäler,  und  die  bei  den  Polstern  so  auffallende 
Bevorzugung  der  Spitzenzellen  mit  Bezug  auf  Ghlorophyllgehalt 
war  bei  weitem  weniger  vorhanden.  Die  in  der  Luft  ent- 
wickelten Fäden  zerfallen  ausserordentlich  leicht  in  einzelne, 
eine  oder  mehrere  Zellen  umfassende  Stücke.  Indess  ist  der 
Vorgang  hier  ein  anderer,  als  bei  der  „Oemmen^bildung,  die 
an  Funariaprotonomen  nicht  selten  auftreten,  und  auf  die  schon 
früher  hingewiesen  wurde.')  Hier  finden  wir  nämlich  leere 
Zellen,  deren  Membran  mit  Kongoroth  sich  sehr  rasch  Hlrbt 
und  später  in  ihrem  unteren  Theile  vorquillt,  zwischen  plasma- 
reiche eingeschaltet*),  die  späterhin  dann  zu  neuen  Protonoma- 
fäden auswachsen  können.  Die  Figur  V  mag  eine  Vorstellung 
von  diesem,  an  die  Gemraenbildung  von  Mucor  erinnernden 
Vorgang  geben.  Wie  dort,  wird  auch  bei  Funaria  die  Qemmen- 
bildung  eintreten,  unter  umständen,  die  fUr  das  vegetative 
Wachsthura  ungünstig  sind. 

Zur  Bildung  von  Moosknospen  haben  es  die  als  Land- 
pflanzen kultivirten  Polsterprotonemen  bis  jetzt  noch  nicht 
gebracht. 

^)  Pflanzenbiolog.  Schilderungen  ü,  p.  832. 

*)  On  the  effect  of  water  currents  on  the  assimilation  of  aquAÜc- 
plants.  By  Francis  Darwin  and  D.  F.  M.  Pertz  (Proceedings  of  the  Cam- 
bridge philosophical  society  Vol.  IX,  P.  II). 

*)  Goebel,  Die  Muscineen,  Schenk's  Handbuch  II,  p.  389. 

*)  Ursprünglich  enthalten  diese  Trennungszellen  Protoplasma  (oh 
auch  einen  Zellkern,  habe  ich  nicht  näher  untersucht),  das  aber  nur  höchst 
selten  noch  Chlorophyllkörper  besitzt. 


I 
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Welche  Ursacten  iDdessen  die  BilduDg  der  Moosknospeii 
verhinderten,  ist  nicht  ohne  Weiterea  klar.  lodeas  scheint  mir 
aus  einer  Anzahl  von  WnhrDehmungen  bervorzogehen,  dass  die 


Fig.  VI.  Gemmenbildniig  des  Protonema'B  von  Funaria  hygrometrica 
(die  Figuren  aind  bei  verschiedener  VergröflBenmg  gezeichnet).  (  die 
leeren  Zellen,    In  manchen  Füllen  treten  in  den  Fäden  LUngswfmde  auf. 

Bildung  der  Moosknospen  am  Protonoma  an  ähnliche  äussere 
Bedingungen  geknQpft  ist,  wie  die  Entstehung  der  Sexaalorgane 
in  andern  F^len.  Wir  wissen,  dass  manche  amphibische 
Pflanzen  im  Wasser  zwar  lebhaft  wachsen,  aber  nicht  bltlhen, 
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und  dass  auch  bei  niedern  Pflanzen  das  Auftreten  der  Sexaal* 
Organe  vielfach  an  eine  Hemmung  der  vegetativen  Entwicklung 
geknüpft  ist.  Femer  habe  ich  früher  zu  zeigen  versucht,  dass 
eine  zwar  rein  hypothetische,  aber  doch  einigermassen  plausible 
Ableitung  der  Moose  von  Thallophyten  sich  gewinnen  lasse, 
wenn  man  das  Protonema  als  den  ursprünglichen  Vegetations- 
körper, die  beblätterten  Stämmchen  dagegen  als  weiter  ent- 
wickelte Träger  der  Sexualorgane  ansieht,  eine  Stufe,  über  die 
sie  bei  Buxbaumia  auch  nicht  hinausgelangen.  Ist  diese  An- 
schauung begründet,  so  kann  es  um  so  weniger  überraschen, 
wenn  die  Bildung  der  Stämmchen  an  ähnliche  Bedingungen, 
wie  die  der  Geschlechtsorgane,  geknüpft  ist. 

Festgestellt  ist  zunächst  nur,  dass  das  Licht  zur  Bildung 
der  Moosknospen  nothwendig  ist,^)  und  zwar  Licht  von  höherer 
Intensität  als  diejenige,  welche  zur  Bildung  der  Moosprotonomea 
hinreicht.  Da  dieser  Umstand  von  früheren  Beobachtern  nicht 
berücksichtigt  worden  ist,  so  können  deren  Angaben  nicht  mit 
Sicherheit  zur  Entscheidung  der  Frage  herangezogen  werden, 
welch'  andere  Umstände  noch  auf  die  Bildung  der  Moosknospen 
von  Einfiuss  sind.  Ohnedies  sind  diese  Angaben  sehr  spärlich. 
Die  Möglichkeiten,  die  in  Betracht  kommen,  sind  hauptsächlich 
folgende.  Entweder  ist  schon  in  der  Spore  die  Anlage  zur 
Bildung  der  Moosknospen  gegeben,  und  es  bedarf  nur  gewisser 
äusserer  Reize,  um  sie  hervorzurufen  (namentlich  bestimmter 
Lichtintensität),  oder  die  Bildung  der  Moosknospen  ist  geknüpft 
an  den  Ablauf  von  Entwickluugs Vorgängen,  welche  zur  Her- 
vorbringung derselben  nothwendig  sind.  Dass  ein  mehr  oder 
minder  umfangreiches  Protonema  entsteht,  ist  ja  vom  Nützlich- 
keitsstandpunkte aus  leicht  verständlich;  es  wird  dadurch  die 
Bildung  einer  ganzen  Anzahl  von  Moospflanzen  aus  einer  Spore 
möglich.  Indess  hat  dies  mit  der  Frage  nach  den  Bedingungen 
der  Knospenbildung  zunächst  nichts  zu  thun,  ebensowenig  wie 
die  oben  angedeutete  phylogenetische  Erwägung. 


^)  Klebs,  üeber  den  Einfluss  des  Lichtes  auf  die  Fortpflanzung  der 
Gewachse,  Biol.  Centralblatt  1893,  p.  641  ff. 
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Was  zunächst  die  Angaben  in  der  Literatur  anbelangt, 
fand  ich  nur  folgende. 

Schimper^)  säte  Sporen  von  Funaria  hygrometrica  auf  sterili- 
sirten  Sand  und  andere  in  destillirtes  Wasser,  dem  er  einige 
Tropfen  Salpetersäure  zusetzte.  Die  letzteren  keimten  zuerst, 
gingen  dann  aber  zu  Grunde.  Die  andere  Kultur  zeigte  26  Tage^) 
nach  der  Aussaat  die  ersten  Moosknospen ;  es  würde  daraus 
hervorgehen,  dass  die  in  der  Spore  vorhandenen  Stoffe  unter 
Zuhilfenahme  der  durch  die  Assimilation  gebildeten  genügten, 
um  die  Bildung  von  Moosknospen  zu  ermöglichen,  doch  darf 
wohl  angenommen  werden,  dass  das  Substrat  die  Aufnahme 
von  Aschebestandtheilen  nicht  ausgeschlossen  hatte.  Müller- 
Thurgau  fand,  dass  zwei  Kulturen,  die  eine  auf  mit  Brunnen- 
wasser befeuchteten  Kiessand,  die  andere  auf  ausgekochtem  mit 
Nährlösung  getränktem  Sphagnumtorf  —  sich  verschieden  ver- 
hielten. Die  letztere  besass  das  kräftigere  Aussehen,  die  erstere 
entwickelte  früher  eine  grosse  Anzahl  Moosknospen. 

Gelegentlich  meiner  Untersuchungen  über  die  Abhängig- 
keit der  Blattform  von  Gampanula  rotundifolia  habe  ich  sodann 
gezeigt,  dass  durch  starke  Lichtintensität  die  Entwicklung  des 
Protonema's  sich  nicht  unterdrücken  lässt,  während  man  hätte 
vermuthen  können,  dass  hierdurch  die  Moosknospenbildung 
auf  Kosten  der  Protonemabildnng  so  erheblich  beschleunigt 
werde,  dass  die  letztere  sehr  zurücktrete.  Freilich  ist  ein  Ein- 
bUck  in  die  ganze  Frage  damit  noch  nicht  gewonnen,  wahr- 
scheinlich ist  es  ja  für  die  Knospenbildung  ein  Optimum  der 
Lichtintensität  vorhanden,  das  bei  meinen  Versuchen  vielleicht 
überschritten  war. 

Die  Kulturen  der  Funariasporen  wurden  mit  der  Absicht 
unternommen,  Material  zur  Entscheidung  folgender  Fragen  zu 
gewinnen. 


*)  W.  P.  Schimper,  Recherches  anatomiques  et  morphologiquea  sur 
les  mousses,  p.  4. 

*)  In  der  Originalarbeit  ist  —  offenbar  in  Folge  eines  Druckfehlers 
der  30.  Februar  angegeben,  am  4.  war  die  Aussaat  erfolgt. 
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Fig.  VII.  Protonema  von  Funaria  hyf?rometrica,  Dunkelkultiir  mit  Zacker, 
12  Tage  alt.  Das  Protonema  ist  trotz  des  Lichtmangcls  ganz  normal 
ausgebildet  und  hat  auch  ein  „Rhizoid"  mit  rechtwinkeligen  Querwänden 
gebildet.  Es  sind  zahlreiche  Chlorophyllköi*per  vorhanden,  das  ,,Rhizoid'* 
dagegen  erscheint  hell.  In  den  Chlorophyllkörpem  viele  kleine  St4irke- 
kömchen.     In  derselben  (übrigens  mit  Schimmelpilzen  inficirt^n  Kultur) 

waren  noch  grössere  Protonemen  vorhanden. 
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Die  Schiefstellung  der  Wände  in  den  unterirdischen  Proto- 
nematheilen  ist  vielfach  —  vermuthungsweise  auch  von  mir  — 
als  direkt  durch  den  Lichtmangel  bedingt  aufgefasst  worden^). 
Um  Protonemen  bei  Lichtabschluss  längere  Zeit  kultiviren  zu 
können,  wurden  dem  Substrat  organische  Substanzen  zugesetzt. 
Es  zeigte  sich,  dass  Funaria-Protonemen  bei  vollständiger  sapro- 
phytischer  Ernährung  zu  beträchtlicher  Grösse  heranwachsen 
können.  •  Die  Aussaaten  erfolgten  auf  Agar-Agar  in  Petri- 
schalen, welche  eine  dauernde  Pröfung  der  Kulturen  ohne  Oeff- 
nung  bei  schwacher  Vergrösserung  gestatteten.  Das  Nährsub- 
strat enthielt  theils  die  gewöhnliche  Nährstofflösung,  theils 
einen  Zusatz  von  Glykose  oder  Pepton.  Letzteres  erwies  sich 
als  wenig  geeignet,  desshalb  wurden  die  Kulturen  meist  mit 
1 — 2^/0  Glykose  gefüttert.  Es  wuchsen  die  Sporen  im  Dunkeln 
auf  das  Vielfache  ihres  ursprünglichen  Volumens  heran  (vgl. 
Fig.  VU)  und  bildeten  zahlreiche,  meist  in  schwach  grün  schim- 
mernde Ghloroplasten  eingeschlossene  Stärkeherde;  sind  die 
Stärkekörner  kleiner,  so  treten  die  Chlorophyllkörper  deutlicher 
hervor.  Die  Differenzirung  in  dünnere,  den  Rhizoiden  ent- 
sprechende und  dickere  Fäden  erfolgte  auch  im  Dunkeln,  in 
beiden  traten  aber  nicht  die  „schiefen"  Wände  auf,  so  dass 
dieselben  nicht  durch  den  Lichtmangel  bedingt  sein  können, 
derselbe  könnte  bei  dem  gewöhnlichen  Verhalten  höchstens 
einer  der  mitwirkenden  Faktoren,  aber  nicht  der  allein  aus- 
schlaggebende sein.  Die  Anlage  von  Moosknospen  wurde  an 
den  Dunkelkulturen  nicht  beobachtet,  dieselben  zeigten  zwar 
ein  üppiges  Wachsthum,  mussten  aber  nach  einiger  Zeit  wegen 
des  Auftretens  von  Bakterien   und   Schimmelpilzen   aufgegeben 

^)  Betreffs  des  Ansatzes  der  schiefen  Wände  vgl.  J.  de  Wildeman, 
I^tndes  snr  Tattache  des  cloisons  cellulaires  (M^moires  couronn^s  et  M^m. 
des  savants  etrangers  publi^s  par  l'Acad^mie  Belgique  1893).  —  Ich  habe 
übrigens  schon  1881  als  Yermuthung  ausgesprochen,  „dass  auch  die 
schiefe  Stellung  der  Querwände  in  den  Rhizoiden  dadurch  zu  Stande 
kommt,  dass  eine  ursprünglich  rechtwinkelig  zur  Fadenachse  orientirte 
Zellplatte  in  die  schiefe  Stellung  verschoben  wird".  Diese  Vermuthung 
hat  de  Wildeman,  dem  meine  Angabe  unbekannt  geblieben  -zu  sein 
scheint,  bestätigt. 
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werden.  Jedenfalls  also  kann  man  die  Funaria-Protonemen 
künstlich   als  Saprophyten  ziehen,   während   ohne   Zusatz   von 

Zucker  sie  im  Dunkeln  natürlich 
nur  eine  geringe  Grösse  er- 
reichen können ,  wofür  Fig. 
VIII  A  ein  deutliches  Beispiel 
abgibt. 

Aus  den  Lichtkulturen  tra- 
ten an  den  mit  Zucker  gefüt- 
terten die  Moosknospen  in  einigen 
früher  und  reichlicher  auf,  als 
an  den  ungefütterten.  Wenn 
das  nicht  immer  der  Fall  war, 
so  ist  zu  bedenken,  dass  die 
einzelnen  Protonemen  unter  sich 
an  Kräftigkeit  u.  s.  w.  verschie- 
den sind. 

Es  erinnert  das  eben  ange- 
führte Verhalten  an  die  bekannte 
Thatsache,  dass  an  abgeschnit- 
tenen Moosblättem  das  Protonema 
schon  nach  unbeträchtlicher 
Entwicklung  —  (verglichen  mit 
der  bei  der  Sporenkeimung)  — 
zur  Enospenbildung  schreitet 
(vgl.  die  Abbildungen  von  Berg- 

gren,  Jakttagelser  öfver  mos- 
Fig.  VIII.     A.    Protonema    einer  i  ••   i»      j?    l  i     l^- 

Dunkelknltur  mit  nur  anorganischen  «omas  konlosa  fortplantnmg  ge- 
Nährstoffen. B.  Gleichaltes  Proto-  nom  groddknoppar  och  med  dem 
nema  aus  einer  Zuckerkultur.     In  i         t>»ij    •  r       j    ioi?r 

den    Zellen    zahlreiche    grünlich    a°aloga  Bildnmgar,  Lund  1865, 

schimmernde  Stärkeherde.  A  und  Tab.  III,  Fig.  6 — 9).  Dem  ent- 
B  bei  derselben  Vergrösserung  ge-  .  i  .  i       .        o     u     i.*. 

zeichnet.  spricht  auch  eine   Beobachtung 

von  Klebs  (a.  a.  0.  p.  648), 
wornach  das  aus  abgeschnittenen  Blättern  von  Funaria  ent- 
wickelte Protonema  viel  früher  Moosknospen  entwickelte,  als  das 
Sporenprotonema,  da  erstere  bekommt  vom  Blatte  schon  Stoife 
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mit,  die  vom  Sporenprotonema  erst  erzeugt  werden  müssen. 
Damit  bangt  es  auch  zusammen,  dass  das  Blattprotonema  vom 
Lichte  betreffs  der  Enospenanlegung  unabhängiger  ist.  Es  wird 
aber  sehr  auf  den  Zustand  ankommen,  in  welchem  das  Blatt 
sich  vor  dem  Abschneiden  befunden  hat.  Es  wird  möglich  sein, 
ein  Funariablatt  so  zu  behandeln,  dass  das  aus  ihm  hervor- 
gehende Protonema  sich  von  dem  Sporenprotonema  nicht  wesent- 
lich unterscheidet.  So,  wenn  man  die  Funariapflanze  vorher 
unter  ungünstigen  Bedingungeu,  schwachem  Licht  etc.  kultivirt 
»oder  wenn  man  Blätter  einer  fruktificirenden  Pflanze  nimmt.^) 
Wenigstens  sprechen  für  diese  Annahme  die  bei  der  Regeneration 
von  Frullania  gemachten  Beobachtungen:  im  Winter  entstehen 
auf  den  Blättern  sehr  leicht  Adventivsprosse,  im  Sommer,  wenn 
die  Pflanze  fruktificirt,  nur  selten.  Es  wäre  zu  untersuchen,  ob  im 
letzteren  Falle  durch  Zufuhr  organischer  Stoffe  die  Regenerations- 
föhigkeit  gesteigert  werden  kann. 

Schon  der  schöne  Versuch  von  Sachs*)  mit  Begonia  zeigt, 
dass  es  bei  der  Regeneration  auf  den  Zustand  ankommt,  in 
welchem  das  Blatt  sich  befindet,  und  dass  dieser  nicht  in  allen 
Entwicklungsperioden  derselbe  ist;  im  Frühjahr  entstanden  an 
den  abgeschnittenen  Blättern  von  Begonia  Rex  Adventivsprosse, 
welche  zunächst  eine  grössere  Anzahl  von  Laubblättern  hervor- 
brachten, und  erst  nach  5  Monaten  zur  Blütenbildung  schritten, 
während  Blätter,  die  blühreifen  Pflanzen  entnommen  waren, 
schon  in  der  ersten  Blattachsel  des  Adventivsprosses  eine  In- 
florescenz  bildeten. 

Die  Frage,  ob  es  möglich  sei,  die  Anlagen  zu  Moosknospen 
wieder  zur  Rückkehr  zur  Protonemabildung  zu  veranlassen,  ist 
bejahend  zu  beantworten.  Dass  dies  der  Fall  sein  würde,  war 
mir  wahrscheinlich  durch  eine  vor  Jahren  an  einem  eigenthüm- 


1)  In  der  That  hatten  Blätter,  die  ich  einer  mit  einem  jungen 
Sporogon  versehenen  Pflanze  entnahm  und  auf  Nährlösung  brachte,  nach 
16  Tagen  zwar  reichlich  Protonema,  aber  keine  Knospen  an  demselben 
entwickelt. 

^)  Sachs,  Physiologische  Notizen  I,  Flora  1892,  p.  1. 
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licheD,  leider  unvollständig  bekannten  jaranischen  Laubmoos^) 
gemachte  Beobachtung.  Diese  epiphytisch  wachsende  Form,  die 
vorläufig  als  Ephemeropsis  bezeichnet  wurde,  zeigte  in  zwei 
Fällen,  dass  die  angelegte  Knospe  an  ihrer  Spitze  in  einem  Pro* 
tonemafaden  auswuchs,  in  einem  Falle  vor,  im  andern  nach  der 
Bildung  der  Blätter. 

Bei  Funaria  wurde  dies  in  einer  viel  grösseren  Anzahl  von 
Fällen  beobachtet.  Die  Kulturen,  in  denen  schon  eine  Menge 
Moosknospen  aufgetreten  waren,  wurden  einige  Zeit  in  den 
Dunkelraum  gebracht,  dann  wieder  an  das  Licht  gestellt.  Die 
Durchmustenmg  ergab  zunächst,  dass  an  den  schon  weiter  vor- 
geschrittenen Moosknospen  die  Khizoiden  senkrecht  nach  oben 
gewachsen  waren,  ihr  Eindringen  in  den  Boden  wird  unter  den 
normalen  Verhältnissen  offenbar  bedingt  durch  negativen  Halio- 
tropismus,  ob  sie  überhaupt  geotropisch  sind,  scheint  mir  frag- 
lich, ich  habe  indess  diesen  Punkt  nicht  näher  untersucht.  Die 
jungen  Moosknospen  waren  alle  an  ihrem  Scheitel  von  einer 
Schleimschicht  bedeckt,  welche  ihre  Entstehung  keulenförmigen 
Schleimhaaren  verdankt,  die  frühzeitig  auftreten.  Der  Schleim 
wird  unter  Sprengung  der  äussersten  Membranschicht  entleert 
Solche  Schleimpapillen  sind  bekanntlich  bei  Lebermoosen,  sowohl 
thallosen  als  foliosen,  ein  regelmässiges  Vorkommniss.  Der 
Schleim  hat  hier  meiner  Ansicht  nach  dieselbe  Bedeutung  wie 
bei  den  Wasserpflanzen,  bei  denen  ich  auf  die  weite  Verbreitung 
der  Schleimbildung  hingewiesen  habe.  Bei  den  Laubmoosen 
hat  man  auf  die  Funktion  der  Haarbildungen,  soweit  ich  sehen 
kann,  bis  jetzt  gar  nicht  geachtet,  etwa  mit  Ausnahme  der 
.Paraphysen*^,  deren  Aufgabe  aber  auch  noch  der  Aufklärung 
bedarf.  Jedenfalls  dürften  Schleimpapillen  weiter  verbreitet  sein. 
Ausser  bei  Funaria  kenne  ich  Schleimhaare  noch  bei  Diphy- 
scium^);  hier  bestehen  sie  aus  Zellreihen.  Die  eigenthümlichen, 
durch  Sprengung   der   äussersten  Membranschicht  entstehenden 

^)  Vgl.  Goebelf  Morphologische  und  biologische  Studien  in  Aan.  da 
jardin  botanique  de  Buitenzorg  VII,  p.  69. 

^)  Sie  kommen  hier  nicht  nur^  wie  Schimper  angibt,  ak  Paraphysen, 
Hondcru  auch  an  den  vegetativen  Theilen  der  Pflanze  vor. 
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Kappen   hat  Schimper^)   abgebildet,   über  die  Entstehung  der- 
selben aber  keine  weiteren  Mittheilungen  gemacht. 

Von  den  Enospenanlagen  blieben  die  einen  stehen,  andere 
zeigten  die  Rückkehr  zur  Protonemabiidung.  Bekanntlich  wird 
die  Enospenbildung  eingeleitet  dadurch,  dass  in  der  Endzelle 
eines  Protonemaastes  eine  zur  Längsachse  schief  geneigte  Wand 
auftritt,  aus  der  dadurch  abgetrennten  oberen  Zelle  wird  nach 
einigen  weiteren  Theiluugen  die  dreiseitig-pyramidale  Scheitel- 
zelle der  Moosknospe  hervor. 


Fig.  IX.    Funaria  hygrometrica.    Anlagen  von  Moosknospen,  die  auf  ver- 
schiedenen Stadien  ihrerEntwicklung  zu  Protonemafaden  ausgewachsen  sind. 

Die  Figuren  IX,  X  und  XI  zeigen  nun,  wie  auf  ver- 
schiedenen Stadien  der  Enospenbildung  die  Rückkehr  zur  Proto- 
nemaform  eingetreten  ist:  die  Zellen  wachsen,  statt  sich  am 
Aufbau  des  Enospenzellkörpers  zu  betheiligen,  zu  Fäden  aus. 
In  den  Fällen,  die  uns  Fig.  IX  zeigt,  war  die  dreiseitig-pyrami- 
dale Scheitelzelle  noch  nicht  zu  Stande  gekommen.  Wohl  aber 
ist  dies  bei  Fig.  X  der  Fall.  Hier  ist  nicht  die  Scheitelzelle 
selbst,   sondern  das  jüngste  Segment  zu  einem  Protonemafaden 

*)  a.  a.  0.  p.  52  Tab.  VI,  Fig.  43—46.  Schimper  glaubt,  es  bilde 
sich  in  einer  primären  Parai)hyse  eine  sekundäre  und  gelegentlich  auch 
eine  tertiäre.  In  Wirklichkeit  handelt  es  sich,  wie  oben  angegeben,  um 
eine  Scbleimbildung. 
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ansge wachsen.  In  andern  Fällen  schien  mir  auch  die  Scheitel- 
zelle ausgewachsen,  indess  ist  es  bei  dem  Gewirr  von  Fäden, 
das  aus  den  Zellkörpern  hervorgeht,  sehr  schwer  das  mit  Sicher- 
heit zu  beobachten.  Die  ersten  Entwicklungsvorgänge  aber 
lagen  von  solchen  Gebilden  nicht  vor.  Jedenfalls  hört  —  soweit 
meine  Beobachtungen  reichen  —  die  Möglichkeit  der  RQckkehr 
auf,  sobald  die  Blattbildung  deutlich  hervortritt.  Diese  ist  bei 
dem  in  Fig.  X  abgebildeten  Falle  auf  den  ersten  Stadien  stehen 
geblieben.  Knospen,  bei  denen  sie  weiter  geht,  können  zwar 
aus  ihrer  Sprossoberfläche  noch  zahlreiche  Protonemaföden  er- 
zeugen (Fig.  XI),  nicht  aber  aus  ihrer  Scheitelregion. 


Fig.  X.    Aeltere  Knospe,  ein  Segment  ist  zu  einem  noch  kurzen  Pro- 

tonomafaden   ausgewachsen.    Links   im   optischen  Durchschnitt,    rechts 

(etwas  gedreht)  in  Aussenansicht.    S  Scheitelzelle,   P  Protonemafaden, 

der  sich  aus  dem  jüngsten  Segment  entwickelt  hat. 

Indess  schien  mir  wahrscheinlich,  dass  auch  in  dieser  die 
Fähigkeit  zur  Protonemabildung  latent  vorhanden  sei,  und  nur 
durch  andere,  unten  zu  besprechende  Umstände,  nicht  zu  Tage 
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trete.  Wenn  es  geläDge,  die  Wachsthumsenei^e  der  Scheitel- 
r^oD  bedeutend  abzuschwächen,  bo  würde  sie  in  ihren  Eigen- 
schaften sich  den  Qbrigen  Zellen  des  Mooak&rpers  nahem  nnd 
wie  diese  dann  auch  die  Fähigkeit  Protonema  zu  bilden,  zeigen. 
Nun  führt  die  Katur  selbst  dieses  .Ä^bschwäcbangs'-Experiment 
aus  und  zwar  dann,  wenn  Sprosse  begrenzten  Wachsthums  auf- 
treten. Solche  finden  sich  bei  Schistostega  osmundacea.  Die 
vegetativen  unverzweigten  Sprosse  dieses  merkwürdigen  Mooses 
stellen,  nachdem  sie  eine  Anzahl  Blätter  hervorgebracht  haben, 
ihr  Wachsthum  ein.  Man  findet  dann  am  Vegetationspunkt 
einige  Blattanlagen  verschiedener  Entwicklung,  die  stehen  blei- 
ben und  sammt  der  Scheitelzelle   allmählich  zu  Grunde   gehen. 


Fig.  XI.  Aelteres  Funariapflanzchen ,  welches  schon  Blätter  entwickelt 
hat.    An  seiner  Basis  haben  sich  zahlreiche  Protonemafäden  gebildet. 

Schneidet  man  nun,  ehe  der  Scheitel  ganz  abgestorben  ist,  die 
Sprosse  ab  und  bringt  sie  auf  eine  feuchte  Unterlage,  z,  B.  ein 
Stack  Torf,  so  wächst  die  Scbeitelzelle  zu  einem  Protonema- 
faden  aus,  an  dem  bald  neue  Fflauzen  entstehen,  man  siebt 
dann   zwischen   den  jungen  Blattanlagen   (die  stehen  geblieben 

ist«.  IIaUi.-Fh;a.  Cl.  3.  Sl 
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sind)  deu  Sprossscheitel  zu  einem  Faden  verlängert,  von 
dem  es  fQr  unsere  Fragestellung  gleichgültig  ist,  ob  er  als 
«Rhizoid*  oder  als  grüner  Protonemafaden  auftritt,  da  beide 
gleichwerthig  sind. 

Wir  sehen  also,  dass  die  Scheitelzelle  ihre  Fähigkeit  sich 
weiter  zu  entwickeln  hier  zunächst  noch  nicht  verloren  hat, 
aber  dass  sie  qualitativ  verändert  ist.*)  Sie  hat  etwas  verloren, 
was  sie  sonst  besass,  sie  ist  den  übrigen  Stammzellen  gleich 
geworden,  bezeichnen  wir  das  Verhalten  dieser  mit  a,  so  ist 
die  Scheitelzelle  im  normalen  Zustande  =  a  -|-  o?,  büsst  sie 
das  X  ein,  so  verhält  sie  sich  wie  die  übrigen  Zellen.  Wodurch 
sie  es  verliert,  ist  unbekannt,  die  Thatsache  selbst  aber  ist,  wie 
mir  scheint,  von  grossem  Interesse.  Analoges  wird  bei  den 
Farnprothallien  zu  erwähnen  sein. 

Auch  aus  anderen  Zellen  des  Schistostegastämmchens  ent- 
wickeln sich  unter  den  angeführten  Umstanden  Protonema- 
faden, an  den  einschichtigen  Blättern  habe  ich  sie  nicht  auf- 
treten sehen,  vielleicht  geschieht  dies,  wenn  sie  vom  Stamm  ab- 
getrennt unter  günstigen  Umständen  sich  befinden.  Auch  bei 
Sphagnum  sah  ich  bis  jetzt  Protonemabildung  (in  der  für  diese 
Gattung  charakteristischen  Gestalt)  nur  an  abgeschnittenen 
Sprossachsen,  nicht  an  Blättern. 

Was  die  Blattbildung  der  Moospflanze  anbelangt,  so  ist  bei 
der  Einfachheit  derselben  die  Verschiedenheit  der  Primärblätter 
von  den  Folgeblättern  meist  nicht  so  gross,  wie  bei  den  höheren 
Pflanzen.  Immerhin  tritt  sie  in  nicht  wenigen  Fällen  deutlich 
hervor.  So  finden  wir  am  jungen  Stämmchen  von  Schistostega 
osmundacea  statt  der  Zellflächen  die  Blätter  als  Zellreihen 
zuerst  auftreten,  bei  Sphagnum  und  bei  Bryum  argenteum 
fehlen  den  Primärblättern  die  leeren,  abgestorbenen  'Zellen,  bei 
Polytrichum  die  Lamellen,  bei  Fissidens  der  charakteristische 
Flügel.    Kann  man  die  Pflanze  auf  der  Primärblattfonn  zurück- 


*)  Vorausgesetzt  natürlich,  dass  man  das  richtige  Stadium  trifft. 
An  weiter  wachsenden  Scheiteln  sank  in  einzelnen  Fällen  die  Blatt- 
bildung bis  zur  Primärblattstufe  herab. 
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halten   und   lassen    sich    diese  Primärblätter   auch    an   älteren 
Pflanzen  wieder  hervorrufen  ?    Für  einige  Sphagnumformen  und  ! 

Bryum  argenteuu  ist  diese  Frage  theilweise  beantwortet.     Für  ' 

erstere  ist  es  bekannt,  dass  die  Blätter  untergetauchter  Sprosse 
(aber  nicht  bei  allen  Arten)  die  einfachere  Gestaltung  der 
Primärblätter  annehmen  können.  Für  Bryum  argenteum  habe 
ich  gezeigt/)  dass  bei  Kultur  in  feuchtem  schattigen  Räume 
diejenige  Ausbildung  der  Blätter  unterbleibt,  Ton  der  die  Pflanze 
ihren  Namen  hat,  und  die  Primärblattstruktur  auftritt.  Indess 
gilt  diess  nicht  für  alle  Moose.  Nach  den  Angaben  von  Bastit^) 
soll  es  allerdings  möglich  sein,  bei  Polytrichum  die  Lamellen- 
bildung bei  Kultur  in  Wasser  zu  unterdrücken.  Dem  wider- 
sprechen aber  meine  Erfahrungen.  Wenn  man  die  Luftsprosse 
▼OD  Polytrichum  juniperinum  in  Wasser  bringt,  so  sterben  die 
alten,  an  der  Luft  entwickelten  Blätter  ab  und  werden  schwarz. 
Aus  der  Spitze  dieser  Sprosse  entwickeln  sich  neue  Triebe,  die 
dem  Wasserleben  angepasste  Blätter  hervorbringen.  Aber  selbst 
wenn  man  sie  Monate  lang  unter  Wasser  wachsen  lässt,  sind 
die  Lamellen  nicht  vollständig  verschwunden,  sie  sind  nur  sehr 
reducirt,  und  dasselbe  tritt  ein,  wenn  die  Pflanzen  nicht  unter- 
getaucht, sondern  in  ständig  feucht  gehaltener  Luft  wachsen. 
Die  Lamina  ist  dabei  sehr  chlorophyllreich  und  mehr  entwickelt 
als  bei  den  gewöhnlichen  Blättern,  es  findet  eine  Annäherung 
an  den  Bau  der  Primärblätter  statt,  aber  keine  vollständige. 
Weiter  geht  dieselbe  unter  den  gleichen  äusseren  Umständen 
bei  Catharinea  undulata,  bei  der  ja  die  Lamellenbildung  ohnedies 
eine  geringere  ist,  als  bei  Polytrichum.  Bei  Exemplaren,  die  ich 
in  feuchter  Luft  und  bei  abgeschwächtem  Lichte  kultivirte, 
waren  die  Blätter  zwar  tief  grün,  die  Lamellen  aber  bis  auf 
ganz  kleine  Spuren  verschwunden. 

Die  unten  für  andere  Pflanzen  anzuführenden  Thatsachen 
machen  es  wahrscheinlich,  dass  eine  geeignete  Kulturanstellung 
auch   bei  Polytrichum  schliesslich   die  Primärblattform  hervor- 

1)  Flora  1896,  pag.  10. 

^  Baatit,  Recherches  anatomiquee  et  physiologiques  sur  la  tige  et 
la  feuille  des  mousaea,  Revue  de  botanique  III,  p.  878. 
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rufen   kann,   vielleicht  aach  bei  solchen  Moosen,   die   sich  wie 
LeQcobryuEu  bis  jetzt  ganz  renitent  gezeigt  haben. 

Was  Fissidens  anbetrifft,  so  konnte  ich  zwar  die  Zahl  der 
auftretenden  Primärblätter  vergrossem,  nicht  aber  die  Pflanze 
hindern,  zu  der  höheren  Blattform  fortzuschreiten.  Schneidet 
man  den  Gipfeltheil  eines  Sprosses  von  Fissidens  adiantoides  ab, 
so  entwickelt  sich  nahe  der  Schnittfläche  ein  Seitenspross.  Dieser 
beginnt  bei  Pflanzen,  die  bei  gewöhnlicher  Beleuchtung  gezogen 
werden,  mit  einem  oder  zwei  Primärblättern,  d.  h.  solchen,  die, 
wie  die  der  Keimpflanze,  die  Form  gewöhnlicher  Moosblätter 
haben,  also  den  für  die  Fissidensblätter  charakteristischen  Flfigel 
nicht  besitzen  (vgl.  die  in  meinen  „Muscineen'',  Schenks  Hand- 
buch, II.  Bd.,  p.  366  wiedergegebene  Abbildung).  Das  dritte 
Blatt  zeigt  schon  eine  Andeutung  des  Flügels,  der  aber  noch 
nicht  bis  zur  Blattbasis  reicht,  bei  den  folgenden  Blättern  wird 
er  dann  vollständig  ausgebildet.  Bei  Pflanzen,  die  ihre  Sprosse 
bei  sehr  schwacher  Beleuchtung  entwickeln  mussten,  war  die 
Zahl  der  Primärblätter  eine  grössere  (in  einem  mir  gerade  vor- 
liegenden Falle  fünf),  ebenso  die  der  üebergangsblätter,  aber 
die  späteren  bildeten  einen  vollständigen  Flügel  aus,  wenn  er 
auch  kleiner  blieb,  als  bei  den  Lichtpflanzen.  Da  es  sich  um 
Triebe  handelte,  welche  die  Reservestoffe  des  Stämmchens  aus- 
nützen konnten,  so  sollen  die  Versuche  mit  aus  Protonema  ent- 
standenen Pflanzen  fortgesetzt  werden.  Immerhin  zeigt  auch 
die  oben  mitgetheilte  Thatsache  für  Fissidens  ein  analoges  Ver- 
halten, wie  das  anderer,  hier  besprochener  Pflanzen. 

Farne. 

Die  ersten  Entwicklungsstadien  der  Oeschlechtsgenera- 
tion  sind  bekanntlich  nicht  bei  allen  Abtheilungen  der  Farne 
übereinstimmend.  Die  Polypodiaceen,  mit  denen  wir  es  hier  zu- 
nächst zu  thun  haben,  bilden  bei  der  Sporenkeimung  zunächst 
einen  aus  einer  kürzeren  oder  längeren  Zellreihe  bestehenden 
Faden. ^)     Es  ist  seit  lange  bekannt,  dass  die  Fadenform  durch 


')  Es  bedarf  kaum  des  Hin  weises  darauf,  dass  dies  für  die  Keim- 
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ungünstige  äussere  Verhältnisse,  namentlich  Lichtmangel,  länger 
erhalten  werden  kann,  als  dies  unter  normalen  Wachsthums- 
bedingungen  der  Fall  ist,  unter  denen  bald  Bildung  einer  Zell- 
fläche erfolgt.  Es  können  so  verzweigte,  mit  Antheridien  yer- 
sehene  Zellföden  entstehen. 

Aber  auch  Zellflächen  können  wieder  in  Zellfaden  über- 
gehen. 

Schon  Hofmeister  (vgl.  Untersuchungen  Taf.  XVII,  Fig.  35) 
hat  einen  Fall  abgebildet,  in  welchem  eine  kleine  Prothallium- 
fläche in  einen  Faden,  dieser  wieder  in  eine  Zellfläche  über- 
gegangen war.  Spätere  Autoren  haben  bei  anderen  Famen 
Aehnliches  gefunden,  so  Pedersen^)  (vgl.  Taf.  VIII,  Fig.  35) 
bei  Aspidium  filix  mas  u.  a. ;  in  jeder  dichtgesäten  Prothallien- 
kultur  von  Polypodiaceen  lässt  sich  Aehnliches  finden.  Von 
Interesse  ist,  dass  auch  bei  Osmundaceen,  die  bei  der  Keimung 
sofort  zur  Bildung  einer  Zellfläche  übergehen,  die  Fähigkeit  zur 
Fadenbildung  latent  vorhanden  ist  und  bei  Dichtsaaten  auf- 
tritt.*) Aber  keiner  dieser  Autoren  hat  meines  Wissens  die 
Frage  erörtert,  sind  die  Prothallien  auf  allen  Entwicklungs- 
stadien und  in  allen  ihren  Theilen  gleich  fähig  zu  dieser  Rück- 
kehr zur  Jngendform?  Und  kann  dies  auch  durch  eine  andere 
Ursache  als  abgeschwächte  Beleuchtung  erzielt  werden? 

Die  Schlüsse,  zu  denen  ich  weniger  durch  direkt  auf  diese 
Frage  gerichtete  Untersuchungen,  als  durch  vielfache  Beschäf- 
tigung mit  Famprothallien  gelangt  bin,  sind  folgende: 

Die  Rückkehr  zur  Jugend  form  erfolgt  bei  jugendlichen 
Prothallien  durch  Auswachsen  der  apikalen  Zellen,  die  hierzu 
offenbar  durch  ihre  bessere  Ernährung  befähigt  sind,  wie  denn 


linge  insofeme  vortheilhaft  ist,  als  sie  dadurch  in  günstige  Lichtverhält- 
nisse gelangen  können. 

^)  Pedersen,  Beitrag  zur  Entwicklungsgeschichte  des  Yorkeimes  der 
Polypodiaceen  in  Schenk  und  Lürssen,  Mittheilungen  a.  d.  Gesammt- 
gehiete  der  Botanik  II,  p.  130  ff. 

')  Lürssen,  Zur  Eeimungsgeschichte  der  Osmundaceen,  ibid.  I,  p.  469. 
Uebrigens  keimt  Osmunda  Clajtoniana  nach  Campbell  meist  in  Form 
eines  kurzen  Zellfadens  (vgl.  Campbell,  mosses  and  fems,  p.  389). 
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die  polare  Diiferenzirung  der  Protballien  aucb  sonst  heryortriit. 
In  dem  Maasse  aber,  in  welchem  das  cbarakteristiscbe  Meristem 
sich  ausbildet  (und  dass  diese  Ausbildung  eine  allmäbliche 
ist,  zeigen  uns  schon  die  bekannten  morphologischen  Thatsachen 
—  so  der  bei  vielen  Formen  erfolgende  üebergang  von  der 
Scheitelzelle  zur  Scheitelkante),  verliert  die  Scheitelregion  die 
Fähigkeit  der  Rückkehr.  Diese  tritt  auch  an  normal  wachsen- 
den Protballien  vielfach  auf,  beschränkt  sich  dann  aber  auf  die 
hintere,  dem  Scheitel  ferne  liegende  Region,  sie  tritt  um  so 
mehr  auf,  je  mehr  das  Meristem  geschwächt  wird.  Die  Pro- 
tballien reagiren  also  verschieden  je  nach  ihrem  Zustand.  Wenn 
ich  ein  junges  Prothallium  in  schwaches  Licht  bringe,  sprosst 
es  zu  Fäden  aus,  an  einem  älteren  kann  das  ebenso  der  Fall 
sein,  aber  nur,  wenn  man  es  ameristisch  gemacht  hat  oder  an 
den  vom  Meristem  entfernten  Theilen.  Je  mehr  das  Meristem 
geschwächt  ist,  desto  leichter  treten  Adventivsprosse  auf,^)  ob 
diese  sofort  eine  Zellfläche  oder  einen  Zellfaden  darstellen,  hängt 
ab  von  äusseren  Bedingungen  einerseits,  von  dem  Zustand  des 
Prothalliums  andererseits.  Es  ist  klar,  dass  unter  besonders 
gunstigen  äusseren  Bedingungen  eine  Prothalliumzelle,  die  sonst 
zum  Faden  ausgewachsen  wäre,  sofort  eine  Zellfläche  liefern 
kann. 

Die  Richtigkeit  der  über  die  Möglichkeit  einer  Rückkehr 
zur  fadenförmigen  Jugendform  oben  geäusserten  Anschauung 
glaube  ich  auch  durch  von  Dodel-Port*)  früher  gemachte  Be- 
obachtungen, die  er  freilich  ganz  anders  deutet,  als  ich,  belegen 


^)  Am  deutlichsten  zeigt  dies  die  Thatsache,  dass  nach  Ausschneiden 
des  Meristems  sich  die  Protballien  mit  Adventivsprossen  bedecken 
(vgl.  die  mit  Herrn  Heim  ausgeführten  „Untersuchungen  über  Fam- 
prothallien",  Flora  1896).  Was  die  dort  angeführten  Angaben  von 
Günther  Beck  über  Scolopendrium  betrifft,  so  sind  die  „Borstenhaare'*, 
die  dieser  Autor  bei  Scolopendrium  beobachtet  haben  will,  vielleicht 
nichts  Anderes  als  Adventivsprosse,  die  ihr  Wachsthum  eingestellt  hatten. 
Mindestens  ist  das  Vorkommen  von  „Haaren",  die  denen  der  Cyatheaceen* 
Vorkeime  gleichen,  bei  Scolopendrium  äusserst  unwahrscheinlich. 

')  Das  amphibische  Verhalten  der  Protballien  von  Poljpodiaceen 
von  Dr.  Arnold  Dodel-Port,  „Kosmos",  April  1880. 
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zu  können.  Dodel-Port  glaubte  Folgendes  nachweisen  zu  können : 
«Das  Farnprotbailium  besitzt  demnach  amphibische  Gewohn- 
heiten; es  steht  in  seinem  vegetativen  und  reproduktiven  Ver- 
halten in  der  Mitte  zwischen  ausschliesslichem  Wasserbewohner 
einerseits  und  dem  ausschliesslichen  Landbewohner  andererseits/ 
Das  Fadenstadium  soll  die  ^primitive  Entwicklungsstufe  der 
konfervenartigen  wasserbewohnenden  Vorfahren  der  Lebermoose 
repräsentiren,  aus  denen  die  Farne  hervorgingen  etc.  Dodel- 
Port  schloss  dies  daraus,  dass  an  einem  alten  Farnprothallium, 
das  längere  2^it  unter  einem  Deckglas  im  Wasser  gelegen 
war,  eine  grosse  Anzahl  fadenförmiger  Adventivsprosse  hervor- 
gingen. Das  betreffende  Prothallium  von  Aspidium  violaceum 
hatte  eine  Keimpflanze  hervorgebracht,  die  aber  abgestorben 
war,  es  war  ferner  nach  der  Zeichnung  in  Fig.  1  a.  a.  0. 
ameristisch  geworden,«  und  befand  sich  sicher  in  einem  ge- 
schwächten Zustand,  wie  sich  schon  dadurch  zeigt,  dass  einzelne 
Stellen  des  Prothalliums  abgestorben  waren.  Einerseits  fiel  die 
Nahrungsentnahme  durch  die  Keimpflanze,  andererseits  die  durch 
das  Meristem  des  Prothalliums  selbst  weg.  Jetzt  konnte  jede 
Zelle,  begünstigt  durch  die  Wasserzufuhr  auswachsen,  und  da 
dieselben  in  einem  abgeschwächten  Zustand  sich  befanden,  so 
bildeten  sie  nicht  Zellflächen,  sondern  Zellföden,  die  erst  unter 
günstigen  Bedingungen  (speciell  bei  genügendem  Lichtzutritt) 
in  Zellflächen  übergehen.  Dass  es  sich  um  ein  schlecht  behan- 
deltes Prothaliium  handelte,  zeigt  auch  die  Thatsache,  dass  an 
den  fadenförmigen  Adventivsprossen  nicht  selten  sehr  bald 
Antheridien  auftraten,  wie  dies  in  Dichtsaaten  bei  den  mehr 
oder  weniger  unterdrückten  Prothallien  der  Fall  ist.  Dodel- 
Port  hat  bei  zahlreichen  andern  Farnprothallien  dieselben  Er- 
scheinungen beobachtet,  er  erwähnt,  dass  alle  Uebergangsstufen 
zwischen  fädigen  und  breiten,  zungen-  oder  lappenförmigen 
Adventivsprossen  auftreten.  Diese  letzteren  bildeten  sich  nament* 
lieh  an  untergetauchten  jungen  Prothallien,  die  noch  keine  be- 
fruchteten Archegonien  besassen,  also  noch  keinen  beblätterten 
Embryo  zu  ernähren  hatten,  während  die  alten,  längst  befruch- 
teten Prothallien  vorwiegend  —  aber  keineswegs  ausschliesslich 


n 
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fädige  Adventivsprosse  bildeten.^)  Diese  Verschiedenheit  ist 
zwar  nicht  yon  Dodel-Ports  phylogenetischer  Betrachtungsweise 
aus,  wohl  aber  von  der  meinigen  leicht  verstandlich,  und  findet 
ihr  vollständiges  Analogon  in  dem  Verhalten  mancher  Mono- 
kotylen beim  Wechsel  des  Mediums.  Dies  wird  unten  ausführ- 
licher zu  besprechen  sein,  hier  sei  nur  erwähnt,  dass  diese  auf 
eine  Veränderung  des  Wachsthumsmediums,  Oberhaupt  auf  jede 
ungünstige  äussere  Beeinflussung  zum  , Bückschlag*  auf  die 
Jugendform  gebracht  werden  können.  Ganz  ähnlich  ist  es 
bei  den  Farnprothallien.  £in  kräftiges  Prothallium  reagirt  aber 
auf  das  Untergetauchtwerden  anders,  als  ein  geschwächtes.  Es 
findet  zwar  eine  Beeinträchtigung  des  Wachsthums  auch  hier 
statt,  und  darauf  erfolgt  Bildung  von  Adventivsprossen.  Aber 
an  dem  noch  relativ  kräftigen  Prothallium  werden  sie  sofort 
fläch  enförmig,  mehrere  Zellen  können  ^ch  bei  ihrer  Bildung 
betheiligen,  bei  den  geschwächten  verläuft  die  Erscheinung  so, 
wie  sie  oben  beschrieben  wurde.  Da  in  der  , Schwächung*  alle 
Abstufungen  auftreten  können,  so  verhalten  sich  die  einzelnen 
Prothallien  nicht  gleich,  es  ist  nicht  zu  verwundern,  dass  auch 
an  befruchteten  und  dann  unter  Wasser  kultivirten  Prothallien 
gelegentlich  flächenformige  Adventivsprosse  auftreten.  Nicht 
ein  , amphibisches  Verhalten*  der  Prothallien  liegt  hier  also 
vor  —  es  werden  sich  genau  dieselben  Erscheinungen  auch  bei 
Kultur  auf  festem  Substrate  hervorrufen^)  lassen,   sondern  eine 


^)  Dodel-Port  gibt  nicht  an,  unter  welchen  BeleuchtungsverhSlt- 
niflsen  seine  Prothallien  sich  befanden.  Es  ist  aber  wohl  anznnefamen, 
dass  dieselben  bei  allen  annähernd  gleich  waren,  und  dass  die  Ver- 
schiedenheit im  Verhalten  der  Prothallien  nicht  auf  die  Verschiedenheit 
der  äusseren  Bedingungen  zurückzuführen  ist. 

')  Dafür  spricht  auch  eine  Beobachtung  von  Elebs  (Biol.  Central- 
blatt  1898,  p.  649),  womach  bei  jungen,  in  schwaches  Licht  gebrachten 
Prothallien  von  Poljpodiaceen  fadenförmige  Adventivsprosse  auftreten. 
Leider  lässt  sich  aus  der  kurzen  Notiz  nicht  ersehen,  in  welchem  Ent- 
wicklungszustand sich  diese  Prothallien  befanden,  speciell  wie  sich  da« 
Meristem  verhielt.  Dass  eine  Einwirkung  des  Meristems,  das  aU  An- 
ziehungscentrum für  Baustoffe  wirkt,  auf  die  übrigen  Prothalliumzellen 
vorhanden  ist,  ist  mir  unzweifelhaft.     Sie  wird  um  so  schwächer,  je 
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Rückkehr  zur  Jugendform,  veranlasst  durch  die  Schwächung 
des  Prothalliums.  Die  Bedeutung  des  apikalen  Meristems  tritt 
offenbar  auch  hier  hervor,  nur  ist  es  leichter  zu  unterdrücken, 
als  an  einer  Moosknospe.  Dies  hängt  damit  zusammen,  dass 
das  Meristem  der  meisten  Farnprothallien  (bei  leptosporangiaten 
Farnen)  meiner  Ansicht  nach  überhaupt  keine  unbegrenzte  Re- 
generationsföhigkeit  besitzt,  dass  vielmehr  hier  aus  inneren 
Gründen  ein  Altem  eintritt. 

Gerade  für  die  Frage,  die  früher  viel  erörtert  wurde,  oV 
bei  Pflanzen  ein  Altern  aus  innem  oder  aus  äussern  Gründen 
stattfinde,  geben,  wie  mir  scheint,  die  Farnprothallien  ein  lehr- 
reiches Objekt  ab,  und  ich  möchte  desshalb  die  Frage  hier 
kurz  erörtern.  Es  kann  sich  dabei  nur  um  unbefruchtet  ge- 
bliebene handeln,  denn  dem  Weiterleben  der  befruchteten  ist 
durch  den  Embryo,  der  alle  Stoffe  an  sich  zieht,  ein  Ziel  gesetzt. 
Die  unbefruchtet  geblieben  wachsen  zu  bedeutenderer  Grösse 
heran,  aber  es  ist  mir  bei  Polypodiaceen  nicht  gelungen,  sie 
dauernd  am  Leben  zu  erhalten,  stets  traten  Adventivsprosse  auf, 
die  schliesslich  das  alte  Prothallium  überwucherten. 

Hofmeister^)  hat  dem  Verhalten  ^abortirender*  Prothallien 
einen  kurzen  Abschnitt  gewidmet,  in  welchem  er  darauf  hin- 
weist, dass  an  denselben  häufig  Sprossungen  auftreten.  Na- 
mentlich aber  scheint  es  mir  von  Bedeutung,  dass  er  an  solchen 
alternden  Prothallien  bei  Aspleninm  septentrionale  abnorm  ge- 
baute Archegonien  auffand,  die  denen  von  Anthoceros  gleichend 
ganz  dem  Prothallium  eingesenkt  waren.  Eine  solche  abnorme 
Ausbildung  von  Geschlechtsorganen  kommt  an  alternden  Pro- 
thallien öfter  vor.  Ich  verweise  betrefis  Doodya  caudata  auf 
die  von  Heim  a.  a.  0.  gegebene  Darstellung,  und  möchte  hier 
noch  einen  weiteren  merkwürdigen  Fall  kurz  mittheilen. 

Er   bezieht  sich   auf  Hemionitis  palmata.     Unbefruchtete 


weiter  die  Zellen  vom  Meristem  entfernt  sind  und  je  mehr  dasselbe  ab- 
geschwächt wird.  Demgemäss  findet  man  auch  an  sonst  normalen  Pro- 
thallien adventive  Sprossungen  meist  an  der  Basis. 

^)  Vergleichende  Untersuchungen,  p.  83  u.  84. 
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Archegonien  sterben  normal  ab.  Bei  Hemionitis  geschieht  dies 
auch  in  den  jüngeren  Entwicklungsstadien.  Bei  älteren  Pro* 
thallien  aber  tritt  eine  eigenthümliche,  bisher  meines  Wissens 
von  keinem  andern  Farn  bekannte  vegetative  Entwicklung  des 
Halstheiles  ein.^)  Die  der  Mündung  des  Archegoniums  nahe- 
liegenden Zellen  gehen  auch  hier  zu  Grunde,  die  unteren 
aber  ergrünen  (alle  oder  nur  einzelne,  namentlich  auf  der 
convexen  Seite  des  Halses)  und  entwickeln  Adventivsprosse, 
die  häufig  sofort  zur  Bildung  von  Antheridien  übergehen.  Es 
gewährt  einen  eigen thümlichen  Anblick,  wenn  man  ein  solches 
Prothallium  von  der  Unterseite  betrachtet  und  statt  der  Arche- 
gonien Büschel  von  Adventivsprossen  sieht,  in  deren  Mitte  sich 
der  gebräunte  Anchegonienkanal  befindet.  Dabei  haben  diese 
Archegonien   nicht   etwa    ihre  Befruchtungsfähigkeit   verloren. 


Fig.  XII.    Hemionitis  palmata.     Vergrünte  Archegonien.     A  im  Längs- 
schnitt {K  Halskanal,  Ä  Antheridium)  B  im  Querschnitt. 

Vielmehr  findet  man  zwischen  den  vegetativ  aussprossenden 
einzelne,  die  Embryonen  enthalten.  Es  erinnert  dieser  Fall  an 
den  von  mir  früher  für  ein  Moos,  das  im  Wasser  lebende 
Conomitrium  Julianum,  beschriebenen,  bei  dem  die  Calyptra  der 
Sporogonien    vegetativ   aussprosst.      Das   Vegetativwerden    der 


*)  Es  ist  vielleicht  nicht  überflüssig,  zu  bemerken,  dass  es  sich  nicht 
um  einige  wenige,  sondern  um  zahlreiche  Prothallien  handelte. 
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Halszellen  bei  Hemionitis  betrachte  ich  als  eine  Altersersch ei- 
nung, bedingt  durch  eine  Abschwächung  des  Meristems. 

Aehnlich  verhielten  sich  alte  Prothallien  von  Lygodium 
japonicum,  nur  dass  hier  die  Sprossung  nicht  wie  bei  Hemionitis 
an  fast  jedem  Archegonium  auftrat,  und  sich  auf  die  Bildung 
von  ein  oder  zwei  Adventivsprossen  aus  einer  der  Basis  des 
Archegoniumhalses  naheliegenden  Zelle  beschränkt.  Immerhin 
war  auch  an  diesen  Prothallien  oft  eine  grössere  Anzahl  solcher 
aus  Archegonien  entstandenen  Adventivsprosse  vorhanden. 

Diese  Beispiele,  denen  sich  gewiss  noch  andere  anreihen 
lassen  werden,  zeigen  also,  dass  an  alten  Prothallien  auch  die 
Hüllen  der  Geschlechtsorgane  vegetativ  werden  können,  es  ist 
eine  ,Vergrünung*  derselben,  analog  der  von  Samenanlagen 
höherer  Pflanzen,  bei  denen  diese  Erscheinung  auch  nur  an  den 
Hüllen,  den  Integumenten  auftritt. 

Soweit  die  vorliegenden  Thatsachen  ein  ürtheil  gestatten, 
verhalten  sich  übrigens  die  Farnprothallien  bezüglich  des  Alterns 
verschieden.     Bei   Osmunda   sind  Alterserscheinungen    bis  jetzt 

nicht  nachgewiesen  —  möglicherweise 
treten  sie  hier  erst  nach  Jahren  ein. 
Bei  Polypodiaceen  aber  treten  sie 
offenbar  aus  »inneren*  Gründen  auf, 
und  das  Verhalten  dieser  Prothallien 
bildet  so  einen  Uebergang  zu  dem  der 
heterosporen  Farne  (und  Lycopodinen), 
bei  denen  das  Wachsthum  ein  noch 
begrenzteres  ist.  Wenigstens  gilt  dies 
für  den  Fall,  das?  die  Prothallien  in  der 
Lage  sind,  fortdauernd  Sexualorgane,  na- 
mentlich Archegonien  hervorzubringen. 
Es  ist  denkbar,  dass  sie  unter  Beding- 
ungen kultivirt,  unter  denen  zwar  das 
Meristem,  nicht  aber  die  Sexualorgane 
vorhanden  sind,  unbegrenzt  weiter 
wachsen  können,  und  dass  die  Ursache  des  Alterns  schUesslich  eben 
durch  die  fortdauernde  Hervorbringung  von  Archegonien  gegeben 


Fig.  XIII.  Osmunda  regalis. 
Zwei  alte  Prothallien  in  na- 
türlicher Grösse.  Das  links 
ist  gabelig  verzweigt,  das 
rechts  hat  an  seiner  Basis 
eineAnzahlAdventivsprosse 
gebildet. 
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ist.  Wir  sind  über  die  LebeDsbedingungen  dieser  so  oft  unter- 
suchten Gebilde  immer  noch  zu  wenig  orientirt,  um  diese  Frage 
jetzt  schon  entscheiden  zu  können.  Jedenfalls  aber  zeigen  uns 
die  Farnprothallien,  wie  ich  vor  Jahren  an  dem  Beispiel  von 
Osmunda  hervorhob,  dass  Eigenschaften  unter  bestimmten  Um- 
ständen latent  bleiben  können.  Die  Prothallien  von  Osmunda 
regalis  sind  im  Stande  Embryonen  hervorzubringen,  lange  ehe 


l 


Fig.  XIV.  Keimpflanze  von  Doodya  caudata,  welche  zur  Rückkehr  zur 
Primärblattbildung  veranlasst  wurde.  F  der  „Fuss"  der  Keimpflanze**, 
W  Wurzeln.  Die  Blätter  sind  ihrer  Reihenfolge  nach  beziffert.  5  hat 
schon  im  Wesentlichen  die  Form  der  späteren  Blätter  erreicht,  Blatt  6 
ist,  statt  mehr  Fiedem  als  5  zu  bilden,  stehen  geblieben  und  Blatt  7  ist 
wieder  ganz  ungegliedert  geworden,  es  stimmt  ganz  mit  2  überein,  nur 

ist  es  grösser. 

sie  die  Pellia- ähnliche  Gestalt  erreicht  haben,  die  (abgesehen 
von  anderen  Osmundaceen)  kein  anderes  bekanntes  Farnprothal- 
lium  zeigt.  Die  der  Cyatheaceen  werden  durch  Embryobildung 
in  ihrem  Wachsthum  oft  sistirt,  ehe  sie  die  Borstenhaare  her- 
vorgebracht haben,  welche  für  die  Geschlechtsgeneration  dieser 
Familie  charakteristisch  sind. 
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Ungeschlechtliche  Generation.  Die  Verschiedenheit  der 
Primär-  und  der  Folgehlätter  ist  bei  den  meisten  Farnen  eine 
sehr  auffallende.  Sie  spricht  sich  häufig  namentlich  darin  aus, 
dass  die  Primärblätter  gabelige  Verzweigung  der  Blattfläche 
oder  doch  der  Nerven  zeigen,  was  später  vielfach  nicht  mehr 
hervortritt.^)  Kann  eine  Farnkeimpflanze  genöthigt  werden, 
zur  Bildung  der  einfacheren  Blattform  zurückzukehren,  nachdem 
sie  die  höhere  schon  erreicht  hat?  Dies  ist,  wie  mir  zunächst 
eine  Beobachtung  an  Pteris  serrulata  gezeigt  hat,  in  der  That 
der  Fall.  Aber  wichtiger  als  diese  blosse  Feststellung  ist  natür- 
lich die  des  Anlasses  zu  der  Aenderung.  Es  ist  mir  nicht 
zweifelhaft,  dass  auch  hier  eine  Schwächung  der  Keimpflanze 
die  Ursache  war.  Von  meinen  Versuchen,  die  ich  noch  fort- 
zuführen gedenke,  möchte  ich  hier  nur  einen  anführen,  der  den 
experimentellen  Beweis  dafür  liefert,  dass  1)  die  Priraärblätter 
Hemmungsbildungen  sind,  2)  dieselben  auch  dann  wieder  ent- 
stehen können,  wenn  schon  eine  höhere  Blattform  erreicht  war. 
Die  Blätter  von  Doodya  caudata  sind  gefiedert,  die  Primär- 
blätter wie  bei  vielen  Farnen  einfach.  Es  wurden  nun  Keim- 
pflanzen, welche  schon  gefiederte  Blätter  (mit  einem  oder  zwei 
Fiederpaaren)  angelegt  hatten  in  ungünstige  Wuchsbedingungen 
gebracht,  unter  denen  sie  schliesslich  auch  ihr  Wachsthum  ein- 
stellten. Zuvor  aber  brachten  sie  einfacher  geformte 
Blätter  hervor,  die  mit  den  Primärblättern  vollständig 
übereinstimmten  (Fig.  XIV). 

Dass  bei  älteren  Pflanzen  die  Wiederhervorrufung  der 
Primärblätter  schwieriger,  in  vielen  Fällen,  namentlich  bei 
Famen  mit  stark  entwickelten  Sprossachsen,  ganz  unmöglich 
sein  wird,  ist  zu  erwarten.  Eine  ältere  Pflanze  hat  in  ihrem 
Stamm  eine  grössere  Menge  von  Reservestoffen,  ist  also 
Schwächungen  gegenüber  ohnedies  widerstandsfähiger.  Am 
Vegetationspunkt  ist  ferner  eine  grössere  Anzahl  von  Blatt- 
anlagen,  die,   in   ihrer   Gestaltung  schon   bestimmt,    zunächst 


*)  Die  Entwicklung  der  Primär-  und  der  Folgeblätter  stimmt  aber 
auch  hier  der  Hauptsache  nach  über  ein. 
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sich  entfalten  müssen  und  dabei  die  Reservestoffe  beanspruchen. 
Die  Entwicklung  wird  dann  je  nach  dem  Grade  der  Schä- 
digung entweder  stillstehen ,  oder  es  hat  sich  die  Pflanze 
unterdessen  erholt  und  wächst  nun  mit  der  gewöhnlichen  Blatt- 
form  weiter,  wobei  nur  eine  Grössenverringerung  der  Blätter  ein- 
treten wird.  Indess  sind  wohl  auch  hier  verschiedene  Arten 
verschieden  plastisch,  wie  die  unten  zu  besprechenden  Sagittaria- 
Arten. 

Ob  es  sich  bei  den  von  Massart  (La  recapitulation  et  Tin- 
novation  en  embryologie  vegetale,  p.  29  d.  S.-A.)  beobachteten 
Fällen,  in  denen  bei  älteren  Pflanzen  von  Adiantum  eine  Re- 
duktion eintrat,  um  eine  wirkliche  Rückkehr  zur  Primärblatt^ 
bildung  handelte,  vermag  ich  aus  den  sehr  kurzen  Angaben 
nicht  zu  entnehmen. 

Dikotylen. 

Bei  Dikotylen  sind  bis  jetzt  folgende  Fälle  bekannt^  in 
denen  künstlich  eine  Jugendform  der  Blattbildung  wieder  her- 
vorgerufen werden  konnte. 

1)  Bei  einigen  dem  australisch -neuseeländischen  Floren- 
gebiet angehörigen  Veronica-Arten  sind  die  Primärblatter  ge- 
stielt und  den  Blättern  anderer  Veronica-Arten  ähnlich,  die 
späteren  als  dem  Stamme  dicht  anliegende  Schuppen  ausge- 
bildet. Statt  dieser  letzteren  kann  die  Pflanze  wieder  zur  Bil- 
dung der  Primärblätter  gebracht  werden^)  z,  B.  durch  Kultur 
in  feuchtem  Räume,  aber  offenbar  durch  alle  Umstände,  welche 
auf  die  Vegetation  des  Sprosses  ungünstig  einwirken. 

2)  Ganz  ähnlich  verhält  sich,  wie  es  scheint,  eine  Mela- 
leuca-Art  Australiens,  die  Melaleuca  micromera.  Dieselbe  besitzt 
als  „Folgeblätter**  sehr  kleine  anliegende ,  schuppenformige 
Gebilde  und  bietet  so  wesentlich  denselben  Habitus  wie  die 
cupressoiden  Veronicaarten ,  die  soeben  erwähnt  wurden. 
Mi^nus^)  hat  vor  längerer  Zeit  über  diese  Pflanze  eine  kurze 


')  Vgl.  Goebel,  Pflanzenbiolog.  Schilderungen  I,  p.  19. 

^  Magnuä,    Ueber    die   Heterophyllie    von   Melaleuca    micromera. 
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Mittheilang  gemacht,  wornach  Mönkemeyer  beobachtet  hatte, 
dass  Melaleuca  micromera,  aus  dem  Kalthaus  in  ein  wärmeres 
Zimmer  versetzt,  schnell  die  Zweige  ausspriessen  liess  und  statt 
der  schuppeniörmigen  Butter  solche  mit  abstehender  Blattspreite 
anlegte.  Es  ist  nun  zwar  die  Keimung  dieser  Pflanze  unbekannt, 
aber  es  unterliegt  fQr  mich  keinem  Zweifel,  dass  die  Kück- 
schlagsblätter  mit  den  Primärblattern  übereinstimmen,  zumal 
ich  auch  an  der  Basis  von  Sprossen,  die  sich  aus  Stecklingen 
entwickelten,  die  „Rückschlagsblätter**  auftreten  sah.  Ich  habe 
die  Pflanze  seit  Jahren  beobachtet  und  ein  spontanes  Auf- 
treten der  Rückechlagsblätter  nie  beobachtet.  Dass  dieselben,  wie 
Magnus  hervorhebt,  eine  ausgiebige  Transpiration  ermöglichen, 
als  die  Schuppenblätter,  von  denen  sie  nicht  nur  in  ihrer 
Form,  sondern  auch  in  ihrem  anatomischen  Bau  abweichen, 
ist  zweifellos.  Die  Bedingungen,  unter  denen  sie  auftreten, 
sind  aber  noch  näher  festzustellen,  meinen  Erfahrungen  zu- 
folge sind  sie  weniger  leicht  hervorzurufen,  als  die  von  Veronica 
cupressoides. 

3)  Gampanula  rotundifolia.  Bei  dieser  Pflanze  lassen  sich, 
wie  ich  gezeigt  habe,^)  die  Primärblätter  bei  Kultur  in  schwacher 
Beleuchtung  wieder  hervorrufen,  vorausgesetzt,  dass  die  betref- 
fenden Sprosse  ihr  Wachsthum  nicht  durch  Blüthenbildung  ab- 
geschlossen haben. 

Spontan  auftretende  Böckschlagserscheinungen  bei  einigen 
andern  Dikotylen  habe  ich  früher  erwähnt  (Pflanzenbiolog. 
Schilderungen  I).  Ueber  die  Bedingungen  des  Auftretens  ist 
aber  bis  jetzt  nichts  bekannt.  Dass  diese  nicht  immer  ganz 
einfach  sind,  zeigten  mir  einige  Versuche  mit  Acacia  verticillata. 

Es  ist  dies  eine  der  australischen  Arten,  bei  denen  die 
Blattbildung  durch  Phyllodien  ersetzt  ist,  d.  h.  die  Blattspreite 


Schauer.  Sitzungsber.  der  Ges.  naturforschender  Freunde  zu  Berlin  1887 
p.  17—19.    Vgl.  Botan.  Jahresber.  1887  II,  p.  85. 

*)  üeber  die  Abhängigkeit  der  Blattform  von  Campanula  rotundi- 
folia von  der  Lichtintensität ,  Sitzungsber.  1895 ,  p.  331  ff.  und  Flora 
1896,  p.  1  ff. 
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verkümmert,  und  der  Blattstiel  (zaweilen  aach  die  Blattspindel) 
verwandelt  sich  in  ein  vertikal  gestelltes  Assiroilationsorgan. 
Ich  möchte  Werth  daraaf  legen,  dass  diese  Umwandlung  ia 
allen  untersuchten  Fällen  eine  wirkliche,  d.  h.  entwicklungs- 
geschichtlich verfolgbare  ist.  Das  heisst  soviel,  dass  die  Blatt- 
spreite (resp.  die  Anlage  derselben),  obwohl  in  sehr  rudimen- 
tärem Zustande  immer  noch  nachweisbar  ist,  und  dass  das  BlaH 
dem  gewöhnlichen  Entwicklungsgange  folgt,  wobei  der  Blatt- 
stiel durch  interkalares  Wachsthum  zu  seiner  definitiven 
Form  heranwächst.  Darauf,  dass  die  Blattspreite  hier  nicht, 
wie  gewöhnlich  angenommen  wird,  vollständig  fehlt,  habe  ich 
schon  früher  hingewiesen,^)  und  eine  auf  meine  Veranlassung 
ausgeführte  Untersuchung  von  A.  Mann^)  hat  dies  vollständig 
bestätigt. 

Die  Blattbildung  von  Acacia  verticillata  ist  von  Hofmeister 
(Allg.  Morph.,  p.  525)  mit  der  der  Stellaten  zusammengestellt 
worden.  Wie  bei  diesen,  glaubte  Hofmeister  auch  hier  eine, 
neben  den  eigentlichen  Laubblättem  stehende  Mehrzahl  von 
Nebenblättern  annehmen  zu  müssen.  Diese  Annahme  ist  dadurch 
entstanden,  dass  nur  wenige  der  scheinbar  wirtelig  angeordneten 
Blätter  Achselsprosse  haben.  Indess  zeigt  die  genauere  Beob- 
achtung, dass  die  mit  Achselsprossen  versehenen  Blätter  kleine 
Nebenblätter  an  ihrer  Basis  haben,  also  schon  desshalb  die  oben 
angeführte  Deutung  unmöglich  ist.  Vielmehr  liegt  hier  der 
merkwürdige  Fall  einer  verschiedenen  Ausbildung  von  Phyllodien 
vor,  bei  den  einen  unterbleibt  die  Ausbildung  von  Achselsprossen 
und  von  Nebenblättern,  bei  den  andern  ist  beides  vorhanden. 
Uebrigens  haben  auch  die  „sterilen **  Phyllodien  zuweilen  Neben- 
blätter. Richtig  ist  dagegen  Hofmeisters  entwicklungsgeschicht- 
liche Angabe,  dass  die  „fertilen"  (wie  sie  kurz  benannt  sein 
mögen)  Phyllodien  auch  in  ihrer  Entwicklung  den  sterilen 
vorauseilen. 


')  Goebel,  Vergleichende  Entwicklungsgeschichte,  p.  241. 
2)  Vgl.  A.  Mann,   Was  bedeutet  Metamorphose   in  der  Botanik*? 
Inauguraldiss.    München,  1894. 
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Die  Bildnng  achter  Laubblätter  tritt  bei  dieser  Art  nur 
bei  der  Keimpflanze  auf.  Die  ganze  untere  Region  der  Keim- 
pflanze behält  auch  diese  Fähigkeit  zur  Laubblattbildung,  wenn 
hier  Achselsprosse  auftreten,  beginnen  sie  mit  der  Bildung  eines 
oder  zweier  Laubblätter,  um  dann  zur  Phyllodienbildung  über- 
zugehen, während  diese  bei  den  weiter  oben  stehenden  Achsel- 
sprossen sofort  eintritt. 

Die  Frage  war  nun,  ob  man  die  Pflanzen  nöthigen  könne, 
zur  Laubblattbildung  zurückzukehren  ?  Kultar  in  abgeschwäch- 
tem Lichte  erwies  sich  als  einflusslos.  Die  Pflanzen  hatten 
längere  Zeit  im  Hintergrunde  eines  trockenen  Zimmers  gestanden 
und  dabei  einen  Theil  ihrer  nadeiförmigen  Phyllodien  verloren, 
auch  sonst  war  eine  bedeutende  Störung  des  Wachsthums  ein- 
getreten, die  darin  sich  aussprach,  dass  der  Hauptspross  der 
Pflanzen  sich  nicht  weiter  verlängerte. 

Die  (zu  sechs  in  einem  Topf  stehenden)  Pflanzen  wurden 
nun  in  das  Kulturhaus  unter  eine  Glasglocke,  also  in  feuchte 
Luft  gebracht,  und  nun  zeigte  sich  nach  einiger  Zeit  Folgendes. 

1.  Pflanze.  Hat  in  der  Höhe  von  15  cm  (vom  Boden) 
einen  Seitensproes,  der  nach  etwa  10  dünnen  kurzen  Phyllodien 
8  doppelt  gefiederte  Laubblätter  hervorgebracht  hat  und 
darauf  wieder  zur  Phyllodienbildung  übergegangen  ist.  Weiter 
unten  fanden  sich  noch  drei  Seitensprosse,  welche  nach  einigen 
Phyllodien  je  ein  Laubblatt  producirt  haben,  dann  wieder 
Phyllodien. 

2)  Hat  nahe  der  Basis  zwei  Seitensprosse,  einer  derselben 
bat  nach  vier  Phyllodien  vier  Laubblätter  entwickelt,  ein  anderer 
hat  in  der  Achsel  seines  vierten  Phyllodiums  einen  Seitenspross 
zweiter  Ordnung  gebildet,   der  mit  zwei  Laubblättern  beginnt. 

3)  Ein  in  der  Phyllodienregion  stehender  Seitenspross  be- 
ginnt mit  zwei  Lanbblättern  und  bringt  dann  Phyllodien  hervor, 
auch  andere  Seitensprosse  haben  Laubblätter  entwickelt  (einer 
sogar  fünf)  und  gehen  dann  zur  Phyllodienbildung  über. 

4)  Hat  einen  Seitenspross,  der  nach  einigen  Phyllodien  ein 
Laubblatt  hervorbrachte,  dann  zur  Phyllodienbildung  zurück- 
kehrt;  ein  höher  stehender  Seitenspross   hat  drei  Laubblätter. 

1896.  MAth.-pfay8.  C).  8.  82 
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5)  Ein  Seitenaprosa  beginnt 
mit  eiDem  Laubbl&tii. 

6)  Nahe  der  Basis,  aber 
Ober  d«r  Laubblattregion  zwei 
SeitensprosBe,  die  mit  einigen 
Phjllodien  beginnen ,  dann 
Laubblätter  bilden,  4  cm  hoch 
am  Stämmchen  ein  Seitenspross, 
der  nach  acht  Phyilodien  drei 
Laabblätter  bildet,  daraufeinige 
Phyllodien,  diinn  wieder  ein 
Laubblatt ,  dann  Phyllodien ; 
8  cm  hoch  am  StÄmmchen  ein 
Seitenspross,  der  nach  etwa  zehn 
Phyllodien  fünf  Lanbblätter, 
dann  wieder  Phyllodien  bildet. 

Es  zeigte  sich  also,  dnss  die 
sämmtlichen  sechs  PfIaQzen  da- 
zu genötbigt  werden  konnten, 
statt  der  Phyllodien  doppelt  ge- 
fiederte Laubblätter  zu  bilden. 
Allerdings  war  die  KGckkehr 
zur  Laubblattbildung  nie  eine 
dauernde,  es  folgte  auf  dieselbe 
wieder  Phyllodienbildung,  wie 
dies  ja  auch  normal  im  Ver- 
laufe der  Ent Wickelung  ge- 
schieht. Die  Frage  aber,  ob 
die  Acacia  verticillata,  nach- 
dem sie  einmal  in  das  Stadium 
der  Phyllodien-Bildung  einge- 
treten ist,  wieder  zur  Laub- 
blattbildung veranlasst  werden 
kann,  tat  zu  bejahen,  und  es 
fragt  sich  nur,  welcher  Faktor 
es  ist,  der  dies  bewirkt. 
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Natürlich  wird  man  zunächst  an  die  Einwirkung  der  Luft- 
fenchtigkeit  denken,  aber  so  einfach  liegt  die  Sache  nicht,  dass 
lediglich  durch  Kultur  in  feuchter  Atmosphäre  Lanbblattbildung 
hervorgerufen  werden  kann.  Denn,  als  andere  Pflanzen  der- 
selben Art  unter  denselben  Bedingungen  kultivirt  wurden,  unter- 
blieb trotz  lebhaften  Wachsthums  die  Laubblattbildung.  Ferner 
liesse  sich  vermuthen,  dass  die  bei  allen  oben  erwähnten  Yer- 
snchspflanzen  eingetretene  Hemmung  der  Entwickelung  des 
Hauptsprosses  mit  der  beobachteten  Erscheinung  im  Zusammen- 
hang stehe.  Dies  ist  aus  zwei  Gründen  nicht  anzunehmen. 
Zunächst  nämlich  kann  man  durch  künstliche  Entfernung  des 
Hauptsprosses  keine  Laubblattbildung  an  den  neu  entstehenden 
Seitensprossen  hervorrufen.  Seitensprosse,  die  ein  Laubblatt 
besitzen,  entwickeln  sich  nur  an  der' Basis  der  Pflanze,  in  der 
, Laubblattregion*,  wo  auch  ohne  Verletzung  die  Seitensprosse 
sich  so  verhalten.  Bemerkt  sei  dabei,  dass  ^n  zwei  Fällen  an 
diesen  Seitensprossen  dem  Laubblatt  ein  PhjUodium  vorausging. 
Der  zweite  Grund  ist  der,  dass  die  Hervorrufung  von  Laub- 
blattbildung auch  gelingt  an  Pflanzen,  deren  Hauptspross  sein 
Wachsthum  nicht  eingestellt  hat. 

Es  wurden  zwei  weitere  Exemplare,  die  erst  längere  Zeit 
trocken  gestanden  hatten,  in  den  feuchten  Raum  gebracht.  An 
einem  derselben ,  welches  seinen  Hauptgipfel  behalten  hatte, 
waren  an  zwei  Zweigen  je  zwei  Laubblätter  (mit  nur  zwei 
Fiederpaaren)  aufgetreten,  und  zwar  weit  oben,  etwa  nach  dem 
10.  Scheinwirtel  des  austreibenden  Seitensprosses.  Das  andere 
Exemplar  hatte  seinen  Gipfel  schon  früher  verloren,  es  zeigte 
an  einem  Seitenspross  nach  Vorausgehen  zahlreicher  Phyllodien 
ein  Laubblatt,  dem  dann  wieder  zahlreiche  Phyllodien  folgten. 

Die  Zahl  der  vorhandenen  Pflanzen  war  damit  erschöpft. 
Es  wäre  wünschenswerth  gewesen,  noch  mehr  Pflanzen  (als  nur 
zwei),  die  vorher  nicht  trocken  gestanden  hatten,  auf  ihr  Ver- 
halten im  feuchten  Räume  zu  prüfen.  Immerhin  scheint  mir 
auch  bei  den  im  Ganzen  verwendeten  zehn  Pflanzen  der  Aus- 
schlag deutlich  genug.     Es  zeigte  sich,   dass  zur  Hervorrufung 

der  Rückschlagsbildung  hier  zweierlei  nothwendig  ist. 

32» 
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1)  Eine  ^Abschwächung'  der  Pflanze,  herrorgerufen  darch 
ungünstige  Enltarbedingangen  (im  trockenen  Zimmer  bei  spär- 
licher Wasserzufuhr). 

2)  Kultur  im  feuchten  Raum.  Auf  2)  aber  reagirt  die 
Pflanze,  soweit  die  Erfahrung  bis  jetzt  reicht,  nur,  wenn  1)  her- 
vorgegangen ist.  Desshalb  kann  es  auch  nicht  Wunder  nehmen, 
dass  bei  einer  Anzahl  von  Keimpflanzen  von  Acac.  longifolia 
die  Phyllodienbildung  durch  Kultur  im  Feuchtraume  nicht  unter- 
drückt werden  konnte,  üebrigens  stimmen  diese  angefahrten 
Thatsachen  ganz  überein  mit  dem  von  mir  früher  geführten 
Nachweise,^)  dass  Rückschläge  zur  Primärblattform  na- 
mentlich dann  auftreten,  wenn  die  Vegetation  durch 
irgend  welche  äussere  Faktoren  geschwächt  ist. 

Von  den  beiden  oben  angefELhrten  Faktoren  ist  also  der 
unter  1)  genannte  der  ausschlaggebende.  Die  Kultur  in 
feuchtem  Räume  «wird  nur  begünstigend  für  eine  rasche  Ent- 
wicklung eingewirkt  haben.  Thatsächlich  erhielt  ich  ganz  ana- 
loge Rückschlagserscheinungen  auch  bei  einer  Pflanze  von  Ac. 
cyanophylla,  die  nicht  in  den  feuchten  Raum  gebracht  wurde, 
sondern  im  Kulturhaus  stehen  blieb,  nachdem  sie  vorher  ver- 
nachlässigt worden  war. 

Nachdem  die  vorliegende  Mittheilung  längst  niederge- 
schrieben war,  fand  ich  neuerdings  im  Kalthaus  eine  einjährige 
Keimpflanze  von  Acacia  verticillata,  welche  spontan  nach  den 
Phyllodien  das  Auftreten  von  Laubblättern  —  mit  allen  Zwi- 
schenstufen zur  Phyllodienbildung  —  zeigte,  und  zwar  so,  dass 
auf  Scheinwirtel  mit  1 — 3  Laubblättern  (und  Phyllodien)  solche 
folgten,  die  nur  Phyllodien  hatten,  oder  unter  ihnen  auch 
Uebergänge  zur  Laubblattbildung.  Es  standen  in  diesen  Schein- 
wirteln  gelegentlich  3  Laubblätter  (resp.  Mittelbildungen)  neben 
einander,  was  wieder  zeigt,  dass  die  Hofmeister*sche  Auffassung 
nicht  haltbar  ist,  auch  war  keineswegs  immer  das  Phyllodium, 
das  einen  Achselspross  hatte,  zur  Laubblattbildung  übergegangen. 
Diese  Beobachtung  zeigt,  dass  bei  Acacia  verticillata  ein  Schwan- 


1)  Pflanzenbiol.  Schilderungen  II,   S.  286  u.  300,   Flora  1896,  S.  9. 
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ken  zwischen  Laubblati-  und  Phylladienbildung  stattfinden  kann, 
das  ja  bei  andern  phyllodien  bildenden  Acacien  auch  in  sp&terem 
Alter  noch  auftritt. 

Hildebrands  ^)  Mittbeiinng  über  Acacia  Melanoxylon  lässt 
sich  für  unsere  Zwecke  nicht  verwerthen.  Denn  wenn  an  dem 
basalen  Theile  eines  abgesägten  Stammes  an  einigen  Seiten- 
sprossen Sprosse  mit  Fiederblättern  auftraten,  so  ist  dies  nur 
ein  Beispiel  der  häufig  zu  beobachtenden  Thatsache,  auf  die 
ich  schon  früher  hingewiesen  habe ,  dass  Rückschlagssprosse 
gerade  am  untern  Theile  älterer  Pflanzen  gerne  auftreten,  und 
zudem  ist  gerade  Ac.  Melanoxylon  eine  derjenigen  Arten,  bei 
denen  auch  im  oberen  Theile  das  erwähnte  Schwanken  der 
Blattbildung  eintritt. 

Die  bei  Acacia  verticillata  gemachte  Erfahrung  gab  Ver- 
anlassung, auch  das  Verhalten  einiger 

Monokotylen, 

mit  dem  ich  mich  schon  wiederholt  beschäftigt  hatte,  einer 
weiteren  Prüfung  zu  unterziehen. 

Es  handelt  sich  dabei  um  solche,  welche  bandförmige  Pri- 
märblätter besitzen,  eine  Blattform,  die  namentlich  bei  einigen 
Wasser-  resp.  Sumpfpflanzen  deutlich  herrortritt.  Dieselbe  ist 
als  ,eine  Anpassung  an  das  Medium"*)  aufgefasst  worden. 
Dagegen  habe  ich  darauf  hingewiesen,  dass  solche  bandförmigen 
Blätter  in  den  normalen  Entwicklungsgang  einer  grösseren  An- 
zahl von  Monokotylen  gehören,  und  dass  wir  keinen  Grund  zu 
der  Annahme  haben,  sie  seien  das  Resultat  einer  direkten  An- 
passung an  das  Wasserleben,  zumal  dieselbe  Blattform  vielen 
als  Landpflanzen  angehörenden  Monokotylen  eigen  ist.  Dass 
Pflanzen,  welche  schon  eine  ^höhere'  Blattform  entwickelt  haben. 


1)  Einige   Beobachtungen  an  Keimlingen   und   Stecklingen   (Bot. 
Zeitung,  1892). 

3)  Schenck,  Die  Biologie  der  Wasaerpflanzen,  p.  6  u.  S9  ff.  Ebenso 
Massart,  La  recapitulation  et  Finnovation  en  embryologie  v^getale  (Bull. 
de  la  soci^tä  royale  de  botanique  de  Belgique,  t.  XXXIII  (1694)  p.  280. 
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zur  Pritn&rblattfortn  zurückkehren  können,  wurde  an  vier  Bei- 
spielen DBcbgewiesen. 

1)  An  alten  Exemplaren  von  Eichbomia  aznrea,  welt^e 
den  Winter  Über  als  Landpäanzen  kultivirt  wurden,  traten 
Rückschl)^;a6pros8e  mit  Primärblättem  auf)  (Pflanzeabiolog. 
Schilderungen  II,  p.  287).  Vgl.  auch  die  Angaben  Buchenaa's 
über  Alisma,  a.  a.  0.  p.  296. 

2)  Die  mit  gestielten  Blättern  versehene  Landform  von 
Potamogeton  natans  wurde  durch  Versenken  in  Wasser  veran- 
lassb,  bandförmige  Primärblätter  zu  bilden  (a.  a.  0.,  p.  299). 

3)  Potamogeton  gramineus  entwickelte  (im  Herbst)  Dach 
den  gestielten  Scbwimmblättern  aus  deren  Achseln  Sprosse  mit 
Primärblättem  (vgl.  a.  a.  0.  p.  299). 

4)  Eeimpäanzen  von  Heteranthera  reniformis,  die  schon 
die  ßierenförmigen  .Folgeblätter'  gebildet  hatten,  konnten  durch 
ungünstige  Kulturbedingungen  zur  Kückkehr  zur  Primärblatt- 
form  veranlasst  werden  (Flora  1896,  p.  9).     Vgl.  Fig.  XVI. 

Diesen  Fällen  liessea  sich 
noch  andere  anreihen.  Die  baod- 
förmigen  Primärblätter  der  schön- 
blühenden Butomee  Hydroclets 
Humboldt!  waren  mir  nar  ans 
der  Literatur  bekannt.  In  diesem 
Frühjahr  aber  traten,  wie  ich 
gelegentlich  fand,  solche  auf  an 
einigen  Trieben,  welche  an  ihrer 
Basis  abgefault  und  dadurch 
^«-  X/I-  Heternnthom  renifor-  natürlich  in  ungünstige  Wachs- 
miB.    Junge  l  naiiTe,  die  nach  der  "  " 

Bildung    von    gestielten    Rund-    Verhältnisse    gekommen    waren. 

S'Sel^"'  sS'tt^ÜÄ    B»;  kräftig  vegeti,e.de„  Pfl.n», 
habe   ich   dieselben  niemals  be- 
obachtet,   um  so  auffallender   war   das  Auftreten   derselben  an 
den  Pflanzen,  welche  den  Winter  über  unter  ungünstigen  äus- 

'}  An  kräftig  im  Sommer  vegetirenden  Exemplaren  habe  ich  eolchr 
nie  beobachtet.  Es  kann  also  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  die  du- 
günetigpit  Vegctation!<be()ingtmgen  die  Uraache   waren.     I 


r-^f^ 
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seren  Bedingangen  ihr  Leben  gefristet  hatten.  Besonders  lehr- 
reich aber  waren  die  Versuche  mit  Sagittaria  natans.  Das  Ver- 
halten der  verschiedenen  Sagittaria-Ärten  betreffs  ihrer  Blatt- 
bildung ist  ein  sehr  yerschiedenes,  es  hängt  mit  ihren  Lebens- 
Terhältnissen  auf  das  Innigste  zusammen.  Wir  haben  hier  in 
einer  Gattung  yereinigt  Arten,  von  denen  die  einen  fast  ganz 
submers  leben,  die  andern  dagegen  höchstens  ihre  ersten  Blätter 
untergetaucht  haben,  sehr  bald  aber  die  folgenden  in  die  Luft 
erheben.  Die  letzteren  sind  Bewohner  feuchter  Standorte,  die 
nicht  überschwemmt  zu  sein  brauchen.  Zwischen  den  beiden 
Extremen  finden  sich  übrigens  eine  Reihe  von  Abstufungen. 
Die  submersen  Formen  behalten  die  Primärblätter  viel  länger 
bei,  als  die  emersen,  übrigens  lassen  sich  bei  geeigneten  Eultur- 
bedingungen  auch  die  ersteren  leicht  als  Landpflanzen  ziehen. 
S.  cordifolia  gehört  zu  den  Formen,  die  eigentlich  Landpflanzen 
sind,  sie  wächst,  wenn  man  sie  in  Wasser  versenkt,  nicht,  son- 
dem  geht  zu  Grunde.  S.  natans  aber  ist  eine  fast  submers 
lebende  Art,  die  ausser  den  zahlreichen  bandförmigen  unter- 
getauchten Blättern  nur  einige  Schwimmblätter  besitzt,  die  der 
Blütenbildung  vorausgehen,  aber  auch  fehlen  können.  Blätter, 
die  mit  gestielter,  pfeilformiger  Spreite  versehen,  sich  über  den 
Wasserspiegel  erheben,  kamen  bei  den  hier  kultivirten  Exem- 
plaren nicht  zur  Beobachtung.  Die  Pflanze  vermehrt  sich  in 
ausgiebigster  Weise  durch  Ausläufer,  die  stets  mit  der  Primär- 
blattform beginnen,  mögen  sie  nun  als  Wasser-  oder  als  Land- 
pflanzen kultivirt  werden,  um  dann  zur  Bildung  von  Blättern 
mit  gestielter  Blattspreite  überzugehen,  vorausgesetzt,  dass  die 
äusseren  Bedingungen  dazu  günstig  sind,  also  namentlich  auch 
die  hinreichende  Lichtintensität  vorhanden  ist.  Die  Versuche 
über  die  Abhängigkeit  der  Blattform  von  äusseren  Faktoren 
sind  von   Herrn  Wächter   auf  meine  Veranlassung  ausgeführt 


hat  sich  in  der  That  bestätigt,  es  gelang  Herrn  Wächter,  dem  ich  die 
Untersuchung  übertrug,  Stecklinge  von  Hydrocleis,  die  in  reinem  Quarz- 
sand  kultivirt  wurden,  xum  Rückschlag  auf  die  Jugendblattform  zu 
bringen,  so  dass  sie  schliesslich  nach  Abfaulen  der  gestielten  Blätter  ganz 
wie  Keimpflanzen  aussahen. 
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worden,  ich  führe  daraus  —  indem  ich  betrefi«  der  Einzelheiten 
auf  die  demnächst  erscheinende  Veröffentlichung  des  Genannten 
verweise  —  Folgendes  an. 

Wenn  eine  Landpflanze  von  S.  natans,  die  schon  gestielte 
Folgeblätter  gebildet  hat,   in  Wasser  gebracht  wird,   bildet  sie 
(an   derselben  Sprossachse)   wieder  Primärblätter,   also  ebenso 
wie  das   oben  für  Potamog.  natans   angeführt  wurde.     Spater, 
wenn  die  Pflanze  sich  dem  neuen  Medium  angepasst  hat,  treten 
dann  wieder  Folgeblätter  auf.    Dass  nun  in  dem  Auftreten  der 
Primärblätter  nicht  etwa  eine  direkte  Anpassung  an  das  Wasser- 
leben liegt,  sondern  dass  dasselbe  bedingt  ist  durch  eine  Störung, 
wie  sie  die  Veränderung  des  Mediums  mit  sich   bringt,   ergibt 
sich  daraus,   dass  man   dieselbe  Wirkung  auch   erzielen    kann, 
ohne  die  Pflanze   in   das  Wasser  zu   bringen.     Euitivirt   man 
Pflanzen,  die  vorher  im  Wasser  waren,   an  der  Lufb,   so  wirkt 
der  Wechsel   des  Mediums   als   Störung.     Diejenigen  Pflanzen, 
welche  schon  gestielte  Blätter  hatten,  bringen  statt  deren  wieder 
bandförmige  Primärblätter  hervor,  denen  Uebergangsblätter  vor- 
hergehen.    Erst  nach   einer  Anzahl  Primärblatter  treten  dann 
wieder,   nachdem   die  Pflanze  sich   dem  neuen  Medium   ange- 
passt htit,   gestielte   Blätter   auf.     Waren  solche  zur  Zeit   des 
Mediumwechsels  noch  nicht   vorhanden,   so   fehlt  der   Pflanze 
natürlich  die  Möglichkeit,  durch  Aenderung  der  Blattform  auf 
die  Störung  zu  reagiren.    Diese  Störung  lässt  sich  auch  anders 
hervorrufen.     Schneidet  man  einer  mit  gestielten  Blättern  ver- 
sehenen Pflanze  die  Wurzeln  ab,  so  ist  damit  bei  der  bekannten 
Eigenthümlichkeit    der    Wurzelbildung    monokotyler    Pflanzen, 
wenn  man  die   Sagittaria   gegen  Vertrocknung   schützt,    keine 
dauernde  Beschädigung  der  Pflanze,  sondern  nur  eine  vorüber- 
gehende Störung  derselben  gegeben.   Auf  diese  reagirt  sie  durch 
Hervorbringung  von   Primärblättem,   denen   später   wieder  die 
höhere  Blattform  folgt.     Derselbe  Erfolg   kann  erzielt  werden, 
wenn  man  die  Wurzeln,   statt  sie  abzuschneiden,  in  destillirtes 
Wasser   tauchen    lässt;    ihnen    also    die   Zufuhr   anorganischer 
Nährstoffe  entzieht.    Nicht  alle  Exemplare  reagiren  bei  solchen 
Störungen  gleich.   Es  ist  mit  Rücksicht  auf  die  oben  für  Acacia 
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yerticillata  angeffihrten  Thatsachen  Ton  Interesse,  dass  kräftige 
Exemplare  yon  Sagittaria  natans  die  Rückschlagserscheinungen 
oft  nicht  zeigen,  sie  aber  auftreten  lassen,  sobald  eine  Schwäch- 
ang  der  Pflanze  durch  unzureichendes  Licht,  schlechte  Ernährung 
und  höchst  wahrscheinlich  auch  noch  auf  andere  Weise  eintritt, 
z.  B.  durch  Kultur  bei  niedriger  Temperatur.  Wenigstens  deutet 
darauf  das  Yerhalten  anderer  Wasserpflanzen  hin. 

Nuphar  luteum  besitzt  als  Keimpflanze  bekanntlich  —  ab- 
gesehen von  den  einfachen  ersten  Primärblättern  —  zunächst 
untergetaucht  bleibende,  kurzgestielte,  hellgrüne  Wasserblätter, 
die  sich  durch  ihren  anatomischen  Bau  von  den  später  auf- 
tretenden Schwimmblättern  unterscheiden.  Wie  ich  an  anderem 
Orte  gezeigt  habe,  kann  die  Pflanze  an  bestimmten  Standorten 
auf  diesem  Entwicklungsstadium  sehr  lange  zurückgehalten 
werden,  trotzdem  aber  sogar  zur  Blüthe  gelangen,  und  un- 
zweifelhaft kann  dies  auch  geschehen,  wenn  die  Pflanze  schon 
Schwimmblatter  hervorgebracht  hatte.  Sinkt  doch  alljährlich 
im  Herbste  die  Blattbildung  auch  bei  Pflanzen  mit  Schwimm- 
blättem  wieder  auf  diese  Stufe  herab.  Experimentelle  Unter- 
suchungen darQber  liegen  nicht  vor,  indess  ist  kaum  daran  zu 
zweifeln,  dass  alle  die  Vegetation  ungünstig  beeinflussenden 
Faktoren  innerhalb  gewisser  Grenzen  die  Schwimmblattbildung 
unterdrücken,  die  Wasserblattbildung  hervorrufen  werden,  dass 
dabei  auch  die  Lichtintensität  eine  Rolle  spielt,  wie  ich  früher 
hervorhob,  ist  mir  auf  Grund  anderweitiger  Erfahrungen  sehr 
wahrscheinlich,  indess  stimme  ich  mit  Brand  ^)  darin  überein, 
dass  auch  andere  ungünstige  Standortsverbältnisse  denselben 
Effekt  haben  können.  Ein  Nuphar-Rhizom,  welchem  die  Wur- 
zehi  abgeschnitten  sind,  wird  verrauthlich  Wasserblätter  hervor- 
bringen, selbstverständlich  erst  nach  den  Blattanlagen,  die  schon 
die  Eigenschaften  der  Luftblätter  angenommen  haben. 

Analoge  Verhältnisse  werden  bei  den  Stecklingen  mancher 
Pflanzen  anzutreffen  sein,  falls  überhaupt  noch  die  Möglichkeit 


^)  Brand,  Ueber  die  drei  Blattarten  unserer  Nymphaeaceen.   Botan. 
Centralblatt,  57.  Bd.,  p.  168  fF. 
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zum  Wiederauftreten  der  Jugendform  gegeben  ist.  Freilich 
liegen  die  Verhältnisse  hier  nicht  immer  einfach.  Ein  Steckling 
erfährt  durch  seine  Abtrennung  von  der  Mutterpflanze  nicht 
nur  eine  Störung  seiner  Oesammtentwicklung,  die  erst  spater 
wieder  überwunden  werden  kann,  er  ist  auch  den  Gorrelations- 
rerhältnissen  des  Sprosssystems,  in  dem  er  sich  befand,  entzogen 
und  wird  in  der  gärtnerischen  Praxis  vor  der  Bewnrzelung 
meist  unter  andern,  als  seinen  normalen  Lebensbedingungen 
kultivirt.  Alle  diese  Faktoren  können  bei  der  Heryorrufung 
der  Jugendform  betheiligt  sein.  Das  Verhalten  bedarf  also  ge- 
nauer Untersuchung.  Dass  aber  derartige  Fälle  vorkommen, 
zeigt  das  früher^)  kurz  erwähnte  Verhalten  yon  Mühlenbeckia 
platyclados.  Erwähnt  sei  auch  dasjenige  einiger  PhjUanthus- 
Arten,  speciell  von  PhjUanthus  lathyroides.  Der  Artnamen 
rührt  daher,  dass  die  Pflanze  scheinbar  gefiederte  Blätter,  ahn- 
lich denen  von  Lathyrus-Arten  besitzt.  In  Wirklichkeit  sind 
diese  blattähnlichen  Gebilde  Sprosse  begrenzten  Wachsthums, 
die  zweizeilig  beblättert  sind,  und  später  abgeworfen  werden 
wie  Blätter.  An  der  radiären  Hauptachse  (und  den  sich  ihr 
gleich  verhaltenden,  stärkeren  Seitentrieben)  stehen  nur  Schuppen- 
blätter, in  deren  Achsel  dann  die  assimilirenden,  mit  Laubblätter 
versehenen  Sprosse  stehen.*) 

Ich  wünschte  nun  zu  erfahren,  ob  diese  zweizeilig  be- 
blätterten Sprosse,  als  Stecklinge  behandelt,  fähig  seien  radiär 
zu  werden,  und  ob  sie  dabei  sich  verhalten  wie  die  Keimpflanzen, 
an  deren  Hauptachsen  zunächst  Laubblätter  auftreten. 

Zunächst  sei  erwähnt,  dass  diese  zweizeiligen,  dorsiventralen 
Sprosse  in  der  That  genöthigt  werden  können,  sich  als  radiäre 
Achsen  auszubilden,  wenn  man  über  einer  jungen  Anlage 
eines  solchen  Seitensprosses  den  Hauptspross  entfernt  und  auch 


»)  Flora  1896,  p.  9. 

*)  Die  Morphologie  der  Phyllanthusarten  ist  besprochen  in  Dinglcr, 
Die  Flachsprossc  der  Phanerogamen,  1.  Heft,  München  1885.  D«selbst 
wird  p.  138  ff.  die  Keimungsgeschichte  von  einigen  Phyllanthusarten 
mitgetheilt. 
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für  Beseitigung  anderer  Sproasanlagen  sorgt,  welche  die  Fort- 
setzung des  Hauptsprosses  übernehmen  konnten. 

Auf  diese  Weise  wurde  z.  B.  ein  Seitenspross,  der  schon 
3  Blätter  in  zweizeiUger  Stellung  angelegt  hatte,  veranlasst,  als 
radiäre  Fortsetzung  seines  Hauptsprosses  weiter  zu  wachsen.  Er 
brachte  dann,  wie  die  Hauptachse  der  Keimpflanzen,  zunächst 
Laubblätter  hervor,  in  deren  Achseln  sich  dorsi ventrale  Assi- 
milationssprosse bildeten.  An  älteren,  schon  horizontal  ausge- 
breiteten Sprossen  ist  mir  die  Umbildung  bis  jetzt  nicht  gelungen, 
es  entwickeln  sich  ,,  Achselsprosse "  der  blattähnlichen  Zweige 
sehr  leicht  zu  radiären  Trieben,  jenen  selbst  aber  wird  mit 
fortschreitendem  Alter  die  Umwandlung  zu  radiären  Sprossen 
offenbar  schwieriger,  als  im  Jugendzustand. 

Das  Verhalten  der  Stecklinge  entspricht  dieser  Annahme. 
Kein  einziger  derselben  wandelte  sich  nämlich  zu  einem  radiären 
Triebe  um.  Vielmehr  wuchsen  die  Sprosse  als  zweizeilig  be- 
blätterte Triebe  weiter,  sie  erreichten  dabei  jetzt  schon  (nach 
einem  halben  Jahre)  eine  Länge,  die  das  4 — 5  fache  ihrer  normalen 
beträgt,  sie  sind  in  ihrer  Entwicklung  offenbar  unbegrenzt,  und 
fahren  auch  fort,  Blüthen  hervorzubringen.  Ihr  Verhalten  ent- 
spricht offenbar  dem  mancher  Coniferen ,  z.  B.  der  Araucarien, 
aus  deren  dorsiventralen  Seitenzweigen  man  auch  keine  radiären 
Sprosse  erziehen  kann.  Wohl  aber  entstehen  solche  gelegentlich 
ans  dem  ,Callus'  an  der  Basis  der  Stecklinge  und  dies  ist  auch 
bei  Phyllanthus  sehr  häufig  der  Fall.  Diese  zeigen  dann  Ge- 
staltungsverhältnisse, die  mit  denen  der  Keimpflanzen  überein- 
stimmen, sie  haben  die  Jugendform  angenommen,  und  der 
Steckling,  an  dem  ein  solcher  radiärer  Callus-Spross  entstand, 
zeigt  dann  nur  begrenztes  Wachsthum,  er  verhält  sich  also  so, 
als  ob  er  ein  Seitenspross  des  radiären  Triebes  wäre. 

Das  Verhalten  von  Phyllanthus  scheint  mir  in  mehrfacher 
Hinsicht  von  Interesse.  Wir  sehen,  dass  dem  zweizeilig  be- 
blätterten Spross  zunächst  noch  die  Fähigkeit  zukommt,  in  die 
radiäre  Jugendform  der  ganzen  Pflanze  überzugehen,  dass  er 
sie  aber  späterhin,  auch  wenn  er  als  Steckling  weiter  wächst, 
verliert,   obwohl   aus  dem  embryonalen  Gallusgewebe   desselben 
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Stecklings  radiäre  Sprosse  hervorgehen  können.   Der  Vegetations- 
punkt   des   dorsiventralen   Sprosses   wird  immer  weniger  nm- 
wandlungsfähig.    Nennen  wir  den  Antrieb,  der  die  Anlage  eines 
zweizeilig  beblätterten   Sprosses  nach  Entfernung  der  Haupt- 
achse  dazu  veranlasst,   deren   Eigenschaften  anzunehmen,   der 
Kürze  wegen  den  ^ Saftdruck',  so  wird  das  Verhalten  sich  in 
verschiedener  Weise  auffassen  lassen.    Entweder  nämlich  beruht 
das   Verhalten   älterer  zweizeiliger   Sprosse   darauf,   dass   dem 
Vegetationspunkt  immer  mehr  die  CFmbildungsfahigkeit  verloren 
geht,  oder  darauf,  dass  der  .Saftdruck*  weniger  leicht  auf  ihn 
einwirken   kann.    Ich   glaube,   dass   letzteres  hauptsächlich  in 
Betracht  kommt.     Ein   Tannenzweig  kann   am  Stamme  nach 
Verlust  des  Qipfels  lange  die  Fähigkeit   behalten,    radiär  za 
werden,    als   Steckling   bringt  er  es   meist   nicht   dazu.     Die 
mangelhaftere  Bewurzelung  des  Stecklings  kann  keinen  solchen 
9 Saftdruck*  erzeugen,  wie  er  im  Stamme  vorhanden  ist.     Je 
grosser  ferner  der  Weg  ist,  den  der  „Saftdruck*  zurückzulegen 
hat,  desto  weniger  wird  er  wirksam  sein.     Damit  können  wir 
uns  für   das  Verhalten  von  Phjllanthus   wenigstens  eine  Vor- 
stellung  machen,   in   andern   Fällen   werden   natürlich   andere 
Faktoren  in  Betracht  kommen,   die    „Induktion*,   welche  den 
Vegetationspunkten   ihre  Eigenschaften   aufprägt  und   die   der 
Jugendform  ganz  verdrängt,   wird  auf  verschiedene  Weise  zu 
Stande  kommen  können. 

Kehren  wir  nach  dieser  Abschweifung  zu  den  Monokotylen 
zurück,  so  sei  hier  noch  ein  Fall  von  einer  Landpflanze  ange- 
fahrt. Monstera  deliciosa  zeichnet  sich  bekanntlich  durch  ihre 
eigenthümlich  durchlöcherten  Blätter  aus,  während  die  Primär- 
blätter diese  Lochbildung  nicht  aufweisen.  Solche  einfacher 
geformten  Blätter  treten  aber  bei  erkrankten  oder  sehr  schlecht 
behandelten  Pflanzen  auch  im  späteren  Alter  auf;  wenn  die 
Pflanze  wieder  erstarkt  ist,  kehrt  sie  zu  ihrer  normalen  Blatt- 
bildnng  zurück. 

Wir  sahen  an  den  geschilderten  Beispielen,  1)  dass  die  Mög- 
lichkeit der  Ausbildung  der  Primärblätter  bei  manchen  Pflanzen 
auch  im  späteren  Lebensalter  noch  besteht,  2)  dass  dieser  Vor- 
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gang  an  andere  Bedingungen  geknüpft  ist,  als  der  der  Bildung 
der  Folgeblätter,  3)  dass  eine  Schwächung  der  Vegetations- 
bedingungen  der  letzteren  die  Hervomifung  der  enteren  ver- 
anlasst resp.  erleichtert.  Teleologisch  betrachtet,  muss  dies 
Verhalten  in  den  meisten  Fällen  als  ein  zweckmässiges  betrachtet 
werden.  Zwar  ist  nicht  einzusehen,  welchen  Vortheil  es  einer 
Wasserpflanze  von  Sagittaria  natans  bieten  könnte,  dass  sie  durch 
den  Mediumwechsel  oder  nach  Abschneiden  der  Wurzeln  auf 
die  Primärblattform  zurücksinkt,  wohl  aber  ist  dies  der  Fall, 
wenn  z.  B.  eine  Landpflanze  überschwemmt  wird,  denn  die 
Primärblätter  sind  die  für  die  submerse  Lebensweise  geeigneteren, 
sie  können  sich  rascher  dem  Wasserleben  anpassen,  weil  sie 
weniger  differenzirt  sind  und  durch  ihre  Arbeit  erstarkt  die 
Pflanze  nach  einiger  Zeit  soweit,  dass  sie  wieder  Schwimm- 
blätter bilden  kann.  Für  die  morphologische  Betrachtung  aber 
kommt  hier  vor  Allem  in  Betracht,  wie  wir  uns  das  Yerhältniss 
der  beiden  Blattformen  vorzustellen  haben.  Wie  bei  Campanula 
rotundifolia  komme  ich,  indem  ich  mich  zunächst  lediglich  an 
die  experimentelle  Erfahrung  halte  und  phylogenetische  Er- 
wägungen ganz  ausser  Acht  lasse,  auch  in  den  andern  vor- 
liegend besprochenen  Fällen  zu  dem  Resultate,  dass  nur  die 
Primärblattform  auf  die  Nachkommen  vererbt  wird,  und  dass 
erst  im  Verlaufe  der  Entwicklung  diejenigen  stofflichen  Ver- 
änderungen sich  ergeben,  welche  zum  Auftreten  einer  andern 
Blattform  führen.  Nehmen  wir  an,  dass  die  Gestaltungsver- 
hältnisse der  Blätter  bedingt  werden  durch  specifische  Stoffe, 
so  würden  also  nur  die  der  Primärblätter  den  Samen  überliefert 
werden.  Wo  es  nicht  möglich  ist,  die  Primärblätter  durch 
Veränderung  der  äusseren  Bedingungen  wieder  hervorzurufen, 
sind  meiner  Ansicht  nach  die  betreffenden  Stoffe  trotzdem 
latent,  wenngleich  nur  in  geringer  Menge  vorhanden,  da  sie 
den  Embryonen  im  Samen  überliefert  werden.  Ihr  späteres, 
scheinbares  Verschwinden  kann  damit  zusammenhängen,  dass 
sie  bei  der  Bildung  anderer  organbildender  Stoffe  verbraucht 
oder  gebunden  werden.  Das  sind  indess  zunächst  Qleichnisse, 
die  nur  den  Zweck  haben  darauf  hinzuweisen,   dass   ich   mich 
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den  neueren  evolutionistischen  Vererbungstheorien  dnrchaiB 
nicht  anschliessen  kann,  Theorien,  die  meiner  Ansicht  nach 
das  Wesen  der  Entwicklung  nicht  verständlicher  machen. 
Dass  der  Verlauf  derselben  vorgezeichnet  ist  durch  die  stoffliche 
Beschaffenheit  des  Keimes,  ist  zweifellos,  aber  erst  im  Verlaufe 
der  Entwicklung  entstehen  diejenigen  Aenderungen,  welche  zu 
einer  höheren  Ausbildung  fuhren,  ebenso  etwa  wie  bei  Bildung 
einer  Galle  die  embryonalen  Zellen  eines  Blattes  durch  die  Ein- 
wirkung des  Gallenthieres  zu  einer  Ausbildung  veranlasst  werden, 
die  ihnen  ohne  diese  Einwirkung  nicht  zugekommen  wäre.  Die 
Art  der  abweichenden  Ausbildung  aber  ist  auch  hier  durch  die 
Beschaffenheit  der  reagirenden  Zellen  bedingt,  insofern  als  — 
soweit  wir  wissen  —  in  den  Gallen  keine  andern  Gewebeformen 
vorkommen,  als  die  betreffende  Pflanze  sie  auch  sonst,  nur  an 
andern  Arten  und  in  andrer  Vertheilung  hervorbringt.  Gerade 
die  von  Moosen  oben  beschriebenen  Verhältnisse  scheinen  mir 
besonders  lehrreich.  Die  Entstehung  der  Moosknospen  ist  ge- 
bunden an  bestinunte  äussere  Verhältnisse,  und  das  EIxperiment 
zeigt,  dass  sie  allmählich  vor  sich  geht.  Denn  wie  gezeigt 
wurde,  kann,  auch  wenn  schon  ein  Zellkorper  als  Anlage 
einer  Moosknospe  entstanden  ist,  derselbe  bis  zu  einem  gewissen 
Stadium  wieder  zur  Rückkehr  zur  Protonemabildung  veranlasst 
werden. 

Aber  die  Scheitelzelle  macht  von  der  Möglichkeit  zur  Wie- 
derannahme der  Protonemaform ,  sobald  sie  einmal  vollständig 
differenzirt  ist,  eine  Ausnahme,  wenigstens  an  einem  älteren 
Moosstämmchen  kann  man  zwar  an  abgeschnittenen  Blättern, 
Stamm theilen  etc.  leicht  Protonemabildung  hervorrufen,  die 
Scheitelzelle  hat,  so  lange  sie  funktionirt,  noch  nie  eine  der- 
artige Entwicklung  gezeigt.  Und  doch  haben  wir  bei  Schistostega 
gesehen,  dass  die  Fähigkeit  zur  Protonemabildung  auch  hier  latent 
vorhanden  ist.  Stellen  wir  uns  vor,  das  Moosstämmchen  entstünde 
als  Gallenbildung  am  Protonema,  und  diese  Gallenbildung  sei 
infolge  der  Einwirkung  eines  enzymartigen,  von  einem  Thiere 
dem  Protonema  beigebrachten  Körpers  entstanden,  so  würde  die 
Scheitelzelle    den  Theil    darstellen,    in    welchem    dieses  Enzym 
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dauernd  vorhanden  ist,^)  und  sich  vermehrt.  So  lange  dies  der 
Fall  ist,  kann  auch  keine  Protonemabildung  stattfinden.  Die 
Zellen,  welche  zu  Gebilden  beschränkten  Wachsthums  werden, 
speci^ll  die  Blätter  haben  dieses  Enzym  zu  produciren,  das  aber 
unter  normalen  Verhältnissen  dem  Sprossscheitel  zufliesst,  sie 
können  in  Folge  des  durch  die  Abtrennung  von  der  Pflanze 
ausgeübten  Reizes  zu  Protonemafäden  auswachsen.  Das  , Enzym ** 
aber  entsteht  bei  der  Sporenkeimung  erst  durch  die  Thätigkeit 
des  Protonemas  selbst^  so  lange  es  noch  in  geringer  Menge  vor- 
handen ist,  können  selbst  Zellkörper,  die  eigentlich  Moosknospen 
werden  sollten,  wieder  zu  Fäden  auswachsen.  Aach  das  ist 
natürlich  nur  ein  Bild.  Aber  auf  Bilder  oder  Vergleiche  werden 
wir  zunächst  angewiesen  sein,  wenn  wir  versuchen,  von  der 
Entwicklung  uns  eine  Vorstellung  zu  machen. 

Nach  der  oben  kurz  entwickelten  Vorstellung  hat  das  Me- 
ristem einer  Keimpflanze  andere  Eigenschaften,  als  das  der 
älteren  Pflanze  und  noch  mehr  sind  die  Keimzellen  von  den 
Meristemzellen  verschieden.  Dies  scheint  mir  für  den,  der  die 
Epigenesis  als  den  einfachsten  Ausdruck  der  Thatsachen  be- 
trachtet, zunächst  eine  unabweisbare  Folgerung  zu  sein. 

^)  Vgl.  Beiyerinck's  „ Wuchsenzyme *,  Bot.  Zeit.,  1888,  p.  26  und 
Sachs'  bekannte  Abhandlungen  über  „Stoff  und  Fomi". 
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Einige  Betrachtungen  über  die  Grundfragen  der 

KrystaUographie. 

Von  Engraphns  Ton  Fedorow. 

Einem  Arbeiter  auf  dem  Felde  der  Wissenschaft  ist  es 
ganz  unentbehrlich,  von  Zeit  zu  Zeit  sein  mehr  oder  weniger 
schmales  Ackerstück  zu  verlassen  und  einen  allgemeineren  Blick 
auf  das  übergrosse  Feld  der  Wissenschaft  zu  werfen,  um  zu 
erkennen,  auf  welche  Weise  seine  eigenen  Kräfte  productiver 
angewandt  werden  können. 

Schon  dieser  Rück-  und  Vorwärtsblick  kann  der  Annähe- 
rung an  die  Wahrheit  in  seiner  Weltanschauung  forderlich  sein. 
Je  mehr  sich  mit  der  Zeit  das  Feld  der  Wissenschaft  ausbreitet, 
desto  mehr  entsteht  Einigkeit  und  Harmonie  in  der  gesammten 
Thätigkeit  der  einzelnen  Arbeiter. 

Aber  selbst  dieses  bewährteste  Mittel  ist  noch  nicht  ge- 
nügend, um  zur  Wahrheit  ohne  jede  Abweichung  nach  einer 
Seite  zu  kommen.  Die  verschiedenen  Arbeiter  verbleiben  doch 
bei  verschiedener  Weltanschauung,  und  dementsprechend  irren  die 
Einen  sich  in  der  üeberschätzung  der  einen  und  Unterschätzung 
anderer  Dinge,  die  Anderen  weichen  in  anderer  Hinsicht  von 
der  reinen  Wahrheit  ab.  Je  mehr  aber  ein  Arbeiter  sich  der 
Wahrheit  genähert  hat,  desto  productiver,  bei  seinen  gegebenen 
geistigen  Kräfben,  muss  seine  Arbeit  sein.  Desswegen  scheint 
mir  die  Darlegung  der  Grundansichten  von  nicht  geringerem 
praktischem  Werthe,  als  die  unmittelbare  Ermittelung  experi- 
menteller Thatsachen  von  unbekanntem  Werthe. 

1896.  Matb.-pbyB.  Cl.  8.  83 
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In  dieser  Notiz  wage  ich  in  kurzen  Worten  meine  Grund- 
anschauuDgen  in  dem  Gebiete  der  Wissenschaft,  und  ganz  be- 
sonders in  dem  der  Erystallographie  darzulegen,  nachdem  eine 
intensive  Arbeit  von  einem  Vierteljahrhundert  vorüber  ist. 

Ich  ersah  während  meiner  nicht  sehr  kurzen  Thätigkeii, 
und  stets  mit  Bedauern,  dass  es  zu  viele  Arbeiter  giebt,  welche 
den  empirischen  Tbatsachen  einen  zu  grossen  Werth  beilegen; 
manchmal  stehen  sogar  ihre  Betrachtungen  der  Frage,  wozu 
eigentlich  die  constatirten  Tbatsachen  dienen  mögen,  gänzlich 
ferne. 

Nicht  selten  vernahm  ich  sogar  die  extreme  Meinung,  die 
alleinige  Aufgabe  der  Wissenschaft  sei  die  Beobachtung  und 
Constatirung  der  rohen  empirischen  Tbatsachen.  Manche  ver- 
werfen gänzlich  oder  fast  gänzlich  die  Anwendung  der  Mathe- 
matik auf  die  naturhistorischen  Wissenschaften.  Alle  diese 
Meinungen  scheinen  mir  sehr  irrthümlich  zu  sein. 

Was  speciell  die  letzterwähnten  betrifiPt,  so  scheint  mir 
dieselbe  zu  besprechen  keiner  Mühe  werth,  da  die  Autoren 
solcher  Aeusserungen,  so  viel  ich  solche  kenne,  eben  mit  dem 
wichtigen  Hilfsmittel  des  menschlichen  Intellects,  welches  sie 
mit  leichtem  Herz  als  etwas  Untaugliches  und  Ueberflüssiges  er- 
klären, ganz  unbekannt  sind.  Es  genügt  also,  Kenntnisse  dieser 
Art  zu  erwerben,  um  diese  irrthümliche  Meinung  zu  verlassen.^) 

Die  reinen  Empiriker,  welche  mir  bei  der  jetzigen  Lage 
der  Wissenschaft  besonders  zahlreich  vertreten  scheinen,  ver- 
werfen nichts,  was  ihnen  unbekannt  ist,  sie  streben  möglichst 
umfangreiche  Kenntnisse  von  Tbatsachen  zu  erwerben;  aber 
sie  ignoriren  die  philosophischen  und  überhaupt  die  theoretischen 
Schritte  in  der  Wissenschaft,  sie  verlangen  immer  wirkliche 
Tbatsachen  und  nicht  theoretische  Speculationen. 


1)  Andererseits  kenne  ich  manche  reine  (sogar  hervorragende) 
Mathematiker,  welche  ebenso  den  Nutzen  der  Anwendung  derselben  aai 
die  Naturwissenschaft  verwerfen  und  dieselbe  als  blosse  Gymnastik  de^ 
Geistes  betrachten.  Nur  aber  zeichnen  sich  gerade  diese  Männer  durch 
fant  völlige  Unkenntniss  der  Naturwissenschaften  aus. 
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Mit  den  AnhäDgem  dieser  Schule  wäre  viel  zu  streiten, 
wären  sie  nicht  von  vornherein  so  gleichgültig  und  kalt  für 
alle  theoretischen  Aaseinandersetzungen. 

Von  gewissem  Standpunkte  haben  sie  unbestreitbar  Recht. 
Hätten  wir  die  Möglichkeit  gehabt,  alle  Thatsachen  zu  kennen, 
80  wäre  dies  das  Beste,  und  die  Wissenschaft  selbst  wäre  ein 
ganz  überflüssiges  und  müssiges  Ding.  Da  aber  nun  einmal  von 
dieser  AUkenntniss  keine  Rede  sein  kann,  so  hält  die  Logik 
und  der  gesunde  Sinn  es  für  das  Beste,  eine  möglichst  grosse 
Anzahl  von  Thatsachen  zu  kennen,  wenigstens  in  einigen  Ge- 
bieten. Nun  aber  lehrt  uns  die  gesammte  Geschichte  der  Wis- 
senschaft, dass  ein  einziges  gut  festgestelltes  Gesetz  in  sich  so 
viele  Thatsachen  enthält,  dass  es  auf  empirischem  Wege  ganz 
unmöglich  wäre,  alle  diese  Thatsachen  an  der  Hand  der  directen 
Erfahrung  zu  prüfen ;  dazu  wäre  die  intensivste  Arbeit  bei 
längster  Lebensdauer  eines  Forschers  viel  zu  kurz. 

Der  allgemein  erkannte  Werth  der  Gesetze  der  Wissen- 
schaft besteht  gerade  darin,  dass  ein  solcher  über  den  Rahmen 
der  directen  Beobachtung  hinausreicht,  und  dass  alle  neuen  Be- 
obachtungen, welche  dem  Entdecker  des  Gesetzes  durch  directe 
Beobachtung  unbekannt  waren,  dasselbe  nur  bestätigen  und 
bekräftigen. 

Aus  derselben  Geschichte  entnehmen  wir  femer  die  Er- 
fahrung, dass  selbst  dann,  wenn  nach  längerer  Eenntniss  eines 
gut  abgeleiteten  Gesetzes  eine  Beobachtung  zum  Vorschein 
kommt,  welche  demselben  scheinbar  widerspricht,  auch  dies  nur 
einen  weiteren  Schritt  in  der  Wissenschaft  bedingt,  und  bald 
klar  wird,  dass  nicht  das  Gesetz  unrichtig  sich  erweist,  sondern 
die  Formulirung  desselben  noch  nicht  ganz  streng  und  allge- 
mein war,  so  dass  im  Allgemeinen  nach  einer  solchen  wichtigen 
Entdeckung  das  früher  constatirte  Gesetz  nicht  fällt,  nicht  zu 
Grunde  geht,  sondern  nur  eine  Variation  in  der  Formulirung 
erleidet,  respective  durch  Entdeckung  neuer,  allgemeinerer  Ge- 
setze in  hohem  Grade  an  Bedeutung  gewinnt. 

Darin  liegt  meiner  Ansicht  nach   der  Grundunterschied  in 

den   Standpunkten    eines   Mannes    der   Wissenschaft   und    eines 

33* 
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Arbeiters  auf  empirischem  Gebiete.  Der  Letztere  findet  kein 
Interesse  in  der  Kenntniss  von  Gesetzen,  welche  ihm  nicht 
direct  zum  Wegweiser  in  seiner  Thätigkeit  dienen,  und  diese 
hat  oft  mit  den  complicirtesten  Combinationen  zu  rechnen.  Für 
ihn  sind  solche  empirische,  yielleicht  ganz  zufallige,  Relationen 
von  höchstem  Werthe,  welche  auch  in  der  Mehrheit  der  Fälle 
in  den  Umständen,  in  welchen  er  arbeitet,  sich  als  richtig  er- 
weisen. Für  ihn  hat  sehr  wenig  Werth  der  Umstand,  dass 
unter  sehr  zahlreichen  Fällen,  welche  Tor  ihm  vorbeigehen, 
eine  unbedeutende  Anzahl  in  directem  und  grellem  Widerspruche 
mit  seinen  empirischen  Schlüssen  stehen.  Er  nimmt  sie  als 
einfache  Ausnahmefalle  an,  und  ist  von  Anfang  an  zu  der 
Ueberzeugung  gelangt,  dass  es  unmöglich  sei,  dass  keine  Aus- 
nahmefalle vorkämen. 

Für  einen  Mann  der  Wissenschaft  ist  gerade  das  Gegen- 
theil  der  Fall.  Ein  einziger  Ausnahmefall  ist  genügend,  am 
seine  früheren  Schlüsse  zu  verlassen  und  als  unrichtig  zu  er- 
klären. Natürlich  muss  der  Ausnahmefall  ganz  sicher  und 
zweifellos  constatirt  sein. 

Ist  ein  Mal  ein  Ausnahmefall  von  einer  Seite  angekündigt 
worden,  so  kann  eine  solche  Angabe  nicht  direct  und  von  vorn- 
herein angenommen  werden,  sondern  sie  unterliegt  einer  all- 
seitigen kritischen  Besprechung.  Es  kann,  vorkommen,  dass  der 
Widerspruch  ein  scheinbarer  ist  und  von  der  Ungenauigkeit  der 
neuen  Beobachtung  herrührt,  oder  die  von  derselben  gegebenen 
Zahlen  vielleicht  sehr  nahe  an  der  Grenze  der  Beobachtungs- 
fehler  stehen,  oder  endlich  ist  es  möglich,  dass  das  früher  an- 
gekündigte Gesetz  richtig  ist,  aber  nur  ein  Grenzgesetz  ist  d.  h. 
in  dem  Rahmen  der  hierzu  gehörenden  Erscheinungen  nicht 
allein  gültig  ist,  sondern  zugleich  ein  anderes  respective  andere 
Gesetze  in  denselben  ihren  Theil  nehmen,  aber  die  Giltigkeit 
derselben  nur  ausserhalb  gewisser  Grenzen  erkennbar  ist.  Nun 
ist  auch  der  Fall  möglich,  dass  das  Gesetz  bei  der  früheren 
Formulirung  sich  wirklich  als  ein  ungenaues  erweist,  und  zwar 
in    Folge   einer   ungenauen   Auffassung   und    Definition    einiger 
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ihm  za  Grande  liegender  Begriffe;  mit  der  entsprechenden  Be- 
richtigung erhält  das  Gresetz  seine  volle  Kraft. 

Es  wäre  sehr  leicht,  für  alle  diese  Fälle  so  viele  Beispiele 
anzugeben,  wie  man  will,  aber  gerade  desswegen  glaabe  ich 
keine  beibringen  zu  müssen. 

So  weit  sich  meine  Erfahrung  erstreckt,  glaube  ich  einen 
Schritt  weiter  zu  gehen  und  aussprechen  zu  können,  dass  viel- 
leicht kein  einziges  Mal  in  der  Geschichte  der  Wissenschaft  ein 
Gesetz  von  allgemeinerer  Bedeutung  als  ein  zufälliges  Resultat 
der  empirischen  Beobachtung  hervortrat.  In  den  überaus  meisten 
Fällen  entstand  es  im  Kopfe  seines  Entdeckers  als  Resultat 
seiner  speculativen  Thätigkeit,  und  nachdem  es  als  ein  fester 
Schluss  abgeleitet  war,  wandte  sich  der  Entdecker  selbst  oder 
ein  anderer  Gelehrter  der  experimentellen  Prüfung  der  deductiven 
Folgerung  zu.  Beachte  man  nur,  dass  bei  der  experimentellen 
Prüfung  so  viele  nebensächliche  Umstände  vorkommen,  welche 
selbst  das  beste  und  genaueste  aller  Gesetze  maskirt  hätten, 
dass  es  wirklich  nur  dann  möglich  erscheint,  dasselbe  an  der 
Hand  der  Erfahrung  unbestreitbar  festzustellen,  wenn  der  For- 
scher, von  dem  Lichte  der  deductiven  Theorie  als  einem  be- 
währten Wegweiser  geführt,  allen  diesen  störenden  Umständen 
Rechnung  trägt  und  dieselben  in  dem  Gange  seiner  Untersuchung 
überwindet  und  zur  Seite  stellt. 

Diese  Behauptung  zu  vertheidigen  wäre  eine  specielle  Auf- 
gabe in  der  Geschichte  der  Wissenschaft.  Ich  gehe  jetzt  nicht 
so  weit;  aber  ich  kann  nicht  umhin,  gegen  den  übertriebenen 
Werth  der  empirischen  Thatsachen  ein  Wort  zu  schreiben. 

Es  giebt  Thatsachen  und  Thatsachen. 

Es  ist  eine  unbestritten  feststehende  empirische  Thatsache, 
dass  die  Sonne  sich  um  die  Erde  dreht.  Diese  Thatsache  wurde 
in  allen  Zeiten  und  von  allen  Menschen  wahrgenommen.  Ist 
es  aber  eine  Wahrheit?  Oder  nicht  gerade  das  Gegentheil, 
d.  h.  dass  die  Erde  sich  um  die  Sonne  dreht?  Ebenso  unbe- 
stritten fest  steht  die  empirische  Thatsache,  dass  ein  grosser 
nnd  mächtiger  Staat  das  Recht  hat,   über   einen   kleinen   und 
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schwachen  Staat  zu  dominiren?  Ob  aber  nicht  wieder  die 
Wahrheit  gerade  das  Gegen theil  wäre? 

Um  aber  auf  das  Gebiet  der  Erystallographie  zu  kommen, 
betrachten  wir  einige  Beispiele  aus  diesem: 

Steht  nicht  fast  jede  einzeln  genommene  Beobachtung,  eine 
jede  Messung,  in  directem  Widerspruch  mit  dem,  was  gewohn- 
lich als  Grundgesetz  der  Erystallographie  bezeichnet  wird? 
Stellen  wir  die  Reihen  der  Messungen  zweier  Beobachter  einer 
und  derselben  krystallinischen  Substanz  zusammen,  finden  wir 
dann  nicht,  dass  die  directen  Beobachtungszahlen  für  verschie- 
dene Flächen  verschiedenartig  auseinandergehen,  was  ganz  un- 
möglich wäre,  wenn  das  Gesetz  in  allen  Fällen  und  ffir  alle 
Flächen  seine  volle  Giltigkeit  besässe?  Noch  merkwürdiger  ist 
es  aber,  dass  gerade  die  Empiriker  es  trotz  dieses  Widerspraches 
als  eine  unbestreitbare  Thatsache  erkennen,  und  sich  von  solchen 
Schlüssen  resp.  Gesetzen  abkehren,  welche  keine  derartigen 
experimentellen  Widersprüche  zeigen  resp.  sogar  ihrem  Wesen 
nach  keine  solche  Widersprüche  zu  zeigen  im  Stande  sind,  wie 
z.  B.  das  Gesetz  der  Symmetrie  (32  Symmetriearten),  das  Gesetz 
der  krystallinischen  Homogenität,  in  welchem  der  Verf.  das 
wirkliche  Wesen,  das  echte  Grundgesetz  der  Erystallographie 
erkennt  (es  ist  zugleich  das  Gesetz  der  parallelen  Lagerung  der 
Erystalltheilcben)  und  manche  andere. 

Auch  in  Betreff  der  sogenannten  optisch-anomalen  Erystalle 
ist  es  nicht  die  am  besten  constatirte  empirische  Thatsache, 
dass  verschiedene  Theile  derselben,  selbst  solcher  Erystalle, 
welche  in  Hinsicht  ihrer  äusseren  Formen  der  kubischen  Syn- 
gonie  angehören,  sich  als  doppelbrechend  oder  sogar  zweiaxig 
erweisen.  Manchmal  gelingt  es  am  besten  zu  constatireu,  dass 
verschiedene  Theilchen  eines  und  desselben  Eörnchens  (ich 
möchte  sagen  eines  und  desselben  Individuums)  sich  in  optischer 
Hinsicht  als  zu  verschiedenen  Syngoniearten  gehörig  erweisen, 
wie  dies  z.  B.  in  neuester  Zeit  von  Hrn.  C.  Elein  ganz  klar 
dargelegt  worden  ist.  Ob  aber  die  Wahrheit  ist,  dass  wirklich 
verschiedene  Theilchen  einer  und  derselben  Substanz  zu  ganz 
verschiedenen  Mineralarten  gehören? 
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Meinerseits  sehe  ich  nicht  den  geringsten  Grand  zu  zweifeln, 
dass  die  Wahrheit  nicht  in  dem  empirischen  Standpunkte  liegt, 
und  dass  die  einzige,  möglicherweise  wahre  Anschauung  in  dem 
hoch  theoretischen  Standpunkte  von  Hrn.  Klein  liegen  kann; 
solche  Thatsachen  beweisen  auf^s  Klarste,  dass  die  rohen  opti- 
schen Beobachtungen  noch  nicht  genügend  sind,  um  von  vorn- 
herein die  Syngonieart  der  Krjstallsubstanz  zu  constatiren,  und 
dass  vielmehr  andere  Umstände  wie  Druck,  isomorphe  Bei- 
mischungen auch  ihren  Einfluss  üben.^) 

Sind  noch  andere  Beispiele  dazu  nöthig,  zu  zeigen,  dass 
nicht  der  empirische  Standpunkt  der  massgebende  für  die  Wissen- 
schaft sein  muss,  dass  gerade  darin  der  Unterschied  zwischen 
den  Arbeitern  in  der  Wissenschaft  und  denen  auf  empirischem 
Gebiete  besteht,  dass  für  die  letzteren  die  einzelnen  empirischen 
Thatsachen  der  letzte  Zweck,  für  die  ersten  aber  sie  nur  in- 
sofern von  Interesse  sind,  als  sie  zur  Erkenntniss  der  Gesetze 
dienlich  sind? 

Sind  noch  solche  Beispiele  aus  dem  Gebiete  der  Krystallo- 
graphie  und  Mineralogie  herbeizuziehen,  so  nehme  ich  zuerst 
als  ein  solches  das  des  Leucits.  War  es  nicht  eine  der  best 
constatirten  empirischen  Thatsachen,  dass  derselbe  der  kubischen 
Syngonie  angehört;  und  doch  haben  die  Arbeiten  eines  G.  vom 
Rath  und  einer  Reihe  anderer  hervorragender  Specialisten  diese 
scheinbar  festgestellte  Thatsache  umgeworfen  und  sogar  für  die 
reinen  Empiriker  klar  gemacht,  dass  derselbe  nicht  kubisch  ist. 

Dieses  Beispiel  ist  dem  der  Umdrehung  der  Sonne  in  dem 
Sinne  analog,  dass  trotz  der  allgemein  erkannten  Wahrheit  der 


*)  Schon  längst  habe  ich  Bekanntschaft  mit  einer  Reihe  von  Dünn- 
schliffen des  anomalen  Granats  aus  den  Turjinsk'schen  Gruben  gemacht, 
welche  mich  zu  näheren  Schlüssen  über  die  Ursachen  der  Anomalie  ge- 
führt hatten.  Leider  verhindern  mich  zahlreiche  Beschäftigungen,  die 
betreffende  Arbeit  endgültig  zu  beschliessen.  Mit  desto  grösserer  Freude 
ersah  ich  aus  der  letzten  Arbeit  von  Hm.  C.  Klein,  dass  derselbe  auf 
Grund  der  Beobachtungen  zu  manchen  Schlüssen  gekommen  ist,  zu 
welchen  auch  meine  noch  nicht  veröffentlichten  Beobachtungen  geführt 
hatten.    Meine  Beobachtungsmethode  war  aber  eine  ganz  andere. 
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Leucit  in  gewöhnlichem  Verkehr  doch  als  eines  der  besten  Bei- 
spiele einer  schon  auskrystallisirten  kubischen  Substanz  gelten 
kann,  für  welche  die  einfache  Form  (211)^  sehr  charakte- 
ristisch ist. 

Etwas  Analoges  gilt  auch  für  den  Perowskit.  Auf  Grund 
seiner  genauesten  (wenn  auch  einseitiger)  Messungen,  hat  Hr. 
V.  Kokscharow  die  These  aufgestellt:^) 

^Die  Gesammtheit  aller  krystallographischen  Untersuch- 
ungen lässt  keinen  anderen  Schliiss  zu,  als  den,  dass  der 
Perowskit  in  keinem  anderen  Systeme  krystallisiren  kann,  als 
im  regulären '^  (also  kubischen). 

Doch  erwies  sich  als  eine  Wahrheit  —  und  diese  Wahr- 
heit musste  Derselbe  bald  anerkennen  — ,  dass  der  Perowskit 
nicht  kubisch  ist. 

In  den  beiden  letzten  Beispielen  war  die  Widerlegung  der 
rohen  Thatsachen  mit  dem  Entstehen  neuerer  Begriffe  und 
neuerer  Gesetze  yerbunden,  und  zwar  mit  dem  Begriff  des 
pseudosymmetrischen  Krystalls  und  dem  Gesetz  der  Pseudo- 
symmetrie  und  Mimesie. 

Ist  es  nicht  eine  merkwürdige  Thatsache,  dass  die  besten 
Arbeiten  von  Chr.  Hessel  über  ein  halbes  Jahrhundert  fast 
von  keiner  Seite  beachtet  wurden,  und  doch  steht  die  Wahr- 
heit fest,  dass  die  von  demselben  angekündigte  Conception  und 
seine  theoretisch  deductiven  Folgerungen  die  allein  richtigen 
waren.  Der  kurzzeitige  Ruhm  wurde  anderen  Gelehrten  zu 
Theil,  die  Wahrheit,  welche  aber  sehr  spät  begriffen  und  an- 
erkannt wurde,  bleibt  mit  dem  Namen  dieses  bedeutenden 
Mannes  der  Wissenschaft  sowie  mit  dem  Namen  von  A.  Gadolin 
verbunden,  welcher  zum  zweiten  Male  dieselbe  Wahrheit  b^riff 
und  verkündete. 

Ist  der  vom  Verfasser  betretene  Weg  der  richtige,  so 
muss  man  sich  in  der  wissenschaftlichen  Thätigkeit  in  erster 
Linie   bestreben,   möglichst   allgemeine    Begriffe   auszuarbeiten 


^)  Verhandlungen  k.  Mineral.  Ges.  zu  Petersburg,  1874,  B.  9,  S.  2M 
(russ.) 
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und  mögliclist  weitläufige  dedactiye  Folgerungen  zu  ziehen  und 
dieselben  an  der  Hand  der  Erfahrung  zu  prüfen. 

Stehen  wir  einmal  auf  dem  rein  empirischen  Standpunkte, 
so  sind  solche  Dinge,  wie  eine  rationelle  Nomenclatur,  allge- 
meine Symbole  und  Bezeichnungen  fast  überflüssige  Dinge. 
Eine  empirische  Beschreibung  kann  ebensogut  mittelst  Bezeich- 
nungen eines  Hauy,  eines  Levy  oder  eines  Naumann  aus- 
geführt werden.  Von  Widersprüchen  mit  den  Gesetzen  kann 
dann  nicht  die  Rede  sein,  wenn  man  dem  Wesen  nach  den- 
selben nur  sehr  wenig  Werth  beilegt  und  auf  den  ersten  Platz 
die  rohe  Beobachtung  stellt. 

Stellt  man  sich  aber  auf  einen  anderen  Standpunkt,  and 
zwar  auf  denjenigen,  für  welchen  die  Aasarbeitung  der  allge- 
meinen und  genauen  Begriffe  und  Gesetze  die  wichtigste  Auf- 
gabe der  Wissenschaft  ist,  so  verhält  sich  die  Sache  ganz 
anders.  Jede  Beobachtung  muss  in  Beziehung  zu  feststehenden 
oder  noch  nicht  definitiv  aufgestellten  Gesetzen  gebracht  werden ; 
von  ihr  ausgehend  ist  es  nothwendig,  zu  prüfen,  ob  nicht  eine 
Aenderung  in  unseren  allgemeinen  Begriffen  nothwendig  wäre, 
damit  sie  mit  dem  System  unserer  Schlussfolgerangen  nicht  in 
Widerspruch  gerathe.  Kann  die  beobachtete  Thatsache  dazu 
nicht  beitragen,  so  ist  derselben  nur  ein  relativ  geringer  Werth 
beizumessen.  Um  aber  von  einer  Thatsache  ausgehend,  zu  all- 
gemeinen Principien  überzugehen,  muss  dieselbe  in  allgemeiner 
und  einheitlicher  Bezeichnung  ausgedrückt  werden. 

Was  wäre  aus  dem  die  Wissenschaft  überschwemmenden 
Materiale  von  goniometrischen  Messungen  geworden,  würden 
dieselben  direct  durch  die  rohen  Zahlen  der  Beobachtung  über- 
geben werden?  Natürlich  erlaubt  schon  seit  der  Zeit  von 
Hauy  der  Stand  unserer  Wissenschaft  nicht  mehr  einen  so 
rohen  Empirismus.  Jedem  Beobachter  ist  gut  bewusst,  dass 
seiner  Beobachtung  nur  dann  eine  Bedeutung  zukommt,  wenn 
sie  durch  das  auf  dem  Grundgesetze  der  geometrischen  Krystallo- 
graphie  fassende  System  der  Symbole  ausgedrückt  wird. 

Die  Arten  solcher  Symbole  sind  aber  recht  zahlreich; 
welcher  Art  derselben  man  sich  zu  bedienen  hat,  scheint  noch 
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Vielen  fast  gleichgültig,   als  ob  dies   eine  Thatsache  des   Be- 
liebens wäre. 

Wäre  das  Gesetz  der  Rationalitat  allein  in  Betracht  za 
ziehen,  so  würde  dieser  Standpunkt  fast  der  richtige  sein.  Aber 
es  giebt  Symbole,  welche  keineswegs  diesem  Gesetze  allein 
Rechnung  tragen. 

Wir  wissen  sehr  gut,  dass  es  vollkommen  möglich  ist, 
durch  genau  dieselben  Symbole  die  analogen  Flachen  resp. 
Kanten  sämmtlicher  Erystalle  auszudrücken,  welcher  Syngonie- 
resp.  Symmetrieart  dieselben  angehören  mögen.  Es  giebt  also 
etwas,  was  sämmtliche  Krystalle  als  Einheitliches  yerbindet 
Dieses  Verbandgesetz  muss  ein  mathematisches  Gesetz  sein,  da 
wir  es  hier  mit  rein  mathematischen  Verhältnissen  zu  than 
haben.  Was  ist  das  für  ein  Gesetz?  Von  wem  wurde  es  ent- 
deckt resp.  formulirt? 

Das  Gesetz  ist  das  der  ProjectiYität  sämmtlicher  Erystall- 
flächencomplexe.  Dass  dies  wirklich  ein  allgemeines  und  dabei 
ein  mathematisches  Gesetz  ist,  beweist  unwiderleglich  die  That- 
sache, dass  z.  B.  auf  demselben  fussend,  der  Verfasser  ein  neues 
System  der  krystallographischen  Berechnungen  zu  Stande  bringen 
konnte,  und  diejenigen,  welche  demselben  eine  Beachtung  ge- 
schenkt haben,  wissen  sehr  gut,  in  wie  ansehnlichem  Verhältniss 
sich  dadurch  die  Berechnungen  vereinfachen  liessen. 

Somit  haben  wir  darin  alle  Merkmale  eines  realen  und 
dabei  sehr  wichtigen  Dinges.  Dass  dieses  Gesetz  schon  längst 
den  hervorragenden  Specialisten  bekannt  und  stillschweigend 
anerkannt  wurde,  unterliegt  für  mich  keinem  Zweifel.  Meiner 
Ansicht  nach  wurde  dieses  Gesetz  ganz  klar  von  Miller,  von 
Qu.  Sella,  von  V.  v.  Lang  begriffen  und  benutzt,  wenn  ich 
auch  leider  bei  diesen  bedeutenden  Männern  keine  ausdrückliche 
Formulirung  desselben  finde.  Ich  glaube  dasselbe  schon  in  dem 
jetzt  gut  bekannten  Werke  von  Hessel  klar  ausgedrückt  ge- 
funden zu  haben,  und  zwar  in  dem  von  demselben  so  genannten 
Gerengesetze  (die  Benennung  selbst  ist  mir  jedoch  nicht  klar). 

Der  Verfasser  bediente  sich  dieses  Gesetzes  als  eines  der 
wichtigsten    Wegweiser   von   dem   Beginn   seiner  selbständigen 
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Arbeiten  in  dem  Gebiete  der  Erystallographie  an,  indem  in  den 
,  Elementen  der  Oestaltenlehre'  ganz  eingehend  (mit  Benutzung 
der  Methoden  der  synthetischen  Geometrie)  die  projectiven  Ver- 
hältnisse sämmtlicher  Krystallflächencomplexe  studirt  wurden. 
In  den  .Analytisch-kiystallographischen  Studien«  wurde  dieses 
Gesetz  von  Anfang  an  als  Grundlage  angenommen  und  dabei 
die  rein  analytische  Methode  angewandt.  Die  I.  und  III.  Studie 
sind  gänzlich  der  Entwicklung  dieses  Gesetzes  gewidmet;  die 
IV.  Studie  ist  nichts  weiter  als  die  praktische  Anwendung  dieses 
Gesetzes  auf  krystallographische  Berechnungen. 

Für  einen  reinen  Empiriker  ist  die  Existenz  dieses,  ebenso 
wie  mancher  anderer  (die  Logik  hätte  die  üebertragung  der- 
selben auf  alle  Gesetze  überhaupt  gefordert)  Gesetze  ganz  gleich- 
gültig. Die  Existenz  desselben  fügt  nicht  die  kleinste  That- 
sache  zn  dem  ausserordentlichen  Schatze  derselben  hinzu.  Wer 
aber  die  Thatsachen  selbst  nur  als  ein  Material  für  wissen- 
schaftliche Zwecke  ansieht,  für  den  ist  dies  gar  nicht  so  gleich- 
gültig. 

Damit  ein  Gesetz  leichter  ersichtlich  wird,  müssen  die 
Thatsachen  so  angeordnet  und  ausgedrückt  werden,  dass  das- 
selbe nicht  durch  die  Bezeichnung  selbst  verdunkelt  oder  sogar 
verdeckt  wird. 

Nun  unterliegt  es  keinem  Zweifel,  dass  eine  Reihe  von 
Gesetzen  existirt,  welche  durch  analoge  und  einheitliche  Be- 
zeichnungen in  den  Erystallen  aller  oder  nur  einiger  Syngonie- 
arten  ihren  Ausdruck  finden.  Hierzu  gehört  auch  das  Gesetz 
der  Rationalität  der  Parameter,  das  Gesetz  der  Symmetrie  (in- 
sofern die  analogen  Symmetrieelemente  durch  analoge  Combina- 
tionen  der  Symbole  ausgedrückt  werden).  Hierzu  müssen  auch 
die  Gesetze  der  Zwillingsbildung,  der  Spaltbarkeit,  der  Härte  u.s.  w. 
gehören,  so  bald  einmal  diese  Gesetze  wirklich  und  streng  auf 
einheitlicher  Grundlage  definirt  werden.  Aus  der  Reihe  hierzu 
gehörender  Gesetze  erlaube  ich  mir  ein  aus  der  Theorie  der 
Krystallstructur  abgeleitetes  und  durch  eine  Reihe  directer  Be- 
obachtungen schon  im  Jahre  1883  festgestelltes  Gesetz  des 
Wachsthums  der  Krystalle  hervorzuheben. 
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Dasselbe  lautet:^) 

Die  Wachsthumsrichtungen  der  Krystalle  sind  durch  die- 
selben Symbole  bestimmt,  wie  die  Flächen  der  für  die  Stmetur 
charakteristischen  Paralleloeder. 

Natürlich  sind  bei  der  Formulirung  dieses  Gesetzes  nicht 
beliebige  Systeme  der  Symbole  anwendbar,  sondern  nar  die 
allein  zulässigen  allgemeinen  sog.  Mi  Herrschen  Symbole.  Nun 
habe  ich  schon  mehrere  Male  die  Frage  aufgestellt,  ob  dieses 
für  die  Feststellung  der  Structur  eines  Erystalls  grundlegende 
Gesetz  anders  als  mittelst  eines  einzigen  einheitlichen  Systems 
von  Symbolen  ausgedrückt  werden  kann?  Dasselbe  wird  auch 
für  alle  angedeuteten  Gesetze  gelten,  so  bald  einmal  dieselben 
eine   allgemeinere   und   genauere  Formulirung   erhalten   haben. 

Diejenigen,  welche  den  Satz,  dass  die  Miller 'sehen  Sym- 
bole die  allein  zulässigen  sind,  bekämpften,  haben  aber  diese 
Anfrage  unbeantwortet  gelassen.  Sie  wollen  den  Beweis  er- 
bringen, dass  sie  ausser  denjenigen  Symbolen,  welche  im  Ver- 
kehr sind  resp.  waren,  noch  andere  aufstellen  können,  ohne  mit 
dem  Grundgesetze  der  geometrischen  Krystallographie  in  Wider- 
spruch zu  gelangen.  Das  ist  ja  aber  ohne  speciellen  Beweis 
klar.  Die  Frage  kann  nur  darin  bestehen,  ob  ein  anderes  ein- 
heitliches System  der  Symbole  möglich  ist,  welches  nicht 
nur  dem  Gesetze  des  rationalen  Parameter  Bechnang  tilgt, 
sondern  überhaupt  mit  dem  jetzigen,  jedenfalls  ziemlich  hohen 
Stande  unserer  fundamentalkrystallographischen  Kenntnisse  im 
Einklang  steht.  Die  unbedingte  Forderung  ist  aber  die  Einheit- 
lichkeit, und  gerade  diese  wird  von  Manchen  Temachlässigt. 
Es  scheint,  dass  bis  jetzt  nur  im  Vaterlande  Ton  Qu.  Sella 
diese  Forderung  zu  allgemeinerem  Bewusstseiu  gekommen  ist.^) 


^)  Zuerst  in  den  Sitzungsberichten  der  k.  Mineralog.  Gres.  zu  St.  Peters- 
burg im  Jahre  1883  formulirt.  S.  auch  Zeitschrift  f.  Eiystallographie, 
XXI,  S.  584. 

^)  Auch  in  der  allerletzten  Zeit  sehe  ich  in  den  Arbeiten  eines 
hervorragenden  Gelehrten  dieses  Landes,  H.  C.  Viola,  die  Bestätigung 
dieser  meiner  Ansicht.  (Vgl.  Zeitschrift  f.  Krystallographie,  XXVI,  S.  119  ff.) 
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Es  sei  mir  erlaubt,  noch  ein  paar  Worte  dem  Gesetze  der 
Spaltbarkeit  zu  widmen.  Wenn  das  Gesetz  selbst  auch  noch 
bei  weitem  nicht  so  klar  und  allgemein  formulirt  worden  ist, 
so  wird  es  doch  schon  längst  dahin  ausgesprochen,  dass  die 
Spaltebenen  mittelst  Symbolen  mit  einfachsten  Indices  ausge- 
drückt werden  können.  Diese  Formulirung  steht  auch  mit  den 
deductiven  Folgerungen  der  Theorie  der  Erystallstructnr  im 
Einklänge. 

Das  Gesetz  selbst  hat  augenscheinlich  die  Bedeutung,  dass, 
wenn  die  Krystallflächencomplexe  richtig  aufgestellt  würden, 
die  Spaltebenen  einen  analogen  Ausdruck  für  verschiedene  Syn- 
goniearten  gefunden  hätten.  Und  was  wäre  dann  aus  einem 
allgemeinen  Gesetze  geworden,  wenn  man  für  yerschiedene 
Syngoniearten  verschiedene  Principien  zur  Anwendung  gebracht 
hätte? 

Dasselbe  gilt,  wie  erwähnt,  für  eine  Reihe  anderer  Gesetze. 

Weiter  über  die  Aufstellung  der  Krystallflächencomplexe. 
Wie  viele  Gesetzmässigkeiten  sind  dadurch  verloren  gegangen, 
dass  man  diese  Aufstellung  mehr  oder  weniger  als  eine  Sache 
des  Beliebens  ansieht.  Ich  wiederhole  noch  einmal,  dass  dieser 
Standpunkt  sehr  natürlich  ist  für  einen  Empiriker;  aber  ist  es 
nicht  klar,  dass  wir  gerade  demselben  das  Verborgenbleiben 
vieler  schätzbarer  Resultate  verdanken? 

Die  Theorie  der  Erystallstructur  giebt  uns  ein  festes  Princip 
znr  Aufstellung  der  Krystallflächencomplexe.  Für  einen  Theo- 
retiker dient  schon  dieser  Umstand  dazu,  dieser  Theorie  sein 
besonderes  Augenmerk  zuzuwenden.  Für  Empiriker  sind  dies 
müssige  Fragen. 

Jedem  Specialisten  der  Krysfcallographie  ist  gut  bekannt, 
dass  die  Complexe  der  Flächen  und  der  Kanten  in  sehr  engem 
Zusammenhange  stehen,  einander  zugeordnet  sind.  Das  gegen- 
seitige Verhältniss  ist  das  des  Dualismus  d.  h.  eine  der  ein- 
fachsten Arten  der  Projectivität. 

Bei  verschiedenen  Aufstellungen  der  Complexe  ist  die  Zu- 
ordnung eine  verschiedene.  Von  dem  Principe  ausgehend,  dass 
es  nicht  gleichgültig  ist,   welche  Art  der  Correlation  zwischen 
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denselben  anzunehmen  sei,  kommen  wir  wiederum  zu  dem 
Schlüsse,  dass  nur  eine  Aufstellungsart  die  richtige  sein  kann. 
Diese  mit  ganz  strenger  Begründung  aufzufinden,  ist  eine  der 
wichtigsten  und  interessantesten  Aufgaben  der  Erystallographie. 
Nur  dann  können  wir  erwarten,  dass  die  wirklich  existirenden 
Verhältnisse  zwischen  yerschiedenen  krystallinischen  Substanzen 
zum  Ausdruck  kommen  und  die  vorhandenen  Gesetzmässigkeiten 
nicht  verloren  gehen. 

Nun  sind  aber  von  allen  bisher  im  Verkehr  stehenden 
Systemen  von  Symbolen  die  Mi  Herrschen  die  einzigen,  welche 
allen  Anforderungen  der  jetzigen  Erystallographie  genügen. 
Für  viergliedrige  Symbole  erscheint  es  sogar  unmöglich,  eine 
Correlation  zwischen  Flächen-  und  Eantencomplexe  eindeutig 
aufzustellen. 

Ich  glaube  hier  nicht  nöthig  zu  haben,  andere  besondere 
und  meiner  Ansicht  nach  ganz  unersetzbare  Vortheile  der  Miller^- 
schen  Symbole  zu  besprechen.  Glücklicherweise  ist  dies  schon 
aus  dem  Grande  unnöthig,  dass  zur  Zeit  diese  Symbole  nicht 
nur  sich  der  vorherrschenden  Verbreitung  erfreuen ,  sondern 
immer  mehr  und  mehr  alle  anderen  beseitigen. 

ünbegreiflicherweise  bleibt  aber  ein  Ausnahmefall  —  der 
der  hexagonalen  Syngonie  — ,  für  welchen  selbst  keine  Tendenz 
zum  Vorschein  kommt,  für  diese  Symbole  die  herrschende  Lage 
zu  erobern.  Dadurch  wird  aber  die  Einheitlichkeit  des  gegen- 
wärtigen krystallographischen  Systems  auf  ein  Mal  durchbrochen 
und  tritt  auf  *s  klarste  der  vorherrschende  empirische  Standpunkt 
zu  Tage. 

Welcher  wichtige  Umstand  bedingt,  dass  man  für  eine 
einzige  Syngonie  die  schon  fast  eingetretene  Einheitlichkeit 
bricht  und  sozusagen  zwei  verschiedene  Erystallographien  neben 
einander  stellt?^) 


^)  Jedenfalls  liegen  dabei  keine  pädagogischen  Geaichtsponkte  vor; 
die  letzteren  fordern  gerade  das  Entgegengesetzte.  Es  versteht  sich  von 
selbst,  dass  es  den  Anfängern  zweimal  so  leicht  ist,  eine  £[r7stallographie 
zu  studiren,  als  zugleich  zwei  verschiedene.  Dieser  Umstand  war  beson- 
ders für  mich  ganz  augenscheinlich,   da  es  mir  zugefallen   ist,  einen 
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Ich  muss  gestehen,  dass  für  mich  persönlich  dies  immer 
als  ein  Räthsel  erschien,  und  ich  suchte  yergebens  nach  einer 
genügenden  Erklärung  dieser  Anomalie  (oder  vielleicht  Ana- 
chronismus). 

Der  einzige  Grund,  den  man  von  verschiedener  Seite  ver- 
nimmt, ist  ganz  belanglos.  Man  sagt  nämlich,  dass  die  Miller*- 
schen  Symbole  fllr  manche  Symmetriearten  dieser  Syngonie  für 
eine  einzige  einfache  Figur  verschieden  zusammengesetzt  würden. 
Wovon  kommt  aber  die  Forderung,  dass  die  Symbole  für  ver- 
schiedene Flächen  nicht  verschieden  zusammengesetzt  sein 
müssen?  Ob  die  Symbole  für  andere  Syngoniearten  gleich  zu- 
sammengesetzt sind?  Es  ist  einleuchtend,  dass  gleich  zusammen- 
gesetzt nur  die  analogen  Flächen  (verschiedener  Syngoniearten) 
sein  können,  und  gerade  diese  gleiche  Zusammensetzung  giebt 
uns  die  Möglichkeit,  bei  sehr  verschiedenen  Syngonieverhältnissen 
auf  die  Analogie  in  der  krystallographischen  Bedeutung  diese 
Flächen  zu  schliessen. 

Ist  die  Symmetriegrösse  eines  Krystalls  gleich  Ä,  so  ist  im 
Allgemeinen  eine  einfache  Figur  von  S  Flächen  begrenzt,  und 
jeder  Fläche  derselben,  einzeln  genommen,  entspricht  eine  be- 
sondere Zusammensetzung  des  Symbols. 

Nun  wendet  man  ein,  dass  in  den  anderen  Syngoniearten 
der  Unterschied  in  der  Zusammensetzung  einzelner  Symbole  nur 
in  dem  algebraischen  Vorzeichen  und  in  der  Anordnung  der 
Zahlen  besteht;  die  Zahlen  selbst  bleiben  aber  dieselben.  Ganz 
richtig.  Wer  hat  aber  bewiesen,  dass  dieser  Unterschied  in  der 
Zusammensetzung  wichtiger  und  tiefgreifender  ist  als  der  in  der 
Aenderung  der  Anordnung  der  Zahlen  oder  in  der  Aenderung 
der  Vorzeichen. 

Vom  algebraischen  Standpunkte  aus  sind  eine  positive  und 
eine  negative  Zahl  mit  demselben  absoluten  numerischen  Werthe 
ebenso  verschiedene  Zahlen,  wie  irgend  zwei  Zahlen  überhaupt. 
Bei  einer  Aenderung  der  Anordnung  dieser  Zahlen  springt  dieser 


Cursua  der  Eiystallograpbie  bei  minimaler  Studienzeit  zu  halten.  Indessen 
sollte  davon  nicht  Erwähnung  geschehen,  als  von  einem  selbstverständ- 
lichen Dinge. 
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üuterachied  noch  schärfer  in  die  Augen;  wenn  wir  z.  B.  die 
Symbole  {ahc)  und  (bca)  vergleichen,  so  finden  wir,  dass  an 
der  Stelle  der  Zahl  a  jetzt  b  steht,  anstatt  h  steht  e  und  an- 
statt c  steht  a;  sämmtliche  Indices  des  Symbols  sind  also  wesent- 
lich andere  geworden,  nicht  weniger  verschieden,  als  wenn  statt 
{a  b  c)  das  Symbol  (def)  stände,  d.  h.  in  beiden  Fällen  sind 
die  ersetzenden  Zahlen  durch  keine  Gesetzmässigkeit  mit  der 
ersetzten  Zahl  selbst  verbunden. 

Ich  erwarte  noch  den  Einwand,  dass  bei  der  Aenderang 
des  Vorzeichens  resp.  der  Anordnung  der  Indiceszahlen  die 
numerischen  Werthe  zwar  verschieden  sind,  aber  die  Zahlen 
untereinander  in  einfachem  numerischen  Verhältnisse  stehen. 
Ist  dies  aber  auch  nicht  für  die  Mi  Herrschen  Symbole  der  Fall? 
Wenn  vielleicht  das  Verhältniss  nicht  so  unmittelbar  handgreif- 
lich ist,  denn  für  solche  kommt  ein  Fall  vor,  dass  das  Symbol 
(abc)  durch  {—a+2b  +  2c,  2a  — 6  + 2c,  2a  +  26  — c) 
ersetzt  werden  muss,  so  ist  ganz  einleuchtend,  dass  selbst  für 
diesen  Fall  der  Unterschied  in  dem  Gesetze  der  Zusammen- 
setzung von  ganz  abzusehender  Tragweite  ist.  Und  nun  hat 
es  den  Anschein,  als  ob  wegen  eines  so  ganz  nebensächlichen 
Umstandes  man  ein  ganz  besonderes  System  der  Erystallo- 
graphie  aufgestellt  hat. 

Ich  gehe  aber  weiter  und  will  zeigen,  dass  darin  nicht  ein 
Nachtheil,  sondern  ein  höchst  wichtiger  Vortheil  der  Mi  Herr- 
schen Symbole  liegt. 

In  der  Lehre  von  der  Symmetrie  werden  die  Verhältnisse 
zwischen  den  Indices  zweier  Flächen  oder  Kanten  gegeben, 
welche  durch  die  Fxistenz  eines  Symmetrieelementes  bedingt 
worden  sind.  Dort  ist  der  Beweis  erbracht,  dass  dieses  Ver- 
hältniss von  der  Art  der  Aufstellung  des  Exystallflächencom- 
plexes  abhängig  ist  und  bei  einheitlicher  Aufstellung  noch  von 
der  räumlichen  Lage  des  betreffenden  Symmetrieelementes.  Ist 
z.  B.  eine  zweizählige  Symmetrieaxe  gegeben,  und  fällt  dieselbe 
mit  einer  krystallographischen  Axe  zusammen  (in  welchem  Falle 
die  beiden  anderen  krystallographischen  Axen  untereinander  und 
zur  ersten  senkrecht  sind),  so  haben  die  Indices  beider  gleichen 
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Gebilde  gleichen  absoluten  numerischen  Werth ,  und  fQr  diese 
Axe  selbst  behalten  sie  sogar  dasselbe  Vorzeichen;  für  beide 
andere  Azen  ändert  sich  aber  das  Vorzeichen.  Nimmt  die 
Symmetrieaxe  eine  andere  Lage  in  dem  Complexe  an,  so  ändert 
sich  hiermit  auch  das  Gesetz  der  Zusammensetzung  der  Sym- 
bole beider  abgeleiteten  Gebilde.  Ein  solches  Gesetz  erhalten 
wir  fQr  denjenigen  Fall,  in  welchem  z.  B.  diese  Axe  die  Lage 
einer  Diagonale  einer  Würfelfläche  einnimmt;  ein  noch  anderes 
Gesetz  gilt  für  denjenigen  Fall,  in  welchem  dieselbe  Axe  die 
Lage  einer  Würfel-  (resp.  Rhomboeder-)  Diagonale  annimmt. 
Haben  wir  einmal  diese  Gesetze  erkannt,  so  schliessen  wir  direct 
aus  der  Zusammensetzung  der  Symbole  auf  das  Vorhandensein 
bestimmter  und  bestimmt  orientirter  Symmetrieelemente,  und 
auch  umgekehrt,  sind  die  Symmetrieelemente  bekannt,  so  schreiben 
wir  direct  die  Symbole  der  aus  einer  gegebenen  Fläche  (resp. 
Kante)  durch  das  gegebene  Symmetrieelement  bedingten  anderen 
Flächen  (resp.  Kanten).  Und  gerade  der  oben  erwähnte  Fall 
der  bexagonalen  Syngonie  ist  derjenige,  für  welchen  eine  zwei- 
zählige  Symmetrieaxe  die  letztgenannte  Lage  annimmt  (da  aber 
für  die  hexagonale  Syngonie  dieselbe  Gerade  nothwendigerweise 
auch  dreizählige  Symmetrieaxe  ist,  so  bezieht  sich  also  der  ge- 
nannte Fall  auf  die  sechszählige  Symmetrieaxe  und  ausschliess- 
lich für  diesen  Fall).  Dadurch  haben  wir  also  den  sehr  wich- 
tigen Vortheil  der  directeu  Kenntniss  von  der  Existenz  der 
sechszähligen  Symmetrieaxe  gewonnen,  und  diesen  Vortheil  liefert 
uns  wieder  nur  die  Anwendung  des  einheitlichen  Miller'schen 
Systems  der  Symbole. 

Nun  stehe  ich  wieder  Tor  der  Frage,  wie  es  geschehen 
konnte,  dass  statt  desjenigen  Vortheiles,  welchen  uns  auch  in 
diesem  Falle  das  Mi  Herrsche  System  in  die  Hand  giebt,  man 
das  ganze  System  umgeworfen  und  Alles,  was  mittelst  desselben 
ganz  klar  zu  Tage  getreten  war,  in  einen  chaotischen  Haufen 
zusammengeworfen  hatte.  Dem  Wesen  nach  ist  dieses  Verfahren 
ein  System  absichtlicher  Verdunkelung  aller  klar  gewordenen 
krystallographischen  Resultate.  Sollte  ich  darin  irren,  so  hätte 
ich  grosse  Befriedigung  gefühlt,  wenn  es  mir  bewiesen  würde. 
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Die  nähere  Bekanntschaft  mit  dieser  flagranten  Anomalie 
in  dem  jetzigen  Stande  der  Erystallographie  hat  mir  Manches 
klar  gemacht,  was  sonst  ganz  unglaublich  erscheinen  würde. 
Wenn  so  viele  Jahrzehnte  zu  gering  erscheinen,  um  solche 
elementare  Dinge  zum  allgemeinen  Bewnsstsein  zu  bringen,  so 
ist  es  noch  begreiflicher,  dass  das  ganz  neue  und  originelle 
System  von  H.  Hessel  ganz  ausser  Acht  gelassen  wurde,  denn 
sich  dessen  zu  bemächtigen,  erfordert  natürlich  viel  mehr  MOhe. 
Auch  werden  mir  viele  andere  Aeusserungen  verständlieh«', 
welche  sonst  sehr  seltsam  erscheinen  würden.  So  lese  ich  z.  B. 
eine  Aeusserung  eines  sehr  hoch  geschätzten  und  verdienten 
Collegen^)  über  die  neue  krystallographische  Nomendatar: 
«...  termini  technici,  deren  Zahl  allerdings  geringer  ist, 
als  die  der  bisherigen,  durch  die  aber  doch  die  Gesammtaeabl 
der  Ausdrücke  um  ein  sehr  erhebliches  vermehrt  wird,  denn 
es  kann  doch  nicht  erwartet  werden,  dass  die  alten, 
eingebürgerten  Ausdrücke  nun  auf  einmal  durch  die  neuen 
verdrängt  werden  sollen  ..."  Dass  ein  jedes  neue  Wort, 
würde  dasselbe  auch  in  der  neueren  Nomenclatur  zehn  alte  er- 
setzen, doch  die  Qesammtheit  aller  Worte,  alter  und  neuer, 
um  eins  vergrossert,  kann  als  selbstverständlich  gelten,  und  ist 
anders  nicht  denkbar!  Die  Frage  kann  nur  darin  besteben, 
ob  wirklich  die  gesammte  Anzahl  neuer  Worte  geringer  ist, 
als  die  der  alten,  und  diese  beantwortet  der  geehrte  Gtelehrie 
allerdings  bejahend.  Nun  wie  kommt  es,  dass  selbst  nach  einer 
so  befriedigenden  Antwort  unerwartet  die  Behauptung  aufge- 
stellt wird,  dass  die  Verdrängung  der  alten  Worte  doch  nicht 
erwartet  werden  soll.  Ich  glaube,  mein  hochgeehrter  College 
hat  sich  zu  sehr  an  Anomalien  in  dem  Gebiete  der  Erystallo* 
graphie  gewöhnt.  Derselbe  sucht  seine  strenge  Behauptung 
noch  zu  mildern,  indem  er  sagt,  dass  die  neuen  Worte  weder 
schon  und  kurz,  noch  zweckmässig  und  bezeichnend  erscheinen. 

Da  aber  der  Verfasser  einigermassen   an   der  Aufstelloiig 
der  neuen  Nomenclatur  gearbeitet  hat,  so  kommt  es  ihm  natür- 

^)    Brauns   in  dem   Referat    über   Groth's    Physikal.   Krystallo- 
graphie,  N.  Jahrb.  f.  Min.  etc.  1892,  TT,  406. 


ß,  V.  Feäorow:  Grundfragen  der  Krystcdlographie.  517 

lieh  auch  zu,  sein  Wort  auszusprechen.  Von  der  Zweckmässig- 
keit kann  natürlich  keine  Rede  sein,  da  mein  College  selbst 
in  obigen  Worten  die  Frage  für  den  Verfasser  auf  sehr  l)e- 
friedigende  Weise  beantwortet  hat.  Es  sind  also  die  Fragen 
über  die  Schönheit,  Kürze  und  die  Eigenschaft  , bezeichnend* 
zu  behandeln.  Leider  muss  ich  auch  auf  die  Besprechung  der 
ersten  Eigenschaft  verzichten,  da  ich  kein  Aesthetiker  bin,  und 
überhaupt  diese  Forderung  für  ein  System  der  Termini  technici 
für  mich  ganz  neu  ist.  Nehmen  wir  als  Beispiel  die  so  hoch 
ausgebildete  Nomenclatur  der  organischen  Chemie  und  werfen 
die  Frage  auf,  ob  die  Termini,  etwa  Isovaleralbuttersäuredibro- 
mid^)  oder  sonstige,  sich  durch  besondere  Schönheit  auszeichnen; 
oder,  wenn  die  Aesthetiker  eine  ablehnende  Antwort  auf  diese 
Fragen  geben  würden,  müssten  die  Specialisten  der  organischen 
Chemie  ihre  Nomenclatur  über  Bord  werfen,  trotzdem  dass  diese 
für  sie  die  beste  und  erwünschteste  ist. 

Für  meine  Besprechung  genügen  natürlich  die  von  meinem 
Collegen  selbst  sorgfältig  ausgewählten  Beispiele.  Er  meint, 
dass  .Zirkon  gehört  jetzt  zur  ditetragonal-bipyramidalen  Classe 
des  tetragoualen  Kr jstallsjstems ,  Kalkspath  zur  ditrigonal- 
skalenoedrischen  Classe  desselben  Systems.  Natriumchlorat  ge- 
hört zur  tetraedrisch-pentagondodekaedrischen  Classe,  Schwefel- 
kies zur  dyakisdodekaedrischen  Classe  des  kubischen  Krystall- 
systems.' 

Obgleich  hier  nicht  wenig  Mühe  aufgewendet  wurde,  um 
die  besonders  bezeichnenden  (im  Sinne  des  Herrn  Collegen)  Be- 
nennungen auszuwählen,  musste  er  doch  von  sich  selbst  viele 
überflüssige  Wörter  beifügen,  um  es  möglich  zu  machen,  beim 
Gebrauch  der  Worte  der  neuen  Nomenclatur  so  unbequeme 
Namen  zusammenzusetzen.  Dies  wäre  nicht  geschehen,  hätte 
er  den  Principien  der  neuen  Nomenclatur  eine  Spur  Beachtung 
geschenkt.  Diesen  Principien  gemäss  werden  direct  die  Sym- 
metriearten bezeichnet  (Hr.  Groth  will  dieses  Glied  der  Classi- 

1)  Ich  nehme  natürlich  dieses  Beispiel  aufs  Gerathewohl.  Es  wäre 
leichti  die  Benennungen  in  Bezug  auf  ihre  «Schönheit  und  Kürze*  noch 
besonders  heniuszu wählen. 
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fication  durch  das  Wort  .Classe''  bezeichnen;  meiner  Ansicht 
nach  ist  sogar  dieses  Wort  ganz  überflüssig,  da  mit  demselben 
nichts  Neues  gegeben  wird,  was  nicht  schon  in  der  Charakte- 
ristik der  Symmetrieart  inbegriffen  ist),  und  die  Zugehörigkeit 
zu  einem  Krystalisystem  wird  dann  von  selbst  verständlich  nnd 
jedes  diesbezügliche  Wort  ganz  überflüssig.  Gerade  bei  der 
jetzt  herrschenden  empirischen  Terminologie  ist  die  Angabe  des 
Krystallsystems  nothwendig,  nicht  aber  bei  der  neuen  Nomen- 
clatur;  es  wäre  ganz  unverständlich,  wenn  man  gesagt  hätte, 
Zirkon  gehört  zur  holoedrischen  Abtheilung;  es  ist  unbedingt 
nothwendig  beizufügen:  des  tetragonalen  Systems.  Wozu  aber 
von  dem  System  zu  sprechen,  wenn  durch  das  Wort  ,ditetra- 
gonal-bipyraraidal'^  Alles  gesagt  worden  ist  und  dabei  eine  bild- 
liche Vorstellung  dieser  Symmetrieart  direct  aus  der  Bezeichnung 
selbst  hervorgeht,  allerdings  nur  für  denjenigen,  welcher  weiss, 
was  ditetragonale  Bipyramide  ist.  Hätte  mein  geehrter  Herr 
College  gewünscht,  noch  zusammengesetztere  Bezeichnungen  auf- 
zustellen, so  würde  er  darin  volles  Recht  und  unbegrenzte  Mög- 
lichkeit haben  ^),  aber  das  wäre  dann  seine  Nomenclatur,  und 
der  Verfasser  würde  genöthigt  sein,  eine  solche  als  angeblich 
seine  eigene  abzuleugnen.  Der  Verfasser  ist  ja  eben  kein  An- 
hänger von  überflüssigen  Worten.  Als  Beleg  dazu  kann  ich 
auf  meine  eigene  goniometrische  Untersuchung  des  Zirkons  hin- 
weisen (Zeitschrift  f.  Krystallc^r.  XXI,  S.  597),  wo  die  Symmetrieart 
einfach  ditetragonal-bipyramidal  bezeichnet  sein  würde,  wenn 
nicht  der  Umstand  im  Wege  gestanden  wäre  (ebenda  S.  659), 
dass  an  dem  gemessenen  Krystall  vielleicht  scheinbar  die  verfei- 

^)  Ob  z.  B.  das  richtige  Wort  .Bipyramide*  weniger  schön  und 
bezeichnend  ist  als  «Pyramide*  (welches  von  der  Zeit  eines  Pythagoras 
in  ganz  anderem  Sinne  gebraucht  wurde,  als  dies  von  den  jetzi^^en 
Mineralogen  geschieht)  und  dergleichen  Fragen  lasse  ich  dahin  gestellt. 
Aber  irgendwie  moss  man  die  echte,  richtige  Pyramide  bexeicbnen, 
ebenso  wie  sehr  viele  andere  Begriffe,  welche  bis  zur  letzten  Zeit  in  den 
Handbüchern  keinen  Platz  fanden.  Daran  scheint  der  geehrte  Herr  Colle^ 
nicht  gedacht  zu  haben.  Hätte  er  selbst  dafür  Termini  technici  vor- 
schlagen können,  so  hätten  wir  jedenfietlls  eine  neue  Nomenclatur  vor 
uns  gehabt. 


E.  V.  Fedorow:  Grundfragen  der  KrystaHlographie,  519 

calen  Symmetrieebenen  gefehlt  hätten.  Ebenso  f&r  Ealkspath  hätte 
er  statt  .Ditrigonal-skaleno^rischeClasse  des  trigonalen  Erystall- 
Systems'  einfach  die  Bezeichnung  ^hexagonal-skalenoedrisch', 
für  Dioptas  —  ^rhomboedrisch*,  für  Natriumchlorat  —  „tetar- 
toedrisch'  und  für  Schwefelkies  —  ^dodekaedrisch*  gefunden. 
Für  diese  Bezeichnungen  bin  ich  gern  verantwortlich;  die  von 
dem  geehrten  Herrn  Collegen  angegebenen  Bezeichnungen  ge- 
boren aber  ihm  selbst,  und  er  selbst  muss  für  dieselben  verant* 
wortlich  sein. 

Meiner  Ansicht  nach  hat  Herr  Brauns  sich  gerade  für 
die  neue  Nomenclatur  verdient  gemacht,  indem  er  nach  den 
Principien  der  jetzt  herrschenden  Nomenclatur  (wenn  überhaupt 
von  solchen  die  Bede  sein  kann)  neue  Bezeichnungen  bildete 
und  dann  erklärte,  dass  dieselben  „weder  schön  und  kurz,  noch 
zweckmässig  und  bezeichnend'^  sind. 

Das  Bezeichnendste  bleibt  aber  dabei,  dass  von  den  Prin- 
cipien kein  Wort  gesagt  wird,  während  gerade  in  diesen  der 
einzige  entscheidende  Punkt  für  die  gewünschte  Einigkeit  und 
Einheitlichkeit  liegt. 

Bis  jetzt  habe  ich  nur  gegen  den  reinen  Empirismus  ge- 
sprochen. Nun  kommt  manchmal  die  ganz  entgegengesetzte 
Richtung  zum  Vorachein,  und  zwar  die  Neigung  zu  willkürlich 
theoretischen  Auffassungen  und  Hypothesen,  welche  in  den  er- 
kannten Gesetzen  keine  Wurzel  haben  und  zumal  zu  keinen 
an  der  Erfahrung  zu  verificirenden  Schlüssen  führen.  Die  lange 
Geschichte  der  Wissenschaft  hat  den  Ereis  der  so  gesinnten 
Männer  sehr  beschränkt;  jetzt  finden  diese  keine  Vertreter  in 
den  leitenden  wissenschaftlichen  Ereisen.  Natürlich  ist  diese 
dem  rohen  Empirismus  entgegengesetzte  Richtung  eine  unfrucht« 
bare,  aber  sie  scheint  mir  bei  weitem  nicht  so  schädlich  für 
den  Fortschritt  der  Wissenschaft  als  der  rohe  Empirismus  selbst. 
Die  unbegründeten  und  fruchtlosen  Hypothesen  haben  sehr  ge- 
ringen Werth,  aber  sie  fordern  auch  sehr  wenige  Mühe,  und 
bei  der  jetzigen  Entwicklung  der  Wissenschaft  erfreuen  sie  sich 
geringer  Beachtung.  Der  empirische  Standpunkt  fordert  von 
dessen   Vertretern   sehr   viele   Mühe    und   Eraftaufwand,    ohne 
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vielleicht  gleich  wer thige  Resultate  zu  liefern ;  dieselben  tüchtigen 
Männer  hätten  möglicherweise  bei  anderer  Anschauung  und  bei 
demselben  Kraftaufwand  etwas  WerthvoUeres  schaffen  können. 
Gerade  in  diesem  Punkte  scheint  mir  der  grösste  Schaden  des 
Empirismus  zu  liegen.  Die  Arbeit  auf  dem  wissenschafUichen 
Gebiete  besonders  geht  viel  productiver  vor  sich,  wenn  nicht 
nur  die  Hände  und  Augen,  sondern  auch  der  Verstand  mög- 
lichst intensiv  an  derselben  Theil  nimmt.  Die  künstliche  Fes- 
selung desselben  ist  vielleicht  das  Schädlichste,  was  der  sc^e- 
nannte  Positivismus  in  das  Feld  der  Wissenschaft  mitgebracht  hat 

Andererseits,  wie  es  sehr  oft  vorkommt,  berühren  sich  die 
Gegensätze :  ich  meine  den  rohen  Empirismus  und  die  Neigung 
zu  unbegründeten  Hypothesen.  Es  ist  praktisch  unmöglich, 
nicht  von  Ideen  geleitet  zu  werden,  und  derjenige,  welcher  aus 
Ehrfurcht  vor  dem  Positivismus  mit  Gewalt  alle,  oder  wenigstens 
tiefergreifende,  theoretische  Anschauungen  aus  seinem  Intellect 
hinauszuwerfen  sucht,  wird  zu  einem  Sciaven  zufölliger  und 
ganz  unbegründeter  Anschauungen. 

Diese  Betrachtungen  allgemeiner  Art  haben  mich  zu  der 
Ueberzeugung  geführt,  dass  in  dem  rohen  Empirismus  nicht 
nur  keine  Wahrheit  verborgen  ist,  sondern  diese  Richtung  in 
der  Wissenschaft  die  schädlichste  ist,  und  in  derselben  die 
grössten  Hindernisse  für  die  sehr  erwünschte  Einigkeit  enthalten 
sind.  Die  Interessen  der  krystallographischen  Wissenschaft 
fordern  möglichst  grosse  Einigkeit  in  allen  formellen  Attributen 
der  Wissenschaft,  und  diese  Einigkeit,  welche  nur  auf  der  6e- 
sammtheit  unserer  Kenntnisse  begründet  werden  kann,  kann 
nur  dann  zu  Stande  kommen,  wenn  nicht  nur  die  Wichtigkeit 
der  leitenden  Principien  allgemein  anerkannt  wird,  sondern  in 
den  Principien  selbst  mehr  oder  weniger  allgemeine  Ueberein- 
Stimmung  vorhanden  ist. 

Es  muss  Einigkeit  in  der  rationellen  und  einfachsten 
Nomenclatur,  Einigkeit  in  den  Principien  der  Aufstellung,  der 
Bezeichnung,  der  Abbildung  und  in  der  Symbolistik  erzielt 
werden.  Ich  wiederhole  nochmals,  dass  diese  Einigkeit  aber 
nur  auf  dem  festen  Grunde  solider  Kenntnisse  aufgestellt  werden 
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kaun.  Nehmea  wir  aufs  Geradewohl  ein  Beispiel.  Man  nennt 
z.  B.  eine  der  Syngoniearten  «das  regal&re  Erystallsystem*.  Ist 
es  möglich,  damit  einverstanden  zu  sein,  für  den,  welcher  aus 
den  Anfangsgründen  der  Symmetrielehre  weiss,  dass  es  zwei 
reguläre  Systeme  giebt:  eines,  welchem  u.  A.  die  Formen  der 
regulären  Korper  Tetraeder,  Hexaeder  und  Oktaeder  angehören, 
und  das  zweite,  welchem  Dodekaeder  und  Ikosaeder  angehören. 
Wenn  man  einwenden  will,  dass  das  zweite  System  in  natUr- 
liehen  Erystallen  nicht  vertreten  ist,  so  muss  in  Betracht  ge- 
zogen werden,  dass  die  Wissenschaft  sich  nicht  in  abgesonderte 
Zellen  theilen  lässt,  und  dass  die  Principien  der  Gestaltenlehre 
von  einer  mehr  abstracten  Natur  sind,  so  dass  sie  sich  nicht 
durch  einen  speciellen  Fall  ihrer  Anwendung  einengen  und  einer 
Theil Wissenschaft  unterordnen  lassen;  sonst  hätten  wir  wieder 
nicht  eine  einzelne  Qestaltenlehre  vor  uns,  sondern  so  viele  Ge- 
staltenlehren,  als  Anwendungen  derselben  in  verschiedenen 
Zweigen  der  Wissenschaft  gemacht  werden  können.  Auch  über 
das  Wort  System  habe  ich  schon  Gelegenheit  gehabt  ein  Wort 
zu  sprechen  und  darauf  hinzuweisen,  dass  es  eigentlich  ganz 
unbestimmt  bleibt,  was  eigentlich  ein  Erystallsystem  ist.  In  der 
Gestaltenlehre  ist  aber  derselbe  Begriff  ganz  deutlich  deiinirt 
worden,  und  dieser  Begriff  kann  keineswegs  mit  dem  der  meisten 
Krystallographen  in  Einklang  gebracht  werden ;  z.  B.  hat  diese 
Lehre  ganz  unwiderleglich  als  ein  einziges  System  die  Gesammt- 
heit  derjenigen  sogenannten  Systeme  der  Krystallographen  zu- 
sammengefasst,  welche  als  rhombisches,  monoklines  und  triklines 
besonders  bezeichnet  werden.  Das  wurde  schon  1829  von 
Gh.  Hessel,  welcher  dieses  System  als  ein  digonales  bezeichnete, 
ganz  klar  begriffen  und  aufgestellt. 

ITeberhaupt  stösst  derjenige,  welcher  sich  der  Elemente  der 
Gestaltenlehre  bemächtigt  hat,  fast  auf  jedem  Schritte  auf 
Widersprüche  der  Principien  dieser  Lehre  mit  den  bis  jetzt 
herrschenden  Auffassungen.  Folglich  kann  die  Einigkeit  nur 
begründet  werden  auf  nähere  Kenntnisse  derjenigen,  ausser- 
ordentlich einfachen,  Zweige  der  synthetischen  Geometrie,  welcher 
schon  von  Gh.  Hessel  als  Gestalten  lehre  bezeichnet  wurde. 
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Iq  dieser  Hinsicht  ist  ausserordentlich  verdienstlich  die  neue 
Auflage  der  Physikalischen  Erystallographie  von  Prof.  P.  Groth, 
welche  einen  colossalen  Fortschritt  in  der  Erzielnng  der  ge- 
wünschten Einigkeit  bedeutet. 

Mit  der  Einigkeit  Hand  in  Hand  geht  auch  die  Eanfach- 
heit,  und  Arbeiten,  wie  z.  B.  in  der  allerletzten  Zeit  die  Ton 
C.  Viola,  begrtSsse  ich  als  sehr  willkommene,  um  endlich 
mit  möglichst  geringem  Zeitaufwand  alle  Erystallographen  auf 
genauestem  und  einfachstem  gemeinsamen  Grunde  zu  yereinigen. 

Ob  diese  Kenntnisse  für  Einige  mit  Hülfe  der  Methoden 
der  synthetischen  Geometrie,  analytischen  Geometrie,  Kinematik 
oder  Quaternionenlehre  am  leichtesten  erworben  werden  können, 
ist  eine  Nebensache.    Die  Principien  bleiben  f&r  alle  dieselben. 


Zum  Schluss  erlaube  ich  mir  in  wenigen  Worten  die  kri- 
tischen Bemerkungen  zu  beantworten,  mit  welchen  mehrere, 
von  mir  hochgeschätzte  Gollegen  einige  meiner  Schlussfolgerungen 
und  Aeusserungen  beehrt  haben.  Mit  grosser  Freude  ersah  ich, 
dass  ich  anstatt  gegnerischer  AngriflTe,  zuletzt  in  der  Person 
mancher  dieser  Gollegen  meine  Bundesgenossen  begrüssen  kann. 

Zuerst  begrüsse  ich  als  solchen  Herrn  Bar  low ;  mit 
manchen  Schlussfolgerungen  desselben  konnte  ich  mich  nicht 
einverstanden  erklären.  Nachdem  derselbe  aber  den  Nachtrag 
zu  seiner  früheren  Arbeit  der  Oeffentlichkeit  übergeben  hatte, 
ist  jetzt  zwischen  uns  vollständige  Uebereinstimmung  vorhanden.^) 

Etwas  analoges  kann  ich  mit  Befriedigung  constatiren  be- 
treffend den  Schluss  der  langjährigen  gegenseitigen  Auseinander- 
setzung mit  Hrn.  Hecht  über  den  von  mir  aufgestellten  Satz 
von  der  dreizähligen  Symmetrieaxe.  Mit  seinen  Worten:*)  dass 
„der  Satz  von  der  Rationalität  der  dreizähligen  Symmetrieaxe 
natürlich  richtig  ist'',  ist  die  weitere  Besprechung  beschlossen; 
ganz  nebensächlich  bleibt  noch  meine  Nichtübereinstimmung 
mit  seinen  hinzugefügten  Worten  „wenn  man  die  physikalischen 


1)  Zeitschrift  f.  Krygtallographie,  Bd.  XXV,  S.  86  ff, 

»)  Neues  Jahrbuch  fElr  Mineralogie  etc.,  1895,  VT.  B.,  S.  262. 
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Verhältnisse  berücksichtigt*.  Einerseits  stimmen  diese  Worte 
gerade  mit  derjenigen  Behauptung  von  mir,  dass  ich  den  Haupt- 
beweis dieses  Satzes  in  dem  echten  Grundgesetze  der  Erystallo- 
graphie  (in  welchem  also  die  physikalischen  Verhältnisse,  und 
zwar  die  physikalischen  Eigenschaften  im  weitesten  Sinne  be- 
rücksichtigt worden  sind);  andererseits  aber  scheint  mir  diese 
Hinzufügung  überflüssig,  da  selbst  aus  der  Theilform  des  Grund- 
gesetzes, und  zwar  aus  dem  Grundgesetze  der  geometrischen 
Krystallographie,  dieser  Satz  ebenso  klar  hervorgeht. 

Vielleicht  ist  es  nicht  ganz  unzweckmässig,  dieser,  wenn 
auch  ganz  nebensächlichen  Frage  ein  paar  Worte  zu  widmen. 
Der  Satz  besteht  darin,  dass  eine  dreizählige  Symmetrieaxe 
nothwendigerweise  eine  mögliche  Erystallkante  ist.  Der  Satz 
musB  somit  gänzlich  auf  dem  Begriffe  und  der  Definition  der 
Symmetrieaxe  fussen,  nicht  etwa  einer  Schraubenaxe  oder 
dergleichen,  wenn  auch  ganz  natürlich  möglich  ist,  den  Satz 
zu  erweitem  und  zu  behaupten,  dass  jede  Deckaxe  noth- 
wendig  eine  mögliche  Erystallkante  ist,  unter  Deckaxe 
eine  Symmetrieaxe  oder  eine  Schraubenaxe  verstanden. 

Nun  wendet  Hr.  Hecht  dem  gegenüber  ein,  dass  an  einem 
einfachen  Beispiele  die  Unrichtigkeit  dieses  Satzes  von  rein 
geometrischem  Standpunkte  aus  darzulegen  sei,  und  zwar  aus 
der  Betrachtung  des  folgenden  Punktsystems:  «Auf  einer  von 
drei  geraden  Linien,  die  sich  in  einem  Punkte  schneiden  und 
die  mit  einander  gleiche  Winkel  bilden,  nehme  ich,  vom  Schnitt- 
punkt ausgehend,  Punkte  an,  die  immer  um  r  von  einander 
entfernt  sind.     Auf  der  zweiten  betrage  die  Entfernung  zweier 

Punkte  rY2  und  auf  der  dritten  rK  4.  Von  diesen  Punkten 
ausgehend,  habe  man  ein  Raumgitter  constrnirt.  Dann  sind 
bekanntlich  nur  solche  Ebenen  als  Erystallflächen  möglich, 
welche  drei  Punkte  in  sich  enthalten  (Gesetz  der  rationalen 
Axenschnitte).  Die  Flächen  dieses  Raumgitters  bilden  einen 
Üomplex,  der  eine  dreizählige  Symmetrieaxe  besitzt*. 

Natürlich  hat  dabei  Hr.  Hecht  den  Gomplex  in  dem  Sinne 
aufgefasst,  wie  es  gewöhnlich  der  Fall  ist,  d.  h.  die  Gesaramt- 
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heit  der  durch  einen  Punkt  hindurchgehenden  Flächen,  wie 
dieser  Complex  zum  Zwecke  der  Berechnung  und  der  graphischen 
Abbildung  der  räumlichen  Lage  der  Flächen  zur  Anwendung 
kommt.  Dabei  sind  sämmtliche  parallele  Flächen  durch  eine 
einzige  repräsentirt.  Wenn  wir  aber  nicht  nur  die  anguläre 
Stellung  einzelner  Flächen  in  Betracht  ziehen,  sondern  die 
geometrischen  Eigenschaften  überhaupt,  so  scheint  mir  dieses 
Verfahren  unerlaubt. 

Hätten  wir  dies  gethan,  so  würde  jede  Unterscheidung 
zwischen  Symmetrieaxen  und  z.  B.  Schraubenaxen  aufgehört 
haben,  und  gerade  hier  handelt  es  sich  um  Symmetrieaxeii. 
Nun  ist  nichts  leichter  als  zu  beweisen,  dass,  wenn  wir  keine 
solche  (sonst  zu  speciellen  Zwecken  angewendete)  Transformation 
des  Gomplexes  ausführen,  und  denselben  genau  so  uns  vorstellen, 
wie  Hr.  Hecht  selbst  es  uns  vorschlägt,  die  Symmetrieaxen 
verloren  gehen,  und  als  Deckaxe  für  analoge  Flächen  eine 
Schraubenaxe  mit  Deckschiebungen  resultirt,  welche  eine  geo- 
metrische Progression  bilden  (und  nicht  eine  arithmetische,  wie 
dies  für  eigentlich  sogenannte  Schraubenaxen  der  Gomplexe  an- 
genommen wird).  Nun  sind  aber  solche  Deckaxen  unmöglich, 
da  nach  den  Elementen  der  Symmetrielehre  als  mögliche  Deck- 
axen sich  nur  Symmetrieaxen  und  Schraubenaxen  in  engem 
Sinne  (Deckschiebungen  mit  arithmetischer  Progression)  ableiten 
lassen;  nur  solche  Decksymmetrieelemente  der  Gomplexe  sind 
zulässig,  alle  anderen  sind  unmöglich. 

Jedenfalls  scheint  die  Frage  endgültig  abgeschlossen. 

Was  mich  aber  besonders  erfreut  hatte,  ist  die  Ueber- 
zeugung,  mit  welcher  Herr  Hecht  über  die  Richtigkeit  des 
Satzes  spricht,  eine  Ueberzeugung,  welche  er  auch  früher  ge- 
hegt hatte  ^),  und  trotzdem  verbleibt  er  bei  der  Meinung,  dass 
dieser  Satz  keineswegs  aus  dem  gewöhnlich  angenommenen 
Grundgesetze  der  geometrischen  Erystallographie  hervorgeht 
Wenn  nun  aber  eine  Ueberzeugang  Ober  eine  Thatsache  ent- 
steht, welche  nicht  unmittelbar  aus  der  Beobachtung  entnommen 

^)  Leider  habe  ich  keine  Erwähnung  davon  in  seinen  früheren  Ar- 
beiten finden  können. 


E.  0.  Fedoroto:  Grundfragen  der  KrystaUograpkie.  525 

werden  kaun,  so  ist  stillschweigend  ein  yollkommen  feststehendes 
Gesetz  angenommen,  nnd  dieses  Gesetz  ist  für  denselben  also 
nicht  das  eben  erwähnte.  Diese  Ueberzcugung  stimmt  also 
genau  mit  den  meinigen,  nach  welcher  das  gewöhnlich  ange- 
nommene nicht  das  wirkliche  Grundgesetz  der  Krystallographie 
ist;  in  dem  wirklichen  sind  nämlich  sämmtliche  „physikalische 
Verhältnisse '^  der  Erystalle  berdcksichtigt.  In  der  Motiyirung 
dieser  Ueberzeugung  bestand  der  Inhalt  meiner  Arbeit  über 
das  Grundgesetz  der  Krystallographie.  Es  scheint,  dass  in  dieser 
sehr  wichtigen  Frage  ich  die  Freude  habe,  in  der  Person  des 
Herrn  Hecht  einen  Bundesgenossen  zu  begrüssen.^) 

Jetzt  liegt  mir  noch  ob,  einige  Ausführungen  von  Herrn 
V.  Souza  de  Brandäo  zu  beantworten.  Dieser  meint,  dass 
die  von  mir  befürworteten  Miller*schen  Symbole  nicht  kry- 
stallographisch  (?)  seien,  (und  diese  Forderung  will  er  vor 
allen  anderen  in  erste  Linie  stellen).  Er  sagt  wörtlich:  „Dem 
Symmetriegesetze  aber  entsprechen  dieMiller'schen  hezagonalen 
Symbole  nicht,  indem  das  objective  Substrat  dieses  Gesetzes  — 
die  einfache  Form  —  durch  sie  kein  einfaches  und  übersicht- 
liches Zeichen  erhält/*)  Aus  diesen  Worten  ersehe  ich  mit 
voller  Augenscheinlichkeit,  dass  Herrn  Brandäo  unbekannt 
gebh'eben  ist,  dass  gerade  diese  Frage  (und  zwar  in  allgemeinster 
Weise  —  für  alle  Symmetriearten  bei  alleinigem  Gebrauch  der 
Miller*schen  Symbole)  der  Gegenstand  einer  speciellen  Arbeit 
des  Verfassers  war,  in  welcher  überhaupt  die  Relationen  zwischen 
Symmetrieelementen  (ihre  Lage  inbegriffen)  und  dem  Gesetze 
der  Substitutionen  der  Flächenindices  der  einfachen  Figuren  mit 
besonderer  Umständlichkeit  stndirt  wurden'),  und  deren  Resultat 
war,  dass  die  Gesetze  dieser  Substitutionen  (welche  also  zugleich 

^)  Dieselbe  Auffassung  sehe  ich  von  Hm.  C.  Viola  ausgedrückt 
(Zeitschrift  für  Krystallographie  XXVII,  S.  2).  Soll  ich  erwähnen,  dass 
im  Gegensatz  dazu  dieselbe  Auffassung  von  einem  Paläontologen  als  eine 
hypothetische  bezeichnet  wurde  (Bibl.  g^ol.  de  la  Russie  10.  1895,  p.  81 ; 
cit.  i.  Neuen  Jahrbuch  für  Mineralogie  1896.   B.  II,  S.  2)? 

«)  Zeitschrift  f.  Krystallogr.  XXIV,  S.  596. 

^)  Der  Versuch  durch  ein  kurzes  Zeichen  die  Symbole  aller  gleichen 
Bichtungen  auszudrücken. 
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der  Ausdruck  der  vorhandenen  Symmebrieelemente  sind)  sehr 
einfach  ausgedrückt  werden  können.  Auf  diese  Weise  erhielten 
auch  sämmtliche  einfache  Figuren  sämmtlicher  32  Symmefarie- 
arten  einen  sehr  einfachen  Ausdruck  in  der  Form  eines  Symbols, 
welcher  sich  von  dem  gewöhnlichen,  für  eine  einzige  Flache 
dienenden,  nur  durch  die  Art  der  Klammem  und  besonders 
durch  verschiedene  Buchstabentypen  (fett,  cursiv  u.  s.  w.)  unter- 
scheidet. Nachdem  dies  einmal  geschehen  ist,  fölit  jeder  Beweis 
der  Unmöglichkeit  derselben  von  selbst  Dabei  mnss  ich  be- 
sonders ausdrücklich  hervorheben,  dass  die  von  mir  vorge- 
schlagenen Zeichen  nicht  krystallographische  Symbole  in  dem- 
jenigen strengen  Sinuc  des  Wortes  sind,  wie  dies  in  der  Ery- 
stallographie  allgemein  angenommen  ist,  da  dieselben  sich  nur 
auf  eine  einzige  Fläche  (resp.  Kante)  beziehen,  sondern  nur 
kurze  Zeichen  für  die  Gesammtheit  solcher  Symbole  aller 
Flächen  (resp.  Kanten)  einer  einzigen  einfachen  Figur.  Dem* 
gemäss  protestire  ich  gegen  den  Ausdruck  des  Herrn  Brandäo 
über  die  Miller-Fedorow^schen  Symbole.  Die  meinigen  sind 
nur  kurze  Zeichen;  als  die  echten  Symbole  sind  von  mir  aus- 
schliesslich die  Mi  Herrschen  gebraucht  worden,  ohne  dass  dabei 
von  mir  ein  Jota  Veränderung  in  denselben  angebracht  würde. 
Ich  bin  ein  principieller  Gegner  alles  Ueberflüssigen,  und  die 
leitende  Idee  meiner  Arbeit  ist  die  Einheitlichkeit;  auf  Grund 
dieser  Idee  stehe  ich  fest  an  der  Behauptung,  dass  die  Miller'- 
schen  Symbole  die  allein  zulässigen  sind.  Auf  derselben  Idee 
fussten  meine  Einwendungen  gegen  den  Vorschlag  des  Herrn 
Brandäo  selbst,  da  derselbe  diese  Einheitlichkeit  bricht.  Ich 
kann  die  Sache  nicht  anders  verstehen,  als  folgendermassen: 
Wenn  gezeigt  wird,  dass  ein  anderes  System  der  Symbole, 
ebenso  wie  das  Miller ^sche,  allen  Forderungen  für  alle 
Syngoniearten  und  für  alle  Fälle  überhaupt  genügt,  so 
hätte  erst  dann  die  Frage  gestellt  werden  können,  welches 
System  vorzuziehen  sei.  Wenn  z.  B.  Hr.  Brandäo  sagt,  dass 
„die  dreizähligen  Symbole,  welche  den  durch  Fortlassen  des 
dritten  Index  eines  Bravais^schen  Flächensymbols  dreizählig 
gestalteten  entsprechen,  vollkommen  analytische  und  rechnerische 
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Symbole  sind*,  so  hat  er  natürlich  Recht,  aber  er  selbst  fägt 
hinzu,  daas  diese  Symbole  für  hexagonale  Erystalle  monokliner 
Natur  wären.  Ist  dies  ein  so  wichtiger  Yortheil  der  Bravais*- 
sehen  Symbole,  dass  dafür  eine  Ausnahme  nothwendig  zu 
machen  ist,  und  die  Miller^schen  Symbole  durch  die  Bravais"- 
sehen  zu  ersetzen  sind?  Wäre  aber  auch  dieser  Nachtheil 
gerade  der  letzteren  Symbole  nicht  dagewesen,  so  würde  ich 
doch  dieselben  nur  dann  als  tauglich  bezeichnen  können,  wenn 
dieselben  nicht  nur  fUr  hexagonale,  sondern  für  sämmtliche 
Erystalle  überhaupt  gleich  tauglich  wären.  Dabei  ziehe  man 
noch  in  Betracht,  dass  das  ganze  Qebiet  der  jetzigen  theore- 
tischen Erystallographie  auf  der  Anwendung  der  Mille  raschen 
Symbole  beruht,  und  jeder  Studirende,  der  sich  der  einfachen 
Principien  dieser  Anwendung  bemächtigt  hat,  ist  jede  rech- 
nerische und  graphische  Aufgabe  sofort  aufzulösen  im  Stande. 
Für  die  Bravais^schen  Symbole  steht  noch  bevor,  eine  neue 
Erystallographie  auszuarbeiten,  und  wir,  die  Lehrer  der  Jugend, 
stehen  selbst  vor  der  Frage,  welcher  Index  in  dem  Bravais'- 
schen  Symbole  für  eine  graphische  oder  rechnerische  Aufgabe 
fortzulassen  wäre,  welche  Eante  unter  einem  beliebigen  Symbol 
[^0  ^1  *"«]  ^^  verstehen  sei,  kurz,  wir  stehen  vor  einer  noch  zu 
lösenden  Frage  bei  jeder  Aufgabe  einfachster  Art,  welche  uns 
vorkommt. 

Die  Bravais^schen  Symbole  sind  für  mich  ebenso  wie  die 
Symbole  Hauy*s  und  viele  andere  in  Verkehr  gewesene  Symbole, 
nur  beschreibende,  also  nur  von  einem  sehr  einseitigen  Stand- 
punkte zulässig.^) 

Durch  das  eben  Gesagte  scheint  es  mir  überflüssig  gemacht, 
andere  Einwendungen  von  Hm.  Brandäo  zu  besprechen.  Wenn 
ich  z.  B.  mich  nicht  einverstanden  erklären  kann,  dass  in  meiner 
Besprechung  der  Symbole  des  Hm.  Brandäo   ich  selbst  etwa 


')  Wäre  ein  Krystallflächencomplex  mit  ii'tationaler  dreizähliger 
Deckaxe  denkbar,  wie  es  früher  von  HH.  Gadolin  und  Hecht  ange- 
nommen wmde,  80  fiele  das  Bravais 'sehe  Axensystem  von  selbst  als 
ein  unmögliches,  und  das  Miller 'sehe  System  als  das  allgemeine  bliebe 
auch  für  diesen  Fall  allein  anwendbar. 
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andere  Symbole  im  Auge  gehabt  (darüber  zu  richten  überlasse 
ich  den  Lesern),  so  bleibt  die  Sache  dadurch  ungeandert,  da 
Hr.  Brandäo  selbst  ganz  ausdrücklich  betont,  dass  seine  Sym- 
bole nur  für  einen  speciellen  Fall  anwendbar  sind.  Ich  bespreche 
aber  nur  die  allgemein  anwendbaren  Symbole. 

Nachträgliche  Bemerkung.  In  den  ,, Fortschritten  der 
Physik*  für  1894  in  dem  Referate  einer  Notiz  von  Hrn.  Hessi 
welches  mit  F.  P.  unterschrieben  ist  (S.  225)  finde  ich  eine 
Bemerkung  über  einige,  missy  erstand  liehe  Behauptungen  meiner- 
seits. Dass  solche  von  Hm.  Hess  wirklich  angeblich  gefunden, 
weiss  ich  recht  gut.  Aus  der  Notiz  selbst  wird  mir  aber  nicht 
klar,  ob  diese  Meinung  nur  diejenige  des  Hm.  Hess  ist,  oder 
ob  dieselbe  auch  von  dem  Herrn  Referenten  selbst  getheilt  wird. 
Nur  von  der  letzten  Voraussetzung  ausgehend,  erlaube  ich  mir, 
den  geehrten  Herrn  Referenten  zu  fragen,  welche  Behauptungen 
die  missverständlichen  sein  sollen?  Herr  Hess  hat  bekanntlich 
zwei  Punkte  meiner  Arbeiten  angegriffen:  1.  dass  die  Behaup- 
tung von  Hrn.  Hess  selbst,  dass  alle  Isoeder  typische  sind,  miss- 
verständlich ist,  und  dass  in  den  Elementen  der  Gestaltenlehre 
des  Yerf.\s  ein  ganzes  Kapitel  mit  dieser  Behauptung  im 
Widerspruche  steht,  und  2.  dass  eine  von  H.  v.  Staudt  ein- 
geführte Function  von  diesem  bedeutenden  Geometer  ungenau 
als  ein  Sinus  bezeichnet  wurde.  Bei  beiden  Hinweisungen 
stand  ich  streng  auf  dem  Standpunkte  der  reinen  Mathematiker, 
welcher  in  elementaren  Lehrbüchern  ganz  unzweideutig  aus- 
gesprochen ist. 

Damit  meine  erste  Behauptung  unrichtig  wäre,  muss  man 
die  gleichen  resp.  symmetrischen  Polygone,  falls  dieselben  die 
Grenzflächen  eines  Polyeders  bilden,  nicht  als  solche  verstehen, 
welche  deckbar  resp.  symmetrisch  gleich  sind,  sondern  noch 
um  eine  Kugel  umgeschrieben  werden  sollen.  Bei  dieser  De» 
finition  hätten  die  untypischen  Isoeder,  deren  eine  Reihe  in 
meiner  Arbeit  angezeigt  worden  ist,  z.  B.  das  Rhombenikosaeder, 
nicht  gleiche  Flächen  gehabt,  obgleich  sämmtliche  Flächen  des- 
selben deckbar  gleich  sind. 
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Damit  die  zweite  Behauptung  unrichtig  wäre,  niuss  man 
unter  .Sinus*  nicht  eine  Function  einer  veränderlichen  Grösse 
verstehen,  welche  als  eine  Winkelgrösse  aufgefasst,  durch  das 
Yerhältniss  zwischen  einer  Kathete  und  Hypothenuse  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  (welches  den  gegebenen  Winkel  enthält, 
und  als  Kathete  muss  die  gegenüber  liegende  genommen  werden) 
ausgedrückt  werden  kann,   sondern  eine  ganz  andere  Function. 

Sobald  ich  von  Seiten  der  Herren  reinen  Mathematiker 
von  der  Nothwendigkeit  einer  solchen  Aenderung  dieser  Grund- 
definitionen erfahre,  werde  ich  gerne  meine  beiden  Behaup- 
tungen zurücknehmen.  Bis  dahin  bleibt  es  mir  unklar,  wie 
von  einer  Missverständlichkeit  solcher  Behauptungen  die  Rede 
sein  kann. 


Die  vorstehenden  Zeilen  wurden  vor  mehr  als  einem  halben 
Jahre  geschrieben.  Zur  Zeit  der  Correctur  bin  ich  veranlasst, 
noch  eine  mich  betrefPende  Aeusserung  zu  besprechen. 

Es  ist  dies  nämlich  die  von  Hrn.  F.  Herr  mann  gemachte 
Einwendung  gegen  die  Einstellung  des  Oktaeders  zweiten  Grades 
(nicht  aber  zweiter  Ordnung,  da  in  der  Morphologie  der  Polyeder 
unter  diesem  Worte  ein  ganz  anderer  BegrijBT  verstanden  wird) 
in  die  Reihe  der  regulären  (Zeitschrift  für  Krystallographie, 
XXVn,  S.  288). 

Bei  dieser  Einstellung  liess  ich  mich  von  der  von  H.  Gauch y 
(Journ.  de  FEc.  polytechn.  C.  16,  p.  65)  gegebenen  Definition 
der  regulären  Polyeder  leiten,  welche  in  der  jetzt  allgemein 
angenommenen  Ausdrucksweise  der  Symmetrielehre  lautet:  Unter 
einem  regulären  Polyeder  versteht  man  ein  solches, 
durch  dessen  Gentrum  ebenso  wie  durch  dessen  Schei- 
telpunkte Symmetrieaxen  von  nicht  geringerer  als 
3-Zähligkeit  hindurchgehen.  Von  der  Regelmässigkeit 
der  Flächen  und  der  Gonoeder  kann  Abstand  genommen  werden. 

Aus  dieser  Definition  leitet  man  direct  ab,  dass  die  Anzahl 
der  Flächen  und  der  Scheitelpunkte  nur  der  Anzahl  gleicher 
Symmetrieaxen  einer  Symmetrieart  gleich  oder  zweimal  so  gross 
sein  kann. 
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Für  das  Tetraeder  1.  Grades  ist  die  Anzahl  der  Flächen 
und  Scheitelpunkte  gleich  der  Anzahl  der  3 -zähligen  Axen 
des  kubooktaedrischen  Systems. 

Für  das  Oktaeder  1.  Grades  ist  die  Anzahl  der  Flächen 
doppelt  so  gross,  und  die  Anzahl  der  Scheitelpunkte  gleich  der 
Anzahl  der  4-zähligen  Symmetrieaxen,  und  für  den  Würfel  ver- 
tauschen sich  diese  Anzahlen  unter  einander  u.  s.  w. 

Nun  sieht  man  aber  ganz  klar,  dass  für  das  Oktaeder 
2.  Grades  die  entsprechenden  Zahlen  doppelt  so  gross  sind,  wie 
für  das  Tetraeder  1.  Grades. 

Hr.  Herrmann  hat  also  nicht  Recht,  wenn  er  hierzu  noch 
die  Gesammtheit  von  5  Hexaedern  und  sonstige  Figuren  zu- 
rechnet, welche  unter  denen  von  mir  abgeleiteten  regulären 
Polyedern  nicht  angegeben  worden  sind. 

Leider  ist  demselben  das  Original  meiner  Arbeit  nicht  zu- 
gänglich (das  Original  ist  in  russischer  Sprache  veroffentJicht), 
und  derselbe  hat  nur  den  in  der  Zeitschrift  für  Erystallographie 
XXI,  S.  694  enthaltenen  sehr  kurzen  Auszug  benutzt.  Darin 
hätte  er  umständlich  genug  die  Inconsequenzen  aufgezählt  finden 
können,  zu  welchen  die  Annahme  derjenigen  Beschränkung  in 
der  allgemeinen  Definition  geführt  hätte,  nach  welcher  die 
Polyeder  höheren  Grades  überhaupt  nicht  yon  denjenigen  des 
ersten  Grades  zusammengesetzt  werden  dürfen. 

üebrigens  sind  aber  gerade  in  dieser  Arbeit  alle  Polyeder 
höheren  Grades  überhaupt  als  aus  denen  des  ersten  Grades  zu- 
sammengesetzt aufgefasst  und  abgeleitet  worden.  Bei  der  ge- 
machten Beschränkung  würden  also  überhaupt  keine  Polyeder 
höheren  Grades  existiren. 

Üebrigens  lautet  das  Original  (S.  277):  „in  dem  Begriff 
einer  regulären  Figur  höheren  Grades  ist  das  Vorhandensein 
von  etwas  Künstlichem  nicht  zu  leugnen*. 
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Ueber  n.  Momente  von  Ä.-Complexen  im  U,. 

Von  S.  Kantor« 

Die  Reye'sche  Momententheorie  ist  wenn  nicht  der  frucht- 
barste und  am  leichtesten  zu  yerfolgende,  sicher  aber  der  gründ- 
lichste und  anschaulichste  Formalismus  zur  Verallgemeinerung 
der  Polarentheorie.  In  der  Uebertragung  dieser  Reye'schen 
Theorie  auf  den  R^  begegnet  man  keinen  weiteren  Schwierig- 
keiten als  jenen,  welche  überhaupt  die  Theorie  der  algebraischen 
Functionen  von  mehreren  Variabein  yerschliessen. 

Nicht  so,  wenn,  was  bisher  in  keiner  Weise  geschehen,  die 
Methode  auf  den  Raum  übertragen  wird,  der  als  Element  den 
linearen  R^  hat,  sie  also  in  die  Geometrie  der  iZ^.-Mannigfaltig- 
keiten  eingeführt  wird,  welche  mit  Fug  i2^-Complexe  heissen 
sollen.  Ohne  mich  in  Einzelheiten  einzulassen,  will  ich  in  Kürze 
die  wesentlichsten  Principien  yorführen,  von  denen  auszugehen 
sein  würde.  Insbesondere  muss  derzeit  noch  unerortert  bleiben, 
wie  dem  Momente  eines  jR^-Gomplexes  in  Bezug  auf  einen 
R  _^_j-Complex  eine  wirkliche  metrische  Bedeutung  gegeben 
werden  könnte. 

1.  Im  jR^  sei  die  Formel,  welche  das  Product  der  Distanzen 
zweier  22^,  R^,  ausdrückt,^)  als  Moment  oder  als  1.  Moment  der 
22.,  Rf,  bezeichnet,  nachdem  es  noch  mit  zwei  Proportionalitäts- 
factoren m,  m   (Massen)  multiplicirt  ist.  * 


^)  D'Ovidio  hat  für  dieses  Product  den  Ausdruck  berechnet  (Atti 
deir  Acc.  dei  Lincei,  Roma  1877): 

1S9&  MAth.-phy8.  CI.  3.  35 
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Diese  Festsetzung  ist  hier,  wie  schon  im'lli^,  eine  willkür- 
liche. Rational  bekannt  sind  die  Üoef&cienten  einer  Gleichung, 
deren  Wurzeln  die  Distanzen  von  JB^.,  B.,  sind,  im  22^,  z.  B. 
die  beiden  Distanzen  zweier  Geraden.  Alle  symmetrischen  Func- 
tionen dieser  Distanzen  sind  also  rational  in  den  Coefficienten 
des  «absolute'  und  den  Goordinaten  von  iZ^.,  R^,  bekannt.  Man 
konnte  mithin  als  1.  Moment  eines  R^  in  Bezug  auf  R^  irgend 
eine  symmetrische  Function  der  k  Distanzen  definiren  und  von 
hier  aus  die  der  Reye'schen  Theorie  analoge  Theorie  weiter- 
führen. 

Indem  ich  die  obige  Festsetzung  beibehalte,  bezeichne  ich 
als  n.  Moment  yon  R^  nach  R.,  die  n,  Potenz  des  1.  Momentes 
oder  das  Product  der  n.  Potenzen  der  Distanzen,  multiplicirt 
mit  m  m.  Als  das  n,  Moment  eines  R^  in  Bezug  auf  rc  ge- 
gebene R^,  bezeichne  ich  die  Summe  der  n.  Momente  von  R^ 
in  Bezug  auf  die  einzelnen  R^., 

2.  Die  Formel  für  das  Product  der  Distanzen  wird  im  R 
nicht  linear  in  den  Coefficienten  von  JB^.,  R.,^  wenn  i,  %  all- 
gemein sind;  aber  wenn  i  +  i' =  r — 1,  dann  wird 

Mom.  (iJ,  R')  =  ±\^^  ioä(2±x^  •  •  •  y^ . . .)  1) 

wo  10  =         ^       Ai  r  är\   ""^  ^^®  Factoren  in  diesem  Nenner 

die  mit  den  x,  y  geränderten  Determinanten  des  absolute  sind, 
a  die  Determinante  der  Form  A  selbst  ist.  Die  Determinante 
^^e' '  'Vd"  '  ^^^  erstreckt  über  die  den  R^  bestimmenden  Punkte 
X  und  die  den  R^,  bestimmenden  Paukte  y. 

Theorem  I.  Das  1.  Moment  eines  R^  in  Bezug  auf 
einen  Ä,._,._,  ist  eine  bilineare  Form  in  den  Goordinaten 
von  R^  und  in  den  Goordinaten  von  By_,_j  und  zwar 

mm  y  tu  a  (2p       3      'P,  .     \  2) 


*)  Die  Gerade  und  der  i?,.  erscheinen  hier  als  Träger  eines  lang» 
der  (jeraden  oder  des  B.^  erstreckten,  individuellen  Massenelemente«,  da« 
sich  also  nicht  wie  in  der  gewöhnlichen  Anffassungs weise  aus  od*  Mas:jeu- 
piinkton  zusammensetzt. 
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Wird  die  eine  Yariabelnreihe  festgehalten  und  dieses  Mo- 
ment einer  homogenen  linearen  Bedingung  unterworfen,  so  ent- 
steht eine  homogene  lineare  Gleichung  in  den  Variabeln  der 
zweiten  Reihe.     Also: 

Theorem  II.  Besteht  unter  den  tt  ersten  Momenten 
eines  variablen  B^  in  Bezug  auf  eine  Anzahl  7t  ge-- 
gebene  Ä^_^._j  eine  homogene  lineare  Gleichung,  so  be- 
schreibt der  R^  einen  linearen  B^-Complex. 

Ist  TT  =  1,  so  kann  der  lineare  Gomplex  kein  anderer  sein, 
als  der  durch  den  festen  R^_f_i  als  Axe  bestimmte  singulare 
Gomplex;  also: 

Theorem  III.  Verschwindet  das  l.  Moment  eines 
B.  und  eines  -B^.^^i,  so  schneiden  sich  dieselben  und 
schneiden  sie  sich,  so  verschwindet  das  Moment. 

Das  letztere  folgt  sofort  aus  2),  indem  in  der  Determinante 
der  Goordinaten  der  Punkte  x  und  der  Punkte  y  zwei  Golonnen 
einander  gleich  werden. 

Gorollar.  Die  Goordinaten  eines  R^  lassen  sich  also  als 
die  Goefficienten  eines  linearen  72^_^_j  -  Gomplexes  auffassen. 
Oder: 

Theorem  IV.  Damit  ein  linearer  jR^..^_i- Gomplex 
ein  vollständig  singulärer  sei,  ist  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass  unter  den  Goefficienten  des  Goraplexes 
diejenigen  Relationen  bestehen,  welche  für  die  Goordi- 
naten eines  R^  gelten. 

Ist  also 

die  Gleichung  des  linearen  jB^__^._j-Complexes,  so  müssen  unter 
den  a.  .  die  bekannten  dreigliederigen  quadratischen  Re- 
lationen bestehen,  aber  nicht  jene  des  -B^_^_i,  sondern  jene 
des  R^. 

Die  GoefBcienten  aj      ;       sollen   nun  als  die  Goordinaten 

des  linearen  Gomplexes  bezeichnet  werden ;  genügen  sie  den  er- 
wähnten Relationen,  so  werden  sie  identisch  mit  den  Goordinaten 

q  seiner  Axe. 

85* 
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Werden  in  Problemen,  wo  U^  gefragt  werden,  die  erwähnten 
Relationen  weggelassen,  so  erhält  man  lineare  Complexe  be- 
stimmt durch  ihre  Goordinaten  oder  Relationen  unter  denselben; 
erst  wenn  die  Relationen  hinzukommen,  bestimmen  sich  die  i2. 
Also : 

Theorem  V.  Jedes  Problem,  das  auf  Auffindung 
von  B^  abzielt,  kann  als  ein  Problem  der  Auffindung 
jener  linearen  B^_^_j-Complexe  in  einem  Complex- 
Sjsteme,  welche  vollständig  singulär  sind,  angesehen 
werden.^) 

Insbesondere  lässt  man  in  3)  die  canonischen  Relationen, 
deren  Gesammtheit  fi  =  0  heisse,  unbeachtet,  so  hat  man  eine 
durch  lineare  Transformationen  des  22^  unzerstörbare  Relation 
eines  linearen  B^.  -  Complexes  und  eines  linearen  12^.  ^._j  -  Com- 
plexes.     Also : 

Theorem  VI.  Die  in  den  Goordinaten  eines  linearen 
jB^.- und  eines  Ä^_^._^-Gomplexe8  gebildete  Form 

ist  eine  simultane  Invariante  der  beiden  Gomplexe. 

Verschwindet  diese  Invariante,  so  heisst  der  Ü^.-Goroplex 
zum  jRj._^_j-Coraplex  conjugirt  oder  apolar. 

Corollar.  Im  J^-^q-H  ^^^^  ^^^  JJ  -Gomplex  zu  sich 
selbst  apolar  sein.     Es  tritt  ein,  wenn  seine  Invariante 

verschwindet. 

Da  die  Relation  5)  sich  aus  den  Grassmann-Glebsch-d^Ovidio- 
sehen  Relationen  additiv  zusammensetzen  lässt,  so  folgt:  Jeder 
lineare  iZ  -Complex  mit  singulärem  R  ist  im  JB2tf+i  ^^  ^^*^^ 
selbst  apolar. 

In  der  Weise  des  Theoremes  II  kann  jeder  lineare  JB^.- 
Gomplex  dargestellt  werden  ;  nur  fragt  es  sich  um  die  niedrigste 


')  Ich   bezeichne   als  vollständig  singul&r  einen  Uy_,-_j -Complex. 
der  einen  singnlären  M^  besitzt,   d.  h.  den  alle  seine  i2^_,_i  schneiden. 
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Zahl  7C^  welche  man  erreichen  kann,  ohne  dass  der  Complex 
singulSr  wird.  Für  i  =:  1  hahe  ich  dieses  Minirnnm ,  wenn 
r  =  2q  -{•'  Ij  als  ^  +  1  gefunden.^) 

3.  Theorem  VII.  Soll  das  n.  Moment  eines  R^  in 
Bezug  auf  n  feste  Ii^_^_i  verschwinden,  so  beschreibt 
H^  einen  Complex  n.  Ordnung,  den  n.  Nullcomplex,  der 
zu  den  n:  B^_^_^  gehört. 

Die  Gleichung  Zim^M(KR^Jl._^)  =  0  wird  von  der  n. Ord- 
nung in  den  Goefficienten  JR^. 

Theorem  VIII.  Jeder  jR^-Complex  n.  Ordnung  kann 
als  «.  Nollcomplex  von  ^  =  N  _^i.  +  1 -Rr_^_i  ausge- 
drückt werden.  >'+^''' 

Hier  ist  Nj^  ^  die  Anzahl  der  Bedingungen ,  welche  eine 
Form  n.  Ordnung  in  k  homogenen  Variabein  bestimmen.  Der 
Beweis  liegt  in  der  factischen  Bestimmung  der  Massen,  während 
die  By^^i  noch  willkürlich  anzunehmen  sind. 

Zu  beachten  ist  hier,  dass  die  Gleichung  des  Complexes  in 
der  allgemeinsten  Weise,  d.  h.  mit  Beachtung  der  Relationen 
i2  geschrieben  werden  muss,  also 

worin  M^  willkürliche  Functionen  (w— 2mj).  Ordnung,  die  P^ 
aber  willkürliche  in  den  Relationen  Q  geschriebene  Polynome 
Wj.  Ordnung  sind. 

In  der  möglichsten  Verringerung  der  Zahl  n  besteht  das 
berühmte  Problem  der  canonischen  Formen,  welches  für  i  =  0 
und  r  =  3 ,  w  =  3  von  Sylvester,  Clebsch  und  Reye  gelöst,  fiir 
f  =  0  und  r  =  3,  n  =  4  von  Reye  angebahnt  wurde. 

Auch  hier  können  die  i2  vorerst  latent  gelassen  werden, 
so  dass  ein  System  n.  Ordnung  von  linearen  ü^_^_j-Complexen 
entsteht  und  gilt: 

Theorem  IX.  Jeder  i?^-Complex  n.  Ordnung  kann 
auf  unendlich  viele  Arten    als  der  Ort  der  singulären 


1)  Cr.  J,  1897. 
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R.  von  linearen  B^_^._,*Couiplexen  angesehen  werden, 
welche  in  einem  Systeme  n,  Ordnung  von  linearen  Jf""'"*- 
Complexen  enthalten  sind. 

Deswegen  auf  unendlich  viele  Arten,  weil  eben  die  ratio- 
nalen Functionen  der  £1  in  den  Goefficienten  von  F  mit  ein- 
geschlossen sind. 

4.  Auch  die  symbolische  Normalform  von  Glebsch  (Math. 
Ann.  Bd.  II  p.  1  »Ueber  die  Plücker'schen  Complexe")  für  die 
i2j-Gomplexe  in  li^  lässt  sich  entsprechend  im  R^  herstellen, 
indem  man 


F+-:?il/P=/2 


a,  fc,   c,   . 

AI     AI    l\ 


h...  iX 


7) 


ansetzt  und  hierauf  die  den  Relationen  il  entsprechenden  Pro- 
cesse  ^  anwendet. 

5.  Es  seien  nun  m  R^  gegeben  und  ein  -B^_,._ii  behaftet 
mit  Massen  (oder  Proportionalitatsfactoren).  Ich  multiplicire 
die  1.  Momente  der  m  R.  nach  dem  -B^^^^j  und  nenne  das 
Product  das  Moment  des  m-tupels  von  R^  nach  dem  J!y_,..j: 

n  Mom.  {R^\  i?,.,_i)  P) 

Ferner  bilde  ich  für  inR^  und  7t  R^^_^  diese  Producte  be- 
züglich jedes  Rf_f_^  und  addire  diese  Producte 

M=:^  (Tl  Mom.  {Rf,  RJL,^^)  9) 

und   nenne   die  Summe   das  Moment   des   ni-tupels  von  R^  in 
Bezug  auf  die  gegebenen  R  _^_j. 

Seien  femer  m  andere  R.  gegeben,  welche  ich  mit  S^  be- 
zeichne und  dieselben  ^jB^^^^j,  dann  bilde  ich  die  eben  be- 
schriebene Summe  auch  für  diese: 

M'  =  2  (JI  Mom.  {Sf,  BW  ,-i)  10) 

Ich  fasse  ferner  jeden  R.  als  einen  vollständig  singulären 
Ä^_^._j-Complex  auf  und  das  Product  dieser  linearen  Complexe 


I 
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als  einen  JJ^_^_  ^  -  Coraplex  m,  Ordnung,  welcher  in  m  lineare 
zerfallen  ist.  Dann  sind  die  Goefficienten  der  Gleichung  dieses 
Gomplexes  m- linear  zusammengesetzt  aus  den  Coordinaten  der 
linearen  Gomplexe,  also  aus  den  Coordinaten  der  B., 

Bilde  ich  dann  aus  den  7)  und  8)  die  lineare  Oombination 
A  •  Jlf  +  iu  M\  bezeichne  die  Producte  der  Gleichungen  der 
^, -^-1 "  Complexe  mit  F,,  J'/,  ihre  Oombination  ^F^-^-  ^F^ 
mit  F^  so  erweist  sich ,   dass  Ä  Jf  -|-  /i  M'  proportional  ist  zu 

3  m^J'- (««,_,)  11) 

Hierbei  bedeutet  F^  die  Gleichung  des  7?^._^_,-C!omplexe8 
n.  Ordnung  in  J2^__j._j- Coordinaten  und  F^{Bf_^_^  bedeutet, 
dass  man  diese  variabeln  Coordinaten  durch  die  Coordinaten 
eines  der  7c  gegebenen  Ä^_^_i  ersetzt  hat.^) 

Ich  bezeichne  11)  als  das  Moment  der  ^ R^_^_^  in  Be- 
zug auf  den  jB^_^_j-Complex  n.  Ordnung  F}) 

Wenn  in  9)  die  sammtlichen  m  R.  einander  gleich  werden, 
so  stimmt  das  Moment  mit  dem  n,  Momente  dieses  R.  nach 
den  ^-By_^_i  überein.  Aus  11)  folgt,  dass  als  Summe  solcher 
Momente  das  Moment  jedes  Complexes  n.  Ordnung  dargestellt 
werden  kann  und  daher  ist  auf  andere  Art  der  Reye^sche  Satz 
bewiesen : 

Theorem  X.  Ist  ein  Massensystem  indifferent  in 
Bezug  auf  seinen  n.  Nullcomplex,  so  ist  sein  Moment 
Null  in  Bezug   auf  jeden  B^_^_j-Complex  n.  Ordnung. 

6.  Wie  bei  Reye  wird  nun  definirt  als  Polarcomplex  eines 
JJ^- Complexes  Ä.  Ordnung   nach  einem  JJ^._^_j  -  Complexe ,   der 


*)  Jene  Ableitung,  welche  Herr  Reye  in  Cr.  J.  Bd.  78  für  dieses 
Moment  gegeben  bat,  überträgt  sieb  natürlich  nicht  hierher. 

^  Für  n  =  1 ,  :r  =  1  entsteht  das  Moment  eines  jR,._^_i  in  Bezug 
auf  einen  linearen  i2^_^_i-Complex  und  für  i^=^r  —  2  beweist  man  leicht 
den  Satz,  dass  dieses  Moment  proportional  ist  dem  Momente  des  ü^.^.i 
in  Bezug  auf  den  Polar-i2^  desselben  bezüglich  des  linearen  Complexes, 
wie  Herr  Klein  für  r  =  3  bemerkt  hat.  Der  Satz  gilt  aber  nicht  mehr 
für  •<r  — 2. 


538  Sitzung  der  math.-phys.  Clasae  vom  5,  Desember  1896, 

w.  Nullcomplex  eines  Massensystemes  ist,  als  Ort  der  ü^_,_p 
welche  (n-'Zr)'fach  gezählt,  mit  dem  Gomplexe  k.  Ordnung  mnl- 
tiplicirt  einen  Gomplex  n.  Ordnung  geben,  in  Bezug  auf  den 
das  Moment  des  Massensystemes  Null  ist.     Also: 

2  «1,  F"  (72« ,_,)  (R,  2?«i,_i)"-*  =  0  12) 

ist  die  Gleichung  des  Polar -l?^-Complexes  von  F^(R^_^_^)  in 
Bezug  auf  den  22^.-Complex  w.  Ordnung 

2  m,  Mora.  (B,  -K^l^^i)-  =  0  13) 

1=1. ..jt 

In  12)  enthalten  nämlich  die  bilinearen  Formen  als  die 
eine  Reihe  von  Variabein  die  Goordinaten  des  Ä^1.,._i,  welcher 

in  Massensysteme  (m^,  .  .  .  m^)  enthalten  ist,  und  als  2.  Reibe 

von  Variabein  die  Coefficienten  i?,._^_i,  das  sind  BrCoordinaten 

Px       X' 

Theorem  XL  Durch  12)  sind  eigentlich  unendlich 
viele  Polarcomplexe  bestimmt. 

Denn  in  den  Coefficienten  von  13)  sind  nach  dem  zu  VIII 
Gesagten  eigentlich  noch  unbestimmte  Grössen  (die  Coefficienten 
der  Functionen  M)  implicirt  und  diese  übergehen  durch  die 
Operationen  für  12)  auch  in  die  dortigen  Coefficienten. 
Während  aber  in  13)  diese  unbestimmten  verschwinden,  wenn 
die  .Q  =  0  gesetzt  werden,  wird  dies  in  12),  da  die  unbestimmten 
Coefficienten  jetzt  in  anderen  Potenzen  und  Verbindungen  ein- 
treten (wegen  der  Verminderung  der  Exponenten  von  n  auf 
n  —  Jc)^  nicht  mehr  sein,  die  Unbestimmten  bleiben  auch  mit 
ß  =  0. 

Insbesondere  kann  nun  auch  von  den  Polar--R^,-Complexen 
eines  linearen  i2^_^._j-Complexes  in  Bezug  auf  einen  J2^.-Complex 

n.  Ordnung  gesprochen  werden  und  speciell,  wenn  der  li^_,.,- 

Complex  vollständig  singulär  ist,  von  den  Polarcomplexen  eines 
Bf  in  Bezug  auf  einen  72^.-Complex  w.  Ordnung. 


J 
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7.  Verschwindet  12)  identisch,  so  ist  F^  apolar  zum 
n.  NuUcompIex  des  i2^_^_j-Mas8ens7steme8  nnd  es  wird  (wie  bei 
Reye)  bewiesen: 

Theorem  XII.  Das  Moment  des  J?^_^_j-Mas8en- 
systemes  ist  Null  bezüglich  aller  Gomplexe  n.  Ord- 
nung, welche  aus  einem  zum  n.  Nullcomplexe  apolaren 
Jf2^_^_^-Gomplexe  k,  Ordnung  und  einem  ganz  willkür- 
lichen J2^_^_, -Gomplexe  (w — A).  Ordnung  bestehen. 

Setzt  man  in  12)  k  =  rt^  so  folgt  auch  noch: 

Theorem  XIII.  Die  Bedingung,  damit  ein  -R,^,_i- 
Complex  n.  Ordnung  apolar  (conjugirt)  sei  zum  >?.  Null- 
complexe   eines   Massensystemes   von   rc  gegebenen 

-Im,F"(iJ(Vi)  =  0  14) 

l=sl..  n 

Nun  sind  w.  a?       ,      a*'    . . .  die  CoefBcienten  des  n,  Null- 

•     AI  •  •  •  Är-^i     •  •  • 

complexes  des  Massensystems  wie  Theorem  VIII  aussagt,  sonach 
erscheint  14)  sofort  in  der  Form : 

Theorem  XIV.  Die  Bedingung,  damit  ein  i2^-Gom- 
plex  W.Ordnung  ^ a^Pxi..,Xi+iPx{,..Xi-^i  - -Px^\..}!i^^i  ^^^ 
ein  ü,_,,i-Complex  n.  Ordnung  ^  ct^pXi^2...Xr+iPXi+2..Mi 
""Px\^2...}!!+i  conjugirt  seien,  ist 

2a,a,  =  0  15) 

wo   a^,  a^  Coefficienten    complementärer   Gleichungs- 
glieder sind. 

Ich  habe  hierin  die  Formen  absichtlich  n-linear  geschrieben. 
Das  Theorem,  sowie  schon  X,  XII,  XIII  und  11)  gelten  mit 
ihren  Herleituugeu  auch  für  nicht  symmetrische  n-lineare  For- 
men, deren  Variablenreihen  JR^  resp.  jR^_^_j-Goordinaten  sind. 

Corollar  I.  Ein  E.-Goraplex  n.  Ordnung  F  ist  apolar  zu 
einem  JB^_^._j-Gomplexe  n,  Ordnung,   der  ein  w-fach  gezählter 
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vollständig  singulärer  Complex  ist,  wenn  sein  singularer  B. 
irgend  ein  -B^  von  F  ist. 

Corollar  IL     Eine  w-lineare  Form  V  in  i2^.-Coordinaien 
ist  apolar   zu  jeder  vollsiändig  singulären  tz-Iinearen  Form  in 

^r-i-i"^^'^****^'^»  deren  n  singulare  R^  ein  NuU-ntupel 
von  r  sind. 

Es  folgt  nun  auch  leicht :  Die  Polarcomplexe  eines  linearen 
System  es  von  iZ^_^_j-Complexen  in  Bezug  auf  einen  gegebenen 

ü^- Complex  bilden  ein  lineares  System.  Die  Polarcomplexe 
eines  festen  jR^._^_j-Complexe8  in  Bezug  auf  ein  lineares  System 

von  iJrComplexen  bilden  ein  lineares  System.  In  jedem  Falle 
bilden  alle  vorhandenen,  zu  einem  gegebenen  B^.-Complexe 
apolaren  Complexe  ein  lineares  System.*)  —  Die  Dimension  des 


1)  Auf  diesen  hier  als  Folgerungen  gebrachten  Sätzen  beruht  eigent- 
lich Herrn  Reye's  Polarentheorie. 

Es  gilt  femer  das  Theorem:  Ist  eine  Schaar  von  Formen 
gleichen  Grades  n  in  i?,-Coordinaten  gegeben  und  bestimmt 
man  die  gesammte  Schaar  zu  der  jenen  apolaren  Formen  in 
i?^_^_i-Coordinaten,    so   haben   beide   Schaaren   dieselben 

Combinanten    und    zwar   sowohl   in    üy-,  als  J2|-, ^t^v 

Coordinaten. 

Sind  die  gegebenen  Formen  i?Q- Formen,  so  ist  das  Theorem  be 
kannt.  Aber  sowohl  dieses  specielle  als  das  eben  ausgesprochene  gelten 
merkwürdiger  Weise  auch  dann,  wenn  der  Grad  der  Formen  der  zweiten 
Schaar  nicht  gleich  w,  sondern  willkürlich  hoch  vorausgesetzt  wird. 

Die  äusserste  Verallgemeinerung  dürfte  jetzt  folgende  sein: 

Ist  irgend  eine  Anzahl  Formen  in  JBq,  Bj,  .  .  .  Ä,._x-Co- 
ordinaten,  also  der  Art 

^^''^VxiXi »h...U^i "' 

gegeben  und  man  bestimmt  die  gesammte  Schaar  der  Formen, 
welche  zu  jenen  apolar  sind,  so  hat  die  letztere  Schaar  die- 
selben Combinantenformen  (sowohl  in  J^q,  als  in  üj.  . .  .  -R^_j- 
Coordinaten  oder  in  allen  simultan),  als  die  der  ersteren 
Formen. 

Hierin  braucht  sowohl  für  die  Ordnung  der  Formen  der 
ersten  Schaar  als  der  zweiten  Schaar  eine  Beschränkung 
nicht  eingeführt  zu  werden. 
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Sjstemes  der  Polarcomplexe  ist  jedoch  jetzt  nicht  gleich  der 
DimeDsion  des  Systems  aus  jR^.-Gomplexen  oder  JB^^^.^j  -  Com- 
plexen  wie  ffir  i  =s  0  (Reye),  sondern  überschreitet  diese  in  Folge 
der  Relationen  i2.  — 

Hievon  und  von  den  letzten  CoroUaren  kann  eine  Anwen- 
dung gemacht  werden. 

Theorem  XV.  Zwei  lineare,  reciprok  bezogene 
oo^'-Systeme  von  J2^-Complexen  T^,  r^,  resp.  der  Ord- 
nungen mj,  Wj  erzeugen  einen  -B^.-Complex  F  der  Ord- 
nung tn^-^m^  und  dieser  ist  apolar  zu  einem  gegebenen 
B^_^_j-Complex  G  der  Ordnung  m, +»»21  dann  und  nur 
dann,  wenn  die  vermöge  der  Conjunction  zu  G  unter 
r^,  Fj  hervorgerufene  Reciprocität  H  apolar  ist  zur 
gegebenen  erzeugenden  Reciprocität  K,^) 

H  ist  dadurch  definirt,  dass  je  zwei  F^,  T^,  deren  Product 
ein  zu  G  apolarer  Gomplex  ist,  ein  Nullpaar  von  H  sind. 

Alle  Reciprocitaten  K  unter  beiden  Systemen  ^  ,  ^  '  bilden 
ein  lineares  System  und  die  erzeugten  F  bilden  ebenfalls  ein 
lineares  ooC^+^)*~i  System,  aus  welchem  durch  die  Apolarität 
zu  G  ein  lineares  oo(A*+i)"-2.gyg^m  ausgeschieden  wird,  dem 
wieder  ein  lineares  System  ooC^+i)*-^  yQ^  j^  ^u  Grunde  liegen 
muss.  Für  dieses  letztere  System  können  als  Constituenten 
(^  +  1)*  —  1  vollständig  singulare  Reciprocitaten  betrachtet 
werden.  Für  jede  solche  ist  der  erzeugte  Gomplex  das  Product 
zweier  T^,  F^\  und  ist  dieses  apolar  zu  G^  so  gehört  es  nach 
der  Definition  von  H  als  Paar  der  Reciprocität  U  an.  Dann 
ist  aber  nach  CoroUar  I  zu  XIV  die  singulare  K  apolar  zu  H, 
Für  sie  gilt  also  das  Theorem  und  somit  für  das  totale  lineare 
System  oo(^i)*-2  von  JST, 

8.  Es  erscheint  jetzt  als  specieller  Fall  von  11),  wenn  die 
Form  4)  mit  einem  proportionalen  Factor  als  das  Moment  des 
JB^  -  Complexes    und    des    i2^._^_^  -  Complexes    bezeichnet    wird. 


^)  Der   speciellste   Fall   i  =  0,   /<  =  1,   r  =  2   ist   von  Schlesinger 
M.  A.  XXII  analytisch  bewiesen. 
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Wird  dann  der  eine  Complex  festgelassen,  werden  an  Stelle  des 
anderen  7f  verschiedene  gesetzt  und  die  so  entstehenden  n.  Mo- 
mente addirt,  so  sei  diese  Summe  das  n.  Moment  des  JS^-  Gom- 
plexes  in  Bezug  auf  die  7t  Complexe. 

Theorem  XVI.  Verschwindet  das  «.  Moment  eines 
linearen  B^.-Complexes  F^  in  Bezug  auf  n:  gegebene 
JB^_^_j-Complexe,  so  beschreibt  F^  ein  System  n.  Ord- 
nung (im  Räume  der  linearen  Complexe). 

Wenn  die  den  7t  festen  B^^^i  -Complexen  zugeteilten 
Massen  variiren,  so  beschreibt  dieses  n.  Nullsystem  selbst  wieder 
ein  lineares  System. 

Theorem  XVII.  Aus  12)  13)  folgen  (wenn  ohne  die 
Relationen  £1)  die  Ausdrücke  für  das  zu  einem  Com- 
plexsysteme  k,  Ordnung  (von  iJ^_^._j-Complexen)  in 
Bezug  auf  ein  System  n.  Ordnung  (von  B^.-Complexen) 
polare  System  von  iJ^.-Coraplexen. 

Auer  in  Süd-Tirol,  April  1896. 

An  das  Vorige  schliesst  sich  passend  die  Mitteilung  einer 
neuen,  fundamentalen  Auffassungsweise.     Ich  sage  zunächst: 

Theorem  XVIU.  Sind  J^^  Jg, . . .  J^,  . . .  «7^  die  Weier- 
strass'schen  Invarianten  eines  Paares  von  JlfJ__j,  so  be- 
deutet das  Verschwinden  von  J^,  dass  der  Tangenten- 
i?^_j-Complex  der  1.  M^_^  und  der  Tangenten-2JJ._j- 
Complex  der  2.  M^_^  apolar  sind  im  Sinne  von  Theorem 
XIV  hier  oben. 

Der  rechnerische  Ausdruck  von  J^  erweist  sich  als  Summe 
^a*a\  wo  a  und  a  complementäre  Cnterdeterminanten  der 
Determinanten  cT"«  und  J  von  Ml  , ,  Ml' ,  sind.  Die  sind 
aber  auch  die  Coefficienten  der  Complexgleichungen  von  3f^.f 
■^li/)  so  dass  ^ a*a   der  obige  Ausdruck  4)  ist. 


^)  Man  erhält  diese  durch  Entwickelung  der  <?  in  Darboux's  Ab- 
handlung Liouv.  Journ.  1874.    Cf.  besonders  aber  Salmon's  Geometry  of 
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Ich  sage,  dass  beim  Verschwinden  von  J"^  (J^  =  0)  die 
beiden  M^_^  ^apolar  im  k,  Range*^  sind. 

Es  entsteht  die  Frage,  ob  nicht  auch  bei  Punktmannigfaltig- 
keiten Jlf  Jülj,  -M"^!  k  verschiedene  Apolaritäten  definirt  werden 
können.     Dies  ist  consequent  möglich  und  ich  definire: 

Zwei  Pnnktvarietäten  -MJ^j,  M^^  sind  »im  k,  Range 
apolar*,  wenn  der  Complex  der  Tangenten-JB^^j  von 
M^}^^  und  der  Complex  der  Tangenten-iJ^_^  von  M^^ 
j,apolar  im  1.  Range*  sind  nach  der  Definition  aus 
Theorem  XIV. 

Was  die  Complexgleichungen  betrifft,  sind  sie  die  Diskrimi- 
nanten  (nach  den  X)  der  Formen 

firn,)  (^(1)  ^x^a^p  +  ...  +  X^^^  xW)  =  0  16) 

/x«,)  {x{')  ^x^xp  +  ,..  +  X^^^  a:(r-H-i)  ^  q  17) 

so  dass  diese  Diskriminanten  nach  Division  durch  die  Diskri- 
minante  der  Form  ganze,  rationale  Functionen  der  Ä;-gliederigen 
resp.  (r  —  fe-j- 1)- gliederigen  Determinanten  aus  den  fe,  resp. 
r  —  Ä+1  Reihen  von  Coordinaten 

x\}\  ....  a;<*)  und  x^'\  ....  ^'^-HD         (i  =  1, . . . .  r  +  1) 

werden. 

Die  Consequenz  der  Verallgemeinerungen  I  bis  XVII  ver- 
langt, dass  auch  dieser  Begriff  auf  zwei  Complexe  aus  R^  (also 
jR^-Mannigfaltigkeiten)  ausgedehnt  werde,  die  als  Ausgangspunkt 
genommen  werden,  ohne  Tangentencomplexe  einer  Ji^-Mannig- 
faltigkeit  zu  sein.  Ich  nenne  Doppelgerade  eines  B^-Com- 
p lex  es  einen  ü^  der  in  jedem  B^  <^"i'<^h  ihn  Doppeltangente 
der  in  den  R.^  entfallenden  Strahlencurve  des  Gomplexes  ist  und 
Doppel-iJ^  eines  jR^.-Complexes  einen  iZ^  der  in  jedem 
jR^,j  durch  ihn  Doppel -i?,.  der  in  den  R^.,^  entfallenden  R^- 
Enveloppe  des  Complexes  ist. 


three  dimensions  und  verschiedene  Arbeiten  Klein's.  —  C.  Segre  hat  in 
M.  A.  XXTII  bei  Behandlung  der  J/^  die  obige  Bedeutung  nieht  bemerkt. 
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Für  einen  gegebenen  i2^-Complex  F  nenne  ich  seinen 
TangentiaI-ü^j_|-Complex  jenen,  der  die  R^  enthält, 
in  denen  der  auf  den  i2^  entfallende  i2^.-Complex  ans  f 
einen  Doppel-Jß^  besitzt.     Hiemit  definire  ich  nan: 

Zwei  ^^.-Complexe  r^ ,  F^  im  R^  sind  apolar  im 
Ic.  Range,  wenn  der  Tangential-iJ^.  j^_,-Complex  von  F^ 
und  der  Tangential-JB,._^_j^-Complex  von  F^  apolar  im 
1.  Range  sind. 

Sein  Tangential-iirComplex  ist  hierbei  F^  selbst.  Ebenso 
für  JBrComplex  F^  und  B.rComplex  F^. 

Kopenhagen,  den  18.  Oetober  1896. 


Sitzungsberichte 

der 

königl.  bayer.  Akademie  der  Wissenschaften. 


Ueber  die  Griinerde  vom  Monte  Baldo. 
(Criltterie  von  Verona,  Terra  verde  di  Brentonieo,  Seladonit  Oleekers  i.  Th.) 

Von  C.  W.  T.  Gflmbel. 

Mit  Beiträgen  von  Dr.  Reis,  Ad.  Schwager  und  Dr.  Pf  äff. 

{Eingtikn^  12.  Deamiter.) 

Die  unter  dem  Namen  „Grünerde  vom  Monte  Baldo'^ 
oder  ,yon  Verona^  allgemein  bekannte  Mineralsubstanz,  welche 
als  Bohmaterial  zur  Herstellung  der  sehr  geschätzten  Maler- 
farbe, des  sog.  Veroneser  Grüns,  dient,  findet  sich  am  Ost- 
gehänge des  Monte  Baldo  bei  dem  Dorfe  Brentonico  in 
SQdtirol,  dicht  an  der  italienischen  Grenze,  in  so  beträchtlicher 
Menge,  dass  dieselbe  schon  von  Alters  her  in  namhaften  Mengen 
in  Gruben  gewonnen  wurde  und  auch  jetzt  noch  gegraben  wird. 
Da  das,  was  bisher  über  die  Beschaffenheit  und  das  Vorkommen 
dieser  Art  Grtinerde  bekannt  geworden  ist,  noch  manche  Er- 
gänzungen wünschenswerth  erscheinen  lässt,  so  erachte  ich  es 
für  nicht  unangezeigt,  in  Folgendem  meine  Beobachtungen  und 
Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  mitzutheilen.  In  diesen 
Bemerkungen  beabsichtige  ich  im  Einzelnen  die  mineralo- 
gischen, geologischen  und  technisch-montanistischen 
Verhältnisse  zu  erörtern. 

1896.  Mitth.-phy8.  CI.  4.  36 
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I.  Mineralogische  Verhältnisse. 

Schon  im  Alterthume  kannte  man  als  Malerfiui>e  neben 
der  hellgrünen  Chrysocolla  ,^)  welche  der  Hauptsache  nach  aoi 
Malachit  bezogen  werden  darf,  eine  dunkelgrüne  Farbe,  welche 
von  VitruY  als  Creda  viridis  oder  Prasena,^)  von  Plinios  ab 
Viride  Appianum')  bezeichnet  wird.  Diese  zwei  grünen  Haupt- 
farben lassen  sich  noch  in  den  Wandmalereien  der  ausgegrabenen 
Gebäude  von  Pompeji  bestimmt  nachweisen,  die  hellgrüne,  kupfer- 
haltige  und  die  dunkelgrüne,  welche  dem  Viride  Appianum  ent- 
spricht und  jetzt  noch  durch  die  unveränderte  Frische  des 
Farbentons  sich  besonders  auszeichnet.  In  dem  blossgelegten 
Hause  eines  Farbenhändlers  daselbst  fanden  sich  nach  Hoff- 
mann (Handb.  der  Min.  II,  S.  200)  sogar  noch  wohlerhaltene 
Stücke  dieser  Grün  erde  in  Vorrath.*) 

Ob  das  Viride  Appianum  des  Plinius  mit  dem  Vorkommen 
der  Grünerde  am  Monte  Baldo  in  Beziehung  stehe,  war  bisher 
'  zweifelhaft,  lieber  diese  Bezeichnung  herrscht  nämlich  bei  den 
Interpretatoren  des  Plinius  vollständige  Unsicherheit,  ob  diese 
Benennung  etwa  von  Appius,  dem  Namen  des  Besitzers  der 
Fundstätte,  an  welcher  die  Erde  zuerst  gegraben  wurde,  oder 
von  Apium,  dem  Namen  für  Sellerie  {Äpium  graveolens)^  wegen 
der  Farbenähnlichkeit  herzuleiten  sei,  wie  Harduinus  and  mit 
ihm  die  meisten  Späteren  annehmen.  (Harduinus,  Plinii  sec. 
histor.  natur.  Ed.  II,  T.  II,  p.  688,  1741.) 

Keiner  dieser  beiden  Herleitungsversuche  scheint  jedoch  das 
Richtige  zu  trefifen.  Ich  finde  nämlich,  dass  der  Wildbach,  der 
vom  Monte  Baldo  herabstürzend  sich  in  die  Etsch  ergiesst  and 
an  dessen  Thalgehängen  hoch  oben  die  Grünerdegräbereien 
liegen,   als  Torrento   aviana^)  bezeichnet  wird   und  dass  das 


^)  Gegenwärtig  ist  diese  Bezeichnung  für  EiesebnaJachit  gebrauchlich. 
*)  Vitruvius  ,De  Architectura,  Lib.  VIT." 
3)  Plinii  sec.  bist,  natur.,  Lib.  XXXV,  cap.  29. 
*)  Chaptal  in  Annales  d.  cbimie;  1809,  Avril. 
^)  Auf  den  Karten  heisst  das  Thal  Val  Aviana  oder  mit  Weglassung 
des  Bucbstabens  A  Val  Viana. 
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Dorf,  in  dessen  Nähe  dieser  Bach  in  die  Etsch  mündet,  jetzt 
noch  Avio  heisst.  Setzt  man  statt  v  —  pp,  was  bei  der  Laut- 
ähnlichkeit doch  wohl  zulässig  ist,  so  erhalten  wir  die  Be- 
zeichnungsweise des  Plinius  und  ich  hege  keinen  Zweifel,  dass 
diese  Ableitung  die  richtige  ist  und  dass  das  Viride  Appianum 
des  Plinius  auf  das  Vorkommen  und  die  Gewinnung  der  Grün- 
erde am  Monte  Baldo  sich  bezieht.  Wir  dürfen  mithin  an- 
nehmen, dass  die  Grünerde  als  Material  für  Malerfarbe  schon 
im  Alterthum  hier  gewonnen  wurde. 

Die  Berichte  der  späteren  Schriftsteller  über  die  grüne 
Malerfarbe  gehen  nicht  über  das  hinaus,  was  Plinius  angegeben 
hat,  und  selbst  bei  den  Mineralogen  der  neueren  Zeit,  wenn  wir 
diese  mit  Agricola  beginnen  lassen,  ist  es  meist  sehr  zweifel- 
haft, welche  Mineralsnbstanz  —  abgesehen  von  dem  ächten 
Ghlorit  —  sie  als  Grünerde  bezeichnet  haben,  so  bei  Agri- 
cola selbst  die  creta  viridis^)  (De  natura  fossilium  lib.  II,  p.  193 
und  196,  Ed.  Basileae  1558),  bei  Linne  bolus  viridis  (Sytem. 
natur.  Ed.  XII,  T.  III,  p.  1205),  bei  Gmelin  argila  viridis 
(Linne,  System,  natur.  Ed.  XIII,  t.  X,  p.  140),  bei  Wallerius 
argila  mineralis  viridis^)  (System,  mineral.  t.  I,  p.  59,  1772), 
bei  Cronstedt,  bolus  viridis  (Försöktil  Minerologie  S.  86,  p.  102, 
1758),  bei  Hauy,  Tale  chlorite  zographique  (Trait.  min.  t.  III, 
183,  1804)  und  bei  vielen  anderen  Mineralogen.  Werner  be- 
zeichnete in  seinem  Verzeichnisse  des  Mineralienkabinets  des  etc. 
V.  Chain  (Bd.  I,  S.  294,  1791)  das  seladongrüne  Mineral  von 
Monte  Baldo  bei  Brentonico  in  Tirol  als  Grünerde  in  erster 
Linie  und  erhob  dadurch  das  Mineral  dieses  Fundortes  zum 
Typus  der  Substanz,  welche  man  als  Grün  erde  zu  betrachten 
hat.  Auch  in  seinem  Mineralsystem  vom  Jahre  1789  bediente 
er  sich  für  die  Bezeichnung  dieser  Mineralgruppe  des  Namens 


*)  Creta  viridis  pluribus  locis  nascitur,  sed  optima  Smimae  —  longe, 
quoad  colorem  et  vires  pertinefc,  infra  chrysocoUam  (nacli  Plinius). 

^)  Es  wird  ausdrücklich  hervorgehoben,  dass  sie  von  Säuren  nicht 
angegriffen  wird  (movetur)  und  kein  Kupfer  enthalte,  von  dem  Graphium 
viride  dagegen  giebt  Wallerius  an,  dass  es  mit  Säuren  braust,  und  dürfte 
sonach  wohl  auf  den  oft  mit  Kalk  verwachsenen  Glaukonit  zu  deuten  sein. 

36* 
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Grünerde,  welche  ebenso  in  dem  1816  bekannt  gegebenen 
Verzeichnisse  unter  der  Sippschaft  des  Steinmarks  eingereiht 
wurde.  Bei  den  nachfolgenden  Mineralogen  blieb  diese  Bezeich- 
nung lange  Zeit  hindurch  für  Terschiedene  erdige,  grün  geerbte 
Mineralien  in  Gebrauch,  bis  Eeferstein  (Deutschi,  geogr.  geol. 
dargestellt  1828,  V.  8,  S.  510)  für  die  im  sog.  Grünsand  ak 
färbende  Beimengung  vorkommende  Mineralsubstanz  den  Namen 
Glaukonit  einführte  und  Glocker  (Genera  et  Species  ncdne- 
ralium  1847,  S.  193)  sich  der  Bezeichnung  Seladonites  pic- 
torum  für  die  als  Malerfarbe  benützte  Grünerde  bediente, 
wobei  er  es  als  noch  zweifelhaft  hingestellt  sein  liess,  ob  der 
Glaukonit  dazu  zu  rechnen  sei  oder  nicht.  In  neuester  Zeit  hat 
man  ziemlich  allgemein  eine  Scheidung  in  Glaukonit  und  Sela- 
donit  in  der  Weise  angenommen,  dass  man  unter  ersterer  Be- 
zeichnungsweise die  Grünerde,  welche  in  Sedimentgesteinen 
meist  in  runden  Kügelchen  beigemengt  vorkommt,  unter  Sela- 
donit  dagegen  die  in  vulkanischen  Mandelsteinen  und  Tuffen, 
auch  in  Pseudomorphosen  sich  vorfindende  Mineralsubstanz 
verstanden  wissen  will  (Hintze,  Handb.  d.  Min.  849  n.  f.). 
Dana  nennt  dieses  Mineral  Celadonite  (The  System  ofMinera* 
logy  6,  Ed.  1892,  683),  ebenso  Des  Cloizeanx  (Manuel  de  Mine- 
ralogie I,  p.  65).  Zu  letzterem  ist  auch  die  Grünerde  vom 
Monte  Baldo  zu  rechnen. 

Speziell    genannt   wird    dieser   Fundpunkt   von   Mercati 
1574^   welcher   eine   Mineraliensammlung   im   Vatikan   anlöte 
und   hierüber  einen   Katalog  verfasste,   Metallotheca  Vaticana, 
welcher  freilich  erst  1717  durch  Lancisi  zur  Veröffentlichung 
gelangte.     Auch  der  schon  erwähnte  Fliniusinterpretator  Har- 
duinus  führt  1741  (1.  c.)  an  ,In  agro  Veronensi  terra  viridis 
effoditur,   pictoribus  enpedita'',   und  der  Schwede  Bromel  er- 
wähnt gleichfalls  (Bergarter,   1730)  eine  Grünerde  von  Verona. 
Es  geht  daraus  hervor,  dass  um  diese  Zeit  das  Vorkommen  am 
Mt.  Baldo  bei  den  Mineralogen    schon  allgemein  bekannt  war. 
Rome  d'Isle   spricht  sich  (Crystallographie  II,  Ed.  II,  p.  522, 
1783)  dahin  aus,  dass  ,,L'argeIe  ou  terre  verte  de  Verona*  aas 
einer  Zersetzung  der  von  ihm  als  Pierres  argileoses  angefahrten 


(7.  TF.  V,  Oümbel :  lieber  die  Grünerde  vom  Monte  Saldo.      549 

Mineralien  abstamme.  Estner  (Versuch  e.  Mineralogie  IL  Bd., 
S.  755,  1797)  bezeichnet  die  Substanz  als  il  verde  di  Brentonieo 
und  gibt  an,  dass  sie  in  ziemlich  grossen  Stücken  am  Mt.  Baldo 
einbreche.  H.  B.  de  Saussure  erwähnt  gelegentlich  einer 
Reise  in  der  Umgegend  von  Nizza  ein  grünes  Mineral,  das  er 
für  Werner 's  Grtinerde  oder  die  ,terre  verde  du  monte  Baldo* 
hält,  die  er  desshalb  ohne  Weiteres  «Baldog^e*  benennt 
(Voyage  dans  les  Alpes,  t.  V,  §  1432;  1797).  Später  will 
Delametherie  (Le9ons  elem.  d.  Miner.  1811—1812,  t.  II,  p.  78) 
dasselbe  Mineral  vom  Mt.  Baldo  als  ,  Veronit*  bezeichnet  wissen. 
Ausführlicher  hat  dann  noch  Giov.  de  Brignoli  de  Brunn- 
hoff über  die  Grünerde  dieses  Fundortes  (Journ.  d.  Physic,  d. 
Chimie  e.  d.  bist,  nat.,  t.  90,  1820,  p.  355),  aber  was  die 
mineralogischen  Angaben  betrifft,  in  ganz  ungenügender  Weise 
Bericht  erstattet. 

Von  den  zahlreichen  späteren  Mineralogen,  welche  den 
Mt.  Baldo  als  Fundort  der  Grünerde  anführen,  mag  noch  Hoff- 
mann  (Lehrb.  d.  Min.  II,  195)  und  ganz  insbesondere  Li  ebener, 
der  ortskundige  Tiroler  Mineraloge  (Die  Miner.  Tirols  1852, 
S.  124)  wegen  der  ausführlichen  Angabe  angeführt  werden. 
Neuestens  erwähnen  Nicolis  und  Negri  (Atti  del  Ist.  Veneto 
Ser.  VII.  la  1889/90  p.  470)  das  Vorkommen  der  terra  verde 
am  Mt.  Tretto,  das  ist  ein  Vorberg  am  Mt.  Baldo. 

Ein  neuer  Abschnitt  in  der  Kenntniss  der  Grünerde  be- 
ginnt erst  mit  den  chemischen  Analysen  der  Grünerde  vom 
Mt.  Baldo  durch  Vauquelin  (Ann.  du  Museum  d'histoire  natu- 
relle, Vol.  IX,  1807,  p.  81)  und  Klaproth  (Beitrag  z,  ehem. 
Kenntn.  d.  Mineralkörper,  Bd.  IV,  1807,  S.  241),  denen  dann 
später  die  von  Delesse  (Annal.  d.  mines  1848,  14,  p.  74,  i. 
N.  Jahrb.  1848,  S.  545)  nachfolgten.  Auch  Grönerden  von 
anderen  Fundorten  und  Glaukonite  wurden  in  der  Folge  viel- 
fach chemisch  untersucht  (Hintze,  Hand b.  d.  Mineral.  S.  851), 
woraus  hervorgeht,  dass  trotz  der  nicht  geringen  Verschieden- 
heit in  den  einzelnen  Analysen  dieser  Gruppe  von  Mineral- 
substanzen etwas  Gemeinsames  und  Charakteristisches  zu  Grunde 
liegt,  welches  sie  von  anderen  Mineralgruppen  trennt  und  unter- 
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scheiden  lässt.  Die  abweichende  Zusammensetzung,  welche  die 
chemischen  Analysen  im  Allgemeinen  ergeben  haben,  ist  mit 
Ausnahme  der  Oxjdationsstufe  des  Eisenbestandtheiles  doch  wohl 
auf  verunreinigende,  mit  dem  Mineral  innigst  verwachsene, 
verschiedenartige  Beimengungen  und  auf  die  verschiedene  Art 
der  Vornahme  der  Analyse  zurückzuführen,  wie  sich  in  ersterer 
Beziehung  auch  in  Dünnschliffen  u.  d.  M.  deutlich  wahr- 
nehmen lässt. 

Die  Nichtübereinstimmung  in  den  Angaben  über  die  Grün- 
erde des  unzweifelhaft  gleichen  Fundortes  am  Mt.  Baldo  von 
Klaproth  und  Delesse  und  die  Beobachtung  v.  Eobells, 
dass  diese  Grünerde  in  Uebereinstimmung  mit  der  Angabe  von 
Klaproth  durch  Säure  nicht  zersetzt  werde,  während  Delesse 
angiebt,  dass  die  Substanz  gepulvert  und  etwa  12  Stunden  lang 
mit  kochender  Salzsäure  behandelt,  vollständig  zersetzt  werde, 
führten  den  so  erfahrenen  Münchener  Mineralogen  zu  der  An- 
nahme (Geschichte  d.  Mineral.  S.  663),  dass  die  von  Beiden 
analysirte  Grünerde  von  Verona  nicht  derselben  Art  gewesen 
sein  könne.  Dieser  Umstand  allein  schon  wäre  genügender 
Grund  zur  erneuerten  Untersuchung  dieser  Substanz,  von  der 
ich  bei  einem  Besuche  des  Mt.  Baldo  in  diesem  Frühjahr  aus 
den  geförderten  Vorräthen  und  von  dem  in  dem  Stollen  vor 
Ort  anstehenden  Mineral  ein  reiches  Material  gesammelt  habe. 

Ueberblickt  man  die  Reihe  der  bisher  bekannt  gegebenen 
Analysen  der  Mineralien  dieser  Gruppe,  so  lässt  sich  leicht  das 
Gemeinsame  und  Charakteristische  darin  erkennen,  dass  diese 
sog.  Grünerden  wasserhaltige  Silikate  sind,  welche  bei  einem 
hohen  Gehalt  an  Kieselsäure  und  £isenoxyden  und  einem  relativ 
sehr  geringen  an  Thon-,  Kalk-  und  Bittererde  dagegen  eine 
namhafte  Menge  von  Alkalien  insbesondere  an  Kalium  besitzen, 
wie  kein  Mineral  der  Chlorit-,  Talk-  und  Serpentin  -  Gruppe, 
mit  welchen  häufig  dieses  Mineral  zusammengestellt  wird.  Das- 
selbe ist  als  eine  selbständige  sog.  Art  aufzufassen.  Welche 
Beziehungen  zu  der  Glimmergruppe  sich  herausstellen,  darauf 
wird  später  zurückzukommen  sein. 
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Um  aber  die  abweichenden  Angaben  Yauquelins,  Klap- 
roths  und  von  Delesse  in  Bezug  auf  die  Oxydationsstufe  des 
Eisenbeetandtheiis  Anhaltspunkte  zu  gewinnen,  schien  es  wün- 
scfaenswerth,  eine  neue  Analyse  zu  veranlassen. 

Die  chemische  Analyse  wurde  von  Herrn  Assistenten  Ad. 
Schwager  im  Laboratorium  des  kgl.  Oberbergamtes  mit  aller 
Bedachtnahme  auf  die  Bestimmung  von  Eisenoxyd  und  -oxydul 
am  Material,  welches  ich  selbst  am  Ort  des  Vorkommens  ge- 
sammelt habe,  vorgenommen.  Die  Ergebnisse  sind  im  Folgenden 
zugleich  mit  den  Angaben  von  Vauquelin,  Klaproth  und 
Delesse  zusammengestellt: 


Bestandtheile        ,  Vauquelin  *) ;  Klaproth 


Kieselsäui'e 
Titanoxyd    . 
Thonerde 
Eisenoxyd    . 
Eisenoxydul 
Manganoxydul 
Kalkerde 
Bittererde    . 
Kali    .     .     . 
Natron    .    . 
Phosphorsäure 
Wasaer    .     . 
Organisches 

Sum 


me 


Delesse 


Adolf  Schwager 


I«)        II»)      III*) 


52 

53 

51,25 

54,80 

55,80 

54,84 

0,22  ;  0,24 

0,10 

7 

— 

7,25 

7,38   3,20 

1,22 

23 

28 

13,12  16,85 

19,16 

20,72 

7,09   3,88 

4,39 

0,18   0,12 

0,28 

0,20 1  0,16 

0,24 

G 

2 

6,98 

3,18 

5,32 

5,34 

7,5 

10 

G,21 

8,48   9,04 

9,75 

1,92 

0,62   1,12 

0,82 

0,10 

0,07 

4 

6   1 

6,67 

4,99 

4,67 

3,77 

Spur 

Spur 

Spur 

99,5 

99 

100,00 

100,36 

100,47 

1 

99,91 

Während  die  Angaben  der  verschiedenen  Analysen  in 
Bezug  auf  die  Menge  der  Kieselsäure,  Thonerde,  Kalk-  und 
Bittererde,  der  Alkalien  und  des  Wassers  kaum  grössere  ünter- 


^)  Mit  von  M.  Faujas  an  Ort  und  Stelle  gesammeltem  Material. 
*)  Mit  dichten,  homogenen,  ausgelesen  reinen  Stücken. 
')  Mit  von  den  reinsten  Stücken  abschlemmbarem  Material. 
*)  Mit  G runerde  von  stenglich  fasriger  Beschafifenheit. 
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schiede  zeigen,  als  es  bei  nicht  krjstallisirten,  mehr  oder  weniger 
verunreinigten  Mineralsubstanzen  vorzukommeu  pflegt,  ist  die 
Verschiedenheit  in  der  Angabe  bezüglich  der  Oxydationsataft 
des  Eisenbestandtheils  —  anch  abgesehen  Ton  der  Analyse 
Vauquelin's  —  sehr  auffallend.  Delesse  giebt  nur  Eisen- 
oxydul (20,72 ^/o)  und  kein  Eisenoxyd  an,  wie  auch  C.  Haaer 
bei  der  Grtinerde  von  Kaaden  und  Sartorius  v.  Walters- 
hausen bei  jener  von  Island,  welche  denn  doch  keine  wesentlich 
andere  Mineralsubstanzen  sind,  während  bei  den  mit  aller  Vor- 
sicht angestellten  Analysen  Seh  wage r's  eine  überwiegende 
Menge  von  Eisenoxyd  gefunden  wurde  in  üebereinstimmimg 
mit  den  Analysen  Lemberg's^)  (UraUt  am  Bnfaure)  und 
Heddle's^)  (Grünerde  von  Scuir  Mohr  und  Giants  Causeway). 

Zu  den  Analysen  I,  II  und  III  bemerkt  Schwager:  ,dass 
das  Material  zu  I  von  einer  Anzahl  derber  bis  faastgroaser 
Stücke  genommen  wurde,  von  welchen  in  bis  1  mm  grosse 
Stückchen  zerschlagenen  Theilen  die  anscheinend  reinsten  aas- 
gelesen wurden. 

Zur  Analyse  II  dienten  die  durch  kochendes  Wasser  von 
den  reinsten  grösseren  Stücken  ablösbaren  feinsten  Theile,  wäh- 
rend für  Analyse  III  Stückchen  von  ausgesprochen  slanglich- 
faserigem  Gefüge  und  deutlicher  Homogenität  verwendet  wurden. 

„Diese  Proben  zeigten  ein  feinerdiges  Gefüge,  und  an  den 
vielfach  auftretenden,  oft  wellig  gefurchten  Rutsch-  und  Gleit- 
flächen lebhaften  Fettglanz,  wie  solcher  durch  künstliche  Glat- 
tung  hervorgebracht  werden  kann. 

Die  Härte  schwankt  zwischen  1 — 3,5,  erstere  bei  den  ab- 
schlemmbaren  Theilen,  die  mittlere  gilt  fQr  die  Stücke  der 
Analyse  II,  und  die  Härte  des  Materials  zur  Analyse  III  halt 
sich  zwischen  der  von  Ealk-  und  Flussspath. 

Die  Farbe  des  Minerals  ist  eine  dunkelblaugrüne,  wech- 
selnd etwas  dunkler  oder  heller;  das  zerriebene  Pulver  ist  lichter 
geförbt. 


1)  Zeitflchr.  d.  d.  geol.  Geeellscli.    Bd.  29,  S.  495. 

2)  Transact.  Roy.  Soc.  Edingb.  1879.    XXIX.    S.  102. 


C.  W,  V,  Qümbeh  üeber  die  Crrünerde  vom  Monte  BcUäo,      553 

Der  Strich  ist  matt,  hellgrtin,  nicht  glänzend.  Das 
Mineral  fühlt  sich  etwas*  fettig  an  und  klebt  schwach  an  der 
Zange. 

Das  spec.  Gewicht  der  Substanz  Analyse  I  und  II  beträgt 
2,850—2,920,  das  der  Analyse  III  2,860. 

Der  Bruch  ist  flach  muschelig,  uneben  wellig. 

Der  Schmelzpunkt  fiir  Probe  I  und  II  wurde  annähernd 
zu  5  (Orthoklas),  für  III  dagegen  zu  4,  jenem  des  Amphibols  ge- 
nähert, bestimmt.  Die  Schmelzperle  ist  in  der  Oxydationsfiamme 
erzeugt  schwarz,  in  der  Reduktionsfiamme  lichter  gefärbt. 

Im  Eölbchen  giebt  das  Mineral  unter  beginnender  Roth- 
gluth  erhitzt  Wasser  ab.  Die  in  feinstes  Pulver  verwandelte 
Substanz  wird  durch  25  ^/o  Salzsäure  oder  50%  Schwefelsäure 
in  der  Eochhitze  während  ungefähr  10  Stunden  vollständig  zer- 
setzt.   Die  Kieselsäure  bleibt  als  pulverige  Masse  im  Rückstande. 

Behufs  der  Eisenoxydulbestimmung  wurde  jede  Probe  aut 
zwei  verschiedene  Weisen  behandelt  und  aus  den  nur  wenig  ab- 
weichenden Einzelbestimmungen  das  Mittel  genommen,  welches 
die  Zahlen  der  Analyse  I,  II  und  III  geliefert  hat. 

Die  Methoden  bei  diesen  Eisenoxydulbestimmungen  waren 
folgende: 

1)  Die  Zersetzung  geschah  direkt  durch  50%  Schwefel- 
säure unter  Einleitung  eines  continuirlichen  Eohlensänrestroms, 
der  bereits  vor  Eintragung  des  feinstgeriebenen  Materials  und 
vor  der  Erhitzung  durch  die  Schwefelsäure  geführt  wurde. 
Diese  Einleitung  von  Kohlensäure  in  das  zur  Zersetzung  dienende 
Gefass  vor  und  nach  der  Erhitzung  geschah  in  allen  angeführten 
Fällen  auf  gleiche  Weise. 

2)  Die  Proben  wurden  in  einem  mit  Kohlensäure  gefüllten 
und  dann  zugeschmolzenen  Glasrohr  mit  25%  oder  50%  Schwefel- 
^ure  auf  120 — 130^0.  erhitzt,  wobei  der  Aufechluss  mit  25%iger 
Säure  rascher  erfolgte,  als  mit  50%iger. 

3)  Der  Au&chluss  wurde  mit  einer  zur  raschen  Zersetzung 
bei  gelinder  Erwärmung  zureichenden  Menge  von  Flusssäure 
und  Schwefelsäure  unter  Einleitung  von  Kohlensäure   bewirkt. 
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4)  Das  feinst  zerriebene  Material  wurde  aofs  innigste  mit 
dem  fünffachen  Gewicht  von  vorher  geschmolzenem  und  dann  fein 
zerriebenem  Borax  gemengt  und  im  Platintiegel  durch  vorsichtig 
geleitetes  rasches  Erhitzen  geschmolzen.  Die  Schmelze  wurde 
darauf  wieder  mit  verdünnter  Schwefeliräure  unter  Einleitung 
von  Kohlensäure  im  Tiegel  selbst  zerlegt. 

In  allen  durch  die  verschiedene  Methoden  gewonnenen 
Lösungen  wurde  endlich  durch  mit  aller  Vorsicht  voi^enommener 
Titration  mittelst  Chamäleonlösung  der  Gehalt  an  EHsenoxydnl 

bestimmt.* 

Es  wird  durch  diese  Untersuchung  ganz  unzweifelhaft  nach- 
gewiesen, dass  der  Eisen bestandtheil  in  der  Grünerde  weit  vor- 
herrschend als  Eisenoxyd  an  deren  Zusammensetzung  betheiligt 
ist,  entgegen  der  Annahme  von  Delesse;  dagegen  wird  dessen 
Angabe  bezüglich  der  Zersetzbarkeit  bestätigt.  Diese  wider- 
sprechenden Angaben  beruhen  wohl  darauf,  dass  man  nicht  zu- 
reichend feines  Pulver  angewendet  hat  und  dieses  nicht  lang 
genug  in  der  Eochhitze  behandelt  wurde. 

Dünnschliffe,  aus  derben  Stücken  des  Minerals  hergestellt, 
werden  nur  in  sehr  dünnen  Schliffen  unter  dem  Mikroskop 
durchsichtig  und  lassen  eine  wolkig-flockige  Zusammensetzung 
aus  lichten  und  dunkelen,  grün  gefärbten  Theilchen  erkennen, 
denen  hier  und  da  eisenrostig  gefärbte  Flecke  untermengt  sind. 
Metallig  glänzende,  kleinste  Körnchen  gehören,  wie  dies  ans 
dem  feinst  zerriebenen  Material  mit  dem  Magnet  herausgezogenes 
Pulver  beweist,  dem  Magneteisen  an.  Solche  Beimengungen 
stellen  sich  in  grösserer  Menge  an  den  Rändern  ein,  an  welchen 
die  Grünerde  mit  Mandelstein  verwachsen  ist.  Nicht  selten 
scheint  auch  die  Eieselsubstanz,  welche  in  Form  von  Ghalcedon 
mit  der  Grünerde  vergesellschaftet  ist,  in  letztere  eingedrungen 
zu  sein. 

Sehr  hellgefarbte  Partien  in  den  Dünnschliffen  zeigen  keine 
Spuren  von  Pleochroismus,  während  dunkle  Stellen  eine 
schwache  Farbenänderung  vom  Lauchgrünen  ins  Gelblichgrfine 
wahrnehmen  lassen.    Im  pol.  Lichte  erweist  sich  bei  gekreuzten 
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Nikols  die  Substanz  als  doppelt  brechend  und  zeigt  Aggregat- 
farben, was  ihre  Zusammensetzung  aus  kleinen  krystallini- 
sehen  Theilchen  beweist. 

Behandelt  man  die  losgelösten,  gutgereinigten  Dünnschliffe 
mit  25%  Salzsäure,  so  verschwinden  die  oben  erwähnten  rost- 
gelben Flecke  und  es  bleiben  an  ihrer  Stelle  helle,  krystallinische 
Partien  erhalten;  mithin  scheint  die  gelbe  Färbung  nur  von 
einem  zersetzten  Eisenmineral  herzurühren.  Mit  Kalilauge  be- 
handelt zerfallen  die  Dünnschliffblättchen  in  unregelmässige, 
meist  spiesseckige  Stückchen,  was  auf  eine  zersetzende  Einwir- 
kung auf  die  Grünerde  hinweist.  Es  bestätigt  dies  auch  die 
Thatsache,  dass  bei  der  Behandlang  des  feinen  Pulvers  mit 
Kalilauge  bis  3%  Kieselsäure  ausgezogen  werden. 

Fast  genau  ebenso  verhält  es  sich  mit  der  zweiten  Gruppe 
der  Grünerdesubstanzen,  dem  Glaukonit.  Auch  für  diesen 
gaben  viele,  namentlich  die  älteren  Analysen^)  bis  auf  Sterry 
Hunt,  C.  V.  Haushof  er  u.  A.  den  Eisenbestandtheil  als  Oxydul 
an,  während  C.  v.  Haushofer  in  10  den  verschiedensten  Sedi- 
mentärgesteinen entnommenen  Proben  durchweg  weit  überwiegend 
Eisenoxyd  fand,  in  Uebereinstimraung  mit  den  Angaben  von 
Sterry  Hunt,  Dewalque,  v.  Bamberger,  Heddle  und  den 
meinigen.  Dieses  Ergebniss  kann  kein  zufalliges  oder  auf  einer 
Verschiedenheit  des  untersuchten  Materials  beruhendes  sein. 

Da  auch  in  den  südalpinen  Tertiärablagerungen  z.  Th.  sehr 
reichliche  Beimengungen  von  Glaukonit,  namentlich  in  grösster 
Menge  in  einem  kalkigen  Grünsand  am  Zollhaus  des  Mt.  Brione 
bei  Riva  am  Gardasee  gefunden  wird,  unterzog  Ad.  Schwager 
auch  diesen  Glaukonit  einer  Analyse  und  übergab  mir  fol- 
gende hierüber  von  ihm  gemachte  Beobachtungen: 

«Aus   dem  Grünsand   der  unteren  Schio-Schichten 
am  Zollhaus  Mt.  Brione,  Gardasee. 


^)  Gümbel,  üeb.  d.  Natur  u.  Bildungsweise  des  Glaukonits  (Sitz.- 
Ber.  d.  bayer.  Acad.  d.  Wiss.,  math.-i)h7s.  Cl.  1886,  S.  417).  C.  Hintze, 
Handb.  d.  Mineral.  1892,  S.  849. 
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Der  Grünsand  vom  Mt.  Brione. 

Der  versieinerungsreiche  Grfin-  oder  Glaukonitsand 
der  UntersuchuDgsprobe  erweist  sich  im  Mittel  (mit  Aas- 
schluss  der  Conchylienschalen)  zusammengesetzt  aus: 

Glaukonit  in  Körnern      .     .     •  43,87  ^/o 
Quarzsand  und  Thon  mit  wenig 

hellen  Glimmerschüppchen  .  24,51  , 

Schwefelkies 3^96  . 

Eisencarbonat 7,38  , 

Ealkcarbonat 16,00  , 

Bittererdecarbonat 3,28  , 

Gyps .     .     .  IM  . 

Summe  100,00 

Unter  diesen  Gemengtheilen  bilden  Glaukonit,  Quarz 
und,  mit  seltenen  Ausnahmen,  auch  der  Schwefelkies  die 
gröberen  Bestandtheile  (60,6%),  welche  im  Maximum  etwa 
0,5  mm  Eorn grosse  erlangen. 

Die  Carbonate  mit  27,76  *^/o  bilden  das  Cement  ftir 
die  übrigen  Bestandtheile,  während  der  letztangef&hrte 
Gyps  als  das  sekundäre  Produkt  der  Einwirkung  der 
Atmosphärilien  auf  den  Schwefelkies  und  weiters  der 
solchergestalt  gebildeten  Schwefelsäure  auf  den  benach- 
barten Ealk  anzusehen  ist. 

Aus  diesem  Glaukonitsand  wurden  zuerst  (bei  Zim- 
mertemperatur) die  Carbonate  mit  verdünnten  Säuren  mög- 
lichst entfernt,  dann  der  lockere  Rückstand  durch  Sieben 
von  den  feineren  Theilen  befreit,  um  schliesslich  in  wieder- 
holter Scheidung  mit  Methylenjodid  den  Glaukonit  in 
möglichster  Reinheit,  getrennt  von  den  übrigen  Gemeng- 
theilen zu  erhalten. 

Glaukonit  vom  Mt.  Brione. 

Im  Eorn  erscheint  derselbe  dunkelgrün  bis  grün- 
lich schwarz,  in  meist  gerundeten,  oft  nierenförmig 
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getheilten   Formen    mit    mattem,    eben   wahrnehmbarem 
Fettglanz  an  der  Oberfläche. 

Die  Härte,  in  den  kleinen  Aggregaten  schwer  be- 
sidmmbar,  mag  um  3  herum  schwanken. 

Als  feines  Pulver  zeigt  dieser  Glaukonit  durch 
organische  Substanz  verursachte  schmutzigblaugrüne 
Farbe,  welche  nach  lang  anhaltendem  Trocknen  auf 
100— 110<>  C.  merklich  lichter  wird. 

Das  spez.  Gewicht  der  zur  Analyse  verwandten 
Substanz  wurde  in  zwei  Fällen  bestimmt  und  ergab  die 
Zahlen  2,955  und  2,952. 

Als  ursprüngliches  Eorn  ist  der  Glaukonit  ziemlich 
schwer  schmelzbar,  und  selbst  als  feines  Pulver  sinkt 
seine  Schmelzbarkeit  kaum  unter  den  Werth  5  (Ortho- 
klas) der  KobelTschen  Schmelzskala. 

Im  Eölbchen  erhitzt,  scheidet  derselbe  selbst  bei 
massiger  Hitze  leicht  Wasser  ab,  das  sich  nach  längerer 
Einwirkung  von  beigemengter  organischer  Substanz  leicht 
gefärbt  zeigt. 

Vor  der  Analyse  wurde  das  Material  sorgfaltig  bei 
105^0.  getrocknet.  Der  Aufschluss  (in  ursprünglicher 
Komerform)  mit  5®/oiger  Salzsäure  am  Wasserbad  war 
selbst  nach  15  stündigem  Erhitzen  nicht  ganz  beendet, 
während  25®/oige  Salzsäure  in  wenigen  Stunden  die 
Lösung  bis  auf  die  von  organischer  Substanz  bräun- 
lich gefärbte  Kieselsäure  bewirkte. 

Bemerkens  werth  ist,  dass  bei  Behandlung  der  nicht 
zerkleinerten  Glaukonitkörner  mit  Säuren,  nach 
vollendetem  Aufschluss  die  Kieselsäure  in  der  Form 
des  ursprünglichen  Kornes  als  halbdurchscheinende 
opalartige  compacte  Masse  zurückbleibt. 

Zur  Eisenoxydulbestimmung  wurde  der  Glaukonit 
mit  25^/oiger  Schwefelsäure  unter  Einleitung  von  Kohlen- 
säure zur  Lösung  gebracht  und  das  Eisenoxydul  mit 
Chamäleonlösung  titrirt. 
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Die  Analyse  des  Glaukonits  Ton  Mt.  Brione 
ergab : 

Kieselsäure 50,36 

Titansäure 0,02 

Thonerde 7,04 

Eisenoxyd 19,13 

Eisenoxydul 3,95 

Manganoxydul 0,0<> 

Kalkerde 0,91 

Bittererde 4,08 

Kali 0,62 

Natron 1,58 

Lithion 0,01 

Wasser  und  Organisches^)    .     .     .  6,32 

Pbosphorsaure 0,26 

Summe^l00,34 

In  deutlichen  Spuren  wurden  in  1  g  Substanz  weiter 
nachgewiesen :  Cu,  Ni  und  eben  noch  nachweisbar  Sn. 

Die  grosse  Uebereinstimmung,  welche  sich  in  der  Zu- 
sammensetzung des  Glaukonits  und  jener  der  Grunerde 
(trotz  sonstig  mannigfach  hervortretender  Verschiedenheit*) 
ergiebt,  auf  welche  schon  vor  langer  Zeit  hingewiesen 
wurde,  ebenso  die  Frage  nach  der  Einheitlichkeit  ihrer 
Zusammensetzung  Hess  es  gerathen  erscheinen,  diese  Sub- 
stanzen einer  Theillösung  zu  unterwerfen  und  diese  in 
Vergleich  zu  setzen. 

So  ergab  die  achtstündige  Einwirkung  von  2%iger 
Salzsäure    (100  ccm    Säure    auf   0,5  g    Substanz)    am 

^)  Die  organische  Substanz,  nur  in  geringer  Menge  vorhanden. 
reicht  aber  hin,  um  den  Kieselsaure  -  Rückstand  beim  Säure -Aufschlns« 
deutlich  zu  filrben. 

^)  Diese  Verschiedenheit  soll  weiter  unten  durch  tabellarisclie  Gegen- 
überstellung der  namhaftesten  üntersuchungsergebnisse  an  diesen  Stoffen 
übersichtlicher  dargestellt  werden. 
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Wasserbad    auf    die    feingeriebenen    Substanzen    folgende 
procentische  Zusammensetzung  der  Lösungen.^) 

2^/oig6   Salzsäure   löst   in    8   Stunden    auf   100  ^ 
hitzt  aus : 


er- 


Glaukonit von  Mt.  Brione.     Grünerde  von  Verona.*) 
Gesaramt:  58,08^/0  23,86  ^/o 

Procen tische  Zusammensetzung  der  Lösungen  (zum  Vergleich  stehen 
nebenan  in  Klammer  die  Bauschanalysen  der  betreffenden  Stoffe). 


50,86 

50,21- 

= Kieselsäure    ^ 

-50,39 

54,80 

7,38 

5,43 

-Thonerdeetc.  - 

-  4,28 

7,88 

23,08») 

18,93- 

Eisenoxyd 

-23,30 

20,21») 

0,91 

1,43- 

Ealkerde 

--  0,44 

0,20 

4,08 

'  6,64= 

=  Bittererde 

-  6,34 

3,18 

6,62 

6,31^ 

-Kali 

=  7,81 

8,48 

1,58 

0,93 

-Natron 

■    0,91 

0,62 

H,0  =  6,32 

10,07 

-Glühverlust   = 

-  6,50 

4,99 

1 

Summe  100,33 

99,95 

Summe 

99,97  ] 

100,36 

H,0 


Wie  ersichtlich,  ist  die  leichtere  Zersetzbarkeit 
des  Glaukonits  durch  Säuren  in  den  verzeichneten 
Relativzahlen  für  die  Lösung  in  2^/oiger  HCl  deutlich  aus- 
gedrückt. Während  von  der  Griinerde  kaum  ein  Viertel 
gelöst  wurde,  verfiel  bei  gleich  gestalteter  Einwirkung  von 
dem  Glaukonit  mehr  als  die  Hälfte  der  Lösung. 

Ungeachtet  dieser  Verschiedenheit  in  den  Mengen  des 
Gelösten  zeigt  dessen  procentische  Zusammensetzung  den- 
noch in  beiden  Fällen  grosse  IFebereinstimmung. 


^)  Ein  Theil  der  durch  die  Säure  aus  ihi-er  Verbindung  frei  ge- 
wordenen Kieselsäure  ging  in  die  filtrirte  Salzsäurelösung  überf  der 
Rest  derselben  wurde  mit  6*/oiger  Kalilauge  durch  mehrstündiges  Er- 
hitzen am  Wasaerbad  von  dem  un  zersetzten  Rückstand  getrennt.  Unter 
Zurechnung  dieser  noch  in  KOH  löslichen  Si02  wurde  die  Gesammt- 
lösungsmenge  berechnet  Der  An  theil  der  in  die  2^/oige  Salzsäure 
übergegangenen  Si02  an  der  Gesammtlösung  beträgt  beim  Glaukonit 
12,32,  bei  der  Grünerde  11,56  »/o. 

2)  Material  der  Analyse  I  der  Grünerden. 

^)  Eisen-Oxyd  und  Oxydul  sind  als  Zahlensumme  angesetzt. 
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Die  Gegenüberstellung  der  beigefügten  Baoschanaljsen 
iässt  weiter  erkennen,  dass  die  Tbeillösungen  mit  der  Za- 
sammensetzang  des  Glaukonits  die  grösste  Aebnlichkeit, 
—  ja  in  ihrem  Hauptbestandtbeil ,  der  Kieselsaure,  fast 
absolute  Gleichheit  aufweisen.  Auffällige  Verschiedenheit 
(abgesehen  von  dem  schwankenden  Eisengehalt)  zeigt  sieh 
im  Wasser antheil.^)  Die  Theillosungen  erscheinen  an 
Wasser  reicher,  als  die  Substanzen  im  Ganzen  und  zwar 
stellt  jene  des  leichter  aufschliessbaren  Glaukonits  schein- 
bar das  höhere  Hydrat  dar.  Ferner  zeigen  die  Partial- 
lösungen  auch  höheren  Bittererde-  und  geringeren  Thonerde- 
gehalt. 

Die  grösste  Differenz  zwischen  Theillösung  und  Bausch- 
analyse  weist  aber  die  Grünerde  iui  Kieselsauregehalt 
auf.  Die  Theillösung  fuhrt  60,39,  die  Bauschanalyse  ver- 
zeichnet 54,80  und  rechnerisch  finden  sich  im  Rückstand, 
nach  der  Behandlung  mit  2^/oiger  Salzsäure,  56,17 ®/o 
Kieselsäure. 

Dieser  höhere  Kieselsauregehalt  im  Rückstand  deutet 
möglicher  Weise  auf  eine  Beimengung  von  ungebundener 
Kieselsäure.  Der  Aufschluss  einer  Grünerdeprobe  mit 
Schwefelsäure  und  die  nachfolgende  Behandlung  der 
restirenden  Kieselsäure  mit  Kalilauge,  welche  völlige  Lö- 
sung bewirkte,  schliessen  die  Gegenwart  von  Quarz  aus. 

Eine  weitere  Paralleluntersuchung  von  Glaukonit 
und  Grünerde  bestand  in  der  Behandlung  der  feinst- 
zerriebenen  Substanzen  mit  Kalilauge. 

5^/oige  Kalilauge  hatte  in  12  Stunden  bei  Kochhitze 
vom  Glaukonit  von  Mt.  Brione  14,28 ®/o  zersetz. 


1)  Die  angesetzten  Glüh  Verluste  (Differenz  der  Glöhverluste  de» 
Ganzen  und  der  Reste)  geben  nicht  den  vollen  Wassergehalt  an.  Die 
beim  Glühen  mitverbrannte,  wenn  auch  geringe  Menge  organischer 
Substanz  erhöht  den  Glühverlust  über  den  Betrag  des  ausgetriebenen 
Wassers,  während  die  gleichzeitige  Oxydirung  von  vorhandenem  Eisen- 
oxydul zu  Oxyd  den  Glühverlust  geringer  erscheinen  Iässt.  Jedenfalls 
stellen  sich  hier  die  Glühverluste  um  Weniges  niedriger  als  der  eigent- 
liche Wassergehalt. 
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In  Procenten  der  zersetzten  Menge  waren  52,00  ^/o 
Kieselsäure  von  der  Lauge  in  Lösung  genommen  und  aus 
dem  durch  Filtration  von  der  Lösung  getrennten  Bück- 
stande mit  kalter  verdünnter  Salzsäure  weitere  26,00  ®/o 
Eisenoxyd  etc.  ausziehbar. 

Von  der  Grünerde  von  Verona  waren  mit  10 ^/o 
Kalilauge  in  zwei  Stunden  bei  Kochhitze  15,28^/o  aufge- 
schlossen mit  54,66*^/0  Kieselsäure  und  24,00  ^/o  Eisen- 
oxyd etc. 

20^/0  ige  Kalilauge  hatten  in  30  Stunden  bei  Koch- 
hitze 25,6  ®/o  zersetzt.  Hievon  waren  55,40  ^/o  Kieselsäure 
von  der  Lauge  direkt  gelöst  und  in  dem  durch  Filtration 
gewonnenen  Rückstand  dann  durch  kalte,  verdünnte  Salz- 
säure 22,22  ^/o  Eisenoxyd  etc.  löslich  geworden. 

Die  eben  angeführten  üntersuchungsergebnisse  gestatten 
folgende  Schlüsse  (deren  Giltigkeit  selbstredend  vorläufig 
nur  auf  das  hier  untersuchte  Material  beschränkt  gedacht 
wird) : 

In  Erwägung,  dass  Theillösungen  eines  Minerals,  welches 
wiederum  meist  durch  Verunreinigung,  fremde  Einschlüsse, 
nachgefolgte  Zer-  oder  Umsetzungen  kein  einheitliches 
Ganze  darstellt,  in  den  seltensten  Fällen  mit  diesem  selbst 
genau  gleiche  procen tische  Zusammensetzung  der  chemischen 
Bestandtheile  aufweisen  werden,  dass  Theillösung  und  Ge- 
sammtbestand  des  Glaukonits  von  Mt.  Brione  in  ihren 
chemischen  Constituenten  im  Wesentlichen  nahezu  überein- 
stimmen, ist  letzterer  nicht  als  ein  Gemenge,  sondern  als 
einfacher  Mineralkörper  anzusehen. 

Anderseits  spricht  die  oben  hervorgehobene,  sich  den- 
noch ergebende  Verschiedenheit  dafür,  dass  kein  einfaches, 
aus  der  procentischen  Zusammensetzung  des  Glaukonits 
kurzer  Hand  abzuleitendes  chemisches  Molekül  vorliegt. 

Für  die  Grünerde  ergaben  sich  schon  in  der  Zusammen- 
setzung von  Theil-  und  Gesammtlösung  erheblichere  Unter- 
schiede, und  es  ist  fraglich,  ob  diese  durch  Annahme  einer 
coraplicirteren  chemischen  Constitution  genügend  begründet 
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erscheinen  würden,  oder  ob  wir  die  Grünerde  nicht  den- 
noch als  ein  Gemenge  von,  wenn  auch  sehr  ähnlich  zu- 
sammengesetzten  Mineralcomplexen   zu  betrachten   haben. 

Um  kurz  einschaltend  das  Ergebniss  der  Einwirkung 
von  Kalilauge  auf  Glaukonit  und  Grünerde  zu  berOhren, 
so  beweisen  diese  Versuche,  dass  in  genannten  Körpern 
die  Gegenwart  irgend  erheblicherer  Mengen  hydratiacher 
Kieselsäure  ausgeschlossen  erscheint,  aus  deren  Anwesen- 
heit allenfalls  z.  B.  die  wechselnde  Härte  der  angeführten 
Grünerdeproben  erklärt  werden  könnte. 

Die  angefügte  Uebersicht  des  Verhaltens  von  Glau- 
konit und  Grünerde  in  physikalischer  und  chemischer 
Hinsicht  spricht  deutlich  für  ihre  nahe  Verwandtschaft,  die 
sich  unter  anderm  in  der  grossen  Uebereinstimmung  ihnrr 
Theillösungen  ausspricht,  und  selbst  in  den  angefügten 
Nebenbestand theilen  auffällige  Uebereinstimmung  aufweist 
Aber  ebenso  bestimmt  spricht  diese  Zusammenstellung 
gegen  ihre  Identität.  *Der  eine  Schluss  aus  genannter 
Uebereinstimmung  wird  nicht  abzuweisen  sein,  dass  ihre 
genetischen  Beziehungen  sehr  nahe  sind. 


Vergleichende  Uebersicht  des  Verhaltens  des  Glaukonits  von 
Mt.  ßrione  und  der  Grünerde  von  Verona  in  physikalischer 

und  chemischer  Hinsicht. 


Aeussere  Kenn- 
zeichen, Gestalt, 
Farbe,  CTlanz 

Strich 

Glaukonit 

Schiesspulver  ahnlich  ge- 
rundeteKörner  von  dunkel- 
grüner bis  p-ü  nach  warzer 
Farbe,  oberflächlich  mat- 
tem Fottglanz 

Grünerde 

Dichte,  feinerdige,  uneWn 
brechende,  selten  stanglig- 
fanerige   Massen.    Dunkel- 
blaugrün. Fettglanz  an  den 
Stauchflächen 

hellblaugrün 

1—3 

schmutzig  hellblaugrün 
nahe  3 

Härte 

Spec.  Gewicht 

2,953 

2,850—2,920 

1 
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Scbmelzbarkeit 

Löslicbkeit  in 
Siuiren 


Crlaukonit 


5  (Orthoklas) 


25®/oige  Salz-  oder  Schwe- 
i  feisäure  lösen  den  unzer- 
kleinerten  Glaukonit  bei 
Kocbbit/.e  in  wenigen  Stun- 
den bis  auf  die  compakt 
zurückbleibende  Kiesel- 
säure. 

2  o/o  HCl  löst  in  8  Stunden 
bei  1000  C.  58,08  o/o. 


Einwirkung  von  j  5  o/o  KOII  hatte  in  12  Stun- 
Kalilauge  aufdie:  den  bei  Kochhitze  gelöst 
feinst  zen*iebe- 1  und  aufgeschlossen :  Im 
nen  Substanzen  Ganzen  14,28  o/o.  In  Lö- 
sung waren  52,0 o/o  Kiesel- 
säure und  weiter  in  ver- 
dünnter, kalter  Salzsäure 
26,00  Eisenoxyd  etc.  aus- 
ziehbar. 


Nebenbestand-  Neben  dem  auch  quant. 
theile,  weichein  angeführten  Lithium  noch 
lg  Substanz  noch!  Kupfer,  Nickel  und  eben 

spurenweise         noch  nachweisbar  Zinn. 

nachweisbar 
waren 


Grünerde 


4—5  (Amphibol-Orthoklas) 


250/0  Salz-  oder  Schwefel- 
säure lösen  die  Grünerde 
nur  als  feines  Pulver  oft 
erst  nach  zehn-  und  mehr- 
stündigem Erhitzen  zum 
wallenden  Sieden ,  unter 
Zurücklassung  des  grössten 
Theils  der  Kieselsäure  als 

lockeres  Pulver. 

2  0/0  HCl  löst  in  8  Stunden 

bei  1000  c.  23,86 *Vo 


10  0/0  KOH  schloas  in  zwei 
Stunden  bei  Kochhitze  im 
(Ganzen  15,28  0/0  auf.  Hie- 
von  waren  54,66  0/0  Kiesel- 
säure direkt  gelöst.  Kalte, 
verdünnte  Säure  löste  nach- 
folgend noch  24,6  0/0  Eisen- 
oxyd etc. 
200/0  KOH  80  Stunden  auf 
Kochhitze  gebracht:  Auf- 
schluss  :  26,6  0/0.  Hievon 
55,460/0  Kieselsäure  direkt 
gelöst  —  nachfolgend  in 
kalter,  verdünnter  Salzsäure 
löslich :  22,22  Eisenoxyd  etc. 


Spektroskopisch  eben  sicht- 
bar: Lithium,  ferner  Kupfer 
und  Nickel. 


Aber  auch  mit  den  neueren  Analysen  der  Grünerden 
(Seladonit)  von  mehreren  Fundorten  stimmt  die  des  Glaukonits 
so  nahe  überein,  dass  an  einer  mineralogischen  Verschiedenheit 
beider  Mineralsubstanzen  nicht  wohl  festgehalten  werden  kann. 

Dies  wird  auch  durch  das  physikalische  Verhalten  des 
Glaukonits  bestätij^t,*)  welches,  wie  Dünnschliffe  u.  d.  M.  lehren, 


1)  Gümbel,  a.  a.  0.  S.  430. 
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eine  merkwürdige  Uebereinstinimung  mit  jenem  des  Seladonits 
erkennen  lässt.  Erneuerte  Untersuchungen  an  dem  anaijsirten 
Glaukonit  vom  Mt.  Brione  stimmen  gleichfalls  damit  überein. 
Die  meist  rundlichen,  ziemlich  gleich  grossen  Glaukonitkornchen 
zeigen  einen  schwachen  Pleochroismus  und  bei  gekreuzten 
Nikols  eine  Äggregatfärbung,  wie  der  Seladonit.  Ebenso  setzt 
sich  die  Substanz  aus  wechselnd  heller  und  dunkler  grün  ge- 
färbten, wolkenartig  verbundenen  Partien  zusammen,  in  welchen 
einzelne  rostfarbige  Flecke  sich  bemerkbar  machen. 

Nach  alledem  ist  ein  wesentlicher  mineralogischer  Unter- 
schied zwischen  Glaukonit  und  der  Grünerde  vom  Mt.  Baldo 
nicht  festzuhalten,  es  sei  denn  durch  das  Vorkommen  des  einen 
Körpers  in  den  Sedimentgesteinen  meist  in  kugeligen  Körnchen,  des 
anderen  in  Eruptivgesteinen  als  derbe  Massen.  Von  einer  Her- 
kunft des  Glaukonits  aus  zersetzten  Seladonit-haltigeu  Eruptiv- 
gesteinen kann  wohl  keine  Rede  sein. 

Was  die  Stellung  dieser  Mineralsubstanz  nach  dem  Typus 
der  Grünerde  vom  Mt.  Baldo  und  der  meisten  Glaukonite  der 
Sedimentgesteine,  die  ich,  auch  wenn  die  gefundenen  Zahlen 
ihrer  Zusammensetzung  sich  nicht  auf  eine  chemisch-mineralo- 
gische Formel  berechnen  lassen,  für  eine  selbstständige  erachte, 
im  Mineralsystem  anbelangt,  so  herrschen  auch  hierüber  sehr 
verschiedene  Angaben.  Werner  führt  diese  Grünerde  unter 
seinem  Thongeschlecht  zwischen  Bimsstein  und  Chlorit  auf; 
Naumann-Zirkel  setzt  sie  in  die  Gruppe  Talk-Serpentin  in 
die  Nähe  von  Stilpnomelan,  Rammeisberg  erwähnt  die  Sub- 
stanz bei  Gelegenheit  der  Beschreibung  von  Augit,  Bauer  sowie 
Tschermak  reiht  sie  der  Glimmergruppe,  Groth  der  Kaolin- 
Pyrophyllit-Gruppe,  Hintze  den  Kaolinminerahen  an,  Delesse 
bezeichnet  als  terre  verte  die  Substanz,  welche  Hauy  als  talc 
zoographique  beschrieben  hat.  Sonst  ist  bei  den  französischen 
Mineralogen  die  Bezeichnung  talc  chlorite  verbreitet  und  in 
neueren  Beschreibungen  der  in  den  basaltigen  Gebilden  des 
Vicentinischen  ^)    vorkommenden    Grünerde  -  Substanzen    werden 


^)  Muni  PI-,  Etmle  dn  tithoniqiic  etc.  du  Vieentin. 
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diese  als  Produits  chloriteux  und  serpentineux  und  Delessite  ange- 
führt, obwohl  auch  diese  Ausscheidungen  im  Vicentinischen,  wie 
ich  mich  überzeugt  habe,  nichts  anderes  sind,  als  Grtinerde  wie 
jene  in  den  Mandelsteinen  am  Mt.  Baldo  und  mit  Chlorit  oder 
Serpentin  in  keiner  Beziehung  stehen. 

Am  naturgemässesten  scheint  es  mir  nach  der  chemischen 
Zusammensetzung  und  der  physikalischen  Eigenschaften  Sela- 
donit  mit  Glaukonit  der  Glimmergruppe  anzureihen, 
nicht  aber  der  Thon-,  noch  weniger  der  Chloritgruppe  zuzu- 
weisen. 

Besonders  bemerkenswerth  sind  die  Erscheinungen,  welche 
man  an  Dünnschliffen  u.  d.  M.  wahrnimmt,  wenn  in  letzteren 
mit  der  Grünerde  verwachsene  Theile  des  Nebengesteins  ange- 
schnitten sind.  Die  Grtinerde  greift  mit  einem,  meist  dunkel- 
grün gefärbten,  scharf  abgegrenzten  Saum  in  welligen  Schlingen 
in  den  benachbarten  Mandelstein  ein  und  dringt  auch  in  iso- 
lirten  unregelmässig  umgrenzten  Partien  in  denselben  vor.  Der 
Mandelstein  zeigt  sich  in  dieser  Grenzregion  stark  zersetzt;  die 
Hauptmasse  bildet  eine  wasserhelle  amorphe  Masse,  in  welcher 
einzelne  noch  ziemlich  frisch  erhaltene,  bei  gekreuzten  Nikols 
farbenstreifige  Plagioklasnädelchen  und  sehr  zahlreiche,  undurch- 
sichtige, schwarze,  an  Magneteisenpulver  reiche,  unregelmässig 
umgrenzte  Flecke  eingeschlossen  sind.  Von  Augit-  und  Olivin- 
beimengungen  ist  nichts  mehr  zu  sehen.  Es  scheint  mithin, 
dass  diese  letzteren  Gemengtheile  und  die  glasige  Zwischenmasse 
der  Zersetzung  anheimgefallen  sind. 

In  Stückchen,  in  welchen  die  Grünerde  mit  Chalcedon  ver- 
wachsen ist,  zeigt  sich  keine  scharfe  Abgrenzung  zwischen 
beiden  Substanzen  und  der  Chalcedon  wird  durch  in  seiner 
Masse  fein  vertheilte  Grtinerde  grtinlich  gefärbt,  während 
der  gelblich  gefärbte  Chalcedon  durch  eine  auf  einzelne 
kömige  Häufchen  vereinigte,  in  der  Masse  zerstreut  ein- 
gebettete rostgelbe  Substanz  seinen  Farbenton  erhält.  Solche 
gelbliche  Chalcedone  bestehen  nach  einer  Analyse  von  Ad. 
Schwager  aus: 
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Kieselsäure 96,06 

Titansäure       Spur 

Thonerde 0,20 

Eisenoxyd 2,24 

Manganoxydul      ....      Spur 

Kalkerde 0,04 

Bittererde 0,16 

Kali 0,09 

Natron 0,01 

Wasser „ii^O 

100,00 


Härte  =  7. 
Spec.  Gewicht  =  2,62. 
5^/oige  Kalilauge  lost 
von  dem  feingepulverten 
Chalcedon  in  der  Koch- 
hitze in  5  Stunden 
37,52 «/o  Kieselsaure. 


Entfernter  von  den  Grünerdegruben  besteht  nach  den  Unter- 
suchungen von  Dr.  Pfaff^)  in  Dünnschliffen  der  Mandelstein 
dieses  Zugs,  obwohl  auch  stark  zersetzt,  aus  doch  noch  deutlich 
erkennbaren  Gemengtheileu,  nämlich  aus  sehr  reichlich  vor- 
handenem, nadeiförmigem  Plagioklas,  Augit,  Magneteisen,  Olivin 
und  einer  glasartigen,  stark  zersetzten  Zwischenmasse.  Der 
Olivin  besitzt  deutliche  Spaltbarkeit  und  die  braune  Färbung 
der  Hyalosiderits.  Das  Gestein  braust  mit  Säuren  behandelt  nicht. 
Die  Wände  der  Blasenräume  sind  häufig  mit  kleinen  Krj'stall- 
chen  von  Zeolithen  oder  einer  weichen  bolartigen  Substanz  bedeckt, 
die  durch  die  rissige  Zerklüftung  ihren  wässrigen  Ursprung  ver- 
räth.  Kleine  Bhomboeder  gehören  Chabasit,  fasrige  Ausschei- 
dungen wohl  dem  Pektolith  an. 

Dieser  basaltigen  Einlagerung  zwischen  den  Nummuliten- 
schichten  gehört  auch  der  Basalt  an,  der  in  der  Nähe  der 
Grünerdegruben  bei  S.  Valentino  ansteht  und  in  losen  Blöcken 
auf  dem  Sattel  gegen  die  Skalette  über  die  Oberfläche  zerstreut 
liegt.*)  Das  aus  dem  Innern  eines  solchen  Blocks  herausge- 
schlagene Gestein  ist  anscheinend  vollkommen  frisch  und  besitzt 
eine   deutlich   krystallinische  Struktur,    wie  diese  dem  Dolerit 

*)  Bei  der  miki'oskopischen  Untersuchung  der  Gesteine  hat  Herr 
Dr.  Pf  äff  wesentliche  Beihilfe  geleistet. 

*)  Es  int  dies  wahrscheinlich  dasselbe  (xestein.  auf  welches  die  Be- 
schreibung Artini's  (Atti  d.  R.  Ist.  Veneto,  t.  LIII,  p.  253)  vom  Val  Dritt» 
(wohl  Treto  der  Karten)  sich  bezieht. 
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eigen  za  sein  pflegt.  Die  Dünnschliffe  lassen  u.  d.  M.  als 
Gemengtheile  Plagioklas,  Augit,  Magneteisen,  Titaneisen,  Olivin, 
Amphibol,  Glimmer,  Apatit,  Glaszwischenmasse  und  eine  grüne 
Substanz  erkennen.  Der  Plagioklas  macht  die  Hauptmasse  aus 
und  ist  in  Form  schmaler  leistenförmiger,  wasserheller  Nädelchen 
in  gleichförmiger  Grösse  durch  die  ganze  Masse  vertheilt.  Der 
Augit  ist  hellbraun  gefärbt,  durchsichtig  mit  kaum  wahrnehm- 
barem Pleochroismus  und  von  ziemlich  wechselnder  Grösse. 
Er  nimmt  keinen  grossen  Antheil  an  der  Zusammensetzung  des 
Gesteins  und  lässt  zuweilen  eine  theilweise  Umwandlung  in  eine 
grüne,  Aggregatpolarisation  zeigende  Substanz  erkennen.  Der 
nicht  seltene  Olivin  ist  fast  farblos,  an  den  Rändern  und  an  den 
durchziehenden  Rissen  meist  stark  zersetzt  und  umschliesst  kleine 
Magneteisenkryställchen  neben  Picotit.  Hellgrüner  Amphibol 
und  dunkle  Glimmerschüppchen  sind  sehr  selten  beigemengt. 
Ein  hervorragender  Gemengtheil  ist  Titaneisen  in  der  charak- 
teristischen leistenförmigen  Ausbildung.  Dieser  Basalt  ist  daher 
ein  typischer  Dolerit,  wie  er  auch  an  noch  mehreren  anderen 
Stellen  im  Mt.  Baldo-Gardasee-Gebiet,  z.  B.  zwischen  Tierno 
und  Besagno  unfern  Mori,  und  bei  Nago  angetroffien  wurde. 

Der  Dolerit  von  S.  Valentino  besteht  aus:  im  Ganzen  (I), 
der  Plagioklas  in  demselben  (U)  und  der  dichte  Basalt  von 
Fontechel  bei  Brentonico  (HI): 

I  n^)  HP) 

Kieselsäure 50,00  53,93  42,58 

Titanoxyd 1,25           —  2,24 

Thonerde 10,50  27,50  13,36 

Eisenoxyd  u.  -Oxydul     .  26,00           4,68  18,16 

Manganoxydul       .     .     .  Spuren          —  0,24 

Kalkerde 4,30           5,33  12,72 

Bittererde 0,50           0,88  4,76 

Kali 1,93           2,00  2,04 

Natron 3,20           5,58  2,48 

Phosphorsäure        .     .     .  Spuren          —  Spuren 

Glüh  Verlust       ....  1,75           0,10  2,16 

Summe       99,43       100,00       100,74 

1)  Analyst*  11  und  111  von  A.  JScli wager. 
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Alle  untersuchte  Basalte  am  Mt.  Baldo^)  und  Gardasee 
gehören  den  Feldspathbasalten,  wie  auch  fast  ausnahmslog 
jene  des  benachbarten  Veroneser  und  vicentinischen  Tertiär- 
gebiets,^)  an  und  theilen  sich  in  die  zwei  Gruppen  der  deutlich 
krystalliniRch-körnigen  Dolerite  und  der  för  das  unbewaffnete 
Auge  scheinbar  dichten  Feldspathbasalte,  welche  die  grosste 
Anzahl  der  Vorkommnisse  auszumachen  scheinen. 

Mit  diesem  Dolerit  von  S.  Valentino  zunächst  ähnlich  ist 
der  Basalt  in  der  grabenartigen  Vertiefung  zwischen  Torbole 
und  Nago,  welcher  zwischen  dem  Hauptnummulitenkalk  und 
dem  oberen  mitteleocänen  Nummulitenkalk  des  Burgbergs  Ton 
Nago  liegt.  In  demselben  machen  die  leistenformigen  Plagioklas- 
nädelchen  gegen  ^/4  der  ganzen  Gesteinsmasse  aus.  Nach  der 
Analyse  (II),  in  welcher  die  Kieselsäure  durch  Differenz  be- 
stimmt wurde,  gehört  dieselbe  einem  kalkarmen  Labradorit  an 
(A.  Schwager).  Daneben  ist  sehr  reichlich  leisten  formiges 
Titaneisen  vorhanden,  ebenso  eine  braungelblich  gefärbte,  un- 
regelmässig begrenzte,  polarisirende  Substanz,  welche  die  Stelle 
der  Mesostasis  vertritt.  Grüner  Augit  und  stark  zersetzter 
Olivin  ist  spärlicher,  sehr  vereinzelt  Apatit  vorhanden.  Ver- 
einzelt vorkommende  Blasenräume  sind  mit  Ealkspath  aus- 
gefüllt. 

Fast  genau  von  derselben  Beschaffenheit  ist  der  Dolerit, 
welcher  unterhalb  Besag no  bei  Visna  unfern  Mori  zu  Tag 
ausgeht;  bei  demselben  tritt  die  braungelbe  Zwischenmasse  mehr 
zurück  und  Olivin  ist  häufiger  vorhanden.  Ausser  Apatitnädel- 
chen  zeigt  sich  spurweise  eine  violettblaue  Beimengung,  welche 
als  Hauyn  zu  deuten  ist,  welcher  reichlich  in  dem  Anamesit- 
artigen  Basalt  von  Sacco  bei  Roveredo  vorkommt.  Dieser 
Basalt  von  Roveredo  zeichnet  sich  überhaupt  durch  gewisse 
Eigenthümlichkeiten  aus.  Er  gehört  in  die  Gruppe  der  Feld- 
spathbasalte ;  der  nadeiförmige  Plagioklas  ist  besonders  reichlich 


1)  E.  Nicolis  e  Negri   in  Atti  d.  R.  IhI.  Veneto  VII,  1890,   4Ü0, 

2)  Muni  er  Gh.,  Thescs  per  Ktiide  du  tithonique.  du  cretacee  d« 
tertiaire  du  Vicentin  1891;  Artini,  Appunti  petrographici  80p.  alc. 
Rocce  del  Veneto  in  Atti  d.  R.  Ist.  Veneto  etc.,  t.  LIII,  p.  253. 
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vorhanden,  ausserdem  Augit  in  kleinen  Kryställchen  in  der 
Hauptmasse  und  in  grösseren  Krystallen  eingestreut,  stark  zer- 
setzter Olivin  ist  in  rundlichen  Ausscheidungen  beigemengt,  die 
Zwischenmasse  bildet  ein  helles,  z.  Th.  bräunlich  gefärbtes  Glas. 
Als  besondere  Eigenthümlichkeit  ist  die  reichliche  Beimengung 
von  violettblauem  Hauyn,  der  fast  in  gleicher  Menge,  wie  das 
Glas  an  der  Zusammensetzung  sich  betheiligt.  Neben  spärlich 
vorkommendem  Apatit  und  noch  seltener  kleinen,  stark  pleo- 
chroitischen  braunen  Glimmerschüppchen  finden  sich  sporadisch 
eingestreut  grössere  Ausscheidungen,  die  dem  Enstatit  angehören. 
In  den  zahlreichen  Blasenräumen  sind  Feldspath  und  Zeolithe 
anzufinden. 

Von  der  zweiten  Gruppe  der  Feldspathbasalten  von  dichter 
Struktur  wurden  die  Vorkommnisse  von  Fontechel  bei  Bren- 
tonico,  Besagno  unterhalb  Brentonico  und  der  Halbinsel  Gigerini 
bei  Malcesine  am  Gardasee  untersucht. 

Der  Basalt  von  Fontechel  (Analyse  H)  ist  sehr  dicht, 
besteht  fast  zu  gleichen  Theilen  aus  leistenförmigem  Plagioklas 
und  meist  gut  ausgebildeten,  röthlicben  Augitkryställchen,  dann 
aus  kleinen  z.Th.  auskrystallisirtenMagneteisenkörnchen  und  wenig 
glasiger,  stellenweise  gelblicher  Mesostasis.  Olivin  ist  hauptsächlich 
eingesprengt,  an  den  Rändern  und  Rissen  zu  einer  grünlichen 
Masse  zersetzt.  In  kleinen  Blasenräumen  zeigen  sich  Neuan- 
siedelungen von  Kalkspath  und  Zeolithen. 

Der  Basalt  von  Besagno  in  der  Nahe  des  oben  be- 
schriebenen Dolerits  und  demselben  Zug  basaltiger  Gesteine  an- 
gehörig verhält  sich  ganz  ähnlich  wie  der  von  Fontechel.  Die 
Bestandtheile,  namentlich  die  Augite  sind  etwas  grösser,  letztere 
auch  etwas  häufiger;  der  Olivin  erscheint  in  Einsprengungen 
und  in  der  Grundmasse  vertheilt  in  z.  Th.  gut  auskrystallisirten 
Körnern;  Magneteisen  findet  sich  in  meist  auskrystallisirten 
Körnchen  und  in  staubartigen  Mikrolithen.  Bemerkenswerth 
sind  äusserst  feine,  lange  Nädelchen,  die  hauptsächlich  neben 
dem  Plagioklas  auftreten.  Sie  geben  bei  gekreuzten  Nikols 
keine  Farbenreaktion  und  scheinen  dem  Apatit  anzugehören. 
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Der  Anamesit^artige  feinkrystallinische  (nicht  dicbt 
aussehende)  Basalt  von  der  S.  Rochuskapelle  hei  Pannone  NO. 
von  Nago  ist  ein  Feldspathhasalt  mit  ziemlich  grossen  Plagio- 
klasnädelchen,  unbestimmt  umgrenztem  Augit  in  der  Hauptmasse, 
einzelnen  grösseren,  gut  auskrjstallisirten  Augit-Individaen,  sel- 
tener mit  basaltischer  Hornblende,  Olivinbutzen,  einer  grünen 
Zersetzungssubstanz,  Apatit  und  Kornchen  von  Magneteisen  ohne 
leistenförmiges  Titaneisen. 

Ein  nahezu  dichter,  höchst  feinkrystallinischer  Feldspaih- 
Basalt  bei  der  S.  Thommaso-Eapelle  am  Aufstieg  von  Nago 
nach  Pannone  enthält  als  Hauptmasse  ein  undeutlich  geschie- 
denes Gemenge  von  Plagioklas  und  Augit  mit  in  denselben 
reichlich  eingestreuten,  gut  umgrenzten  nadelförmigen  Plagioklas- 
und  Augitkrjstallen.  Das  reichlich  eingestreute  Magneteisen 
erscheint  in  krystallisirten  Körnchen,  wie  bei  dem  vorher  be- 
schriebenen Basalt;  Olivin  bildet  theils  rundliche,  theils  krystal- 
linische  Einsprengungen. 

Basalt  von  der  weit  in  den  Gardasee  hineinreichenden 
Landzunge  von  Casa  Gigerini  S.  von  Malcesine  ist  sehr 
dicht,  tief  schwarz  gefärbt.  Er  besteht  aus  fast  vorherrschender 
röthlich-brauner  Glasmasse,  in  welcher  leistenformige  Nädelchen 
von  Plagioklas,  kurze  Krjställchen  von  Augit  und  Krystall- 
körnchen  von  Magneteisen  eingebettet  sind.  Olivin  zeigt  sich 
theils  gut  auskrystallisirt  der  Mesostasis  beigemengt,  theils  in 
kleinen  unregelmässigen  Butzen,  in  beiden  Fällen  tritt  häufig 
vom  Rande  her  und  an  Rissen  fortschreitende  Zersetzung  ein. 
Apatit  ist  selten.  Eigenthümlich  sind  kugelige  (in  Dünnschliffen 
kreisförmige)  Ausscheidungen  von  Kalkspath,  überzogen  von 
einer  in  Säuren  unlöslichen  Rinde,  als  Ausfüllungen  von  Blasen- 
räumen. 

Der  Feldspathhasalt  am  Burgberg  von  Malcesine  ist 
ausgezeichnet  durch  die  reichliche  Beimengung  von  Olivin,  oft 
mit  eingestreutem  Magneteisenpulver,  oft  Hyalosiderit-artig  ge- 
färbt. Die  Plagioklasnädelchen  sind  verhältnissmässig  gross,  die 
Magneteisenbeimengungen  reichlich  in  krystallisirten  Kömchen 
eingestreut. 
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Die  Basalte  erscheinen  mit  ihren  Begleitern  den  Mandel- 
steinen und  Tuffen  in  deckenförmiger  Ausbreitung;  nur  selten 
gelingt  es,  einen  gangartigen  Durchbruch  wahrzunehmen,  wie 
z.  J3.  im  Olivenhain  oberhalb  Arco.  Es  ist  von  sich  selbstver- 
ständlich, dass  diese  Tertiärbasalte  das  unterliegende  ältere  Ge- 
stein gangartig  durchsetzen  müssen,  wie  man  dies  so  schön  an 
den  Basaltgängen,  welche  die  Scaglia  durchbrechen,  an  der 
Strasse  von  Yaldagno  nach  Mt.  Novale  und  am  Weg  nach  Casa 
Migliora  alta  bei  Valdagno  beobachten  kann. 

Die  Mand'elsteine  besitzen  durchweg  die  petrographische 
Zusammensetzung  der  Basalte,  mit  denen  sie  verbunden  sind. 
Nur  die  Häufigkeit  der  Blasenräume,  die  in  diesen  angesiedelten 
zahlreichen  Zersetzungsprodukte  und  eine  fortgeschrittene  Um- 
bildung mancher  Bestandtheile  zeichnen  sie  vor  den  dichten 
Basalten  aus.  Selten  sind  darin  die  Plagioklas  verändert  und 
zersetzt;  auch  die  Augite  und  Magneteisengemengtheile  zeigen 
selten  eine  erlittene  Umbildung;  dagegen  erweist  sich  der  Olivin 
mehr  oder  weniger  zersetzt  und  ebenso  die  Zwischenmasse  viel- 
fach in  Grünerde  umgewandelt.  Die  Mineralansiedelungen  in 
den  Blasenräumen  sind  meist  Rindenüberzüge  über  die  Blasen- 
wandungen, selten  volle  Ausfüllungen.  Am  häufigsten  kommen 
Grünerde,  Chalcedon,  eine  Bolus-artige  Substanz,  Zeolithe  vor, 
auffallend  weniger  häufig  Ealkspath.  Bezüglich  der  bolartigen 
Substanz  ist  zu  bemerken,  dass  sie  nicht  selten  grüugefärbt 
sich  zeigt,  dabei  aus  zahlreichen  radialfaserigen  Kügelchen  be- 
steht, die  in  p.  L.  bei  gekreuzten  Nikols  das  schwarze  Kreuz 
wahrnehmen  lassen. 

Sehr  wechselnd  ist  die  Beschaffenheit  der  Tuffe.  Ihre 
mehr  oder  weniger  deutliche  Schichtung,  der  Einschluss  von 
organischen  Ueberresten,  der  Mangel  an  Blasenräumen  und  ein 
meist  sehr  beträchtlicher  Kalkgehalt  lassen  sie  von  dem  stark 
verwitterten  erdigen  Basalt  und  Mandelstein  unterscheiden.  Es 
ist  jedoch  die  Trennung  dieser  Gesteine  nicht  immer  eine  leichte, 
wenn  nur  oberflächliche  und  auf  kleinen  Raum  beschränkte 
Aufschlüsse  geboten  sind.  Ein  lebhaftes  Aufbrausen  beim  Be- 
tupfen  des  Tuffs   mit   einer  Säure   dürfte  ziemlich  sicher  seine 
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Natur  verratheh.  Die  Beschaffenheit  und  Zusammensetzung  sind 
wohl  örtlich  verschieden.  Ein  der  Grünerdelagerstatte  benachbarter 
versteinerungsreicher  Tuff  von  Sorne  mag  als  Beispiel  dienen.  An 
dessen  Zusammensetzung  sind,  wie  die  schwierig  herzustellenden 
Dünnschliffe  u.  d.  M.  erkennen  lassen,  ausser  den  meist  aus  dem 
organischen  Reich  stammenden  KalkeinschlQssen  als  Reste  der 
ursprünglichen  Basaltgemengtheile  zu  erkennen,  eine  röthlich- 
braune,  durchscheinend  amorphe  Masse,  der  Glasmesostasis  ent- 
sprechend, sehr  selten  ähnlich  gefärbte  lebhaft  polarisirende 
Augittheilchen  und  Magneteisen körnchen.  Unzersetzt  gebliebene 
Plagioklasnädelchen  konnten  nicht  bestimmt  erkannt  werden. 
Als  Neubildungen,  welche  aus  Zersetzungen  hervorgegangen 
sind,  treten  in  grosser  Menge  durch  eingestreutes  feinstes  dunkel- 
farbiges Pulver  getrübte  amorphe  Flecken,  dann  in  rundlichen 
Partien  ausgeschiedene  typische  Grünerde,  eine  fasri^  grün- 
gefärbte  Substanz,  welche  aus  der  Zersetzung  von  Olivin  und 
Augit  hervorgegangen  zu  sein  scheint  und  eine  zeolithiBche 
Beimengung  auf,  welch'  letztere  deutlich  dadurch  erkennbar  ist, 
dass  das  feine  Pulver  mit  10^/oiger  Salzsäure  behandelt,  gela- 
tinirt.  Ob  diese  Zeolithneubildung  bei  allen  diesen  Tuffen  vor- 
kommt, wäre  weiter  zu  untersuchen.  Als  durch  Beischwem- 
niung  eingeführt  sind  Quarzkörnchen  zu  bezeichnen,  welche 
spärlich  sich  vorfinden.  Weder  Chlorit,  noch  Pennin,  noch 
Delessit,  welche  Munier^)  in  den  sog.  Breccioles  des  Vicenti- 
schen  als  Gemengtheile  angiebt,  konnten  hier  nachgewiesen 
werden. 

II.   Geologische  Verhältnisse. 

Ueber  die  geologischen  Verhältnisse  des  Vorkommens 
der  Grünerde  am  Mt.  Baldo  ist  in  auffallender  Weise  bisher 
kaum  mehr  bekannt  geworden,  als  dass  dieses  Mineral  in  einem 
tuffigen  Gestein  in  Begleitung  von  Basalt  angetroffen  wird.  Der 
Fundort  ist  zwar  auf  der  für  ihre  Zeit  vortrefflichen  geogno- 
stischen  Karte  des  montanistischen  Vereins  für  Tirol  und  Vor- 

^)  Muuier  a.  a.  0.  Ö.  134  u.  ft'. 
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arlberg  angegeben,  aber  nur  bei  den  ausgezeichneten  Kennern 
der  Mineralien  Tirols  Liebener  und  Yorhauser  finden  wir 
die  nähere,  aber  kurze  Angabe,  dass  das  Mineral  auf  Gängen 
von  einigen  Zoll  Mächtigkeit  im  Basalttuff  in  steter  Begleitung 
von  bräunlich  gelbem  Hornstein,  welcher  mit  der  Grönerde  ver- 
wachsen ist,  und  von  Drusen  mit  Quarz,  Chalcedon  und  Berg- 
krystall  vorkommt. 

Es  fragt  sich  nun,  in  welcher  geologischen  Beziehung  diese 
basaltischen  Gesteine  zu  den  im  Mt.  Baldogebirge  ent- 
wickelten Bildungen,  insbesondere  zu  den  ihnen  zunächst  be- 
nachbarten Ablagerungen  stehen.  Um  diese  Verhältnisse  zu 
erläutern,  erweist  es  sich  als  nothwendig,  einen  wenn  auch  nur 
ganz  flüchtigen  Blick  auf  den  geologischen  Aufbau  dieses  gross- 
artigen Gebirgsstocks  zu  werfen,  wie  derselbe  durch  die  neueren 
Untersuchungen  und  Schilderungen  von  Oppel,  Benecke, 
Bittner,  Vacek,  Nicolis,  Taramelli,  Vinassa  de  ßegny 
H.  A.  bekannt  geworden  ist. 

Die  Betrachtung  der  äusseren  Form  des  hohen  Gebirgs- 
theils  zwischen  Gardasee  und  Etschthal,  zwischen  dem  nord- 
italienischen Flachland  und  der  Einbuchtung,  die  von  Kiva  nach 
Mori  verlauft,  lässt  deutlich  erkennen,  dass  der  Stock  des  Mt. 
Baldo  von  Richtungslinien  beherrscht  wird,  welche  von  SSW. 
nach  NNO.  ziehend  in  der  sog.  Judicarienspalte  auf  die  deut- 
lichste Weise  ausgeprägt  ist.  Bezeichnet  man  diese  Richtung, 
in  welcher  das  Mt.  Baldogebirge  kammartig  weithin  ausge- 
streckt ist,  als  die  der  Länge,  so  lässt  sich  die  fast  rechtwinkelig 
zu  ihr  verlaufende  Richtungslinie,  welche  im  Süden  und  Norden 
den  Gebirgsstock  abgrenzt,  als  die  der  Quere  bezeichnen.  Wir 
können  also  sagen,  das  Mt.  Baldogebirge  wird  seiner  äusseren 
Form  nach  von  zwei  nahezu  parallelen  Längsfurchen,  Gardasee 
— Etschthal,  und  von  zwei  Querabbrüchen  am  Süd-  und  Nord- 
abfall von  den  benachbarten  Gebieten  als  selbstständiges  Glied 
der  Südalpeu  losgelöst.  Dieser  Ausgestaltung  entspricht  auch 
die  innere  geologische  Struktur  des  Gebirgs. 

Verhältnissmässig  schmal,  nur  gegen  10  km  breit,  dagegen 
über  40  km   lang   erhebt   sich   der  Mt.  Baldostock,  aus   fast 
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ausschliesslich  einseitig  nach  NW.  geneigtem  Schichtgestein  auf- 
gebaut, kämm-  oder  riifartig  2150  m  über  die  Wasserfläche  des 
Gardasee's  und  der  südwärts  angeschlossenen  Ebene. 

Es  lässt  sich  die  Herrschaft  dieser  Längsrichtungen  als  be- 
dingt durch  das  Vorhandensein  eines  alten,  aus  krystallinischen 
Felsmassen  bestehenden  Gebirgsrandes  analog  dem  yon  der  Dora 
Kiparia  NW.  von  Turin  über  Ivrea  nach  Ärona  abgebrochenen 
Urgebirge  auffassen,  an  welchem  die  jüngeren  Sedimentschichten 
dem  Westrande  der  Poebene  entlang  in  die  Tiefe  der  letzteren 
spurlos  sich  abgesenkt  haben.  Die  Schichtenbildungen  im  Herr- 
schaftsbereich des  Judicarienlandes  haben  sich  erhalten  bis  zur 
norditalienischen  Ebene,  wurden  aber  gleichlaufend  mit  der 
Längsrichtung  durch  die  geotektonischen  Bewegungen  innerhalb 
der  alten  Gebirgsmassen  durch  Seitendruck  zusammen gepresst, 
gefaltet,  neben-  und  übereinander  geschoben,  zugleich  auch  durcb 
Querbrüche  zerstückelt  und  stellenweise  verschoben. 

Als  Folge  hiervon  traten  Senkungen  und  Emporpressungen 
einzelner  zerstückelter  Gebirgstheile  an  den  entstandenen  Brüchen 
und  Rissen  ein,  durch  welche  an  dem  anßinglich  einfachen  Bau, 
namentlich  wenn,  wie  vorauszusetzen  ist,  Gebirgsstörungen  nach- 
träglich sich  wiederholten,  in  vielfacher  Weise  weitere  Aende- 
rungen  bewirkt  wurden.  Nach  dieser  Auffassung  lässt  es  skh 
verstehen,  dass  die  Hauptbrüche  und  Verrückungsspalten  in  der 
Längenrichtung  sich  erstrecken  und  dementsprechend,  dass  die 
Gebirgszüge  zonenweise  von  SSW.  nach  NNO.  verlaufen,  sowie 
dass  verhältnissniässig  weniger  bedeutende  Störungen  mit  den 
Querbröchen  verknüpft  sich  zeigen. 

Solchen  Längspressungen  in  Verbindung  mit  in  gleicher 
Richtung  erfolgten  zonen weisen  Absenkungen  verdankt  auch  der 
Gebirgsstock  des  Mt.  Baldo  seine  Haupt  form,  die  dann  durch 
nachträgliche  verschiedenartige  geologische  Eingriffe  noch  man- 
nigfache Abänderungen  erlitten  hat.  Eine  Hauptlängsspalten- 
zone  und  ein  grossartiges  Absenkungsfeld  ist  durch  die  Ein- 
tiefung des  Gardasee's  gekennzeichnet.  Ihr  ungefähr  parallel 
verlaufend  begrenzt  östlich  vom  Etschthal  den  Gebirgstock  eine 
Bruchlinie,    welche  durch  weitere  Ausnagungen  dem  Etschthal 
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seine  Richtung  gab.  Zwischen  dem  Hauptgebirgskamm ,  von 
dem  die  Schichten  ziemlich  gleichmässig  zum  Oardasee  einfallen, 
und  dem  Steilabbruch  am  Westrand  des  Etschthales  zeigt  sich 
eine  weitere  mittlere  Abbruchs-  und  Senkungszone,  die  von 
Caprino  bis  Mori  und  noch  weiter  nordwärts  sich  fortsetzt.  In 
ihr  sind  reichlich  jüngere,  tertiäre  Ablagerungen  mit  Nummu- 
Uten  und  vulkanische  Bildungen  von  gleicher  Art  wie  im  be- 
nachbarten vicentinischen  und  Yeroneser  Oebiet  (wie  sich  auch 
stellenweise  üeberreste  am  Bande  des  Gardasee  -  Niederbruchs 
erhalten  haben)  übrig  geblieben.  Auf  diese  Weise  glie- 
dert sich  das  Baldogebirge  der  Breite  nach  in  den  lang  ge- 
streckten Hauptkamm  mit  den  höchsten  Gipfelpunkten,  einem 
verflacht  zum  Gardasee  geneigten  Abhang  und  steilen  Abbruch- 
rand gegen  die  mittlere  Bruch-  und  Senkungszone,  welche  als 
eine  verhältnissmässig  mehr  oder  weniger  unebene,  schmale 
Terrassen  fläche,  zwischen  dem  Hauptkamm  und  einem  mit 
letzterem  parallel  ziehenden,  wieder  höher  aufragenden  und  steil 
zum  Etschthal  abfallenden  Gebirgsrücken  (Etschthalrand- 
gebirge)  eingeklemmt,  sich  der  Länge  nach  erstreckt. 

In  diesem  von  tertiären  Nummulitenschichten  über- 
deckten Zwischenfelde  scheint  die  Ablagerung  ursprünglich  eine 
muldenförmige  in  Mitten  des  Hauptkammes  und  des  Etschthal- 
randgebirges  gewesen  zu  sein.  In  der  jetzigen  Lagerung  der 
Schichten  ist  dieselbe  fast  völlig  verwischt  und  nur  stellenweise 
wie  zwischen  dem  Mt.  Cerbiol  und  Acque  negre  noch  zu  er- 
kennen. Denn  dieses  Tertiärfeld  ist  nicht  einfach  abgebrochen 
und  gesenkt,  sondern  vielfach  von  Längsspalten  durchzogen,  an 
welchen  Rippen  und  Schollen  der  älteren,  den  Untergrund 
bildenden  Gesteinsschichten  mitten  zwischen  den  Nummulit- 
ablagerungen  bis  zu  Tag  aufragen. 

Am  Südende  des  Gebirgsstockes  wendet  sich  dieses  Bruch- 
feld zwischen  Caprino  und  Gurda  fast  rechtwinkelig,  wie  auch 
die  älteren  Schichten  hier  ihre  Streichrichtung  in  eine  ost- 
westliche umsetzen.  Damit  wird  eine  anfängliche  Verbindung 
mit  den  Nummulitenschichten  des  Gardaseegebietes  vermittelt. 
An  diesem  Südfusse  des  Gebirges  (Mt.  Belpo)  sind  die  Tertiär- 
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schichten  ostwärts  von  Caprino  bei  Rabiano,  Pesina  und  Gastione 
stark  verstürzt  und  sogar  überkippt  gelagert. 

Diesem  äusseren  Bau  des  Gebirgsstockes  entspricht  auch 
die  Zusammensetzung  aus  verschiedenen  Scbichtensystemen  und 
Gesteinsroassen.  Den  Hauptantheil  gewinnt  jene  eigenartige 
Entwicklungsform  des  Liassystems,  welche  aus  den  Bergen 
ostwärts  von  Roveredo  als  pflanzenrestereiche  Rotzo-  und 
marine  Versteinerungen  beherbergende  Norig Ho- Schichten  in 
Verbindung  mit  hellfarbigen  z.  Th.  gelblichen  und  oolitbischen 
Kalken  bekannt  wurden.  Es  sind  vorherrschend  dunkelgraue, 
mergelige,  theils  dünn-,  theils  dickbankige  Kalke,  die  nach  oben 
mit  zunehmender ,  mehr  krystallinischer  Beschaffenheit  eine 
lichtere,  ins  Weissliche  übergehende  Färbung  annehmen,  wie 
sie  hauptsächlich  den  Gipfelkamm  krönen.  Die  Pflanzen- 
einschlüsse  sind  auch  am  Mt.  Baldo,  wenigstens  im  NO.  Theil 
des  Gebiets,  z.  B.  am  Sornethalgehänge,  sehr  häufig,  so  dass 
sie  hier  sogar  an  der  Bildung  von  früher  abgebauten  Pech- 
kohlenflötzchen  wesentlich  Theil  nehmen. 

Es  ist  auifallend,  dass  über  dieses  merkwürdige  Kohlen- 
vorkommen in  neuerer  Zeit  nichts  Näheres  weiter  bekannt 
wurde,  obwohl  dasselbe  in  einer  älteren  Schrift  .Dei  combu- 
stibili  fossili  esistenti  nella  provincia  veronese  del  conie  Ign. 
Bevilacqua  Lazise  1816**  beschrieben  wird  und  die  Lager- 
stätte auch  in  der  montanistisch  -  geognostischen  Karte  einge- 
zeichnet sich  findet.  Ejs  mögen  desshalb  einige  Bemerkungen 
in  dieser  Beziehung  hier  eine  Stelle  finden. 

Wenn  man  von  Gorne  bei  Brentonico  den  Weg  nach  Chizi^la 
im  Etschthal  verfolgt,  so  sieht  man  nahe  vor  dem  Austritt  des  Some- 
thals  aus  dem  Gebirge  oberhalb  Chizzola  auf  beiden  Seiten  des 
Thals  eine  Anzahl  alter  Halden  von  Stollen,  welche  behufs  Gewin- 
nung der  Kohle  getrieben  wurden.  Auf  diesen  Halden  liegen  da 
oder  dort  noch  Stücke  der  Kohle,  welche  eine  den  alten  Stein- 
kohlen ähnliche  Beschaffenheit  besitzt,  jedoch  einer  Pechkohle 
angehört  und  wie  sich  leicht  ermitteln  lässt,  auf  Plötzen  der  liasischen 
Rotzoschichten  einbricht.  Die  an  Pfianzenresten  reichen,  merge- 
ligen Kalkplatten,  zwischen  welchen  die  Kohle  lagert,  fallen  mit 
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6 — 8^  nach  NW.  ein  und  schliessen  das  20 — 25  cm.  mächtige 
Kohlenflötzchen  ein.  Auf  der  Südseite  des  Thaies  waren  drei 
Stollen,  auf  der  Nordseite  ein  Stollen  angelegt.  Einer  derselben 
ist  noch  auf  7  m.  Länge  offen  und  lässt  das  Anstehende  des 
Flötzes  erkennen.  Dasselbe  ist  hier  sehr  unrein,  schwefelkies- 
haltig  und  unbedingt  unbauwQrdig.  Ueber  diesem  Hauptflotzcben 
sieht  man  noch  mehrere  schwarze  Streifchen  zwischen  den  Ealk- 
bänken  am  Gehänge  gegen  die  St.  Antonio-Kapelle  ausstreichen, 
die  gleichfalls  kohligen  Einlagerungen  entsprechen.  Nach  der 
Angabe  von  Bevilacqua  sollen  diese  Kohlengruben  mit  9  Mann 
belegt  gewesen  sein  und  die  gewonnene  Kohle  theils  zum  Ziegel- 
brennen verwendet,  theils  versuchsweise  bei  der  militärischen 
Eisengiesserei  benützt  worden  sein. 

Von  thierischen  Resten  ist  die  oft  ganze  Schichten  zu- 
sammensetzende austerartige  lAthiotis  als  leicht  wahrnehmbares 
Kennzeichen  neben  Megcdodon  pumilas  und  Terebrateln  (7. 
Hotjfoana^  T.  Jtenieri  u.  A.)  besonders  hervorzuheben.  Dieser 
Schichtencomplex  bildet  das  Felsenriff  des  Gebirgskamms,  dessen 
Längserstreckung  die  Schichten  im  Streichen  folgen  und  von 
dem  weg  sie  in  fast  gleicher  Neigung  mit  dem  Gehänge  nach 
NW.  bis  zum  Gardaseeufer  sich  niederziehen.  In  Folge  dieser 
Lagerungsweise  finden  stellenweise  grosse  Abrutschungen  Über 
die  nur  etwa  30^  geneigten  Schieb tenflächen  statt,  so  dass  am 
Ostufer  des  Sees  mehrfach  kolossale  Blocke  zu  Felsenmeeren, 
wie  in  den  Lavini  di  Marco  bei  Mori,  aufgehäuft  sind. 

Auch  im  Etschthalrandkamm  tauchen  dieselben  Schichten 
über  einer  als  Hauptdolomit  angesprochenen  Unterlage  wieder 
auf  und  lassen  das  gleiche  Streichen  und  die  gleiche  Fall- 
richkung  nach  NW.  erkennen,  wie  im  Hauptkamm. 

Die  Seltenheit  solcher  organischer  Einschlüsse  (namentlich 
Ammoniten),  welche  auch  in  ausseralpinen  oder  in  anderen 
alpinen  Liasgebieten  vorkommen  und  eine  weitere  Gliederung 
dieses  Systems  erleichtern,  macht  es  bis  jetzt  unthunlich,  diese 
grauen  Kalke  in  bestimmte  Stufen  abzutheilen  und  mit  Gliedern 
anderer  Verbreitungsgebiete  in  genaue  Parallele  zu  stellen.  Wir 
müssen  daher  diese  grauen  Kalke  im  Ganzen  als  einen  Facies- 

IB96,  Hatli.-phyp.  Cl.  4.  38 
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Stellvertreter  des  Gesammtliassjatems,  ähnlich  wie  die  AU- 
gäuschichten  in  den  Nordalpen,  auffassen. 

Dabei  muss  auch  auf  die  merkwürdige  Thatsache  aufmerk- 
sam gemacht  werden,  dass  westwärts  vom  Gardasee  sofort  eine 
völlig  abweichende  Liasauabildung  Platz  greift«  Gleich  am 
Westufer  des  See^s  bei  Gargnano  am  Weg  nach  Piovere  und 
weiter  in  diesem  Gebirge,  z.  B.  am  Pizzocolo,  im  Sarcoihal  bei 
Volano,  im  Ledrothai  bei  Bezzecco  und  selbst  an  der  Ponale- 
strasse  nahe  bei  Riva  besitzen  die  Liasschichten  auf  kaum  3  km 
Entfernung  vom  Gebirgsstocke  des  Mt.  Baldo  eine  yollständig 
abweichende  Beschaffenheit.  Es  sind  hier  vorherrschend  graue, 
homsteinreiche  Fleckenmergel  mit  ziemlich  zahlreichen  Ver- 
steinerungen, namentlich  von  Ammoniten  (Mt.  Pizzocolo),  im 
Allgemeinen  vom  Typus  der  Gesteine  des  Brescianer  Gebiets, 
welche  uns  der  beste  Kenner  dieser  Gegend,  Baggazoni,  so. vor- 
trefflich beschrieben  und  in  ihren  verschiedenen  Abstnfuügen 
kennen  gelehrt  hat.  Wir  werden  sehen,  wie  diese  Verschieden- 
heit in  der  Schichtenausbildung  ost-  und  westwärts  vom  Garda- 
see in  älteren  und  jüngeren  Abli^erungen  sich  wiederholt,  ein 
Verhalten,  welches  unzweideutig  auf  heteropische  Entwicklungs- 
gebiete hinweist. 

Die  Liasschichten  des  Mt.  Baldogebirgs  haben  am  Osi- 
fuss  des  Hauptkamros,  wie  am  Etschthalrande  auf  eine  grosse 
Strecke  ein  System  hellfarbiger,  oft  ins  Böthliche  spielender, 
kleinklüftiger  dolomitiscber  Gesteine,  welche  man  dem  Haupt- 
dolomit gleichzustellen  pflegt,  zu  ihrer  Unterlage.  Die  Grenz- 
schichten gegen  den  auflagernden  Lias,  in  welchen  man  den 
Charakter  der  rhätischen  Ablagerungen  zu  finden  erwarten 
sollte,  fehlen  hier  in  ihrer  typischen  Entwicklung,  werden  viel- 
leicht durch  lichter  gefärbte  Kalkplatten  mit  Braehiopoden* 
Einschlössen  vertreten,  ähnlich  wie  es  östlich  von  Roveredo  bei 
den  Kalklagen  mit  Gervillia  Buchi^  St.  Colombono  gegenüber, 
der  Fall  zu  sein  scheint.  Im  Gegensatz  zu  diesen  Verhältnissen 
finden  wir,  sobald  wir  die  Gebirge  im  Westen  des  Gardasee*s 
beschreiten,  über  dem  Hauptdolomit  die  rhätischen  Mergel 
erfüllt   von    zahlreichen    charakteristischen    Versteinerungen   in 
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ganz  typischer  Entwicklung,  bedeckt  von  einem  dichten,  weissen 
dem  oberen  Dachsteinkalk  entsprechenden  Schichtencomplex 
(Cornea),  der  dann  die  typischen  Liasschichten  über  sich  trägt. 
Also  auch  in  Bezug  auf  die  rhätische  Trias  herrscht  zwischen 
Ost-  und  Westgardaseegebiet  eine  entschiedene  Heteropie. 

Ueber  die  Abgrenzung  der  Liaslagen  gegen  oben  besteht 
im  Baldogebirge  eine  Unsicherheit,  ob  die  oberen  hellen  z.  Th. 
oolithischen  Ealkbänke  noch  dem  Lias  oder  schon  dem  Dogger 
zuzurechnen  sind.  Erst  mit  dem  versteinerungsreichen  Garda- 
kalk  am  Oap  St.  Vigilio  beginnt  unzweideutig  eine  neue  Stufe, 
welche  durch  das  Vorkommen  allgemein  verbreiteter  Ammoniten 
wie  A,  opalinuSy  A.  Murchisonae  die  tiefsten  Abtheilungen  des 
ausseralpinen  Doggers  vertreten.  Eine  Reihe  rother,  grauer, 
gelber  oder  weisser,  z.  Th.  krystallinischer  Kalke  führt  uns  über 
dem  Gardakalk  zu  einer  weiteren,  versteinerungsreichen  Dogger- 
stufe, welche  durch  den  Einschluss  von  Posidmomya  älpina^ 
Ammonites  triparttius  u.  A.  als  den  Elausschichten  der  Ost- 
alpen gleichalterige  Bildung  sich  zu  erkennen  giebt. 

Am  Nordostrande  des  Mt.  Baldo-Stockes  bei  Mori  hatte 
Oppel  an  einem  wahrscheinlich  von  der  Höhe  bei  Brentonico 
abgestürzten  Gebirgsstück  zuerst  diese  Schichten  entdeckt  und 
damit  für  die  Altersbestimmung  der  hier  am  Aufbau  des  Gebirgs 
betheiligten  Ablagerungen  den  Grund  gelegt.  Auch  diese  durch 
ihre  Versteinerungen  so  sehr  in  die  Augen  fallenden  Kalke  sind 
westlich  von  Gardasee  weithin  bisher  nicht  aufgefunden  worden. 

Nicht  anders  verhält  es  sich  bezüglich  der  verschieden- 
artigen Schichtenentwicklung  ost-  und  westwärts  vom  Gardasee 
bei  den  Bildungen  des  oberen  Jura^ystems.  Im  Baldogebirge 
treten  abgesehen  von  der  bis  jetzt  nur  an  einer  Stolle  erkannten 
ältesten  sog.  Transversariuskalkbank,^)  im  Mt.  Baldo- 
Gebirge  die  rothen,  knolligen,  in  massig  dicken  Bänken  wohl- 
geschichteten Ammoniten  -  reichen  sog.  Acanthicus-Kalke 
(Ammonitico  rosso)  genau  in  derselben  Beschaffenheit  auf,    wie 


^)  Uhlig,  in  Verh.  d.  k.  k.  geol.  Reichsanst.  1880,  275. 
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solche  bei  Trienfc,  bei  Volano  unfern  Roveredo  und  an  benach- 
barten Orten  in  zahlreichen  Steinbrüchen  als  sehr  gesuchtes 
Baumaterial  gewonnen  werden.  Auch  bei  Malcesine  am  Ostafer 
des  Gardasee  sind  Steinbrüche  auf  dem  gleichen  Gestein  in  Be- 
trieb. Westwärts  vom  See  dagegen  finden  sich  weit  verbreitet 
und  sehr  mächtig  rothe  und  buntgefarbte,  an  Hornstein  mit 
Badiolarien-£inschlüssen  reiche,  mergelige  Schichten,  die  dem 
Alter  nach  den  Acanthicus-Kalken  entsprechen,  aber  mit  A\a- 
nähme  einzelner  Äptychen  und  Belemniten  keine  grösseren  orga- 
nischen Ueberreste,  namentlich,  soviel  bekannt  ist,  keine  Ammo- 
niten  umschliessen ;  ausserdem  bilden  sie  so  wenig  feste,  zu  Bau- 
zwecken brauchbare  Bänke,  dass  man  dem  ganzen  Westufer  des 
See's  entlang  die  Kalkplatten  vom  jenseitigen  Ufer  als  Baumaterial 
bezieht.  Auch  in  dieser  oberjurassischen  Region  besteht  dem- 
nach noch  die  Yerschiedenartigkeit  der  Schichtenbildung  auf 
beiden  Seiten  des  See's  fort.  Erst  mit  den  noch  jüngeren  Ab- 
lagerungen, dem  oberjurassischen  sog.  Diphyenkalk,  einem 
weissen,  dickbankigen,  porzellanartig  dichten  Kalk  mit  grünlichen 
Thonflasern  und  mit  der  sog.  Biancone  der  ältesten  Neocom- 
stufe  der  Südalpen  in  Form  gleichfalls  weisser,  dem  Diphyenkalk 
ähnlicher,  mehr  mergeliger  und  dünngeschichteter  Kalkstein- 
lagen  beginnt  nach  und  nach  eine  mehr  oder  weniger  gleiche 
Entwicklangsweise  der  Schichten  sich  einzustellen,  bis  endlich 
in  der  jüngsten  cretacischen  Stufe  der  grellrothen  sog.  Scaglia 
mit  Stenonia  iuberculata  und  meist  zerstückelten  Inoceramen- 
Schalen  diese  Ungleichartigkeit  beider  Gebiete  verschwunden 
zu  sein  scheint. 

Diese  durch  ihre  Farbe,  mergelige  Be8cha£Fenheit  und  die 
relative  Häufigkeit  der  Einschlüsse  von  Inoceramen-Schalenr 
bruchstücken  in  die  Augen  fallende  Scaglia  gewinnt  eine  be- 
sonders wichtige  geologische  Bedeutung  dadurch,  dass  sie  in 
unserem  Gebiete  weitaus  vorherrschend  den  in  Folge  von  Ab- 
nagnngeu  und  Auswaschungen  vielfach  unebenen  Boden  bildet, 
auf  welchem  sich  in  sonst  gleichförmiger  Lagerung  die  ältesten 
in  diesem  Gebiete  vorkommenden  Tertiärbildungen  —  die  Num- 
mulitenschichten  —  abgesetzt  haben. 
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Wir  erkennen  deutlich  zwei  Hauptzüge  dieser  Tertiär- 
ablagernngen  im  Gebiete  des  Mt.  Baldogebirgs.  Der  eine 
ivestlich  von  letzterem  taucht  am  Westufer  des  Gardasee^s  aus 
der  grossartigen  qnartären  Ueberdeckung  zwischen  Desenzano 
und  Salo  in  der  hoben  Felskuppe  Mt.  Manerba  auf  und  setzt 
im  See  fortstreichend  eine  Reihe  kleiner  Inselchen  und  die 
grossere  Insel  Garda  zusammen.  Die  weitere  Fortsetzung  dieses 
Schichtencomplexes  nach  Norden  hin  ist  grösstentheils  in  den 
See  versenkt;  nur  kleine  Schollen  auf  beiden  Seeseiten  bei  Mal- 
cesine  und  Novazzo-Ariaso  unfern  Gargnano  haben  sich  erhalten 
und  erst  zwischen  Riva  und  Torbole  in  der  Felskuppe  des  Mt. 
Brione  heben  sich  wieder  mächtige  Schichtenmassen  empor,  um 
weiter  zwischen  Arco  und  Torbole  eine  geschlossene  Schichten- 
reihe zu  bilden. 

Der  zweite  nahezu  parallel  verlaufende  Zug  östlich  vom 
Hauptkamm  des  Mt.  Baldo  fCUt  das  langgestreckte  Bruch-  und 
Senkungsfeld  zwischen  diesem  und  dem  Etschthalrandgebirge 
von  Mori  über  Brentonico,  Ferrara  di  Mt.  B.  bis  Caprino  an 
der  Südostecke  des  Gebirgs  aus,  von  wo  an,  wie  schon  erwähnt 
wurde,  die  Schichten  umbiegend  sich  westwärts  gegen  Garda 
wenden.  Reste  dieses  Zweigs  sind  die  durch  mächtige  erratische 
Ueberlagerungen  getrennten  weiter  im  Süden  aufragenden  Fels- 
kuppen des  Schlossbergs  von  Garda  und  des  Mt.  Moseali  bei  Affi« 

Beide  Züge  der  theils  der  eocänen,  theils  der  oligocänen 
und  miocänen  Gruppe  angehörigen  Tertiärschichten  werden 
von  Basalt,  dessen  Mandelsteine  und  Tuffe  begleitet,  welche, 
decken-  und  lagerformig  zwischen  die  kalkigen  und  sandig 
mergeligen  Tertiärflötze  eingeschaltet,  dadurch  zu  der  uns  be- 
schäftigenden Frage  in  engste  Beziehung  treten,  dass  sie,  an 
vielen  Stellen  Grünerde  führend,  auch  das  Muttergestein  der 
reichen  Grünerdevorkommnissen  am  Mt.  Baldo  bei  Bren- 
tonico ausmachen.  Wir  werden  uns  daher  etwas  näher  mit 
diesen  Tertiärbildungen  und  ihren  vulkanischen  Begleitern  zu 
befassen  haben. 

Diese  Tertiärablagernngen  im  Mt.  Baldogebiet  erweisen 
sich    als  eine  westliche  Abzweigung   der  grossartigen  Entwick- 


582         Sitewig  der  math.-phys,  Glosse  vom  6.  Dezember  1896. 

lang  und  Ausbreitung  der  ganz  gleich  gearteten  Schichtenreihe 
in  den  Yorbergen  von  Verona  und  Yicenza,  mit  denen  sie  auch 
die  Begleitung  der  basaltischen  Zwischenlagerungen  gemein- 
schaftlich haben. 

Schon  längst  durch  ihren  Reichthum  an  gut  erhaltenen 
organischen  Ueberresten  bekannt  und  berühmt  wurden  diese 
norditalienischen  Tertiärgebilde  hauptsächlich  durch  die  klassische 
Beschreibung  derselben  von  E.  Suess  (Ueber  die  Gliederung 
des  vicentinischen  Tertiärgebirges,  Sitz.  d.  k.  Acad.  d.  Wiss. 
I.  Abth.  in  Wien.  1868)  genau  und  im  Grossen  und  Ganzen 
endgültig  gegliedert.  Zahlreiche  neuere  Untersuchungen  haben 
diese  grundlegende  Arbeit  im  Einzelnen  weiter  gef&hrt  und 
vervollständigt.  Für  den  Zug  der  Tertiärablagerungen  im  Osten 
des  Mt.  Baldo-Hauptkamms  sind  es  die  vortrefflichen  Beob- 
achtungen und  Schilderungen  E.  v.  Nicolis,  welche  auf  die 
Suess^sche  Arbeit  gestützt,  uns  mit  den  hier  herrschenden  Ver- 
hältnissen des  italienischen  Gebietsantheils  bekannt  gemacht 
haben.  In  dem  zu  Tirol  gehörigen  Gebiete  des  Zuges  haben 
Bittner  und  Vacek  (Verh.  d.  k.  k.  geol.  Reichs.  1878,  396) 
wichtige  Beobachtungen  angestellt  und  die  Ergebnisse  derselben 
veröffentlicht. 

Nach  übereinstimmenden  Untersuchungsergebnissen  nehmen 
die  Tertiärablagerungen  am  Südrande  der  Alpen,  namentlich 
im  Yicentinischen,  mit  einer  nicht  mächtigen,  aber  sehr  charak- 
teristischen, theils  tuffigen,  theils  kalkig-trümmerigen  Schichten- 
bildung ihren  Anfang,  welche  die  Unebenheiten  des  meist  aas 
Scaglia  bestehenden  Untergrundes  ausfüllend  sonst  in  gleich- 
förmiger Ueberdeckung  über  die  obercretacischen  Schichten  sich 
ausbreiten.  Es  sind  dies  die  durch  das  häufige  Vorkommen 
der  Bhynchonella  polymorpha  gekennzeichneten  sog.  Spilecco- 
schichten.  Dieses  älteste  Glied  der  vicentinischen  Tertiär- 
schichten findet  sich  in  ganz  gleicher  Weise  auch  im  Gardasee- 
gebiet  über  der  Scaglia  zwischen  Torbole  und  Nf^o  in  der 
Nähe  der  Wasserleitung  von  Fontana  und  ebenso  SO.  von  Nago 
in  einem  kleinen  Steinbruche.  Im  Ostzug  des  Mt.  Baldo  haben 
Bittner  und  Vacek  (Verh.  d.  geol.  Reichs.  1878.  S.  397)  am 
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Steig  auf  den  Mt.  Altissimo  diese  tiefeocäne  Ablagerung  auf- 
gefunden. Die  stellenweise  tuffige  Bescbaffenbeit  dieser  Schichten- 
abtbeilung  beweist  die  mit  dieser  Bildung  gleichzeitig  einge- 
tretene Begleiterscheinung  vulkanischer  Eruptionen. 

In  einem  zweiten  ziemlich  mächtigen  Schichtencomplex 
vereinigt  Suess  die  darüber  liegende,  aus  Ealkbänken,  Basalt- 
decken und  Tu£Flagen  zusammengesetzte  Reihe  der  als  vortreff- 
liches Baumaterial  benützten  sog.  Membro,  verschiedene  höher- 
liegende Süsswasser-  und  Nummulitenkalke  mit  dazwischen 
eingebetteten  Braunkoblenflötzen  und  vulkanischen  Gesteinen 
nebet  dem  durch  seine  zahlreichen  Versteinerungen  berühmten 
Tuff  von  Ronca.  In  neuerer  Zeit  hat  man  vielfach  für  diese 
Stufe  die  Bezeichnung  «Mitteleocän*' ^)  in  Anwendung  ge- 
bracht, weil  sie  wenigstens  theilweise  dem  Grobkalk  des  Pariser 
Beckens  im  Alter  entsprechen. 

Den  gleichen  Ablagerungen  begegnen  wir  auch  in  den 
Tertiärgebilden  im  Mt.  Baldogebiete  sowohl  zwischen  Torbole 
und  Nago,  wie  in  dem  östlichen  Senkungsfelde  bei  Brentonico- 
Crosana,  bei  Some,  Ferrara  und  Caprino-Castione  in  einer  nur 
wenig  abweichenden  Entwicklungsform,  wie  dies  später  näher 
nachgewiesen  werden  wird. 

Im  Vicentinischen  ist  nach  Suess  der  nun  folgende  höhere 
Schichtencomplex,  die  Gruppe  von  Priabona,  über  der  dar- 
unter entwickelten  grossartigen  Ausbreitung  vulkanischer  Bil- 
dungen —  dem  sog.  Faldostrom  —  durch  kalkigen  Mergel 
vertreten.  Es  sind  dies  die  Hauptlagen,  in  denen  sich  neben 
zahlreichen  Gonchylienresten  in  grosser  Häufigkeit  Serpula 
spirulaea,  Operculina  ammonea,  Orbüdden  und  an  Nummuliten: 
JV".  Fichteli,  N,  intermedius,  N.  vascus  u.  A.  einstellen.  Eng 
schliesst  sich  dieser  Region  eine  Stufe  grauer,  sandig-mergeliger 
Schichten  an,  die  sich  durch  den  Reich thum  an  Bryozoen  ganz 
besonders  auszeichnen;  doch  gehen  die  oben  genannten  Nummu- 
liten auch  auf  diese  Schichten   über  in  Begleitung   von  Pecten 


^)  Tn  diesem  Sinne  ist  diese  Bezeichnung  im  Nachfolgenden  bei- 
behalten worden. 
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armatus  und  TerebratuUn  tetiuistriata.  Oertliche  Abänderungen 
dieser  Abtlieilung  scheinen  auf  das  Gebiet  der  Marostica  beschrankt 
zu  sein.  Im  Mt.  Baldogebiet  sind  die  Schichten  über  dem  Mittel- 
eocän,  welche  den  Priabona-Ealken  und  Bryozoenmei^eln  als 
gleichalterig  entsprechen,  ungemein  mächtig  entwickelt,  ohne 
dass  sich  in  der  Schichtenaufeinanderfolge  gegen  das  Mitteleocän 
eine  stratigraphische  Lücke  bemerkbar  macht,  die  in  der  Reih- 
ung der  organischen  Einschlüsse  sich  herausstellen  soll.  Am 
Gardasee  baut  sich  die  hohe  Felsenwand  Yon  Rocca  Manerfaa, 
die  Landzungen  G.  Belvedere  und  St.  Feiice  mit  den  daran  ge- 
reihten kleinen  Inselchen  und  der  Insel  Garda  aus  den  ent- 
sprechenden Schichten  auf.  An  der  Ostabdachung  des  Mt.  Baldo- 
Gebirgs  ziehen  sich  die  gleichen  Ablagerungen  dem  ganzen 
Tertiärrand  entlang  von  Besagno  über  Brentonico,  von  hier 
dann  dem  Saumwege  nach  Ferrara  folgend  bis  gegen  letzteren 
Ort  hin  und  zeigen  sich  besonders  reichlich  blossgelegt  in  den 
Gräben  yon  Acque  nere,  an  der  Alpe  Mezzon  und  am  Westab- 
hang von  Mt.  Gerbiol  gegen  Val  Noyezina. 

In  der  nächst  höheren  Stufe,  der  Gruppe  Ton  Gastet 
Gomberto,  hat  man  schon  frühzeitig  mit  dem  Mitteloligocän 
gleichalterige  Ablagerungen  erkannt.  Im  Yicentinischen  ent- 
halten sie  stellenweise  Korallen  in  grosser  Menge  neben  zahl- 
reichen Conchylienresten  (z.  B.  Natica  crassatina)  und  Bchino- 
dermen.  Auch  Braunkohlenflötze  (Mt.  Viale)  mit  Änthracothe- 
rium  tnagnum  gehören  dieser  Schichtenreihe  an. 

In  dem  Tertiärgebiete  auf  beiden  Seiten  des  Mt.  Baldo  ver- 
missen wir  in  der  auf  dem  Bryozoen-Mergel  folgenden  Schichten- 
reihe eine  deutlich  abweichende  Gesteinsbeschaffenheit,  sowie  auch 
reichliche  Korallen-  und  Conchylieneinschlüsse.  Nur  einzelne 
Korallen  scheinen  eine  beiläufige  Abgrenzung  anzudeuten.  Auch 
dürfte  eine  weiche  Mergellage  am  NO.-Fuss  des  Mt.  Brione  and 
oberhalb  Vignole  bei  Arco  mit  der  Foraminiferenfauna  des  Ofener 
Mergels  (Glavtdina  Ssnbdi-Schichten)  diese  Scheidung  bezeichnen, 
so  dass  die  höher  auflagernden  fast  ganz  aus  LUkothammenresten 
bestehenden  grauen  und  weisslichen,  sehr  mächtigen  Kalke  als 
Vertreter  der  Castel  Gomberto-Region  anzusehen  sind. 
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Das  tertiäre  Schlassglied  im  YieeDtinischen  wie  am  Mt. 
Baldo  besteht  aus  den  grauen  sandigen  Mergeln  und  lichten 
Kalken  mit  Pecten  ddetus  (Pasini)  und  mit  vielen  andern 
bereits  miocänen  Arten  angehörigen  Ueberresten-(Schio- 
schichten).  Eingeleitet  wird  diese  mächtige  Schichtengruppe 
am  Mt.  Brione  bei  Riva  durch  eine  an  Glaukonitkörnchen  un- 
gemein reiche  Grünsandsteinlage  voll  von  organischen  Ueber- 
resten:  Pecten  deletus^)  (Pasini)  sehr  häufig;  P.  Haueri,  Phola- 
dornig  Puschiy  Oytherea  incrassatOy  Scuteüa  subrotundatOy  (Jly- 
peaster  placentOy  Echinolampas  conictis^  Spatangus  euglyphiiSt 
Carcharodon  spec. 

Dieser  allgemeinen  Uebersicht  lassen  wir  nun  einige  nähere 
Angaben  über  die  Ausbildungsweise  der  Tertiärgebilde  auf  beiden 
Seiten  des  Mt.  Baldo  folgen. 

In  der  Gardaseeyertiefung  kann  man  ein  nahezu  ununter- 
brochenes Profil  durch  die  Tertiärablagerung  von  Torbole  über 
Nago,  dann  der  Strasse  nach  Arco  abwärts  bis  zum  Gegenflügel 
oberhalb  Vignole  bei  Arco  und  westwärts  bis  über  den  Mt. 
Brione  verfolgen.  Es  gehört  in  stratographischer  Beziehung  zu 
den  weitaus  besten  und  vollständigsten  des  südalpinen  Tertiärs. 

Von  Torbole  aus  erhebt  sich  neben  dem  Fussweg  über 
Fontana  nach  Nago  aus  dem  Felsschntt  eine  Gesteinsrippe  der 
rothen  Scaglia  in  St.  8  streichend  und  mit  35®  nach  NW. 
einfallend.  Die  obersten  Lagen  sind  selten  ebenflächig,  vielmehr 
vielfach  ausgefurcht  und  mit  kesselformigen  Vertiefungen  ver- 
sehen. Darauf  legt  sich  eine  schwache,  meist  eine  0,3 — 0,5  m 
mächtige  Trümmerlage  aus  Gesteinsbrocken  des  aufgewühlten 
Untergrundes,  die  durch  kalkige  Zwischenmasse  glaukonitischen 
Anflugs  und  Brauneisenstein  verkittet  sind,  bestehend,  ein.  Auf 
ebenflächigen  Untergrund  breitet  sich  diese  Brockenschicht 
gleichförmig  über  die  Scaglia  aus,  füllt  deren  Unebenheiten  aus 
und  umschliesst  hier  stellenweise  die  für  das  Untereocän 
(Spileccostufe)   charakteristische   Bhynchoneüa  polymorpha  und 


*)  Diese  Bezeichnung  soll  vorläufig  als  die  allgemein  gebräuchliche 
beibehalten  werden,  ohne  für  deren  Richtigkeit  einstehen  zu  wollen. 
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Fischzähnchen  (Lamna  Bokensis)  u.  A.  Basaltischer  Tuff 
wurde  hier  nicht  beobachtet.  Dasselbe  Gebilde  wiederholt  sich 
in  einem  kleinen  Steinbruch  SO.  von  Nago  und  unter  der  steilen 
Felswand  NW.  vom  Bahnhof  dieses  Orts. 

Ohne  scharfe  Abgrenzung  geht  die  unterste  meist  blass- 
röthlich  gefärbte  Eocänbank  in  einen  dichten,  unrein  weissen 
Kalk  über,  der  mit  25 — 30  m  hohen  abgebrochenen  Schichten 
sich  zu  einem  fortlaufenden  Felsriff  erhebt.  Dieser  Kalk  nm- 
schliesst  in  grosser  Anzahl  Nummtditen:  N,  eamplanatus,  N. 
perforatuSy  seltener  N,  Tschihatscheffiy  Älveolinen^  LUhothammem, 
Orbitoiden  u.  A.  Es  ist  dies  die  Stufe  der  unteren  mittel- 
eocänen  Nummulitenkalke,  welche  dem  Membro  im  Viceo- 
tinischen  entsprechen.  Dieses  Kalkriff  lässt  sich  über  Nago  bis 
hoch  hinauf  zu  dem  Felsen  Perlone  verfolgen. 

Eine  starke  Vertiefung  trennt  diese  als  Felsrficken  fort- 
laufende Kalkbänke  von  einem  damit  parallel  streichenden, 
gleichfalls  als  Felsriff  steil  sich  erhebenden  Bergrücken  aus 
ähnlichen  hellen  Nummulitenkalkschichten.  Die  dazwischen 
liegende  Einbuchtung  rührt  von  der  Auswitterung  weicher,  stark 
zersetzter  basaltischer  Gesteine  —  Basalt,  Mandelstein  und 
Tuff  —  her,  welche  gleichförmig  dem  unteren  Nummulitenkalk 
auf-,  dem  oberen  unterlagemd,  mit  beiden  Felsrippen  fortstreichen. 
Wir  sehen  diese  5 — 10  m  mächtige  basaltische  Zwischenlage 
an  dem  schon  erwähnten  Fusssteig  von  Torbole  nach  Nago,  in 
diesem  Dorfe  selbst  unter  der  Steilwand,  auf  deren  Hohe  die 
Burgruine  Gast.  Penedol  steht  und  ebenso  am  Fusse  der  Fek« 
wand  NW.  über  dem  Bahnhof  Nago.  Organische  Einschlüsse 
wurden  nicht  gefunden.  Dagegen  liegen  zahlreiche  ausgewitterte 
rundliche  Brocken  eines  später  näher  zu  beschreibenden  Feld- 
]  spathbasaltes  reichlich  über  die  Oberfläche  zerstreut. 

Die  darüber  liegende  zweite  Reihe  von  NummuUtenkalken 
^  zeigt  in  den  unteren  Lagen  eine  bröckliche  Beschaffenheit  und 

.  erhält  reichlich  Nummuliten:  N.  perforatus,  N.  LucasanuSy  N. 

Brongniarti  (in  Blöcken  gefunden),  Echiniden,  Orinoiden-^üele 
I  und  nach  Durchschnitten  auch  Conchylien,  die  aus  dem  harten, 

I  spröden  Kalk  in   bestimmbaren  Exemplaren  sich  nicht  heraas- 
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schlagen  lassen.  Die  obersten  Bänke  bestehen  aus  einem  weissen 
dichten  Kalk,  der  NummuUtes  Tschihatscheffi  in  grosserer 
Häufigkeit  enthält. 

Indem  man  über  die  mit  dem  Bergabfaang  gleichförmig 
abfallenden  Kalkschichten  Yon  der  Burgruine  bei  Nago  hinab- 
steigt, gelangt  man  in  eine  zweite  parallel  laufende  Einbuchtung, 
in  welcher  sofort  zu  Tag  ausstreichende,  leicht  verwitternde 
graue  dGnngeschichtete  sandige  Mergel  anstehen ;  sie  geben  sich 
durch  das  massenhafte  Auftreten  von  Nummulites  Fichtel%  N. 
intermedius^  von  Orbitoiden  und  Opercidinen  sich  als  zugehörig 
zu  der  Reihe  der  Priabonaschichten  zu  erkennen.  Gleich 
ihre  untersten  Lagen  folgen  ohne  Unterbrechung  der  Schichten- 
folge in  gleichförmiger  Lagerung  auf  die  Nummulitenkalkbänke 
des  Burgbergs  (Oberes  Mitteleocan). 

Diese  Schichten  setzen  ohne  wesentliche  Aenderung  den 
Höhenzug  an  den  neuen  Festungswerken  von  Nago  zusammen 
und  ziehen  einerseits  fast  gleichlaufend  mit  der  Fahrstrasse  von 
Nago  nach  Torbole  mit  einem  unter  35 — 40^  nordwestlichem 
Einfallen  bis  zu  den  oberen  Häusern  dieses  Dorfs,  andererseits 
eine  Strecke  weit  neben  der  Strasse  und  Eisenbahn  von  Nago 
nach  Arco  hin,  wo  ziemlich  nahe  der  Wegkreuzung  in  sonst 
der  Gesteinsbeschaffeuheit  nach  sehr  ähnlichen  Lagen  sich  reich- 
lich BryOBom  neben  ungemein  zahlreichen  Orbitoiden  {O.papyra* 
ceuSj  O.Stella  u.  A.)  Operculinerty  Nummulites Fichtelif  N.  vascus, 
N.  intermedius  (seltener)  einstellen.  Diese  Schichten  dürften 
den   vicentinischen  Bryozoenmergeln   gleich   zu  stellen  sein. 

In  den  auflagernden  Schichten,  in  denen  sich  nach  und 
nach  eine  Schichten  Wendung  mit  einem  Einfallen  in  St.  5^/s 
mit  50^  nach  W.  bemerkbar  macht,  wurden  von  Dr.  Reis 
neben  Nummulites  vasct4S^  grossen  Austenii  Pecten  und  Litho- 
thamnien  Korallen  vom  Typus  jener  der  Gastel  Oomberto- 
Schichten  beobachtet  und  es  ist  sehr  wahrscheinlich,  dass  man 
in  diesen  und  den  nun  folgenden  in  grosser  Mächtigkeit  ent- 
wickelten Lithothamnien-Kalken  die  Stellvertretung  dieser 
mitteloligocänen  Stufe  anzunehmen  hat.  Die  Strasse  wendet 
sich  von  da  an  abwärts  bei  etwa  150  ni  Meereshöhe  wieder  ins 
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Liegende  und  entblösst  Lagen  grauer,  Foraminiferen-reicher 
Mergel,  denen  wir  am  Mt.  Brione  wieder  begegnen  werden  und 
die  für  die  Orientirang  7on  Wichtigkeit  sind.  Dann  schneidet 
die  Strasse  in  dichte  weisslicbe  Lithothamnienkalke  ein,  welche 
durch  grossartige  Gletscherschliffe  polirt  sind.  Das  Einfallen  ist 
hier  mit  35^  in  St.  6  nach  W.  gerichtet.  In  einem  Seiten- 
graben oberhalb  Bolognano  und  weiter  NO.  gegen  St.  CKacomo 
tauchen  darunter  wieder  in  beträchtlicher  Mächtigkeit  die  Biyo- 
zoen-Mergel  in  St.  11  mit  35®  nach  NW.  einfallend  auf.  In 
weiterem  Verfolgen  der  tieferen  Schichten  im  Bergkessel  bei 
Mga.  Greano  und  Castill  hat  Dr.  Reis  genau  die  Reihe  Pria- 
bonaschichten,  oberen  mitteleocänen  Nummulitenkalk, 
Basaltische  Zwischenlagerung,  Hauptnummulitenkalk, 
ScHglia  beobachtet,  wie  solche  bei  Torbole  beschrieben  wurde, 
während  in  den  Gräben  zunächst  östlich  von  Bolognano  die 
grauen  Foraminiferen-Mergel  mit  Penttxcrinas  didactylus^  wie 
am  Mt.  Brione  ausstreichen.  An  einer  W. — 0.  Verwerfungs- 
kluft brechen  hier  die  Tertiärbildungen  ab  und  wenden  sich 
nun  fiber  das  Sarco-Thal  westwärts  über  Arco  nach  Varignano, 
wo  sie  in  einem  Seitenthälchen  sehr  schön  entblösst  ausstreichen, 
lieber  diesen  sehr  interessanten  Zug  soll  an  einer  anderen  Stelle 
berichtet  werden. 

Von  Arco  weiter  thalabwärts  trennt  das  breite  Ssroothal 
die  Nummulitenschichten  des  Strassenzuges  Nago-Aroo  von  dem 
westlich  aus  der  Thalverebnung  und  dem  G^rdasee  wie  eine 
Felseninsel  300  m.  hoch  über  die  Seefläche  aufragenden  Mt. 
Brione,  in  dessen  festen  Kalkbänken  die  Strasse  Riva -Torbole 
eingesprengt  ist.  Seine  Schichten  bilden  unzweifelhaft  die  Fort- 
setzung der  Gesteinsreihe  längs  der  Strasse  Arco-Ni^o,  welche 
in  Folge  des  Durchbruchs  des  Sarcoflusses  getheilt  wurde.  Die 
Felsbänke,  welche  die  Strasse  von  Torbole  gegen  Riva  zuerst 
anschneidet,  bestehen  aus  demselben  Lithothamnienkalk,  der 
an  der  Strasse  Arco-Nago  entbl5sst  ist.  Er  erhebt  sich  in 
senkrechter  fortlaufender  Wand  auf  der  Ostseite  des  Berges  bis  zu 
dessen  höchster  Kuppe.  Gehängeschutt  verdeckt  hier  die  zunächst 
unterlagernden  Gesteinsschichten  bis  an  der  äussersten  Nordost- 
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ecke,  wo  im  Hangenden  zuerst  aus  dem  Trümmerhaufwerk  ein 
Felsenriff  von  grauem,  gelblich  verwitterndem  Kalk  mit  Num^ 
mtüites  Budensis  und  Liihothamnien  sichtbar  wird.  Eine  weniger 
steile  Böschung  trennt  diese  10 — 15  m  mächtige  Bank  von  dem 
hoher  lagernden  Hauptlithothamnienkalk,  dessen  Schichten  iu 
St.  6  mit  25^  nach  W.  einfallen.  An  einer  Stelle  im  äussersten 
NO.  des  Berges  streicht  nun  noch  die  tiefere  Schichtenlage, 
nämlich  jener  schon  im  Vorausgehenden  an  der  Arcostrasse  und 
bei  Bolognano  erwähnte,  graue  Foraminiferen  führende  Mergel 
mit  Pentacrinus  äidadyluSy  kleinen  Carditen^  Pecten  und  der 
für  den  Ofener  Mergel  und  die  Häringer  Schichten  charakteri- 
stischen Clavulina  Seahoi  (C  haeringensis  GbL),  neben  einer 
Anzahl  von  Herrn  Obermedicinalrath  Dr.  Egg  er  bestimmten 
Foraminiferen  derselben  Stufe  in  Ungarn  und  in  Nordtirol  in 
einem  Hohlwege  zu  Tage  aus.     Es  sind  namentlich: 

Verzeichniss  der  am  NO.  Fuss  des  Mt.  Brione  im  Mergel  ge- 
fundenen Foraminiferen -Arten   nach   Bestimmungen   des  Herrn 

Obermedicinalrathes  Dr.  Egger: 


N  a  111  e  n 

VorkommniKse              | 

II- 

9B    _ 

1 

Sonstige  Fundorte 

Ainphistegina  nummularia  Reuss 

Tertiär  in  Nord-  u.  Mittel- 

Deutschland. 

2 

Anomalina  Suessi  Karrer 

Mariner  Tegel  im  Wiener 
Becken. 

3 

Bolivina  elongata  Hantk. 

+ 

4 

,,        reticulata  Hantk. 

+ 

5 

Bulimina  truncana  Gümbel 

+ 

Nordalp.  Eocän. 

6 

Clavulina  cylindrica  Hantk. 

+ 

7 

„          S7Aboi  Hantk. 

+ 

8 

Cristellaria  ornata  Hantk. 

+ 

9 

Gaudryina  rugosa  d'Orbig. 

Obere  Kreide,  Meudon. 
Strehlen,  Pattenau,Prie- 
sen,  Lemberg. 

10 

(ilobigerina  aequilatoraÜH  Brady 

Challonger.  -     Lobend. 
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Namen 


Vorkommnisse 


Sonatige  Fundorte 


11 

12 

13 
14 

15 
16 

17 
18 
19 
20 

21 
22 
23 

24 

25 

26 

27 


28 

29 
30 


Globigerina  aaperula  Gümb. 
„  bulloides  d'Orbig. 

Grammostomum  dilatatum  Reiiss 
Haplophragmium  Humboldti  Reuss 

Marginulina  indifferens  Hantk. 
Miliolina  (Quinqueloculina)  ovata 

Roem. 
Nodo8aria  acnminata  Hantk. 

Budenais  Hantk. 

aimplex  Silvestri 
?  Polymorph ina  ovalia  Borem. 

Pulvinulina  Budensis  Hantk. 
Rhinospira  abnormis  Hantk. 
Rotulina  elegans  d'Orb.  (Pulvin. 

Partschi.) 
?  Rotulina  Schroeteriana  Park  u. 

Job. 
Spiroloculina  limbata,  Bornom. 

Textularia  carinata  d'Orb. 


M 


I» 


l> 


Mariae  d'Orb. 


Trumatulina  lobatula  d'Orb. 

Uvigerina  farinosa  Hantk. 

?  Valvulina  conica  Park  u.  Jon. 


+ 
+ 


+ 


+ 
+ 

+ 


+ 


+ 


Nordalp.  Eocän. 

Wiener  Tegel.  Siena.  Le- 
bend.  Weisse  Kreide. 

Tertiär  in  Oberschle«ien. 

Septar.  Thon.  Tegel  von 
Ofen.    Brendola. 

Stemberger  Gestein.  Reu» 


Tcrt.  Subappcnnin. 
Septarienthon  von  Ilerras- 
dorf. 


Lebend,  Subappennin,  Bar- 

tolomeo. 
Lebend. 

Septarienthon  von  Herrn»- 

dorf.    Lebend. 
Wiener    Tegel.     Lebend. 

Siena. 
cf.  Plecanium  ManaeGflmb. 

aus  den  Numm.-Schicht, 

von     Hammer ;      son^t 

Wiener  Tegel. 
Wiener    Tertiär.     Siena. 

Lebend. 

Challenger.  —  Recent. 


Von  diesen  30  Arten  findet  sich  die  Hälfte  auch  in  dem  sog.  Ofener 
Mergel  Ungarns,  was  wohl  genügen  dürfte,  die  Gleichalterigkeit  der  Ab- 
lagerung ausser  Zweifel  zu  setzen. 
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Wir  f^^ewinnen  dadurch  ein  zuverlässiges  Mittel  des  un- 
mittelbaren Vergleichs  mit  den  unteroligocänen  Ablagerungen 
anderer  Gebiete  und  einen  Anhaltspunkt  für  die  Zuweisung  der 
darüber  liegenden  Lithothamnien-Ealke  zum  Mittel- 
oligocän. 

Verfolgt  man  das  klar  aufgeschlossene  Schichtenprofil  an 
der  Seestrasse  oder  längs  den  Hohenkanten  des  Mt.  Brione 
weiter  ins  Hangende,  so  stossen  wir  an  einem  einzeln  stehenden 
Gebäude,  dem  sog.  Zollhaus,  auf  der  Seeseite  unmittelbar  über 
den  bis  dahin  reichenden,  in  den  hängendsten  Lagen  glaukoni- 
tischen Lithothamnienkalken,  auf  die  schon  früher  er- 
wähnte glaukonitreiche  Grünsandsteinbank  voll  von  Ver- 
steinerungen, namentlich  von  Pecten  deletus  (P.  Pasini),  Es 
bezeichnet  dies  den  Beginn  der  miocänen  Schioschichten 
des  vicentinischen  Gebiets,  welche  dann  weiter  in  einer  Mächtig- 
keit von  mindestens  300  m  als  harte,  etwas  sandige,  tief  graue 
glaukonitische  Mergelkalke  die  ganze  Westseite  des  Berges  zu- 
sammensetzen. In  einem  kleinen  Steinbruch  an  der  Festung 
S.  Nicolo  fallen  die  an  Pecten  deletus  reichen,  harten  Gesteins- 
bänke in  St.  6  mit  30^  nach  W.  ein.  Verfolgt  man  diese 
Schichten  am  Westfuss  des  Berges  an  den  grossartigen  Stein- 
brüchen in  der  kalktuffartigen  quartären  Pietra  morte  bei  der 
Osteria  del  Mt.  Brione  vorbei  nach  S.  Alessandro,  so  beobachtet 
man  hier  eine  starke  Schichtenumbiegung  an  einer  Verwerfung 
mit  einem  Einfallen  auf  St.  9  mit  50^  in  SO.  Es  ziehen  sich 
dann  die  Lithothamnienkalke  wieder  bis  zam  Gebirgsfiiss  nieder 
und  an  den  Häusern  von  Grotta  schneidet  eine  Entblossung 
graue,  weiche  sandige  Mergel  unter  dem  Kalk  an,  welche  zwar 
auch  Bryoeoen  enthalten,  aber  nicht  den  typischen  Bryozoen- 
schichten  entsprechen,  sondern  höheren  Lagen  angehören. 

Den  Brione-Schichten  an  Alter  gleichstehende  Ablagerungen 
sind  im  Gardaseegebiet  nur  am  Südende  des  See^s  im  Burgberg 
von  Garda  und  im  Mt.  Moseali  erhalten.  Was  dazwischen  an 
Tertiärgebilden  nicht  in  die  Seetiefe  versunken  ist,  beschränkt 
sich  auf  verhältnissraässig  geringe  Reste  von  Lithothamnienkalk, 
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Priabona-  und  Bryozoen-Schichten  der  Insel  Garda  und  der 
Felsen  am  Westseeafer  bei  Riva-Manerba.  Von  älteren  Tertiär- 
bildungen ist  am  Ostrande  des  See^s  nur  eine  grossere  Scholle 
in  und  bei  Malcesine  von  der  Zerstörung  verschont  geblieben. 
Es  finden  sich  hier  der  Hauptsache  nach  mergelige  Priabona- 
schichten  und  basaltige  Einlagerungen  und  zwar  letztere  in 
Vergesellschaftung  mit  einer  sehr  eigenthümlichen,  grosscon- 
glomeratartigen  TrQmmerbildung,  mit  welcher  der  Burgberg 
von  Malcesine  in  steil  ansteigenden  Felswänden  aus  dem  See 
aufsteigt.  Die  Unterlage  bildet  von  den  Wellen  bespulte  Scaglia. 
Darauf  baut  sich  ein  System  von  Basalttuff,  Mandelstein  and 
Mergellagen,  die  so  zahlreiche  Brocken  von  Basalt,  besonders 
von  Spilecco-,  Brongniarti-  und  Tsdiihatscheffi -KaXken  einge- 
bettet enthalten,  dass  das  Ganze  ein  Conglomerat-ähnliches  Aus- 
sehen gewinnt.  Diese  Einschlüsse  beweisen,  dass  in  der  Nähe 
von  der  Entstehung  dieser  TrQmmerbildung  auch  die  ältest^i 
Nummulitenschichten  vorhanden  gewesen  sein  müssen,  deren 
Ausgehendes  jetzt  nicht  mehr  zu  beobachten  ist.  Am  oberen 
Eingang  zum  Schlosshof  legen  sich  über  die  Bui^bergfeken 
mergelige  Priabonaschichten  mit  Serpula  apirulaea^  vielen  Qr&t- 
toiden  u.  A.  unter  30^  in  St.  10  nach  NW.  einfallend  an.  Die 
gleichen  Schichten  stehen  auch  an  der  Strasse  S.  von  der  S. 
Sebastiano-Kapelle  an  und  werden  von  basaltigen  Tuffen  onter- 
lagert.  Noch  etwas  weiter  südlich  bei  Casa  Gigerini  springt 
ein  schmales,  aus  doleritischem  Basalt  bestehendes  Felsriff  weit 
in  den  See  vor.  Gehängeschutt  und  erratisches  Geröll  verhin- 
dern hier  den  Zusammenhang  der  fleckweise  aufgeschlossenen 
Tertiärschichten  näher  zu  erkennen. 

In  der  Abzweigung  der  Tertiärbildungen  von  Nago  in  NO. 
Richtung  führt  der  Weg  nach  Pannone  über  grossartige  Trümmer- 
halden von  Scaglia,  Biancone,  Jura  und  Liaskalken  in  der  Höhe 
zu  einer  sehr,  mächtigen  von  Adern  dichten  Basalts  durchzogenen 
Basalttnff-  und  Mandelsteiulagerung,  in  welcher  massenhafter 
Einschluss  von  Grünerde  dem  Gestein  streifenweise  eine  grüne 
Farbe  ertheilt;  in  anderen  Streifen  treten  rothe  und  graue 
Farbentone  hervor.    Der  an  der  Rocca-Kapelle  anstehende  Basalt 
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scheint  damit  in  Verbindung  zu  stehen.  Von  da  gegen  Pannone 
bin  ragen  Felsrippen  Yon  Lithothamnienkalk  auf,  unter  dem  an 
der  Scheide  der  Wege  nach  Pannone  und  nach  Varano-Chienis 
in  einer  Grube  weiche,  versteinernngsreiche  Priabonaschichten 
mit  Numtnulites  Fichtelh  zahlreichen  Orbitoidefiy  Spondylus 
cisalpintiSf  Pecten  arcuatus  und  zahlreichen  Echiniden  in  St.  6 
mit  80^  nach  0.  geneigt  entblösst  sind.  Bittner  erwähnt 
(Verh.  d.  k.  k.  geol.  Reichs.  1878,  398)  dieses  Vorkommen. 
Neben  der  nach  Varano  aufwärtsfiihrenden  Strasse  gehen  dann 
wieder  einzelne  Schichtenköpfe  von  Lithothamnienkalke,  von 
grossartigem  erratischen  Schutt  mit  vielen  Rollstücken  von 
Adamellogestein,  Porphyr,  Diorit,  Serpentin  u.  s.  w.  überdeckt 
zu  Tag,  in  Chienis  selbst  aber  lagern  darüber  kalkige  Grün- 
sandsteine mit  Pecten  deleius  (auct.),  die  auch  über  dem  Thal 
ostwärts  fortsetzen  und  in  einem  Hohlweg  Pannone  gegenüber 
in  St.  9  mit  50^  nach  NW.  einfallen,  während  die  Felsen  an 
der  Cresta  aus  Litbothamnienkalken  bestehen. 

In  dem  ganzen  Zug  der  Tertiärgebilde  im  Garda-Seegebiet 
westlich  vom  Mt.  Baldo  scheinen,  soweit  die  bisherigen  Unter- 
suchangen  reichen,  mit  zureichender  Sicherheit  basaltige 
Zwischenlagerungen  nur  in  zwei  Regionen  vorzukommen,  näm- 
lich zwischen  den  unteren  und  oberen  mitteleocänen  Nuramu- 
litenkalken  und  an  der  Basis  der  Priabonaschichten. 

Etwas  anderen  Verhältnissen  begegnen  wir  innerhalb  des 
Tertiärzugs  am  Ostfuss  des  Mt.  Baldo-Hauptkamms,  über  dessen 
geologischen  Bau  im  Folgenden  kurz  berichtet  werden  soll. 

Die  Tertiärbildungen  dieses  langgestreckten,  aber 
schmalen  Zugs  sind  zuerst  südlich  von  Mori  oberhalb  Tierno 
an  der  Strasse  nach  Brentonico  unter  mächtigem  Schutt  der 
Beobachtung  zugänglich.  Es  sind  tuffige  Basaltmandelsteine  mit 
Natrolith-Ausscheidungen^)  und  Tuflfe,  in  welchen  unter  den 


*)  Liebener  und  Vorhauser  geben  dieses  Mineralien  vor- 
kommen (Die  Mineralien  Tirols  1852,  S.  193)  unter  der  Bezeich- 
nung Mesotyp   in    Begleitung    von  Pektolith,    Apophyllit   und   Kalk- 
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Häusern  von  Visna  ein  schwaches  Brannkohlenflötzchen  und 
Blätterschiefer  eingelagert  sind.  Diese  Bildung  setzt  in  dem 
Thälchen  von  Besagno  fort  und  umschliesst  hier  einzelne  SOss- 
wasserconchylien.  Die  Aufschlösse  unter  der  Ueberdeckang  sind 
zu  spärlich  und  zusammenhanglos,  um  über  die  Stellung  dieser 
Lagen  klaren  Aufschluss  gewinnen  zu  können.  Es  ist  nicht 
unwahrscheinlich,  dass  sie  ungefähr  den  Bildungen  bei  Novale 
unfern  Yaldagno  entsprechen.  Die  Kirche  von  Besagno  steht 
noch  auf  zersetztem  Basalt.  Erst  1  km  oberhalb  treten  an  der 
Strasse  nach  Brentouico,  wo  dieselbe  eine  starke  Krümmung 
macht,  sandige  graue  Mergel  mit  zahlreichen  Bryosoen,  Orbi- 
toiden  und  Operculincfi  in  St.  7  um  50®  nach  SO.  einfallend 
und  über  einer  mächtigen,  einen  kleinen  Wasserfall  veranla<:sen- 
den  Priabonakalkbank  zu  Tag.  Diese  Priabonaschichten  hat 
Dr.  Reis  nun  weiter  aufwärts  bis  Crosano  verfolgt  und  hier  in 
der  Richtung  Crosano-Brentonico  ein  ziemlich  lückenloses  Profil 
aufgefunden.  Dr.  Reis  theilt  hierüber  Folgendes  mit:  ,Am 
Fusse  der  Berghöhe  630  m  0.  von  Crosano  steht  Scaglia  an, 
auf  welche  ohne  Spilecco- Entwicklung  unmittelbar  das  Mittel- 
eocän  aufliegt.  Dasselbe  beginnt  mit  einer  lockeren  Trümmer- 
lage von  Alveolinen-führendeu  Rollstücken,  Scaglia-Brocken  und 
stellenweise  sandigen  Zwischenmittel  (?  ob  Stellvertreter  der 
Spileccobildung),  geht  nach  oben  in  Kalke  mit  Alvcoline»t, 
Nummulites  BiarriteensiSy  N.  Pratti  wie  im  Vicentinischen 
über  und  schliesst  mit  Kalksteinlagen  voll  von  Nummulites 
complanatus  und  N,  perforattis  im  Ganzen  25 — 30  m  mächtig 
und  nach  W!NW.  einfallend.     In   einer  darauf  folgenden  Ein- 


Späth   an.    Meine  Analyse   des  Natroliths   ergab  als   ZusammensetxaDi; 
folgende  Zahlen: 

Kieselsaure 47,25 

Thonerde 25,40 

Natron 13,51 

Kalkerde 0,15 

Bittererde 0,ÖI 

WasHcr 18,05 

99,36 
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tiefung  stehen  tuffige  Lagen  an,  welche  durch  eine  beträchtliche 
Hügelrippe  nach  Oben  begrenzt  wird,  Letztere  setzt  sich  zu- 
nächst aus  gleich  massig  plattigen  Kalksteinen  und  einem  schmalen 
in  der  Mitte  eine  Kalkentwicklung  einschliessenden  Basaltzug 
zusammen.  Hier  wie  in  den  Complanaten-Kalken  zeigen 
sich  Kieselausscheidungen  (25  m  mächtig).  Von  zwei  weiteren 
im  Hangenden  folgenden  Kalkrippen,  durch  Eintief ungen  mit 
weichen  deutlich  tufflgen  Lagen  getrennt,  umschliessen  die  obem 
Bänke  organische  Einschlüsse  nämlich  zahlreiche  Pecten-  und 
Echiniden--  und  riesige  C^c?oh7c5-Arten.  Die  Kalke  sind  eben- 
plattig,  blaugrau,  in  Folge  von  Auswitterung  gelblich-weiss 
(Mächtigkeit  gegen  25  m).  Während  in  den  liegenderen  Tuff- 
schichten, besonders  in  der  untersten,  der  Charakter  einer  Sedi- 
mentbildung  vorwiegt,  folgt  nun  nach  Oben  eine  schätzweise 
80  m  mächtige  tuffige  Mandelsteinmasse  in  z.  Th.  intensiv  rother 
Färbung.  Ueberlagert  wird  dieselbe  von  einem  ächten  Pria- 
bonakalk,  welcher  am  Fusse  des  Aufstiegs  nach  Brentonico 
zahlreiche  charakteristische  Versteinerungen  umschliesst.  Er 
bildet  die  Fortsetzung  des  oben  erwähnten  Kalks  am  Wasserfall 
bei  Besagno  und  wird  wie  dieser  im  Hangenden  von  Bryozoen- 
mergel  begleitet.  Dieses  schöne  Profil  stosst  in  Brentonico  an 
eine  N-S.  verlaufende  Verwerfung,  längs  welcher  Jurakalk  sich 
hervorhebt,  ab.  Brentonico  steht  z.  Th.  auf  basaltigem  Gestein, 
welches  mit  Unterbrechungen  über  S.  Giacomo  bis  zur  Scalette 
fortstreicht  und  z.  B.  bei  Fontechel,  wie  an  der  Kapelle  S. 
Valentino  ausgewitterte  Basaltblöcke  aufweist.* 

Ein  zweiter,  mit  dem  eben  beschriebenen  Profil  nahezu 
paralleler  Schichtendurchschnitt  von  0.  nach  W.  lässt  sich  am 
Abhang  des  Sornethals  verfolgen.  Der  Steig  von  Brentonico 
über  Cazzano  zur  Cornebrücke  bei  Corne  führt  an  nach  W. 
einfallenden  Bänken  von  Scaglia,  Diphyen-,  hornsteinreichen 
Acanthicuskalken  und  Lias  vorüber  zu  einer  Kalkbreccie  (in 
St.  9  mit  30<>  nach  NW.  einfallend),  über  welche  der  Steig 
hinauf  nach  Corne  führt.  Hier  bemerkt  man  das  Ausgehende 
der  Scaglia.    „Die  auflagernden  mitteleocänen  Nummuliten- 

kalke   sind   hier   nach   Dr.  Reis   zwar   nicht   so   gut   aufge- 

39* 
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schlössen,  wie  im  ersten  Profile,  lassen  sich  aber  in  den  haupt- 
sächlichsten Gliedern  deutlich  wiedererkennen  bis  zum  Compla- 
natus-Ealk.  Darüber  folgen  zunächst  gegen  20  m  mächtige 
TufiPe,  dann  mit  geänderter  Fallrichtung  (in  St.  12  mit  40^ 
nach  N.)  blaugraue,  Glaukonit-haltige,  schiefrig  zerfallende, 
plattige  Kalke  mit  Crtnoü^^- Resten,  ferner  aus  diesen  sich 
entwickelnde  Kalke  mit  verzweigten  Bohrlöchern  und  endlich 
eine  massige  Kalkbank,  welche  das  Gehänge  zum  Sornethal 
bildet. 

Alle   diese  Schichten   entsprechen   der  untern   Elegien    der 
mitteleocänen  Kalke  des  Profils  bei  Grosano.     unmittelbar   bei 
Dorf  Sorne  bietet  sich  im  Thal  ein  vorzQglicher  Aufschluss  im 
Hangenden  der  oben  beschriebenen  Reihe  und  als  Stellvertret^ 
der    oberen    Lagen    des    Mitteleocäns    bilden    Kalkbänke    mit 
Basaltmandelsteindecken  und  geschichteten  Tuffen  wechselnd  das 
Liegendste   der  Entblössung.     Auf  der  durch   Auswaschungeo 
sehr  unebenen  Kalklage  breiten  sich  weiter  zunächst  Bänkehan 
dünn  plattiger  tuffiger  Kalke   mit  yielen  Versteinerungen  und 
darüber  basaltige  Lagen  aus,  welche  Brocken  des  darunter  liegen- 
den Kalks  einschliessen  und  Grünerde  neben  Kieselausscheid- 
ungen enthalten.     Nach  oben  wiederholen  sich  nun  der  Reihe 
nach  wechselnd  Kalkbänke  und  tuffige  Zwischenlagen,  Mandel- 
steindecken  und  Basalte   mit  Kalkbrocken   verschiedener,   aucb 
älterer  Art,  wie  solche  in  der  Nachbarschaft  vorkommen.    Dieser 
Schichtencomplex    entspricht    im    Crosano-Profil    dem    oberen 
Mitteleocän  und  es  fehlen  bei  Sorne  sowohl  die  höheren  Tufie, 
wie  die  Priabonakalke,   indem   eine  Längsverwerfung,   begleitet 
von  einer  schmalen  Rippe  älterer  Gesteinsschichten,   die   regel- 
mässige Aufeinanderfolge  stört.     In   diesen  wechselnd   kalkigen 
uud  tuffigen  Lagen  finden  sich  neben  Serptda  spiruletea,  die  ja 
mehrfach  bis  in  ältere  Schichten  hinabreicht,  Nummulifes  distafiSj 
N,  Tschihatscheffi,  N.  perforatuSy  Assilina  exponensj  viele  Orfci- 
toiden  (Priabonaarten),  z.  Th.  abgerollt  und  corrodirt.   Es  scheint 
eine  Ablagerung  in  der  Nähe  der  Küste  zu  sein,  in  welche  aus 
dem  aufgewühlten  Untergrund  Gesteinsbrocken  und  Versteiner- 
ungen eingeschwemmt  wurden/ 
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Anstehend  findet  sich  in  der  Nähe  der  Priabonakalk  erst 
jenseits  d.  h.  westwärts  des  durch  die  Verwerfung  eingeschobenen 
älteren  Gesteinsriffs  am  Weg  von  Brentonico  nach  Brady  als 
mächtige  Ealkscholle,  in  deren  tiefen  nnregelmässigen  Schichten 
grosse  Brocken  des  unmittelbar  unterlagernden  Basaltmandel- 
steins eingeschlossen  sind,  während  erst  nach  oben  wohlge- 
schichtete  Bänke  voll  von  Echividen  und  mit  mehr  vereinzelten 
Bryoeo'en  und  Korallen  entwickelt  sind. 

,Am  Saum  Wege  von  Brentonico  nach  S.  Giacomo  begleitet 
uns  nach  Reis  in  die  Tertiärablagernngen  eingeschobene  Scaglia 
und  darüber  unmittelbar  anstehend  tiefstes  Mitteleocän  (Membro), 
welches  ohne  sonstige  Zwischenlagen  sogleich  in  Complanatus- 
Perforatus-Ealke  mit  NW.-Einfallen  übergeht.  Weiterhin  biegt 
sich  die  Scaglia  mit  SW.-Einfallen  um  und  es  folgt  über  ihr 
ein  Kalk,  der  für  Membro  zu  halten  ist  und  darüber  Tuff  und 
tuffiger  Kalk  mit  Echiniden  und  Nummulites  Brongniarti^  der 
auch  in  losen  Blöcken  bei  Brentonico  sich  findet,  dann  folgen 
wieder  Tuffschichten  und  basaltiger  Mandelstein  unter  einem  der 
Priabonasstufe  zugehörigen  Kalkklotz.  Könnte  hier  die  Schichten- 
folge für  ungestört  angenommen  werden,  so  fanden  die  Brongni- 
arti-Kalke  ihre  Stelle  über  den  Membrokalk.  Doch  ist  diese 
Lagerungsweise  unsicher,  weil  weiter  gegen  S.  Giacomo  hin 
Tuffe  unmittelbar  auf  Scaglia  sich  einstellen,  welche  entweder 
in  Folge  von  Störungen  diese  Stelle  einnehmen  oder  den  ältesten 
Tuffen  entsprechen,  wie  solche  im  Vicentinischen  an  der  Basis 
des  Eocäns  auftreten  und  auch  in  diesem  Zuge  bei  Ferrara  di 
Mt.  Baldo  vorkommen.  Bei  S.  Giacomo  legt  sich  ganz  zweifel- 
los auf  die  Gomplanatus-Kalke  mächtiger,  geschichteter  Tuff  an, 
der  hier  eingeschwemmte  Brocken  von  Kalk  mit  Nummulites 
complanaius  umschliesst.  Auf  der  Höhe  westlich  von  S.  Valentino 
sieht  man  deutlich,  wie  dieser  Tuff  mit  den  tuffigen  Mandelsteinen 
und  Basalten  unter  die  Kalkwände  der  Priabona-Stufe  der  Corona 
del  Bes  untertaucht.  Diese  Kalke  dienen  dann  mächtigen 
Bryozoenmergeln  zur  Unterlage,  die  höher  hinauf  gegen  die 
Bergkuppe  von  1738  m  Meereshöhe  fortsetzen  und  in  Litho- 
thamnienkalke  verlaufen. 
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Jenseits  d.  fa.  südlich  des  Thaies  der  Scalette  nach  Ferrara 
hin  führt  der  Weg  fast  andauernd  über  die  in  gleicher  Rich- 
tung fortstreichenden  Priabonakalke  und  über  die  diesen  auf- 
gelagerten sandigen  Bryozoenmergel  mit  Nummtdites  FiciUdi 
und  N,  vascus  neben  Pecten  armatus.  Erst  nahe  N.  von  Ferrara 
di  Mt.  Baldo  tauchen  darunter  aus  dem  mächtigen  Schutt  die 
älteren  Schichten  in  der  Reihenfolge  Scaglia,  Tuff,  Membrokalk 
wieder  auf/  Noch  sei  erwähnt,  dass,  wenn  man  statt  des 
Saumwegs  über  S.  Giacomo  den  unteren  Steig  über  S.  Yalentino 
einschlägt,  nahe  nördlich  von  dieser  Kapelle  der  Fusspfad  über 
eine  mächtige  Scholle  von  Liaskalken,  strotzend  voll  von  LUktoHa 
problematica,  aufwärts  führt. 

Kehren  wir  zur  näheren  Betrachtung  der  Gebirgsverhältnisse 
der  Fundorte  der  Grün  erde  zurück,  welche  an  dem  eben  be- 
schriebenen Saumweg  von  Brentonico  nach  Ferrara  an  den  Ge- 
hängen von  Val  Aviaua  bei  P.  Scalette  unterhalb  der  Corona 
del  Bes  noch  auf  österreichischem  Gebiet  liegen  und  auf  der 
Tiroler  Karte  (1 :  75000)  Blatt  Roveredo  und  Riva  als  Miniere 
delle  terre  verdi  verzeichnet  sind;  so  haben  wir  zu  berichten, 
dass  die  Orünerdegruben  in  dem  oben  erwähnten  Lager  yon 
basaltischen  Gesteinen  sich  vorfinden,  welches  ganz  unzweifelhaft 
die  als  hohe  Felswand  anstehende  Priabonakalke  gleichförmig 
unterteuft. 

Der  die  Grünerde  des  Mt.  Baldo  beherbergende 
Complex  basaltiger  Gesteine  gehört  mithin  als  Zwi- 
schenglied den  tertiären  Nummulitenschichten  an  und 
bildet  eine  Einlagerung  im  Hangenden  der  sog.  oberen 
Mitteleocänkalke  und  im  Liegenden  des  Priabonakalks. 

Ein  Reihe  alter  Halden  jetzt  auflässiger  Gruben  zieht  sich 
von  dem  tiefen,  grabenähnlichen  Thälchen,  von  da,  wo  der 
Saumweg  nach  Ferrara  dasselbe  überschreitet,  an  dem  nördliche 
Gehänge  in  ziemlich  regelmässiger  Linie  in  die  Höhe,  so  dass 
man  den  Eindruck  gewinnt,  die  verschiedenen  Gräbereien  seien 
auf  einer  dem  Hauptstreichen  folgenden  Mineraleinlagernng  an- 
gesetzt und  betrieben  worden.  Keiner  dieser  Baue,  die  grossen- 
theils  als  Stollen  angelegt  waren,  standen  z.  Z.  in  Betrieb  oder 
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waren  fahrbar.  Anf  den  Halden  liegen  hier  zahlreiche  Stücke 
▼on  festeren  Basaltmandelsteinen  und  verfallener  BasalttufiP,  da- 
neben verkieselte  Grünerdebrocken,  grüne  und  gelbe  Cbalcedon- 
knollen,  welche  im  Innern  oft  krjstallisirte  Quarzausscheidungen 
erkennen  lassen.  Die  Entblössungen  über  Tag  sind  hier  zu  ge- 
ring, um  mit  Sicherheit  über  die  Art  des  Vorkommens  der  6nm- 
erde  entscheiden  zu  können.  Die  anstehenden  basaltigen  Ge- 
steinsmassen sind  stellenweise  Basaltmandelsteine,  stellenweise  Ba- 
salttuffe, an  welchen  durch  die  streifig  wechselnde  Färbung  eine 
Art  Schichtung  sich  rerräth.  Auch  fehlt  es  nicht  an  Blöcken 
massigen  Basaltes,  die  ausgewittert  an  der  Oberfläche,  z.  B.  auf 
dem  Sattel  gegen  die  S.  Yalentino- Kapelle  zerstreut  liegen. 
Basalt,  Basaltmandelsteine  und  Tuffe  bilden  hier  ein  Ganzes, 
welches  als  Glied  zwischen  den  Schichten  der  Nummulitenkalke 
und  -Mergel  eingeschaltet  sind,  erstere  in  deckenförmiger  Aus- 
breitung, letztere  in  schichtenartiger  Ablagerung. 

Auf  der  Südseite  des  Thaies  steigen  die  Stollenhalden  in 
analoger  Weise,  wie  auf  der  Nordseite  an  dem  Gehänge  fast 
parallel  mit  dem  Saumpfad  empor.  Auf  diesem  SüdflQgel  sind 
z.  Th.  noch  mehrere  Stollen  in  Betrieb,  deren  aneinander  ge- 
reihte Ansatzstellen  dem  schichtenartigen  Fortsetzen  der  Lager- 
stätte der  Grünerde  nach  Süden  hin  entspricht.  Einer  der  höchst 
gelegenen,  zur  Alpe  Treto  gehöriger  Stollen  konnte  befahren 
werden.  Ein  Arbeiter  war  hier  mit  seiner  Familie  mit  der  Ge- 
winnung der  Grünerde  beschäftigt.  Vor  Ort  des  mühselig  zu 
befahrenden  Stollens  konnte  ich  mich  nun  von  der  Art  des  Vor- 
kommens der  Grünerde  überzeugen.  Die  letztere  ist  als  sekun- 
däres Erzeugniss  aus  der  Zersetzung  der  Bestandtheile  der 
basaltigen  Gesteine  hervorgegangen  und  hat  sich  auf  vorhan- 
denen Hohlräumen,  Klüften  und  Rissen,  hauptsächlich  zwischen 
Mandelstein  und  Tuff  oder  in  ersterem  in  grosseren  Massen  an- 
gesammelt. Sie  findet  sich  daher  in  grösseren  Butzen  und  un- 
regelmässig umgrenzten  Linsen  oder  Adern,  die  der  Gesteins- 
lagerung nach  sich  fortziehen.  Ueberall  ist  die  Grünerde  von 
Chalcedonausscheidungen  begleitet  und  häufig  so  innig  mit  diesen 
verwachsen   oder  vermengt,   dass  sie  dem  Chalcedon  die  grüne 


600         Sitzung  der  tnath.-phys,  Glosse  vom  5,  Dezember  1896, 

prasemähnliche  Färbung  mitiheilt,  während  sonst  das  Eiesel- 
mineral  eine  bräunlichgelbe  Färbung  besitzt.  Es  ist  dieselbe 
Mineralvergesellschaftung,  wie  solche  sich  in  den  Biasenräumen 
der  Mandelsteine  so  vieler  Massengesteine  vorfindet  und  auch 
bei  den  Basaltmandelsteinen  des  ganzen  Gebietes  der  Nnm- 
mulitenscbichten  vom  Vicentinischen  bis  zum  Mt.  Baldo  und 
Gardasee  wiederholt. 

Dass  dieser  Ausscheidungsprocess  schon  frühzeitig  vor  der 
Lagerungsstörung  der  Tertiärgebilde  stattgefunden  hat,  geht 
daraus  hervor,  dass  die  GrQnerdemassen  von  sehr  zahlreichen, 
wellig  gestreiften,  spiegelnden  Rutschflächen  durchzogen  sind. 
Oft  ist  die  Grünerde  wie  mit  dem  Chalcedon  auch  mit  dem 
Nebenstein  so  innig  verwachsen,  dass  man  beide  nicht  scharf 
trennen  kann.  Solche  Massen  werden  daher  in  den  Gruben 
mitgewonnen  und  erst  über  Tag  in  bessere  und  minder  gute 
Sorten  geschieden.  Auffallend  ist  das  Fehlen  oder  die  grosse 
Seltenheit  von  Kalkspath- Ausscheidungen,  die  sonst  das  Vor- 
kommen von  Grünerde  zu  begleiten  pflegt. 

Fragen  wir  nach  der  Entstehungsweisc  der  Grünerde,  so 
ist  es  im  höchsten  Grade  wahrscheinlich,  dass  sie  der  Zersetzung 
des  augitischen  Gemengtheils  des  sie  beherbergenden  basal- 
tigen Gesteins  ihren  Ursprung  verdankt;  aber  schwierig  zu  er- 
klären ist  ihr  grosser  Gehalt  an  Kalium.  Das  wäre  versländ- 
lich, wenn  diese  Basalte  zu  der  Gruppe  der  Leucitbasalte  ge- 
hören würden,  in  welchem  Falle  der  etwa  zersetzte  Leucit  das 
Kalium  liefern  hätte  können.  Es  ist  dieses  Mineral  jedoch  bis 
jetzt  in  keinem  der  Basalte  dieser  Gegenden,  selbst  nicht  ak 
accessorischer  Gemengtheil  wahrgenommen  worden.  Es  muss  vor- 
läufig unentschieden  bleiben,  woher  dieses  Alkali  und  ob  viel- 
leicht aus  Zersetzung  eines  feldspathigen  Gemengtheils  oder  der 
Glasmasse  stammt. 


i 
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in.   Technische  Verhältnisse. 

Die  Gewinnungsart  der  Qrünerde  am  Mt.  Baldo  besitzt 
insofern  ein  historisches  Interesse,  als  wir  in  derselben  einen 
Mineralabbau  vor  uns  haben,  der  von  der  Romerzeit  an  — 
vielleicht  mit  zeitweise  längeren  Unterbrechungen  —  bis  in  die 
Gegenwart  hereinreicht.  Solches  zeitweise  Erliegen  des  Berg- 
baubetriebs scheint  daraus  gefolgert  werden  zu  dürfen,  dass  der 
italienische  Naturforscher  Cesalpini  in  seiner  Schrift  ,de 
metallicis'  1610  dieses  Vorkommen  der  Grün  erde  am  Mt.  Baldo 
nicht  erwähnt. 

Die  Gewinnung  der  Grünerde  auf  Tiroler  Gebiet  war 
nach  älterem  österreichischem  Bergrecht  durch  eine  kaiserliche 
Belehnung  bedingt,  da  die  Substanz  zu  den  Regalien  gehörte. 
Solche  Verleihungen  bestanden  früher  in  grösserer  Anzahl  am 
Mt.  Baldo  bei  Brentonico,  z.  B.  an  der  Scalette-Pianetti,  bei 
Castione  und  Mori.  Die  Besitzer  der  hauptsächlichen  Beleh- 
nungen alla  Vina,  Gemeinde  Brentonico,  waren  der  Graf 
Eccheli  und  Ant.  Zanoni,  der  Grube  Andrioli  daselbst  mehrere 
Einwohner  von  Brentonico,  der  Gruben  „alla  Scalette*  die 
Familie  Pietro  dai  Gampi  und  noch  vier  andere  Gewerke 
daselbst.  Auch  im  unmittelbar  angrenzenden  italienischen  Ge- 
biete sollen  einige  Gruben  betrieben  worden  sein. 

Nach  den  neueren  bergrechtlichen  Bestimmungen  in  Oester- 
reich  findet  seit  1854  eine  Belehnung  aufGrunerde  nicht  mehr 
statt  und  die  Gewinnung  ist  dem  Grundbesitzer  freigegeben. 
Eine  bergbehördliche  Beaufsichtigung  der  Betriebe  besteht  nicht 
mehr.  Zur  Zeit  meines  Besuchs  der  Gegend  war  nur  eine  zur 
Malga  Treto  gehörige  Grube  durch  nur  einen  Arbeiter  belegt. 
Es  sollen  sonst  gegen  10  bis  15  Bergleute  bei  der  Grünerde- 
gewinnung in  dieser  Gegend  beschäftigt  sein,  sobald  die  Feld- 
arbeit beendigt  ist.  An  der  oben  erwähnten  Grube  hatte  ein 
Arbeiter  mit  seiner  Familie  in  einer  sehr  dürftigen  Hütte  Auf- 
enthalt genommen,   daneben  bestand  noch  ein  Bretterverschlag 
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für  die  Aufbewahrung  des  gewonneuen  und  gereinigten  Materials. 
Die  Gewinnung  findet  z.  Z.  in  einem  etwa  200 — 250  ni  langen 
Stollen  von  denkbar  schlechtester  Beschaffenheit  statt.  An  der 
Sohle  etwa  1,5  m  breit  ist  derselbe  nach  oben  unregelmässig 
zugeführt  und  an  einzelnen  Stellen  so  eng,  dass  man  nur  fast 
kriechend  vorwärts  kommen  kann.  Dabei  ist  die  Stollensohle 
uneben,  oft  ansteigend,  oft  grubenartig  yertieft  und  an  solchen 
sackartigen  Vertiefungen  mit  Wasser  und  Schlamm  erfüllt.  Vor 
Ort  fand  ich  die  Orünerde  in  einem  unregelmässig  abgegrenzten 
Butzen  und  Nesterwerk  anstehend  zwischen  Mandelstein  und 
tuffiger  Masse  in  einer  Mächtigkeit  bis  zu  0,1  m.  Das  Streichen 
der  Lagerstätte  ist  von  SW.  nach  NO.  und  das  schwache 
Einfallen  nach  NW.  gerichtet.  Bei  dem  Abbau  bedient  sich 
der  Erdgräber  einer  Art  Spitzhaue.  Ob  vom  Stollen  ans 
Seitenstrecken  und  Abbaue  nach  oben  oder  unten  getrie- 
ben sind,  konnte  ich  nicht  ermitteln.  Es  sollen  solche  vor- 
handen sein. 

Das  in  der  Grube  gewonnene  Material  wird  in  Tragkörben 
durch  den  Stollen  zu  Tag  gebracht  und  hier  durch  die  Ange- 
hörigen des  Arbeiters  gereinigt,  von  den  unhaltigen  Bergtheilen 
dem  sog.  toro  (tuffo)  und  begleitenden  Ghalcedon,  sog.  prea 
(petra)  geschieden  und  sortirt.  Sobald  die  Erde  im  Lagerraum 
ausgetrocknet  ist,  wird  dieselbe  in  Säcke  verpackt,  mitteUt 
Maulthiere  über  Brentonico  zur  Eisenbahnstation  Mori  gebracht 
und  geht  von  da  in  den  Handel  angeblich  hauptsächlich  nach 
Verona  und  Hamburg  zur  weiteren  Verarbeitung  für  Farberde. 
Nach  gefalliger  Mittheilung  des  Grubenbesitzers  Herrn  Zanoni 
kostete  loco  Mori  ein  Kilogramm  Grünerde: 

I.  Qualität  15  Kreuzer  öst.  W. 

Im  Handel  kostet  die  Malerfarbe: 

1)  Beste  dunkele  Sorte  in  Klgr.      2  oM  SO  ^ 

2)  Zweite  helle  Sorte      ,       ,  2  Jk  —  ^ 

3)  Grüne  Tuncherfarbe  „       ,         —  e^  50  ^ 
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Die  Sorte  1  dürfte  aus  reiner  Grünerde  hergestellt  sein,  die 
zweite  Sorte  braust  mit  Säuren  behandelt  lebhaft  und  scheint 
eine  Vermengung  von  Grünerde  mit  Kreide  zu  sein.  Die  dritte 
Sorte  ist  stark  verunreinigt. 

Es  sei  hier  bemerkt,  dass  in  Südtirol  noch  eine  andere  grüne 
Erdfarbe  unter  der  Bezeichnung  „Elausener  Grünerde''  in 
den  Handel  kommt,  für  welche  wahrscheinlich  das  Rohmaterial 
im  Fassathal  gewonnen  wird  und  welcher  die  bekannte  Umwand- 
lung Yom  Augit  in  Grünerde  entspricht. 

Die  Mundlöcher  der  zahlreichen  Stollen  im  Val.  Aviana 
sind  so  nahe  übereinander  angesetzt,  dass  es  scheint,  als  ob  in 
den  streichend  auf  der  Lagerstätte  einer  über  dem  anderen  ge- 
triebenen Stollen  die  Gewinnung  der  Grünerde,  soweit  deren 
Anstehendes  vom  Stollen  aus  sich  erreichen  lässt,  stattfindet. 
Die  jährliche  Gewinnung  des  Rohstoff  beträgt  angeblich  15  000 
bis  20  000  Klgr. 

Einige  Stollen  an  der  Scalette  sollen  soweit  in  das  Gebirge 
getrieben  sein,  dass  sie  bei  der  Nähe  der  Landesgrenze  bis  in 
das  benachbarte  italienische  Gebiet  hineinreichen,  was  bei  einer 
Länge  der  Stollen  von  250 — 300  m  nicht  unwahrscheinlich  ist. 

Dass  die  Grünerde  vom  Mt.  Baldo  als  Material  für 
Herstellung  der  unter  der  Bezeichnung  Veroneser  oder  Sela- 
don-Grün  bekannten  Erdfarbe  Verwendung  findet  und  dass 
die  Farbe  jetzt  noch  und  schon  von  den  Römern*)  für  Fresko- 
malerei benützt  wurde,  ist  bereits  erwähnt  worden.  Sie  wird 
bei  dieser  Anwendung  besonders  wegen  ihrer  Unveränderlichkeit 
unter  der  Einwirkung  der  Atmosphärilien  und  wegen  ihrer  Ver- 
wendbarkeit unmittelbar  auf  Mörtel  und  Kalkanstrich  hochge- 
schätzt. Weniger  geeignet  ist  die  Farbe  für  Pastell-  und  Wasser- 
inalerei.  Als  Oelfarbe  ist  sie  so  gut  wie  unbrauchbar.  Die 
geringsten  Sorten  liefern  eine  wohlfeile  Tüncherfarbe. 

In  Verona,  wo  hauptsächlich  die  Erdfarbe  aus  dem  Roh- 
material vom  Mt.  Baldo  hergestellt  wird,  reinigt  man  letzteres 

*)  K.  Wiegmaini,  Die  Malerei  der  Alten,  1830. 
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behufs  der  Eatfernang  von  Eisenoxyden  mit  Salzsäure  und  stellt 
dann  durch  Schlämmen  des  feingemahlenen  Stoffes  verschiedene 
Farbsorten  her.  Auch  gebrannt  wird  die  Substanz  zur  Her- 
stellung einer  braunrothen  Farbe  verarbeitet.  Mit  Kreide  ver- 
mengt kommt  die  Farbe  unter  dem  Namen  , Steingrün'  als 
Tüncherfarbe  in  den  Handel.^) 


1)  Bersch,  Die  Fabrication  der  Erdfarben,  IL  Aufl.  1893,  40  u.  190; 
Mierzinski,  Die  Erd-,  Mineral-  und  Lackfarben,  1883,  184. 
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Ueber  die  sogenannte  Grenze  und  die  Grenzgebiete 
zwischen  Convergenz  und  Divergenz. 

Von  Alfl-ed  Pringsbeim« 

{JÜngOaufm  12.  Detembtr.) 

§  1.    Ueber  die  Dn  Bois-Reymond^sche  Function  r  (n)  als 
Grenze  zwischen  Convergenz  und  Divergenz. 

In  seinen  „Untersuchungen  über  die  Convergenz  und 
Divergenz  der  Fourier'schen  Darstellungsformeln**) 
hat  Du  Bois-Reyraond  eine  Function  T(a)  eingeführt,*)  welche 
für  a  =  0  ohne  Maxima  und  Minima  verschwindet  und 
9 die  Grenze  der  Convergenz  und  Divergenz  des  Integrals: 


a 


J 


i..lW 


a 


bildet**.  Dazu  bemerkt  er  zunächst  in  einer  erläuternden  Fuss- 
note:  »Die  Einführung  dieser  Function  r  (a)  kann  als 
Widerspruch  mit  dem  Schluss  angesehen  werden,  dass 
es  keine  Function  gibt,  welche  die  Grenze  zwischen 
Convergenz  und  Divergenz  bildet.  Ein  Widerspruch 
ist  indessen  hier  nicht  vorhanden.  Die  genauere  Er- 
örterung dieser  etwas  subtilen  Frage  werde  ich  dem- 
nächst an  anderem  Orte  geben.*)  Hier  nur  in  Kürze 
die   Andeutung,    dass    die   Function  r   zu   den    von   der 


>)  Abh.  d.  bayer.  Akad.  d.  W.,  Cl.  II,  Bd.  XII  (187C). 

*)  A.  a.  0.  Einleitung,  p.  XV. 

3)  Die«  ist,  80  viel  ich  weiss,  leider  nicht  geschehen. 
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Seite  der  Divergenz  wie  von  der  Seite  der  Gonvergenz 
her  sieh  ihr  nähernden  Functionen  in  ähnlicher  Be- 
ziehung steht,  wie  der  Kreis  zu  den  ihm  umschriebenen 
und  eingeschriebenen  Linien  .  .  .  .* 

Dies  mag  auf  den  ersten  Bück  ganz  plausibel  erscheinen, 
auch  wenn  man  davon  absieht,  dass  das  zur  Erläuterung  heran- 
gezogene Beispiel  des  Kreises  als  Grenze  der  umschriebenen 
und  eingeschriebenen  Polygone  durchaus  unpassend  gewählt 
ist.  Denn  der  Kreis  kann  unabhängig  von  jenem  Grenz- 
Processe  reingeometrisch  oder  analytisch  vollständig  definirt 
werden:  derselbe  erscheint  also  bei  dem  fraglichen  Grenz- 
Processe  als  ein  a  priori  schon  vorhandenes  Object,  welches 
lediglich  zu  einer  uneudlichen  Folge  von  umschriebenen  oder 
eingeschriebenen  Polygonen  in  eine  gewisse  Beziehung  gesetzt 
wird,  genau  so,  wie  z.  B.  die  rationale  Grenze  eines  unbe- 
grenzten periodischen  Decimalbruches  zu  der  betrefien- 
den  Folge  von  endlichen  Decimalbrüchen. 

Im  übrigen  führt  gerade  diese  letzte  Bemerkung  unmittel- 
bar auf  ein  völlig  zutreffendes  Aualogon,  nämlich  die  Einführung 
der  Irrationalzahlen  auf  Grund  der  Gantor^schen  Defini- 
tions-Methode. ^)  Hier  wird  einer  passend  gewählten  unbegrenzten 
Folge  von  rationalen  Zahlen  (z.  B.  einem  nicht -periodischen 
unbegrenzt  fortsetzbaren  Decimalbruche)  ein  neues  Zahlzeichen 
und  damit  eine  neue  Zahl  zugeordnet  und  als  Grenze  jener 
Folge  von  Rationalzahlen  bezeichnet.  Dieser  neuen  Zahl 
können  dann  bestimmte  Eigenschaften  nur  in  der  Weise 
beigelegt   werden,   dass   dieselben   durch   entsprechende   Eigen- 


*)  Du  Bois-Reymond  verwirft  freilich  in  seiner  , Allgemeinen 
Functionen-Theorie*^  (Tübingen  1882)  jene  «rein formale"  Anfifassungs. 
weise  des  Zahlbegriffes  (a.  a.  0.  p.  55),  ohne  aber  etwas  besseres  oder 
überhaupt  nur  brauchbares  an  deren  Stelle  zu  setzen.  Weder  der  Du 
Bois-Reymond'sche  „Idealist*,  noch  sein  »Empirist*  gelangen  xu 
einer  arithmetisch -strengen  Definition  des  allgemeinen  Zahlbegriffes. 
Was  im  übrigen  bei  dieser  angeblich  „philosophischen*,  schwerlich 
aber  „mathematischen*  Betrachtungsweise  herauskommt,  davon  liefert 
die  genauere  Untersuchung  der  in  Rede  stehenden  Function  T(a)  ein  h*^ 
redt  es  Beispiel. 
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Schäften  der  betheiligten  rationalen  Zahlen  definirt  werden. 
So  gilt  z.  B.  jene  neue  Zahl  (Irrationalzahl)  als  positiv, 
wenn  alle  Terme  der  definirenden  Zahlenfolge  von  irgend  einem 
bestimmten  ab  über  einer  gewissen  positiven  Zahl  liegen;  sie 
heisst  grösser  als  irgend  eine  rationale  Zahl  a,  wenn  alle 
Terme  von  irgend  einem  bestimmten  ab  ^  a  +  €  sind  (wo 
e  >  0),  u.  s.  f. 

In  analoger  Weise  kann  man  einer  passend  gewählten  un- 
begrenzten Functionen-Folge  ein  neues  Functions-Zeichen 
zuordnen  und  gelangt  damit  zur  Einführung  einer  neuen,  etwa 
als  Qrenz-Funetion  jener  Folge  zu  bezeichnenden  Function, 
sobald  es  gelingt,  für  jenes  neue  Functions-Zeichen  be- 
stimmte Eigenschaften,  Grössen -Beziehungen,  Rech- 
nungs-Operationen durch  diejenigen  zu  definiren,  welche 
den  einzelnen  Individuen  der  betreffenden  Functionen-Folge  zu- 
kommen. In  diesem  Sinne  kann  man  z.  B.  d^  als  Grenz- 
Funktion  der  Folge: 

oder  lg  X  als  Grenz-Function  der  Folge: 

l-(l^^-l),  2^{fx-\),  .  .  .  V'{l/x-\),  .  .  . 

einführen. 

Von  einem  Versuche,  die  fragliche  Function  t  (a)  in  solcher 
Weise  wirklich  zu  definiren,  ist  nun  freilich  bei  Du  Bois- 
Reyraond  mit  keinem  Worte  die  R^e.  Er  sagt  darüber  ledig- 
lich Folgendes:^) 

„Wenn  man  die  Grenze  zwischen  Convergenz  und 
Divergenz  auch  nicht  wirklich  darstellen  kann,  so 
hindert  dies  nicht,  in  den  Galcul  eine  ideale  Function 
T{a)  einzuführen,  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  das 
Integral 


*)  A.  a.  0.  p.  45. 
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0 


convergirt,  dass  aber  jedes  Integral 

a 


/""•^ 


divergirt,  in  welchem  qp(a)>T(a)  gedacht  sind.* 

Ich  niuss  bekennen,  dass  ich  von  einer  solchen  «idealen* 
Function  keine  rechte  Vorstellung  habe.  Angenommen  aber, 
sie  Hesse  sich  in  dem  oben  bezeichneten  Sinne  wirklich  defi- 
niren,  so  kann  man  nach  einer  bekannten  Methode  sofort  auch 
Functionen  T^{a)>T{a)  (und  sogar:  r,(a)>>r(a))  herstellen, 
für  welche  das  Integral: 


da-'-^ 


0 


ebenfalls  noch  convergirt:  alsdann  stellt  aber  T(a)  nicht  die 
praetendirte  Grenze  zwischen  Convergenz  und  Divergenz  dar. 

Hiernach  erscheint  die  Einführung  einer  solchen  Function 
T(a)  unzulässig,  nicht  deshalb,  weil  sie  durch  bekannte  Func- 
tionen nicht  dargestellt  werden  kann,  sondern  weil  die  blosse 
Annahme  ihrer  Existenz  auf  einen  logischen  Wider- 
spruch führt. 

Man  könnte  nun  etwa  zur  Rettung  dieser  Function  T(a) 
auf  die  Kiemann'schen  Flächen  hinweisen,  deren  sich  gegen- 
seitig durchsetzende  Blätter  zwar  nicht  mit  unseren  Denk- 
gesetzen,  aber,  genau  genommen,  mit  unserem^)  geometrischen 
Vorstellungs  -  Vermögen  im  Widerspruche  stehen.  Man  to- 
lerirt  aber  diesen  Widerspruch  lediglich  wegen  des  prak- 
tischen Nutzens,  welchen  die  fragliche  Fiction  der  Punctionen- 
Theorie  thatsächlich  gestiftet  hat.  Ein  solcher  ist  ihr  je- 
doch   aus    der    Einführung    der    Function   T{a)    bisher   nicht 


^)  Vielleicht  auch  nur  mit  dem  mcinigenV 
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erwachsen  ^)  und  steht  auch  kaum  zu  erhoffen :  in  Folge  dessen 
liegt  auch  keinerlei  Grund  vor,  die  so  wunderbar  vollkommene 
und  pracise  Sprache  der  Analysis  durch  dergleichen  «ideale' 
Zuthaten  zu  verunzieren. 


§  2.     lieber  Grenzgebiete   zwischen  Convergenz   und 

Divergenz. 

Während   sich  die  Annahme   einer  Grenze  zwischen  der 
Convergenz  und  Divergenz  des  Integrals 


da  •  ~ 


als  unzulässig  erwiesen  hat,  kann  man  in  gewissem  Sinne  von 
Grenzgebieten  zwischen  der  Convergenz  und  Divergenz  eines 
solchen  Integrales  reden.  Der  Sinn  und  die  Tragweite  dieses 
Begriffes  soll  jetzt  einer  genaueren  Untersuchung  unterworfen 
werden  und  zwar  will  ich  dieselbe,  um  sie  möglichst  elementar 
zu  gestalten,  zunächst  nicht  für  ein  bestimmtes  Integral, 
sondern  für  eine  unendliche  Reihe  führen.  Dabei  kann  es 
sich  selbstverständlich  lediglich  um  Reihen  mit  lauter  gleich- 
bezeichneten (etwa  positiven)  und  monoton  gegen  Null 
abnehmenden  Gliedern  handeln,  da  für  andere  Reihen  (geradeso 
wie  für  bestimmte  Integrale  von  Functionen  mit  unendlich  vielen 
Maximis  und  Minimis)  die  Möglichkeit  derartiger  Betrachtungen 
a  priori  ausgeschlossen  erscheint. 

Es  seien  nun  Cy,  dfy  (v  =  0,  1,  2,  .  .  .)  zwei  monoton  gegen 
Null  abnehmende  Folgen  positiver  Zahlen  von  der  Beschaffen- 
heit,   dass  2cy  convergirt,  2dy  divergirt  und  dass  dy>Cy 


0  Du  Bois-Rejmond  sagt  hierüber  —  am  Schlüsse  der  oben 
citirten  Fussnote  —  selbst  Folgendes:  ^Praktisch  braucht  man  übri- 
gens unter  t  nicht  die  Grenze  der  Convergenz  und  Divergenz 
selbst  sich  vorzustellen,  sondern  es  genügt,  darunter  eine 
Function  sich  zu  denken,  die  der  Grenze  näher  liegt,  als  alle 
anderen  in  den  gerade  vorgelegten  Calcul  eingehenden/ 
18M.  Math.-phyB.  Gl.  4.  40 
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für  jedes  endliche  v,  lim  -—  =  oo  .    Nach  bekannten  Sätzen  aas 

der  Reihenlehre ^)  können  hierbei  die  Cy  und  dy  als  , beliebig 
nahe''  an  einander  liegend  angenommen  werden,  d.  h.  so,  daas 

der   Quotient   —   mit  unbegrenzt  wachsenden   Werthen   Yon  v 

Cy 

beliebig  langsam  ins  Unendliche  wächst. 

Bedeutet  jetzt  a^  (v  =  0,  1,  2,  .  .  .)  eine  andere  positire, 
monotone  Zahlenfolge,  so  convergirt  die  Reihe  2a^^  wens 
für  alle  Werthe  yon  v^  zom  mindesten  von  einem  bestimmten 
Werthe  y  =  w  ab  : 

( A)  üy^  Cy; 

sie  divergirt,  wenn  für  v^w: 

(B)  Oy^dr. 

Ist  dagegen,  wie  gross  auch  v  werden  mag: 

(C)  Cy    <     ay<dy, 

(wobei  man  die  Gleichheitszeichen  so  zu  verstehen  hat,  dass  die 
schon  unter  (A)  und  (B)  erledigten  Fälle:  Qy  =  Cy,  bezw.  o,  =  dr 
für  v^n^  wegfallen),  so  kann  die  Reihe  2ay  noch  convergiren 
oder  divergiren.  Wir  wollen  alsdann  sagen,  sie  gehöre  dem- 
jenigen Grenzgebiete  zwischen  Convergenz  und  Divergenz  an, 
welches  durch  die  Schranken  (c^),  {dy)  definirt  wird. 

Nun  darf  man  aber  ja  nicht  glauben  —  und  dieser  Irr- 
thum  ist  thatsächlich  von  Du  Bois  Reymond  und  anderen 
Reihen  -  Theoretikern  begangen  worden  —  dass  bei  irgend 
einer  Wahl  dieser  Schranken  alle  überhaupt  möglichen 
Reihen  mit  positiven,  monoton  abnehmenden  Gliedern  in 
drei  wohlgesonderte  Classen  vom  Charakter  (A),  (B),  (C) 
zerlegt  werden  könnten.     Vielmehr  gilt  der  folgende  Satz: 

Wie  man  auch  die  monotonen  Zahlenfolgen  (c),  (dy) 
annehmen   mag,   so  giebt  es  stets  unendlich  viele  mo- 


*)  S.  z.  B.  meine  „Allgemeine   Theorie  der  Diverj^enE  und 
Convergenz  etc.*,  Math.  Ann.,  Bd.  35. 


c^ 

<: 

o^<  dft 

e^ 

< 

afi<  dp 

«^ 

>dp 
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notone  Zahlenfolgen  (a;),  welche  keiner  der  drei  Clas- 
sen  (A),  (B),  (C)  angehören;  nämlich  solche,  welche  eine 
der  beiden  Schranken  (Cy),  {d,)  oder  auch  beide  unend- 
lich oft  durphsetzen,  also  durch  eins  der  folgenden  drei 
Ungleichungs-Paare  charakterisirt  werden: 

(A')  ax  <  cx 

(B')  ax  >  dx 

(C)  ,  ax<cx 

(Dabei  bedeuten  die  A  und  ii  yon  einander  yerschiedene 
Zahlen,  von  denen  beide  Kategorien  in  unbegrenzter  Anzahl 
vorkommen  und  die  in  den  Fällen  (A'),  (B)  die  Reihe  der 
ganzen  Zahlen  v,  zum  mindestens  für  v'^n^  vollständig  er- 
schöpfen). 

Beweis.  Es  bedeute  py  (y  =  0,  1,  2,  .  .  .)  eine  ganz  will- 
kürlich anzunehmende  Folge  beliebiger  positiver  Zahlen, 
m^  eine  positive  ganze  Zahl  oder  auch  die  Null.  Man  be- 
stimme sodann  eine  ganze  Zahl  m^'>  m^  und  weiter  eine  un- 
begrenzte Folge  wachsender  ganzer  Zahlen  m^,  in,,  ....  in 
der  Weise,  dass: 

/^r^m,<1^0V       ^2-^«^<l^r^«l'       ^8-^ma'^-P2-%i   «-S-f- 

was  offenbar  stets  (auf  unendlich  viele  Arten)  möglich  ist,  da 
sowohl  die  Cy,  als  die  dy  mit  wachsenden  Werthen  von  v  mo- 
noton gegen  Null  abnehmen.  Man  erhält  durch  dieses  Ver- 
fahren eine  unbegrenzte  monoton  abnehmende  Folge  von 
der  Form: 

Setzt  man  jetzt: 
(1)     Va^'C      =  a'     ,     7?oi.ii*rf  =  a'  (Ä  =  0,  1,  2  . . .) 

und  bestimmt  im  übrigen  a^  für  alle  ganzzahligen  Werthe  von  y, 
die  zwischen  w^  und  »i^,j  (A  =  0,1,2,  .  .  .)  liegen,  in  der 
Weise,  dass  a'y  für  v  =  mA,  fw^  +  1,  ...  wa+i  monoton  von 
ai^  zu  aw;t+i  al>iiiDa™t,  so  bilden  die  oi  für  v  =  0,  1,  2  .  . .  eine 

40* 
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unbegrenzte  monoton  abnehmende  Folge,  welche  nnendlich 
viele  Terme  von  der  Form  (1)  enthält. 

Durch  passende  Wahl  der  bisher  noch  willkürlich  gelassenen 
Zahlen  py  kann  man  schliesslich  erreichen,  dass  die  Zahlenfolge 
(ßi)  einer  der  drei  Classen  (A'),  (B'),  (G')  angehört.  Nimmt 
man  z.  B.  J?2*  ^  ^»  ^2fc+i'^  ^'  ®^  ^^^^  neich.  Gl.  (1): 

a      ^  c     ,     a  7>  d         ,^) 

•»2*  '»*2fc  '*»2k+l  "•2fc+l     ^ 

SO  dass  also  die  Folge  (al)  der  Glasse  (C')  angehört. 

Berücksichtigt  man  ferner,  dass  (zum  mindesten  von  einer 
bestimmten  Stelle  v  =  n  ab)  dy>  p  •  Cy  sein  muss ,  wenn 
p  beliebig  >  1  angenommen  wird,  so  folgt  für  j?g^<:l, 
<  1 


^4  <Zd 

»»2k  *»2k  ««Sk  +  l         ^2k+l       «^fc  +  l 


»2k+l 


d.  h.  die  Folge  (ai)  gehört  in  diesem  Falle  der  Classe  (A')  an. 


Analog  wird  für  p, 


2Jk 


^P2k4^i>^'' 


<^        '  "»2*4-1  "^fc+l 

•»2kl 

80  dass  die  Folge  (al)  zur  Classe  (B')  gehört.  — 

Aus  dem  eben  bewiesenen  Satze  ergiebt  sich  nun  unmittel- 
bar das  folgende  Resultat: 

Wie  man  auch  die  monotonen  Zahlenfolgen  (Cr),  (rf,) 
wählen  mag,  so  giebt  es  stets  unendlich  viele  monoton 

^)  Man  hat  sogar: 

*m2k  ^   %fc*      ^"•2fc  +  l   ^   ^«2k  +  r 


wenn  man: 


annimmt. 


^L™''2k-^'    ,1^0  ^2.+ 1  = 
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abnehmende  Reihen  2al^  welche  nicht  dem  von  den 
Schranken  (Cy),  (dy)  eingeschlossenen  Grenzgebiete  an- 
gehören, und  deren  Convergenz  oder  Divergenz  den- 
noch nicht  durch  Vergleichung  von  ai  mit  ci  oder  dy 
entschieden  werden  kann. 

Versteht  man  insbesondere  unter  (ai)  eine  monotone  Zahlen- 
folge,  welche  beide  Schranken  (Cy),  (dy)  unendlich   oft  durch- 
setzt  (d.  h.   den  Ungleichungen  (C')   genügt)   und   setzt   man : 
1      ,         1  .  .  


V 

My                r\   ^     °^     «icau     UlOIl 
V 

IUI        U  11  0  11  U  11  uu 

von  v: 

(2) 

theils  :  ai  <  77-, 

V 

theils :  «v  >  -/^- 

also: 

theils:  D  •a'<^', 

theils :  C  '  a'  '^ 

y             y    -^ 

a 

D  ' 

V  y 

d.  h.  schliesslich :  ^) 

lim  inf  D^  •  a^  =  0,     lim  sup  C^  •  a^  ==  00 

(wegen:  lim  -=^  =  Hm  —  =  c»  |, 

in  Worten:  Das  mit  Hülfe  der  Cv,  Dy  herstellbare  Kriterien- 
Paar  für  Convergenz  und  Divergenz  versagt  in  diesem  Falle. 

Das  gleiche  gilt  dann  offenbar  auch  von  jedem  durch 
weitere  Verschärfung*)  aus  (7y,  Dy  abzuleitenden  Kriterien- 
Paare.     Denn   nimmt  man  Cy  -<  C>,  2>i  >■  Dy^   wo    wiederum : 


')  Ich  bezeichne  als  unteren  bezw.  oberen  Limes  (lim.  inf.  bezw. 
lim.  sup.)  das  nämliche,  was  Cauchy  als  ^la  plus  petite  bezw.  la 
plus  grande  des  limites"  zu  bezeichnen  pflegt.  Die  nach  dem  Vor- 
gänge von  Du  Bois-Rejmond  neuerdings  fast  allgemein  üblich  ge- 
wordene, nicht  gerade  sehr  bequeme  Bezeichnung:  , Untere  bezw. 
obere  ünbestimmtheitsgrenze*  ist  lediglich  ein  neuer  Name  für 
jenen  schon  Gauchj  vollständig  geläufigen  Begriff. 

^  S.  meine  oben  citirte  Convergenz-Theorie,  a.  a.  0.  p.  302. 
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c 

lim  y^  =  00,  so  bestehen  die  Ungleichungen  (2)  a  fortiori, 

auch  wenn  man  (7,,  Dy  durch  (7v,  Dy  ersetzt,  und  folglich  hat 
man  immer  wieder: 

lim  inf  Di  •  ai  =  0,     Hm  sup  Cv  •  ai  ==  c»  , 


y  ^OB  y  ssoD 


§  3.     Die    wahre   Schranke    für   die   Gonvergenz    einer 

unendlichen  Reihe. 

Aus  den  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen  geht  her- 
vor, dass  es  in  keinem  Falle  gleichzeitig  eine  allgemein 
gültige  Schranke  für  die  Gonvergenz  und  eine  solche  für 
die  Divergenz  in  dem  Sinne  geben  kann,  dass  die  Terme 
aller  convergenten  Reihen  (mit  monotonen  Gliedern)  von 
irgend  einem  bestimmten  Stellenzeiger  ab  durchweg  unter- 
halb der  einen  (oberen)  Schranke,  die  aller  divergenten 
Reihen  oberhalb  der  anderen  (unteren)  Schranke  liegen. 
Dagegen  lässt  sich  zeigen,  dass  eine  solche  Schranke  f&r  die 
Gonvergenz  allein  existirt,  dass  dieselbe  aber  merklich  höher 
liegt,  als  von  früheren  Reihen-Theoretikern  angenommen  wurde.^) 
Es  gilt  nämlich  der  folgende  Satz: 


*)  Hierauf  habe  ich  bereits  in  der  citirten  Abhandlung  hingewiesen 
(a.  a.  0.  p.  847  ff.),  woselbst  auch  der  hier  folgende  Satz  bereits  aufge- 
stellt und  bewiesen  wird.  Ich  reproducire  denselben  hier  nochmals,  theüs 
wegen  seines  unmittelbaren  Zusammenhanges  mit  den  vorangehenden 
und  noch  folgenden  Betrachtungen,  theils  auch,  weil  der  hier  gegebene 
Beweis  seines  wesentlicheren  (zweiten)  Theiles  mir  vollkommener 
erscheint,  als  der  a.  a.  0.  und  Math.  Ann.,  Bd.  87,  p.  601  mitgetheilte. 
Was  übrigens  den  (sehr  leicht  zu  beweisenden)  ersten  Tfaeü  jene« 
Satzes  betrifft,  so  hat  man  dessen  Richtigkeit  wohl  seit  lange  als 
selbstverständlich  angesehen.  Bewiesen  wurde  aber  immer  nur, 
dass  2a^  divergirt,  wenn  lim  v  •  a^  >  0,  und  daraus  folgt  nur  soviel 


r  =00 


dass  im  Falle  der  Gonvergenz  von  2  a    stets  lim  y  •  a   ==  0  sein  mnats 


v  =  o» 


falls    dieser    Grenzwerth    überhaupt    existirt.     Gerade  diesen 
Existenz-Beweis  liefert  aber  der  erste  Theil  des  fraglichen  Satzes. 
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Bei  einer  convergenten  Reihe  mit  niemals  zu- 
nehmenden Gliedern  hat  man  allemal: 

Oy  ^  —       d.  h.  lim  V  '  tty  =  0, 

V  y  =00 

Bedeutet  dagegen  (nt^)  eine  mit  v  beliebig  langsam 
in^s  Unendliche  wachsende  monotone  Zahlenfolge,  so 
giebt  es  stets  convergente  Reihen  2ay  mit  monotonen 
Gliedern,  für  welche: 

lim  sup  y  •  fWy  •  tty  =  00  , 


y=  00 


d.  h.    die    Reihe    2av    enthält   unendlich    viele   Terme, 
welche  infinitär  grösser  sind,   als  die  entsprechenden 

der  divergenten  Reihe    "^ 


V   •   fHy 

Oder  anders  ausgesprochen: 

Für  Reihen  mit  monotonen  Termen  ay  bildet  zwar 
die  Beziehung: 

lim  y  •  ttv  =  0 


v  =  ao 


eine   nothwendige   Con vergenz -Bedingung,   nicht   aber 
irgend  eine  Beziehung  von  der  Form: 

lim  V  •  fWy  •  «v  =  0 , 

wie  langsam  auch  my  mit  v  in's  Unendliche   wachsen 
möge. 

Beweis.  In  Folge  der  vorausgesetzten  Convergenz  von 
2ay  lässt  sich  nach  Annahme  einer  beliebig  kleinen  positiven 
Zahl  6  eine  ganze  Zahl  m  so  fixiren,  dass  für  fi>in  und 
jede  noch  so  grosse  ganze  Zahl  q: 

a^+i  +  %+2  +  •  •  •  +  %+,  <  «• 

Setzt  man  hier  speciell  einmal  Q  =  ^i  das  andere  Mal 
(>  =  ^+  1,  und  beachtet,  dass  allgemein  fly  <  o^^p   so  folgt: 
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0'  +   1)  •  V  +  1  ^  ^  +  1  +  ^M  +  2  +  •  •  •  +  %  +  I  1 

und  daher: 

(2iu  +  1)  •  a^^^j  <  2  a*  +  1)  •  S^+i  <  2  c 

also  schliesslich : 

V  •  Ov  <  2  €         (v  >  2  m) 
d.  h.  : 

lim  y  •  Ov  =  0. 


y  =  » 


Um  den  zweiten  Theil  des  ausgesprochenen  Satzes  zu  be- 
weisen, wähle  man  eine  für  jeden  Werth  von  o?,  der  eine  ge- 
wisse Zahl  Xq  übersteigt,  stetige  und  positive,  mit  x  mo- 
noton in 's  Unendliche  wachsende  Function  f(x)  von  der 
Beschaffenheit,  dass 

(1)  /•(^+i)_/-(^)<l 

(2)  f{v)  ^  w.. 

Vermöge  der  ersten  Festsetzungen  besitzt  die  Gleichung : 

(3)  y  =  f{x)         {x>x,) 
eine  Auflösung  von  der  Form: 

(4)  x  =  €p  (y)         (also :  ff  (f(x))  ^x  =  f{(p  (x))), 

wo  q)(y)  eine  für  y>t/o^=f{xQ)  eindeutig  definirte,  posi- 
tive und  mit  y  monoton  in's  Unendliche  wachsende 
Function  bedeut-et. 

Alsdann  folgt  aus  Ungl.  (1)  und  Gl.  (3): 

f(x-]-l)<y+l 
und  daher: 

also  mit  Benützung  ron  61.  (4) : 

(5)  y(y^_    l)_y(y)>l. 
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Bedeutet  jetzt  —  yr  eine  beliebig  anzunehmende  conver- 
gente  Reihe,  deren  Glieder  durchweg  der  Bedingung  genügen: 

G,-G,_,>\         (A=  1,2,3,...), 
so  hat  man  nach  Ungl.  (5)  auch: 

(6)  9.(C;)-7)(C,_,)>1, 

SO  dass  also  zwischen  (p{Gj^_^  und  ^(C^)  stets  mindestens 
eine  ganze  Zahl  liegen  muss. 

Nun  nehme  man  noch  eine  Folge  positiver,  mit  wachsen- 
dem  V  monoton    abnehmender   Zahlen   ky   so   an,    dass 

lim  hy  =^  k  von  Null  verschieden  ausfallt  (z.  B.  A:^  =  ft  +  r» 
j^  :__][..  g^  etc.)  und  setze : 

k 

(7)  «V  = 


V 


<^;.-rT(C',) 

für  alle  ganzzahligen  Werthe  y,   welche   durch   die  Bedingung 
deiinirt  sind: 

(8)  <r(C,_,)<v<rpiC,). 

Die  so  definirten  Terme  üy  nehmen  dann  offenbar  mit 
wachsendem  v  monoton  ab. 

Ausserdem  lässt  sich  zeigen,  dass  lim  sup  v  >  m^  •  ay  =^  oo 
und  die  Reihe  2ay  convergent  ist.         "^^^ 

Bezeichnet  man  nämlich  mit  p^^  die  grösste  ganze  Zahl, 
die  kleiner  als  (p{C^  ist,  also  diejenige  ganze  Zahl,  welche 
durch  die  Bedingung  definirt  wird: 

(9)  g,  (C)  -l<p^<q,  (6\), 

SO  kann   man   zunächst  die  Ungleichungen  (8)   durch   die   fol- 
genden ersetzen : 

(10)  P,^,<y<Vx 
und  man  hat  sodann: 
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f(q>(C,.^))    q>{C,)-l 
^  *p; 7i ^/r\       (wegen : 


y  (Ox)  - 1 


also : 


UrapA-/'(pA)-%>Ä, 

Assoo 

d.h. 

(11)  lim  8up  V  '  f{v)  •  Oy  >  Ä 


V  =  eo 


und  daher  mit  Berücksichtigmig  von  üngi.  (2): 
(12)  lim  sup  V  •  iWy  •  flfy  =  00  . 


V  =  00 


Setzt  man  ferner: 

OD  00  PI 

U"  a>  =  L^-  ^A,    wo:  Ja  =  £"  «r, 
so  wird: 
A  V^  ^1-  ^  z,        Pa— JPA-1 


fep      Pa— Pa-1 
Ca-1  '       Px 


(wegen:  px  <  y(Ci)) 


woraus  dieConvergenz  der  fraglichen  Reihe  unmittelbar  her- 
vorgeht. 

Damit  ist  aber  der  oben  ausgesprochene  Satz  vollständig 
bewiesen. 

Will  man  wirklich  Reihen  Soy  von  der  eben  charakteri- 
sirten  Beschaffenheit  herstellen,  so  kann  man  etwa  über  Ci  so 
verfügen,  dass  man  setzt: 

Cx  =  i^,    wo:  ß  >  1, 
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also  nach  Gl.  (7): 
(13)  a,  = 


(A  -lf-(p  (iP) 
für  alle  y,  welche  durch  die  Bedingung  (8)  definirt  sind,  d.  h.  für: 

(U)  9((^-ir)<^<9>(n 

Mit  Hülfe  dieser  Ungleichungen  lässt  sich  sodann  X  auch 
explicite  durch  v  ausdrücken.  In  Folge  der  Beziehung: 
fi^(x))  =  x  ergiebt  sich  nämlich  aus  (14): 

(X—lf<f(y)<X^ 

und  hieraus  folgt  weiter: 

(15)  A-l=[f/>) 

(wenn  man  durch  das  Symbol  [x]  die  grösste  in  x  enthaltene 
ganze  Zahl  bezeichnet). 

Somit  geht  der  Ausdruck  (13)  in  den  folgenden  über: 

ky 

(16)  Qy     =     j Z= ~ -\' 

[vTööJ  •yll.i  +  VTi'öJ) 

Da  aber  offenbar: 

[y/'Ööl^f/X^Ö    und  daher:  \yTF)\  '^  fi^)^ 

so  kann  man,  ohne  den  Charakter  der  Reihe  2  ay  zu  verändern, 
den  Term  (16)  auch  durch  den  folgenden  etwas  einfacheren 
ersetzen: 

(17)  Qy   =    JT^ r,-^. 

Ist  dann  z.  B.  tny  =  \gv  vorgelegt,   so   wähle  man  etwa: 
1 

"  "  a 

f{x)  =  (lg  xY  =  y  (wo  ö  >  1),  also:  a;  =  e*  =  q>{y)\  alsdann 
wird,  wenn  man  noch  qö=^x  setzt: 

(18)  üy  = ^:     ^     ..,    (wo:  T  >(T  >  1). 


rig 


\z:.   Ji  +  pgJ' 


V  •  e 


620         Sitsung  der  mcUhrphya.  Glasse  vom  5,  Dezember  1896. 

Die  Reihe  2ay  ist  alsdann  convergent,  obschon  ihre  monoton 
abnehmenden  Glieder  der  Bedingung  genügen: 

lim  sup  V  *  lg  V  •  Oy  ==  CO. 


V  =QD 


Sie  reagirt   als   auf  keins   der   üblichen  Convergenz-Kriterien. 

§  4.     Es  giebt  keine  Schranke  für  die  Divergenz, 

Nach  dem  Satze  des  vorigen  Paragraphen  bildet  jede  Zahlen- 
folge von  der  Form  (-  )i  wo  e  eine  beliebig  klein  anzu- 
nehmende positive  Zahl  bedeutet,  eine  Gonvergenz-Schranke 
in  dem  Sinne,  dass  die  Terme  einer  monotonen  Zahlenfolge  (a,) 
von  einer  angebbaren  Stelle  ab  jene  Schranke  nicht  mehr  er- 
reichen dürfen,  wenn  2ay  convergiren  soll.  Ersetzt  man  da- 
gegen B  darch  ß^,  wo  €y  (>"  =  0,  1,  2,  .  .  .)  mit  unbegrenzt 
wachsendem  v  beliebig  langsam  gegen  Null  abnimmt,  so  giebt 
es  unendlich  viele  convergente  Reihen  ^a,,,   deren  (monoton 

abnehmende)  Glieder  üy  der  Schranke  (  — |  unendlich  oft 
durchsetzen.  ^ 

Aus  der  bewiesenen  Existenz  der  Gonvergenz-Schranke 

( ~    )  folgt  aber,  wie  schon  zu  Anfang  des  vorigen  Paragraphen 

angedeutet  wurde,  unmittelbar  die  Nicht-Existenz  einer  Di- 
vergenz-Schranke. Denn  bezeichnet  (J^)  irgend  eine  po- 
sitive monotone  Zahlenfolge,  so  giebt  es  nach  §  2  stets  unend- 
lich   viele    monotone   Zahlenfolgen   (a^),    welche    die    beiden 

Schranken  (  — j  und  (by)  unendlich  oft  durchsetzen,  so- 
dass 2ay  sicher  divergiren  muss.  Da  man  hierbei  für  (&r) 
die  Terme  einer  beliebig  stark  convergirenden  Reihe  2-^ 

wählen  und  diese  wiederum  noch  durch  eine  wesentlich 
stärker  convergirende  ersetzen  kann,  so  ergiebt  sich  also  der  Satz: 

Wie  stark  auch   die  Reihe  2-^  conyergiren  möge. 
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so  giebt  es  stets  diyergente  Reihen  ^Ov,  unter  deren 
(monoton  abnehmenden)  Gliedern  unbegrenzt  viele  in- 
finitär  kleiner  sind,   als   die  entsprechenden  der  Reihe 

^^  d.h.  man  hat: 

lim  inf  Cy  •  a^  =  0 . 

r  =  oc 

Wir  können  aber  auch  geradezu  ein  einfaches  Verfahren 
angeben,  um  bei  beliebig  vorgeschriebenem  Cy  solche  diver- 
gente Reihen  2ar  wirklich  herzustellen. 

Es  bedeute  g>{x)  wiederum  eine  positive,  mit  wachsenden 
positiven  Werthen  von  {x)  monoton  zunehmende  Function, 
welche  der  Bedingung  genügt: 

(1)  q){v)  >-  Cy,  also  a  fortiori:  (p{x)  >-  x, 
und  es  werde  gesetzt: 

(2)  %{x)  =  q>{x),  q^^{x)  =  (p{ip^{x)),,.,q)^{x)  =  (p{(p^^^(,x%... 

Bezeichnet  dann  h  eine  beliebige  positive  Zahl  >  1,  so 
lässt  sich  zunächst  in  Folge  der  Beziehung  (1)  eine  positive 
Zahl  a  so  fixiren,  dass 

(3)  (f^{x)>h-  X  für  :  x  >  a. 
Alsdann  wird  aber  —  immer  für  a?  >  a : 


(4)  (f^  (x)  =  (fi  (r/>^  _i  (x))  >b*q>^_^{x)  u.  s.  f. 

Die  Terme  (/>,  (a:),  y,  (a;),  ...  (px  {x)^  .  .  .  bilden  also  eine 
unbegrenzte,  mit  A  monoton  in's  Unendliche  wachsende,  positive 
Zahlenfolge.  Und  zwar  hat  man  für  x>  a  und  A  =  2,  8,  4,  .  .  . 
nach  üngl.  (4)  und  (3) : 

(5)  (f,  (x)  -  (/),_,  (x)  >  {h  -  1) .  f/^,_,  (:t)  >  (6  -  1) .  6  .  a;, 

folglich    bei  passender  Wahl   von  b   und  a   (z.  B.    für   &  >  2, 
a>      j  jedenfalls : 
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(6)  y,  (a)  -  ()P,_,  (a)  >  1         (A  ==  2,  3,  4,  .  .  .), 

so  dass  zwischen  9>;i.j(a)  und  9>;i(a)  stets  mindestens  eine 
ganze  Zahl  liegt. 

Nimmt  man  jetzt  wiederum  noch  eine  Folge  beliebiger 
positiver,  monoton  abnehmender  Zahlen  A\(v  =  0, 1,2, .. .) 
mit  dem  von  Null  verschiedenen  Grenzwerthe  limÄr  =  t 
an,  so  soll  gesetzt  werden:  ""* 

(7)  a.  =  -^ 

für  alle  ganzzahligen  v,  weiche  durch  die  Bedingung  definirt  sind : 

(8)  5PA-i(«)~lS^<yA(«)-l     (A  =  2,  3,4,  ...). 

Alsdann  nehmen  offenbar  die  Ov  mit  wachsendem  y 
monoton  ab,  und  es  lässt  sich  andererseits  zeigen,  dass 
lim  inf  €>  •  a^  =  0  und  die  Reihe  Say  divergent  ist. 

Bezeichnet  man  nämlich  (analog  wie  in  §  3)  mit  j9^  die 
grösste  ganze  Zahl,  die  kleiner  als  g>j^((i)  ist,  sodass  also: 

so   lässt  sich  zunächst  die  Bedingung   (8)   durch  die   folgende 
ersetzen : 

(10)  l^A-i  .<  »^  <  l^r 

In  Folge  dessen  ergiebt  sich: 


«PA  ==  - 


^Px  Kx 


Va+iC«)       Vi9xi^)) 


^^    (wegen:  p,<y,(a)) 


also: 


lim  y  (p^)  •  üpj^  <  h 

d.h. 

(11)  lim  inf  9)  (y)  •  a,.  <  A; 

V  =:0D 
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und  schliesslich  mit  Berücksichtigung  von  Ungl.  (1): 
(12)  liminf  a-a,  =  0. 

V  :=Q0 

Ferner  hat  man: 
S"  Oy  =  5j^  -4^,  wenn  gesetzt  wird:  ^-  =  S»'  a^. 

Pi  2  px_  I 

Da  sodann: 

''""'     h     ^  /  Px-Px^i       ,    Px-Px^i       Px 


A  VI       '^y      ^  7     -^^     ^^-1         7 


80  ergiebt  sich  sofort  die  Divergenz  der  fraglichen  Reihe,  da 

P) — Px^\ 

^JL dag  allgemeine  Glied  einer  divergenten  Reihe  bildet 

Vx 

Px 

nnd   lim  — 7-r  =  1  ist  (s.  üngl.  (9)). 

Beispiel.  Es  sei:  Cv  =  v^,  wo  q>\.  Man  kann  also 
setzen : 

y  {x)  =  a;'',    wo:  a  >  g. 

Alsdann  wird: 

y,  (pi)  ==  (a:'')*'  =  a;''  ,  .  .  .  .  9>;i  (x)  =  x  . 

Nimmt  man  der  Einfachheit  halber  die  oben  mit  a  be- 
zeichnete Zahl  auch  =  Q  (was  z.  B.  sicher  gestattet  ist,  wenn 
a  >  2,  da  alsdann: 


«Ta  (0)  - 

■fx- 

,(a)  =  a"'- 

a<^- 

>  2^  - 

-2^- 

-1 

> 

1), 

80  wird  nach 

(7) 

und  (8): 

(13)                   üy    = 

fCy 

'0^ 

,  solange:  o"' 

-1 

-  1  <v< 

a<^- 

-1. 

Um  auch  hier  wiederum  X  explicite  durch  v  auszudrücken, 
hat  man: 
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ff^~V<log(»'+  1)  <  ff^ 

d.h. 

X-l  <log,(i'  +  \)<l 

(U) 

und  daher 

X-l=[log,(.+  l)] 

(15) 

ky 

o 

Diese  Reihe  2ay  ist   divergent,   obschon   ihre  (monoton 
abnehmenden)  Glieder  der  Bedingung  genügen: 

lim  inf  1^  •  a,,  =  0         (wo :  Q>  l)- 

Sie   kann    also   auf   keins   der  gewöhnlichen  Divergenz- 
Kriterien  reagiren. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  und  Resultate  lassen  sich 

ohne   weiteres   auch   auf  Integrale   von   der  Form   jfix)*dx 

übertragen,  wo  f{x)  mit  unbegrenzt  wachsendem  x  monoton 
gegen  Null   abnimmt.     Denn   dieses  Integral   convergirt  und 

divergirt  stets  gleichzeitig  mit  der  Reihe  2f{y)* 

ß 
Jede  Curve:  y^—  bildet  also  —  bei  beliebig  kleinem  €  >0  — 

stets  eine  Schranke  für  die  Convergenz  jenes  Integrals,  d.  b. 
alle  monotonen  Curven  y  ~  f{x)  mit  convergentem  Int^ral 
müssen  schliesslich  durchweg  merklich  unter  dieser  Schranke 
verlaufen,   während  sie  andererseits  jede  Curve  von  der  Form: 

t/=: — -~—  noch  unendlich  oft  überschneiden  können,  wenn 

^      X'S-(x) 

auch  ^{x)  mit  x  beliebig  langsam  in*s  Unendliche  wachst 
Dagegen  existirt  überhaupt  keine  Schranke  für  die  Di- 
vergenz des  Integrals,  d.  h.  dasselbe  kann  divergiren,  anch 
wenn  die  monotone  Curve  y=f{x)  jede  Curve  y^=g*(x)  mit 
beliebig  stark  convergirendem  Int(^ral  Jq>{x)^dx  un- 
endlich oft  durchsetzt.  '^ 
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Zur  Geschichte  der  Polyeder  und  der  Zahlzeichen. 

(Mit  9  Tafeln.) 
Von  F.  Lindemaiin. 

(SiftffOaufoH  6.  Januar  1897) 

Schon  im  Juni  1895  hatte  ich  Gelegenheit,  der  mathe- 
matisch-physikalischen Klasse  der  k.  Akademie  ein  aus  Vorder- 
Asien  stammendes,  demnach  antikes  Bronze-Modell  eines  Rhomben- 
Triakontaeders  vorzulegen.  Die  Frage  nach  der  Existenz  alter 
Modelle  von  regulären  oder  halbregulären  Körpern  habe  ich 
seitdem  weiter  verfolgt;  und  es  hat  sich  ergeben,  dass  ins- 
besondere die  regulären  Pentagon  -  Dodekaeder  im  Alterthum 
wiederholt  in  Bronze  dargestellt  wurden ;  in  §  2  und  3  zähle 
ich  in  der  That  28  solche  Exemplare  auf.  Von  halbregulären 
Körpern  kommen  noch  gewisse  babylonische  Gewichtsstücke  in 
Betracht,  die  in  §  3  erwähnt  sind,  die  aber  mathematisch  ge- 
ringeres Interesse  bieten,  da  sie  wegen  der  Einfachheit  ihrer 
Gonstruction  keinen  Schluss  auf  höhere  mathematische  Kennt- 
nis8e  der  Anfertiger  erlauben. 

Merkwürdig  ist,  dass  die  fraglichen  Dodekaeder  -  Modelle 
fast  alle  nicht  aus  dem  griechisch-römischen  Gultur  -  Kreise, 
sondern  aus  dem  keltischen  Gebiete  (also  der  sogenannten  La 
Tene-Periode)  hervorgegangen  sind.  Die  Frage,  welche  Be- 
deutung das  Dodekaeder  für  die  Kelten  hatte  und  zu  welchem 
Zwecke  es  dargestellt  wurde,  scheint  mir  durch  ein  in  Ober- 
Italien  ausgegrabenes  (aus  Stein  geschnittenes)  und  aus  vor- 
geschichtlicher Zeit  stammendes  Exemplar  gelöst  zu  werden, 
das  in  §  4  besprochen  wird.    Auf  demselben  sind  gewisse  Zahl- 
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zeichen  angebracht,  die  zunächst  mit  einem  bekannten  Systeme 
nicht  übereinzustimmen  scheinen. 

Die  Deutung  dieser  Zeichen,  die  Untersuchung  darüber, 
wie  sie  aus  dem  Oriente  nach  Ober-Italien  übertragen  worden, 
beansprucht  den  grösseren  Theil  der  folgenden  Darlegungen ; 
denn  sie  nothigte  mich,  einerseits  auf  die  Geschichte  der  Zahl* 
zeichen  bei  Babyloniern,  Aegyptern  und  Phdnikem  einzugehen, 
andererseits  möglichst  vollständig  zusammenzustellen,  was  über 
die  älteste  Geschichte  der  Bewohner  Ober -Italiens  ans  histo- 
rischen Ueberlieferungen  oder  aus  den  Resultaten  der  Aus- 
grabungen bekannt  ist.  Ich  hätte  kaum  gewagt,  eine  solche 
Untersuchung  zu  unternehmen,  wenn  ich  nicht  in  Königs- 
berg i/Pr.  durch  Zusammenlebeu  mit  0.  Tischler,  und  nach 
dessen  Tode  durch  mehrjährige  Theilnahme  an  der  Verwaltung 
des  dortigen  Provinzial-Museums  der  physikalisch-ökonomischen 
Gesellschaft  mit  den  Errungenschaften  der  prähistorischen  For- 
schung wenigstens  für  die  localen  Verhältnisse  in  Ost-Preussen 
bekannt  geworden  wäre,  dadurch  aber  natürliches,  lebhaftes 
Interesse  ffSr  derartige  Untersuchungen  überhaupt  gewonnen 
hätte.  Selbstverständlich  wird  in  dieser  Beziehung  meine  Dar- 
stellung lückenhaft  geblieben  sein;  ich  darf  nur  hoffen,  das 
nöthige  Material  zur  Beurtheilung  der  auftauchenden  Fragen 
gesammelt  und  die  verschiedenen  möglichen  Antworten  auf  diese 
Fragen  bezeichnet  zu  haben.  Dabei  haben  mich  die  Herren 
CoUegen  Furtwängler,  Hommel  und  J.  Ranke  hier  and 
V.  Wieser  in  Innsbruck  durch  Rathschläge  und  Litteratur- 
nach weise  vielfach  unterstützt,  worfür  ich  ihnen  meinen  Dank 
hier  aussprechen  möchfce.  Auch  Herrn  cand.  math.  J.  Göttler, 
der  die  nothwendigen  Zeichnungen  für  die  anliegenden  Tafehi 
entworfen  hat,  bin  ich  zu  Dank  verpflichtet. 

§  1.    Ein  antikes  Bhomben-TriakontaSder. 

Im  Sommer  1895  sah  ich  im  Atelier  des  Herrn  Dr.  J.  Naue 
den  auf  Taf.  I,  Fig.  1  (in  natürlicher  Grösse  nach  einer  Photo- 
graphie) abgebildeten,  massiv  aus  Bronze  gegossenen  mathema- 
tischen Körper,   der  natürlich  sofort  mein  regstes  Interesse  er- 
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regte.  Herr  Dr.  Naue  hatte  deshalb  die  Freundlichkeit,  ihn 
mir  zu  überlassen. 

Er  selbst  hatte  ihn  für  den  Knauf  irgend  eines  Gerathes 
oder  einer  Waffe  gehalten,  bei  dem  Mangel  irgendwelcher 
analoger  Funde  aber  vorläufig  bei  Seite  gelegt.  Erworben  hat 
Herr  Dr.  Naue  den  Körper  aus  Beirut  in  Kleinasien  und  zwar 
zusammen  mit  verschiedenen  Bronze  -  Ringen ,  die  kein  ent- 
scheidendes Merkmal  zur  Zeitbestimmung  an  sich  tragen.  In- 
dessen wenn  dies  auch  anders  wäre,  könnte  es  doch  wenig  in 
Betracht  kommen,  da  nicht  sicher  ist,  ob  diese  Ringe  mit  dem 
mathematischen  Körper  gleichzeitig  gefunden  sind. 

Der  Körper  selbst  ist  ein  Rhomben-Triakontaeder,  d.  h.  er 
gehört  zur  Klasse  der  halbregulären  Körper,  und  zwar  ins- 
besondere zu  den  gleichflächigen.  Er  wird  begrenzt  durch 
30  Rhomben,^)  die  einer  und  derselben  Kugel  umschrieben 
sind;  diese  Rhomben  sind  alle  einander  congruent.  Von  den- 
selben stossen  12  mal  fünf  und  20  mal  drei  in  einer  der  32  Ecken 
zusammen ;  jede  dieser  Ecken  ist  natürlich  regulär. 

In  den  beiden  spitzen  Winkeln  jedes  Rhombus  am  vorliegen- 
den Exemplare  findet  sich  je  eine  kleine  runde  Vertiefung,  so 
dass  an  den  12  fünfflächigen  Ecken  jedesmal  5  solche  vertiefte 
Punkte  zusammenstossen.  Eine  dieser  Vertiefungen  ist  die  nach 
aussen  gehende  Oeffnung  eines  kleinen  inneren  Hohlraumes; 
letzterer  ist  augenscheinlich  durch  einen  Gussfehler  entstanden. 
Jeder  Rhombus  ist  ausserdem  durch  3  der  längeren  Diagonale 
parallel  laufende,  vertiefte  Striche  verziert,  wie  dies  an  Fig.  1, 
Taf.  I  gesehen  wird. 

Die  balbregulären ,  gleicheckigen  Körper  sind  bekanntlich 
von  Archimedes  zuerst  behandelt;  die  Kenntniss  davon  ver- 
danken wir  Pappus,*)  der  auch  die  betr.  13  Polyeder  aufzählt. 


^)  In  Fig.  2,  Taf.  I  sieht  man  nur  24  solcher  Rhomben,  weil  die 
anderen  bei  der  gewählten  Projection  sich  auf  gerade  Linien  reduciren : 
die  Figur  ist  gezeichnet  nach  Catalan,  Memoire  sur  la  theorie  des 
Polyeders,  Journal  de  Tecole  polytechnique,   t.  24  (oah.  24),   Paria  1865. 

2)  Pappi  Alexandrini   colleetionis  quae  supersunt,   ed.  Hui t seh 
Berlin  187G,  vol.  I,  lib.  V,  propos.  IX,  p.  351  ff. 
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Die  polar  zugeordneten  gleichflächigen,  halbregulären  Polyeder 
sind  erst  in  diesem  Jahrhundert  hinzugefügt.^)  Zu  den  letzteren 
gehört  aber  unser  Triakontaeder.  Da  nun  die  Mathematik  in 
Kleinasien  seit  Beginn  des  Mittelalters  kaum  noch  wissenschaft- 
lich betrieben  worden  sein  kann,  da  aber  das  vorliegende  Exem- 
plar aus  Eleinasien  stammt  und  eine  Fälschung  ausgeschlossen, 
so  ist  anzunehmen,  dass  dasselbe  spätestens  in  den  ersten  Jahr- 
handerten  n.  Chr.  angefertigt  wurde.  Pappus  lebte  zu  Ende 
des  3.  Jahrhunderts^);  da  er  die  gleichflächigen  Korper  noch 
nicht  erwähnt,  dürfen  wir  annehmen,  sie  seien  zu  seiner  Zeit 
noch  nicht  bekannt  gewesen.  Damals  blühte  die  neuplato- 
nische Schule  besonders  in  Vorderasien.  Aus  Syrien  stammte 
Jamblichus  (Anfang  des  4.  Jahrh.),  der  letzte  bedeutendere 
Mathematiker  unter  den  Alexandrinern;  von  dort  aus  wurde  die 
athenische  Schule  neu  belebt.')  Damascius  von  Damascus 
(um  510)  lebte  zeitweise  am  Hofe  des  Perserkonigs  Choeroe; 
man  hält  ihn  für  den  Verfasser  des  XV.  Buches  des  Euclid. 
Ein  Mathematiker  dieser  Periode  hat  wahrscheinlich 
die  gleichflächigen  Körper  entdeckt;  und  aus  seinem  Grabe 
mag  das  uns  beschäftigende  Modell  eines  Triakontaeders  auf 
uns  gekommen  sein. 

§  2.    Die  keltischen  Dodekaeder. 

Im  Sommer  1893  fiel  mir  im  Antiquarium  in  Schwerin  i/M. 
der  Gjps-Abguss  eines  bronzenen  Dodekaeders  auf,  das  nach 
Angabe  des  Conservators  Herrn  Dr.  Beltz  in  den  Niederlanden 
ausgegraben  sein  sollte ;  wegen  näherer  Auskünfte  verwies  mich 
derselbe  an  Herrn  Geheimrath  Conze  in  Berlin,   und   letztem' 


^)  Nach  Baltzer  (Elemente  der  Geometrie,  Bd.  2,  p.  217,  5.  Aufl.. 
Leipzig  1878)  von  J.  H.  T.  Müller;  vgl.  auch  Catalan  a.  a.  0.  ond 
F.  Herrmann,  Zeitschrift  für  KryataUographie ,  Bd.  27,  p.  290,  sowie 
Hess,  Einleitung  in  die  Lehre  von  der  Kugeltheilung,  Leipzig  18SS, 
p.  125  if. 

2)  Vgl.  Cantor,  a.  a.  0.  p.  376. 

«)  Vprl.  Cantor,  a.  a.  0.  p.  390,  422,  426. 
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machte  mich  gütigst  auf  seine  Abhandlung^)  „über  ein  Bronze- 
geräth  in  Dodekaederform**  aufmerksam,  in  welcher  er  das  vor- 
handene Material  gesammelt  hat. 

Es  handelt  sich  um  aus  Bronze  gegossene  Pentagon-Dode- 
kaeder von  massiger  Grösse  (so  dass  man  ein  solches  in  der 
Hand  fassen  kann).  Das  Innere  ist  hohl.  In  jeder  der  12  Seiten- 
flächen befindet  sich  eine  kreisrunde  glatte  Oeffnung;  dieselben 
sind  an  je  einem  Exemplare  immer  (wenn  auch  nicht  alle)  von 
verschiedener  Grösse.  Der  um  die  Oeffnung  auf  jeder  Seiten- 
fläche bleibende  Raum  ist  meist  (so  weit  der  vorhandene  Raum 
erlaubt)  mit  concentrischen  Kreisen  verziert,  die  theils  die  Oeff- 
nungen  umgeben,  theils  die  Ecken  ausfüllen.  Die  20  Ecken 
des  Körpers  sind  mit  kleinen  runden,  nach  aussen  vorstehenden 
Knöpfen  besetzt.  Besser  als  diese  Beschreibung  wird  die  bei- 
gefügte (das  unter  Nr.  5  genannte  Polyeder  darstellende)  Ab- 
bildung*) eine  Vorstellung  von  den  fraglichen  Dodekaedern 
geben  (vgl.  Taf.  I,  Fig.  3  u.  4). 

Wir  stellen  zunächst  das  von  Gonze  gegebene  Material 
zusammen. 

Nr.  1.  Gefunden  in  Basel-Augst.  Verschollen.  Abgebildet 
bei  Brückner,  Versuch  einer  Beschreibung  histor.  und  natürl. 
Merkwürdigkeiten  der  Landschaft  Basel;  Basel  1763,  p.  2944, 
Taf.  VUI. 

Nr.  2,  Gefunden  1872  bei  Charmey.  Im  Museum  von 
Avenches  (Aventicum).  Vgl.  Anzeiger  für  schweizerische  Alter- 
thumskunde,  Bd.  4,  p.  327,  und  Bulletin  de  Tassociation  pro 
Aventico,  n.  3,  Lausanne  1890,  p.  21. 

Nr.  3.  Gefunden  in  Oensingen,  Kanton  Solothurn.  Samm- 
lung Amiet.  Vgl.  Anzeiger  etc.   Bd.  1,  1870,  Taf.  XVIII,  p.  197. 


^)  Westdeutsche  Zeitschrift  für  Geschichte  und  Kunst,  Jahrgang  XI, 
Trier  1892,  p.  204. 

2)  Man  findet  a.  a.  0.  auch  Abbildungen  anderer  Exemplare,  sowie 
genaue  Angaben  über  die  Grösse  der  einzelnen  Oeffnungen;  an  einigen 
Exemplaren  hat  eine  dieser  Oetfnungen  noch  eine  seitliche  Fortsetzung 
(in  Richtimg  des  Radius),  so  dass  die  ganze  Oeffnung  die  Gestalt  eines 
Schlüsselloches  erhält. 
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Nr.  4.  Gefunden  in  Radelfingen  bei  Aarberg.  Antiquariam 
zu  Bern. 

Nr.  5.  Gefunden  bei  Windisch.  Museum  zu  Aarau.  Vgl. 
Keller:  Statistik  der  römischen  Ansiedelungen  in  der  Ost- 
schweiz, Mittheilungen  der  antiquarischen  Gesellschaft  in  Zürich, 
Bd.  15,  Heft  3,  1864,  und  Anzeiger  etc.  1861,  Taf.  I,  p.  12 
(vgl.  anliegende  Taf.  I,  Fig.  3  u.  4). 

Nr.  6.    Museum  zu  Zürich.     Vgl.  a.  a.  0.  Bd.  4,  p.  327. 

Nr.  7.  Gefunden  angeblich  im  Römerkastell  bei  Wiesbaden. 
Museum  daselbst.  Vgl.  Annalen  des  Vereins  flir  Nassauische 
Alterthumskunde  und  Geschichtsforschung,  Bd.  5,  1879,  Taf.  XI, 
p.  393. 

Nr.  8.    Gefunden  bei  Mombach  bei  Mainz. 

Nr.  9.  In  Mainz  von  dem  Director  des  Schweriner  Museums 
Herrn  Hofrath  Schlie  im  Handel  gesehen.    Verschollen. 

Nr.  10.  Gefunden  zu  Eist,  Niederlande.  Museum  zu  Lejden. 
Vgl.  Verslagen  en  Mededeelingen  der  k.  Akademie  van  Weten- 
schapen.  Letterkunde,  2.  reeks,  6.  Deel.  Amsterdam  1877  (auch 
abgebildet  in  Materiaux  pour  Thistoire  primitive  de  Thomme,^) 
annee  14,  vol.  13,  2.  Serie,  t.  9,  1878,  p.  112). 

Nr.  11.  Gefunden  zu  Hart  wert,  Friesland,  Niederlande. 
Museum  zu  Leyden.  Vgl.  a.  a.  0.  p.  187  und  8.  Deel,  p.  188. 
und  W.  Pleyte,  Nederlandsche  Oudheden  I,  Taf.  XVI,  p.  59. 

Nr.  12.  Gefunden  zu  Nymwegen.  Museum  zu  Leyden 
(luv.    N.  S.    244). 

Nr.  18.    Gefunden  in  England.     Britisches  Museum. 

Nr.  14.    Fundort   unbekannt.     Museum  zu  Braunschweig. 

Nr.  15.  Gefunden  in  Camuntum  (alte  keltische  Stadt  beim 
jetzigen  Haimburg).  Sammlung  des  Baron  Ludwigstorff  zu 
Deutsch-Altenburg  bei  Wien. 

Nr.  16.    Gefunden  bei  Ausgrabungen  am  Feldberg-Casiell. 

Herr  College  Furtwängler  hatte  die  Güte,  sich  gelegent- 
lich in  Paris  nach  ähnlichen  Objecten  umzusehen  und  nach  den 

1)  Das  zweite  hier  abgebildete  Dodekaeder  ist  wohl  mit  einem  der 
beiden  folgenden  identisch. 
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ihm   von  Herrn  Reinach   gemachten  Mittheilungen   kann   ich 
obigem  Materiale  noch  folgende  Funde  hinzufügen  : 

Nr.  17.  Gefunden  zu  Membrey,  Namur,  Belgien.  Vgl.  de 
Latour,  Ruines  romaines  de  Membrey,  Angers  1847,  Taf.  VIII, 
p.  28.  In  einem  Gebäude,  das  als  Bad  erklärt  wird,  wurden 
mit  dem  Dodekaeder  romische  Sachen  gefunden,  so  ein  Vasen- 
f  uss  mit  der  Inschrift  Brussus,  und  Münzen  des  Gabrius  und  Petricus. 

Nr.  18.  Vgl.  Lienard,  Arcbeologie  de  la  Meuse,  t.  II, 
pl.  34,  6.     (Mir  hier  nicht  zugänglich.) 

Nr.  19.  Im  Museum  zu  Lyon,  erwähnt  in  Materiaux  pour 
l'histoire  etc.,  Bd.  17,  p.  310  (2.  Serie,  t.  13,  1882—83). 

Nr.  20.    Im  Museum  des  Ghateau  de  Baye,  erwähnt  ebenda. 

Nr.  21.  Gesehen  von  Prof.  Heibig  in  Rom  bei  dem 
Kunsthändler  Martinetti,  der  es  in  Genf  erworben  hatte.  Gold- 
farbige Bronze  mit  rundlichen  Eintiefnngen,  die  mit  rothem  und 
blauem  Email  ausgefüllt  sind.     Fundort  Schweiz.*) 

In  seiner  Geschichte  der  Mathematik^)  erwähnt  Cantor 
ein  von  Graf  L.  Hugo  veröffentlichtes  Dodekaeder.  Letzterer 
bespricht  mehrere,  die  theilweise  mit  den  schon  erwähnten  iden- 
tisch sein  werden,  auaserdem  folgende: 

Nr.  22  und  28.  Zwei  Dodekaeder  im  Museum  des  Louvre, 
und  zwar  in  der  CoUection  Durand,  n°.  4270  und  n^  4271.') 

Nr.  24.  Zwei  Dodekaeder  im  Museum  zu  Lyon,  wovon 
eines  mit  Nr.  19  identisch  sein  wird  (a.  a.  0.  t.  77,  p.  433). 

Nr.  25.  Ein  Dodekaeder  im  Museum  zu  Chalon-sur-Saone 
(ib.  p.  472). 

Nr.  26.    Ein  Dodekaeder  im  Museum  zu  Wien  (ib.). 

Das  sogleich  in  §  3  unter  Nr.  2  besprochene  Dodekaeder 
gehört  wahrscheinlich  auch  zu  dieser  Klasse  von  Körpern ;  wir 
führen  es  getrennt  auf,  da  es  massiv  gegossen  ist.    Ueber  die 


*)  Mittheilung  aus  einem  Briefe  Hei  big 's  an  Furtwiingler. 

'^)  Vgl.  1.  Aufl.,  Leipzig  1880,  p.  149. 

')  Comptea  rendus  des  säances  de  Tacademie  des  sciences,  t.  76, 
p.  420,  1873.  Vgl.  ferner:  Bulletin  de  la  Society  math.  de  France,  t.  1, 
Paris  1873,  p.  83. 
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Bedeutung  der  Korper  sind  die  verschiedensten  Vermuthungen 
aufgestellt.  Wir  kommen  darauf  in  §  18  zurück.  Henrorgehoben 
sei  hier  nur,  dass  die  Fundorte,  soweit  sie  bekannt  sind, 
in  der  Schweiz  oder  im  alten  Gallien,  bzw.  in  der  Nähe 
von  dessen  Grenzen  sich  befinden.  Deshalb  bezeichneich 
diese  Dodekaeder  als  keltisch. 

§  3.    Einige  andere  Polyeder. 

Am  Schlüsse  des  erwähnten  Aufsatzes  weist  Conze  auf 
einige  andere  Dodekaeder  hin,  die  aus  dem  Alterthume  stammen 
und  als  Würfel  angesehen  werden.     Es  sind  die  folgenden : 

Nr.  !•  Gefunden  bei  Gerona  in  Spanien.  Veröffentlicht 
von  Hühner.*)  Die  von  ihm  gegebene  Beschreibung  lautet 
folgendermassen : 

„Eniporiis;  talus  ex  lapide  iaspide,  servatus  olim  apud 
Caelestinum  Pujol  y  Camps,  nunc  Barcinone  in  museo  Martorelii; 
in  lateribus  incisi  sunt  circuli  O»  unus  ad  duodecim 

^  ooo 

^   o    r^  ooo 

^  ooo 

praeterea  litterae  hae 

NG        SZ        TA        TG        NH        ND. 

Descripsi.     Caelestinus  Pujol  y  Camps  misit  exemplum.' 

Einen  dieser  Beschreibung  ungefähr  entsprechenden  Korper 
mit  fast  identischer  Inschrift  besitzt  Herr  Gabriel  Max  hier 
in  seiner  Sammlung.  Es  scheint  sich  darnach  gar  nicht  um  ein 
Dodekaeder  zu  handeln.  Die  Gestalt  des  letzterwähnten  Körpers 
entsteht  vielmehr  aus  einem  Hexaeder  (Würfel),  indem  man 
alle  8  Ecken  durch  die  Seitenflächen  eines  regulären  Oktaeders 
abstumpft  und  ebenso  die  12  Seiten  durch  die  Flächen  dreier 
sich  rechtwinkelig  schneidender  vierseitiger  Pyramiden.   Es  eni- 

^)  CoipuH  inscnijtionum  latinaruin,  II,  Suppl.  n.  6246,  8. 
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steht  so  ein  Körper,  der  begrenzt  wird :  durch  6  Quadrate  (Reste 
der  ursprünglichen  Seiten  des  Hexaeder),  8  gleichseitige  Drei- 
ecke (entstanden  durch  Abstumpfen  der  Ecken),  12  Rechtecke, 
deren  kürzere  Seiten  gleichseitig  die  Dreiecke  begrenzen,  wah- 
rend die  längeren  Seiten  den  Quadraten  anliegen.  In  diesen 
Rechtecken  nun  sind  die  Zahlen  Ton  1  bis  12  genau  in  der 
oben  beschriebenen  Weise  durch  kleine  Kreise  (mit  Punkt  in 
der  Mitte)  dargestellt.  Die  Dreiecke  tragen  keine  Inschrift  oder 
Zahlzeichen.  In  den  Quadraten  stehen  folgende  Paare  von 
Buchstaben,  und  zwar  die  durch  einen  Strich  verbundenen  Paare 
in  einander  gegenüber  liegenden  Quadraten: 

LS-ND        TA-ZS        NH-NG. 

Die  Zeichen  stimmen  mit  denjenigen  auf  dem  Barcelonaer 
Würfel  überein,  nur  steht  hier  LS  statt  dort  TG.  An  der  Gleich- 
artigkeit beider  Exemplare  dürfte  hiernach  kaum  zu  zweifeln  sein. 

Die  Herren  Collegen  v.  Christ  und  Kuhn  bemerkten  mir, 
dass  die  Bachstaben  auf  dem  Exemplare  des  Herrn  Gabriel 
Max  eine  entschieden  modernere  Form  zeigten.  Hiemit  ist  die 
Angabe  in  Üebereinstimmung,  dass  der  fragliche  Würfel^)  aus 
Chili  stamme.  Es  dürfte  daher  auch  der  bei  Gerona  gefundene 
Würfel  nicht  aus  dem  Alterthume  stammen;  und  deshalb 
scheiden  wir  ihn  von  den  im  Folgenden  zu  betrachtenden  Kör- 
pern aus. 

Nr.  2.  Ebenfalls  von  Conze  a.  a.  0.  erwähnt  wird  ein 
massiv  gegossenes  Bronze-Dodekaeder  aus  Bonn ;  auf  den  Seiten 
desselben  stehen  Zahlen,  und  deshalb  wird  dies  Dodekaeder 
ebenfalls  als  Spiel- Würfel  angesehen.  Besprochen  ist  es  durch 
van  Vlenten  im  Jahrbuch  des  Vereines  von  Alterthumsfreunden 
im  Rheinlande,  Bd.  57,  p.  193,  Bonn  1896.  Darnach  ist  das 
Dodekaeder  stark  verwittert  und  die  Zahlen  sind  nicht  deutlich. 

Herr    Dr.  Sonnenburg,    Oberlehrer    am    Gymnasium    in 


^)  Der  Versuch,  diesen  Körpor  als  Spielwürfel  zu  benutzen,  zeigte, 
dass  zwar  meistens  eines  der  Quadrate  (mit  obigen  Buchstaben)  ,  ge- 
worfen" wird,  dass  aber  hin  und  wieder  der  Würfel  auch  so  zur  Ruhe 
kommt,  dass  eines  der  Rechtecke  die  obere  (horizontale)  Fläche  bildet. 
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Bonn,    hatte   die  Gtite,    mir   folgende   genauere   Beschreibung 
zu  senden: 

„Das  fragliche  Stück  ist  ein  massives  Pentagon-Dodekaeder 
aus  Bronze,  dessen  Kantenlänge  wegen  Abnutzung  oder  yiel- 
leicht  auch  ursprünglicher  Abrundung  nicht  genau  anzugeben 
ist.  Sie  beträgt  etwa  P/2  cm.  Alle  Flächen  sind  mit  Punkten 
bezeichnet,  von  denen  die  deutlich  erkennbaren  aus  einer  Ver- 
tiefung und  einem  dieselbe  umgebenden  Ringe  bestehen.  Ge- 
mäss der  beigegebenen  Skizze  (Taf.  I,  Fig.  5)  kommen  Yor: 
zweimal  1,  dreimal  2,  zweimal  3,  je  einmal  4  und  5,  dreimal  6. 
Die  Punkte  stehen  so,  wie  auf  der  Skizze  angegeben,  theils  im 
Mittelpunkte  (bei  1  und  6),  theils  in  den  Winkeln  (bei  2,  3, 
4,  5,  6),  theils  an  der  Mitte  der  Seiten  (bei  2,  3,  4).  Für  die 
Genauigkeit  der  Zahlen  glaube  ich  trotz  der  starken  Oxydirung 
bürgen  zu  können.* 

Dies  Dodekaeder  dürfte  aufs  Engste  mit  den  erwähnten 
keltischen  Dodekaedern  verwandt  sein  und  eine  analoge  Be- 
deutung haben. 

Nr.  3.  Ein  von  De  Stefani  in  Ober-Italien  ausgegrabenes 
steinernes  Dodekaeder,  auf  das  auch  Gonze  aufmerksam  macht 
Es  ist  für  uns  nicht  nur  wegen  seiner  Gestalt,  sondern  vor 
allem  wegen  der  auf  seinen  Flächen  eingegrabenen  eigenthüm- 
liehen  Zahlzeichen  bemerkenswerth  und  wegen  der  unerwartet 
frühen  Zeit,  aus  welcher  dasselbe  wahrscheinlich  stammt.  Dieses 
Exemplar  wird  daher  im  Folgenden  besonders  eingehend  be- 
handelt (vgl.  §  4  und  §  7). 

Nr.  4.     Ein  Ikosaeder  aus  Turin  (vgl.  unten  §  5). 

Nr.  5.  Eine  achtseitige  Doppel -Pyramide  aus  Meclo  in 
Südtirol  (vgl.  unten  §  8). 

Schon  der  zuletzt  erwähnte  Korper  ist  nicht  regulär. 
Andere  in  gewissem  Maasse  regelmässige,  aber  nicht  reguläre 
Polyeder  kommen  als  Gewichtsstücke  bei  den  Babyloniem  vor. 
Dieselben  entstehen  aus  einem  regulären  Würfel  (Hexaeder), 
indem  man  die  Ecken  durch  ein  reguläres  Oktaeder  abstumpft 
und  die  entstehenden  Dreiecke  so  gross  werden  lässt,  dass  in 
der  Mitte  jeder  Seitenfläche  des  ursprünglichen  Hexaeders  zwei 
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Ecken  solcher  Dreiecke  zusammenstossen.  Der  Körper  ist  dem- 
nach begrenzt  durch  6  Quadrate  und  8  gleichseitige  Dreiecke, 
er  gehört  zu  den  Archimedischen  Körpern  (vgl.  Taf.  I, 
Fig.  6).     Mir  sind  drei  solche  Körper  bekannt,*)  nämlich : 

Nr.  6.  Ein  im  Besitze  des  Herrn  Collegen  y.  Wieser  in 
Innsbruck  befindliches  Cubo  -  Oktaeder  aus  Bronze.  Sehr  gut 
erhalten.  Auf  jedem  der  6  Quadrate  befindet  sich  in  hebräischer 
Quadratschrift  die  Inschrift  Dnt  =  zahab  =  Gold.  Damit  ist 
das  Stück  als  Goldgewicht  charakterisirt.  In  jedem  der  8  Drei- 
ecke sind  zwei  concentrische  Kreise  angebracht.  Die  Höhe 
(d.  h.  Diagonale  eines  jeden  Quadrates)  beträgt  7  mm.  Herr 
Dr.  Fomm  hatte  die  Güte,  das  Stück  im  physikalischen  Institute 
der  Universität  genau  zu  wiegen.  Das  Gewicht  beträgt  2,8165  gr., 
also  ziemlich  genau  ^6  Schekel  der  babylonischen  Goldwährung 
schweren  Gewichts.*)  Nach  ürtheil  des  Herrn  Collegen  H om- 
ni eP)  kann  man  aus  der  Gestalt  der  erwähnten  hebräischen 
Buchstaben  schliessen,  dass  dies  Gewicht  aus  der  Zeit  um  Christi 
Geburt  stammt.  Herr  v.  Wieser  hat  dasselbe  aus  Kleinasien 
erhalten. 

Nr.  7.  Ein  zweites  etwas  grösseres  Polyeder  derselben  Art, 
im  Besitze  des  Herrn  Gabriel  Max  hier.  Es  ist  weniger  sorg- 
föltig  gearbeitet;  die  Kanten  stark  abgenutzt;  das  Metall  ist  so 
stark  röthlich,  dass  man  es  ftir  Kupfer  halten  möchte.  Auf 
einer  der  quadratischen  Seiten  ist  ein  Sonnenbild  angebracht 
(Oval,  von  dem  eine  grössere  Anzahl  Strahlen  ausgehen).  Nach 
Angabe  des  Händlers,  von  dem  es  erworben  wurde,  soll  das 
Stück  aus  Ungarn  stammen.     Das  Gewicht  beträgt  ca.  30  gr. ; 


*)  Auch  Lehmann  erwähnt  die  Existenz  babyloniacher  Gewichte 
in  Polyeder -Form  im  Berliner  Antiquarium  (Zeitschrift  für  Ethnologie, 
Bd.  28,  1891,  p.  620). 

')  Vgl.  Hui t seh,  Griechische  und  römische  Metrologie,  Berlin  1882, 
p.  408. 

•)  Derselbe  hat  der  anthropologischen  Gesellschaft  in  München  in 
der  Sitzung  vom  29.  Mai  1896  über  dieses  Gewicht  eine  Mittheilung  ge- 
macht; vgl.  Correspondenzblatt  der  deutschen  Gesellschaft  für  Anthro- 
pologie, Ethnologie  und  Urgeschichte,  27.  Jahrg.,  p.  48. 
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das  yfären  ungefähr  2  Schekel  (=  33,8  gr.)  des  schweren  baby- 
lonischen Goldgewichtes. 

Nr.  8.  Ein  ähnliches  Stück,  das  sich  nach  Mittheilung 
des  Herrn  CoUegen  Sittl  in  Wtirzburg  im  kunstgeschichtlichen 
Museum  der  dortigen  Universität  befindet.  Die  Höhe  betri^ 
ca.  2,8  cm.,  das  Qewicht  154,5  gr. ;  Material  eher  Kupfer  als 
Bronze.  Unter  den  Eindrücken  an  der  Oberfläche  könnte  einer 
als  ein  Strich  (oder  Keil)  gedeutet  werden.  Herkunft  unbe- 
kannt. Das  Stück  stellt  ungefähr  10  Schekel  (=  169,0  gr.) 
dar.*) 

Auch  in  späterer  Zeit  hat  das  Cubo  -  Oktaeder  im  Kanst- 
handwerke  eine  gewisse  Rolle  gespielt,  zumal  als  Gestalt  yon 
Perlen  aus  Glas  oder  Bronze.*)  Die  Verbreitung  solcher  Perlen 
war  eine  sehr  grosse.  In  den  ostpreussischen  Gräberfeldern  aus 
Tischler*s  Periode  D  (d.  h.  im  5.  Jahrhundert  nach  Chr.)  sind 
sie  z.  B.  sehr  häufig  und  geradezu  für  die  Periode  charakte- 
ristisch,') kommen  aber  auch  sonst  vielfach  vor  (Dänemark, 
Norwegen,  Mecklenburg,  Ungarn)  und  bleiben  durch  eine  längere 
Zeitdauer  im  Gebrauch. 

Die  Cubo  -  Oktaeder  gehören  zu  den  Archimedischen 
halbregulären  (gleicheckigen)  Korpern.  Die  genannten 
Gewichte  sind  theilweise  sehr  ungenau  gearbeitet;  die  Perlen 
sind  oft  nicht  aus  dem  regulären  Hexaeder,  sondern  aus  einem 
anderen  rechtwinkligen  Parallelepipedon  durch  Abstumpfung 
der  Ecken  erzeugt. 


')  Oe wichtstücke  von  10  Shekel  gab  es  in  der  That;  ein  solches 
(Vogel  aus  Basalt)  befindet  sich  z,  B.  im  Britischen  Museum  (vgl.  Leh- 
mann a.  a.  0.  p.  518). 

2)  Auf  solche  Perlen  beziehen  sich  offenbar  die  Bemerkungen  des 
Grafen  Hugo:  Comptes  rendus,  t.  76,  p.  473,  649,  632;  t.  77,  p.  562: 
t.  81,  p.  743. 

^)  Vgl.  Tischler,  Ostpreussische  Gräberfelder,  Schriften  der 
physikalisch-ökonomischen  Gesellschaft  zu  Königsberg,  Jahrg.  19,  1878. 
p.  239  ff. 
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§  4.    Das  Dodekaeder  vom  Honte  Loffa. 

In  den  Atü  des  Istituto  Veneto  vom  Jahre  1885/86^)  be- 
handelt Stephane  de^  Stephan!  ein  aus  Stein  geschnittenes, 
nahezu  reguläres  Dodekaeder,  das  anscheinend  von  sehr  hohem 
Alter  ist  und  deshalb  ganz  besonders  die  Aufmerksamkeit  des 
Mathematikers  verdient.  Es  sei  mir  gestattet,  die  a.  a.  0.  ge- 
gebene Beschreibung  des  Körpers  und  den  zugehörigen  Fund- 
bericht hier  wörtlich  zu  reproduciren ;  Stephani  schreibt: 

,11  peso  di  questo  solido,  intero  com*  e,  e  benissimo  con- 
seryato ,  con  esatte  bilance  d'  assaggio ,  fu  determinato  in 
gr.  209,845,  mentre  il  suo  peso  specifico  alla  temperatura  die 
23<>  Cent,  risulto  =  2,062.») 

9H0  argomenti  per  credere,  che  il  minerale,  da  cui  fu 
tratto  questa  specie  di  dado,  appartenga  ad  una  delle  tante 
yarietä  di  steatite,  e  specificamente  a  quella  del  talco  opaco  di 
color  bruno  di  grana  molto  fina  e  compotta.  I  caratteri  fisici  delF 
oggetto,  prima  che  venisse  immerso  nella  gelatina  per  cavame 
la  forma  in  gesso,  ayyaloravano  questa  mia  opinione,  condivisa 
anche  da  persone  competenti  alP  nopo  consultate.  Oggi  il  co- 
lore  superficiale  del  minerale  e  divenuto  piii  cupo,  ed  al  tatto 
non  ^  piü  cosl  dolce  e  quasi  grasso  come  prima  della  sua  ripe- 
tuta  iramersione  nella  gelatina  ed  in  altre  poltiglie.  L'analisi 
chimica  poteva  risolvere  il  dabbio  col  determiname  la  compo- 
sizione  in  qualitä  e  quantita;  ma  io  non  ebbi  il  coraggio  di 
raschiare  anche  in  piccola  parte  questo  unico  piu  che  raro 
oggetto  per  son  guastarlo." 

Nachdem   der  Verfasser   die  Meinung  ausgesprochen,   dass 


*)  Intomo  un  dodecaedro  quasi  regolare  di  pietra  a  fasce  pentago- 
nali  scolpite  con  cifre  scoperto  nelle  antiquissime  capanne  di  pietra  del 
Monte  LoiFa.  Atti  del  Reale  Istituto  Veneto  dei  scienze,  lettre  ed  arti, 
Serie  VI,  t.  4«,  p.  1437,  Venezia  1886/86. 

*)  Wir  geben  auf  Taf.  III  eine  Abbildung  des  Dodekaeders  (in  na- 
türlicher Grösse)  und  auf  Taf.  II  das  zugehörige  Netz  von  Fünfecken 
mit  den  Zahlzeichen,  genau  nach  der  von  De  Stephani  gemachten 
Veröffentlichung. 


638        Sitzung  der  viath.^phys.  Olasse  f>om  5.  Üesember  18^6. 

das  Dodekaeder  wahrscheinlich  mitfcelsl;  einer  bronzenen  Säge 
(wie  sie  in  den  Pfahlbauten  der  Schweiz  und  des  Garda-See^s 
gefunden  werden)  aus  dem  betr.  Steine  geschnitten  sei,  und 
nachdem  er  das  Vorkommen  desselben  oder  ähnlichen  Materials 
in  den  vorrömischen  Grabern  von  Bovolone  und  S.  Brizzio  di 
Lavagno  hervorgehoben  hat,  fährt  derselbe  fort: 

,11  luogo  poi  del  rinvenimento  del  nostro  dado  appaiüene 
a  Sant^  Anna  del  Faedo  o  d*Alfaedo,  frazione  del  Gomane  di 
Breonio,  estrema  parte  dei  monti  Lessini  occidentali,  chiamaU 
dagli  antichi  storici  regione  dei  Reti  e  degli  Euganei,  i  quaii 
sarebbero  stati  poscia  rotti  e  dispersi  dai  Galli/ 

Es  wird  dann  erwähnt,  dass  die  spätere  Anwesenheit  der 
Gallier  durch  Funde  massiliotischen  Silbers  und  charakteristischer 
La -Tene- Fibeln  bestätigt  ist,  und  dass  die  Funde  vom  Monte 
Loffa  in  engem  Zusammenhange  stehen  mit  den  Funden  von 
Paraiso^)  und  sich  von  der  neolithischen  Periode  ab  durch  die 
etruskische  bezw.  euganeische  Bronze -Zeit  hindurch  bis  in  die 
gallisch-italische  Zeit  erstrecken.  Wegen  näherer  Ausf&hrungen 
wird  auf  eine  andere  Abhandlung*)  verwiesen  und  dann  mit 
der  fQr  uns  wichtigen  Beschreibung  des  eigentlichen  Fundortes 
(einer  prähistorischen  Wohnstätte)  in  folgender  Weise  fort- 
gefahren : 

,Si  tratta  di  una  piattaforma  denominata  LoflTa  (in  laiino 
Leupha),  a  pocchi  passi  dalla  piazza  di  San t' Anna  nella  dire- 
zione  Nord  Est  la  quäle,  essendo  di  forma  ellittica,  escluso  il 
declive  piii  o  meno  rapido,  misura  in  lunghezza  m.  170  da  Sud 
a  Nord,  ed  e  larga  in  media  m.  44  da  Est  ad  Ovest.  I  profili 
delle  lastre  di  pietra  capitozzate,  che  affioravano  in  senso  verti- 
cale  dal  terreno,  ed  in  qualche  punto  avanzi  di  antichi  moricci 
a  secco,  accennavano  ad  un  ricento  di  difesa,  nell'  intemo  del 
quäle  altri  profili  verticali,  in  forme  rettangolari,  corrispondevano 


*)  Atti  des  Istituto  Veneto.  Serie  V,  vol.  7,  1881:  Sopra  molti  e 
diversi  oggetti  di  alta  antichitti  scoperti  a  Breonio  nel  veronese,  con 
due  tavole. 

*)  Atti  deir  Accatlemia  d'  agricoltura,  arti  e  commercio  di  Verona, 
vol.  LXir.  Sme  IIT,  Vorona  1885. 
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air  area  delle  capaune,  composte  di  due  ambienti  o  Celle  co- 
municanti  V  una  coir  altra.  Avevano  una  sola  apertura  rivolta 
air  estenio  del  recinto,  la  quäle  doveva  servire  di  porta,  e  dar 
aria  e  luce  ed  alP  uscita  dal  fumo.  Delle  ventisette  capanne 
fino  ad  ora  da  me  esplorate,  una  sola  (quella  designata  nelle 
Tay.  III,  della  citata  Memoria,  e  che  porta  il  numero  4),  aveva 
una  scala  di  sette  rozzi  gradini  di  lastre  a  secco  che  conduceva 
al  fondo  della  capanna  piü  basso  dal  solo  estemo  m.  1,50. 
Prescindendo  dalle  irregolarita  originali  e  dallo  sconvolgimenio 
operato  nelP  abbatimento,  si  sarebbe  calcolato  che  Taltezza  delle 
Celle  fosse  poco  piu  di  m.  2,  e  V  ampiezza  di  esse  su  per  giü 
di  m.  q.  7,80.  II  tetto  delle  capanne,  un  po^  inclinato  verso 
r  estremo,  doveva  emergere  almeno  dal  suolo  cent.  60,  ed  era, 
del  pari  que  le  pareti,  formato  di  lastroni  calcari  del  luogo, 
sostennti  da  tronchi  di  alberi,  i  quali,  distratti  dalP  incendio, 
vi  si  trovano  in  parte  ancora  sottoposti  allo  stato  carbonioso. 
L*  interrimento  piü  o  meno  completo  della  parte  bassa  delle 
capanne,  oltreche  in  parte  all'  opera  deir  uomo,  devesi  ai  suc- 
cessivi  franamenti  ed  al  trasporto  delle  aque.' 

Diese  Schilderung  gibt  uns  eine  deutliche  Vorstellung  von 
der  Oertlichkeit  des  Fundes :  verschiedene  Reste  von  Hütten  und 
Wohnstätten  im  Innern  einer  zur  Vertheidigung  dienenden  Um- 
wallung; darunter  eine  genauer  beschrieben,  in  der  sich  die 
merkwürdigen  Steingewichte  fanden,  von  denen  wir  weiter  unten 
berichten  müssen. 

„Tornando  ora  al  dodecaedro,  eäso  venno  trovato  sullo 
scorcio  des  gennaio  p.  p.  scavando  negli  ambienti  della  capanna 
num.  23  e  alla  profondita  di  m^.  1  circa. 

,Lo  Strato  archeologico  era  formato  di  terra  carboniosa, 
mista  a  detriti  di  roccia,  con  prevalenza  di  cocci  per  la  maggior 
parte  di  grossolano  impasto  e  senza  ornamentazione ;  ma  non 
bisogna  dimenticare  anche  alcune  pietre  granitiche  a  conca  da 
macina,  i  fondi  di  focolare,  i  ciottoli  spianati  ad  uso  martelli, 
alcune  arenarie  di  fina  pasta  da  affilare,  e  parecchie  fusajuole 
di  pietra  e  di  terra  cotta  di  grandezza  e  di  forma  diverse,  ta- 
luna   con   qualche   rozzo   graffito   di  ornamentazione    primitiva. 
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6Ii  oggetti  ch*  erano  piu  vicini  al  dado  erano  due  cocci  di 
grosso  vaso  della  peggior  pasta,  sopra  ano  dei  quali  posaTa 
r  ogetto  stesso,  mentre,  a  pochi  centimetri  ed  allo  stesso  livello 
era  una  selce  discoidale  del  diametro  di  cent.  7,  layorata 
intenzionalmente  tutta  air  ingiro,  ma  piü  particolarmente  sopra 
una  faccia.  Fra  i  materiali  raccolti  anche  nelle  stazioni  para- 
mente  litiche  di  Breonio,  per  la  maggior  parte  lavorate  da 
ambe  facce,  queste  selci,  dette  discoidali,  non  sono  molto  rare, 
e  si  assomigliano  a  quelle  disegnate  nelP  opera  dei  P.  P.  G.  e 
Ä.  de*Mortilleti,  Musee  prehistorique ,  pl.  X,  fig.  60  e 
pl.  XXXII,  fig.  243. 

....  Tosto  che  io  ebbi  in  mano  Tenigmatico  dodecaedro, 
incominciai  a  pensare,  se  esso  potesse  essere  un  oggetto  da  giaoco, 
cioe  una  specie  di  dado,  la  invenzione  del  quäle  da  taloni  .si  & 
risalire  a  Palamede;  ovvero  qualche  raisteriosi  stromento  sacer- 
dotale  destinato  a  trarne  presagi  di  buono  o  di  tristo  augurio.  — 
Inoltre  quei  graffiti,  incisi  suUe  dodici  facce,  erano  essi  lettere 
o  cifre?  Ayeyano  essi  un  nesso  o  rapporto  qualsiasi  coUe  sigle 
0  note  numerali  dei  pesi  delle  capanne  (nämlich  aus  capanna 
Nr.  4;  vgl.  unten  §  6),  o  coi  graffiti  del  disco  di  Bovolone  o 
della  ciotola  di  Demorta*)?* 

DeStephani  hatte  verschiedene  Gelehrte  um  ihre  Meinung 
über  das  Dodekaeder  gefragt.  Professor  G.  Gapellini  con- 
statirt  die  Aehnlichkeit  mit  der  Ghristalform  des  Piritoeder, 
hält  es  aber  für  einen  Würfel  zum  Glücksspiel.  Graf  Gozza- 
dini  wird  durch  die  Höhlungen  auf  einigen  Flächen  des  Do- 
dekaeders an  die  im  Norden  und  in  Frankreich  vorkommenden 
apierres  ä  ecuelles"    aus   der  Bronze-Zeit*)  erinnert     Professor 


^)  Ueber  diese  beiden  Gegenstände  wird  zu  Anfang  der  citirten  Ab- 
handlung gesprochen,  vgl.  auch  dieselben  Atti,  Serie  V,  t.  VII*»,  1881, 
p.  753.  —  Die  scheinbar  räthselhaften  Zeichen  auf  der  Scheibe  von  Bo- 
volone  sind,  wie  ich  bei  anderer  Gelegenheit  zeigen  werde,  nichts  an- 
deres als  die  BuchstÄben  einer  vollkommen  lesbaren  (und  auch  zu  über- 
setzenden) etruskischen  Grab-Inschrift. 

*)  Vgl.  darüber  z.B.  Desor,  Materiaux  pour  rhi.stoire  de  rhommo. 
annee  14,  vol.  13  (2.  Serie  t.  9)  Toulouse  1878. 
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L.  A.  Milani  sagt,  dass  ihm  eine  Deutung  unmöglich  sei, 
glaubt  indessen,  dass  es  sich  um  Zahlen  und  nicht  um  Buch- 
staben handelt.  Der  Etruscologe  Pauli  endlich  äussert  sich 
sehr  ausführlich;  und  wir  müssen  seine  Darlegungen  unten 
reproduciren. 

§  5.    Das  Ikosa&der  von  Turin. 

Graf  Carlo  Cipolla  hatte  sich  in  derselben  Angelegenheit 
an  Prof.  A.  Fabretti  gewandt;  die  Aeusserung  desselben  ist 
bemerkenswerth,  weil  dabei  auf  die  Existenz  eines  wahrschein- 
lich auch  prähistorischen  Ikosaeders  hingewiesen  wird,  über 
welches  leider  eingehendere  Nachrichten  fehlen.  Graf  Cipolla 
schreibt : 

^Parlai  col  prof.  Fabretti,  circa  il  suo  oggetto.  Egli  le 
scriverä,  mi  dice :  frattanto  egli  mi  incarica  di  dirle  che,  a  suo 
ayyiso,  tratt&si  di  un  oggetto  lusorio,  una  specie  di  dado.  Quei 
segni  sarebbero  segni  convenzionali,  una  specie  di  segni  nume- 
rali  forse.  II  Fabretti  mi  moströ  un  icosaedro  che  egli  tiene 
nel  suo  Museo,  e  che  ha  delle  attinenze  col  suo  dodecaedro. 
Questo  icosaedro  e,  pare,  di  una  pasta  terrosa,  smaltata.  Dello 
smalto  restano  molte  parti ;  esso  e  di  un  bellissimo  colore  cilestro. 
Sopra  ciascuna  faccia  si  legge  impressa  una  chiara  lettera  greca. 
Secondo  il  Fabretti  questo  icosaedro  avrebbe  appunto  servito 
per  giuoco,  e  tale  giudicandolo,  egli  lo  moströ  al  prof.  Bruzza, 
che  si  occupö  di  quegli  argomenti,  e  che  anzi  sopra  gli  antichi 
oggetti  lusorii  pubblicö  una  monografia  nel  BuU.  della  Societa 
comunale  Romana,  1877,  com'  Ella  puö  vedere. 

yChiesi  al  prof.  Fabretti  s'egli  avesse  notizie  suUa  pro- 
venienza  del  suo  icosaedro.  Egli  mi  rispose  che  apparteneva  in 
addietro  al  Municipio  di  Torino,  e  che  provenne  al  Museo  di 
antichita,  in  occasione  di  un  cambio  fatto.  Non  dubita  che  al 
Municipio  sia  stato  dato  dal  celebre  prof.  B.  Gastaldi;  quindi  e 
piü  che  probabile  che  detto  oggetto  sia  stato  rinvenuto  nel  Pie- 
monte.     Non  si  puo  tuttavia  asserir  altro  di  preciso.^ 

,L'icosaedro,  diceami  il  prof.  Fabretti,  e  tuttora  inedito. 
Prendendo   in  mano  quell'  oggetto,    notai  ch'  esso  e,   relativa- 
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mente,  assai  leggero.  La  grandezza,  per  quanto  risnlta  M 
disegno  di  Lei,  trasmesso  al  prof.  Fabretti,  dey'  essere  simigli- 
ante  a  quella  del  suo  dodecaedro." 

Es  ist  sehr  zu  bedauern,  dass  die  angeblich  auf  den  Seiten 
des  Ikosaeders  befindlichen  griechischen  Buchstaben  nicht  mit- 
getheilt  sind.  So  müssen  wir  uns  mit  dieser  Wiedergabe  der 
Beschreibung  begnügen,  ohne  das  fragliche  Ikosaeder  bei  der 
folgenden  Discussion  wesentlich  zu  berücksichtigen. 

§  6.    Die  Steingewichte  vom  Honte  LoSla. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  zur  Erklärung  der  auf  unserem 
Dodekaeder  befindlichen  Zeichen  sind  eine  Anzahl  Steingewichte, 
die  innerhalb  derselben  Umwallung,  aber  in  einer  anderen  Wolin- 
stätte  ausgegraben  wurden  und  die  ebenfalls  gewisse  Zahlzeichen 
aufweisen. 

Nachdem  hervorgehoben  ist,  dass  Prof.  L.  Pigorini  aa« 
Rom  die  Fundstelle  besucht  und  sich  von  der  Richtigkeit  aller 
über  dieselbe  gemachten  Angaben  überzeugt  hatte,  fahrt  Ste- 
phan i  in  seiner  Beschreibung  (a.  a.  0.)  in  folgender  Weise  fort: 

,,Ora  nella  capanna  del  Loffa,  da  me  contrass^rnata  col 
n''  9,  che  il  Pigorini  non  aveva  ancora  completamente  fatto 
scavare,  qualche  giorno  dopo  la  sua  partenza  (3.  sept.  1885) 
alla  profondita  di  cent.  46,  e  sötte  le  lastre  di  pietra  annerite, 
del  croperto  crollato,  venivano  in  luce  dieci  pesi  di  pietra  avc- 
naria,  cosi  detta  pietra  morta,  foggiato  a  cono  piatto  e  tronco, 
aventi  ciascuno  presse  il  vertice  un  foro,  e  che  portavano  incise 
o  sulla  faccia  o  sui  lati  alcune  diverse  sigle  o  note  numenüi 
per  me  indecifrabili,  e  che  potete  vedere  riprodotte  in  meoa 
grandezza  nelle  figure  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  deir  annes» 
tavola.*) 


^)  Die  Gestalt  dieser  Gewichte  iflt  also  dieselbe,  wie  sie  bei  «!«■ 
Hteinernen  Gewichten  in  den  Terraraaren  von  Gorzano  und  am  Albaner 
»See  in  Latium  gefunden  sind;  man  hat  diese  nioht  als  Handelsgowirht«». 
sondern  als  zum  We])en  gebrauchte  Utensilien  gedeutet.  V^I.  Hon»i|:: 
l)i<'  Ituliker  der  Po-Kheno,  Leipzijr  1879,  p.  83  und  Taf.  U. 

*)  Vir].  anlieKonde  Taf.  TTI. 
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,Ma  ciö  ch^  era  curioso  e  il  fatto,  che  questi  pesi  erano 
disposti  a  modo  di  raggi  di  ruota  sopra  una  lastra  di  pietra, 
di  maniera  che  la  punta  tronca  dei  coni  convergesse  al  centro 
della  ruota  stessa,  il  cui  mozzo,  nello  spazio  centrale,  era  rap- 
presentato  da  una  tazza  o  bicchiere  di  terra  ordinaria  foggiato 
a  campana,  il  quäle  era  ripieno  di  semi  di  fmmento  car- 
bonizzato. 

„Senonche  quel  piano  era  alquanto  inclinato  e  cayemoso, 
e  Tacqua  di  pioggia,  che  vi  penetrava  da  secoli,  aveya  resi  molli 
come  pasta  alcuni  grossi  rami  di  corna  di  cervi  che  ivi  giace- 
vano;  ed  alcuni  di  questi  pesi  erano  di  una  compagine  cosi 
incoerente  e  sfolgiosa  e  cosl  inzuppati  di  acqua,  che  alcuno 
ando  perduto:  altri,  ad  onta  di  tutte  le  eure,  in  qualche  parte 
si  sfasciarono  piü  o  meno,  in  modo  da  non  poteme  calcolare 
il  yero  peso  originale  che  per  approssimazione,  come  si  dirsi 
in  seguito.* 

Es  wird  ferner  berichtet,  dass  in  der  Wohnstätte  Nr.  10 
ein  ähnliches  (aber  grösseres)  Gefäss  gefunden  ward,  wie  soeben 
bei  den  Gewichten  erwähnt  wurde,  ferner  ca.  2  Hectoliter  ver- 
kohltes Getreide;  ebenso  in  Nr.  15  eine  Menge  verkohlte  Körner. 

Die  in  Aussicht  gestellte  ausführliche  Publication  über  die 
gesammten  Funde  ist  von  dem  inzwischen  verstorbenen  Verfasser 
nicht  mehr  vollendet. 

§  7.    Die  Zahlen  auf  dem  Dodekaeder. 

Wir  reproduciren  zunächst  die  eingehenden  Darlegungen^) 
Pauli 's  über  die  auf  den  Flächen  des  Dodekaeders  und  auf  den 
Gewichten  angebrachten  Zeichen : 

yLe  de  dodecaedre  trouve  dans  les  fouilles  du  mont  LofTa 
ine  parait  etre  un  de  a  jouer.  Nous  avons  eu  grand  nombre 
de  des  ä  jouer  de  Tantiquite  et  ce  sont  precisöment  les  fouilles 
de  Bologne  qui  nous  en  ont  fourni  ce  qui  etablit  leur  existence 
a  une  epoque   tres   reculee.     II   est   vrai   que  la  forme   en    est 


*)  Dieselben  sind  einem  Briefe  Paiili*s  an  De  Steftmi  ontnommen 
und  von  letzterem  a.  a.  0.  publicirt. 
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un  peu  diffiSrente  et  nous  offre  quelque  chose  de  smgolier;  les 
anciens  des  italiques  nous  presentenb  deja  des  formes  yariees, 
car  il  y  a  des  cubes  et  des  parallelogrammes,  et  sur  ces  der- 
niers  il  y  a  ordinairement  une  autre  disposition  de  nombres  qae 
sur  les  Premiers. 

«Mais  quand  on  est  en  presence  d*uii  de  il  faut  tout  d^abord 
s^atteodre  ä  ce  que  les  dessins  qu'il  porte  representent  des  chiffires, 
et  leur  concordance,  avec  les  dessius  des  poids  trouy&  aossi  au 
mont  Loffa,  nous  permet  de  supposer  que  ce  sont  bien  des  chifi&es. 
En  effet  si  les  memes  dessins  se  trouvent  sur  un  de  et  sur  des 
poids,  ils  ne  peuvent  guere  representer  autre  chose  que  des 
chiffres.  II  faut  ajouter  encore  que  les  elements  dont  se  com- 
posent  ces  dessins  sont  identiquement  les  memes  que  ceux  que 
nous  rencontrons  dans  les  chiffres  etrusco-romains. 

,Ges  elements  sont  les  suivants^): 

•  sur  le  de  (surface  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10); 

I  sur  le  de  (surface  3,  4,  7,  10,  11  (?)  et  sur  les  poids 
(figure  3,  4  et  5); 

V  (ou  A)  sur  le  de  (surface  3,  9)  et  sur  les  poids  (figure 
3,  4,  5,  7,  9) ; 

-f-  et  X  sur  le  d^  (surface  1)  et  sur  les  poids  (figure  6, 
8  et  10) ; 

T  (ou  X)  sur  le  de  (surface  2  et  11). 

Outre  ces  dessins,  il  y  en  a  encore  d'autres  sur  les  surfaces 
8  et  12  du  de;  mais,  pour  le  moment,  je  les  neglige  aussi  que 
les  petits  traits  lateraux  de  plusieurs  dessius  du  de  et  des  poids. 

„Ces  simples  elements  sont  donc  evidemment  les  memes 
que  ceux  qui  forment  le  Systeme  numerique  etrusoo-romain; 
1  =  1;  A  =  5;  X  =  10;  'f  =  50  (systeme  ^trusque);  I  =  1: 
V  ==  5;  X  =  10;  J^,  X,  L  =  50  (systeme  romain).  On  sait 
que  les  points  ou  globuli  s^y  trouvent  aussi  pour  marquer  les 
douze  parties  de  Tas.    Mais,  autant  que  je  sache,  de  cette  oon- 


^)  Auf  Tafel  II  sind  die  Flächen  des  DodekaMers  in  willkür- 
licher Weise  mit  ZaMen  bezeichnet,  um  eine  Hinweisung  auf  die  betr. 
Zeichen  zu  ermöglichen. 
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formite  des  dessins,  on  ne  saurait  en  conclure  d^ane  mani^re 
absolue  qu'ils  repondent  aussi  en  valeur  et  en  signification  aux 
dessins  etrusco-romains.  Pour  pouvoir  le  faire,  il  fant  encore 
se  livrer  auparavant  a  un  examen  particulier.  Qaant  a  la  de- 
termination  de  la  valenr  de  nos  dessins,  noos  ne  sommes  pas 
tout  ä  fait  Sans  points  d^appui. 

^Bemarquons  tout  d'abord  que  plusienrs  de  ces  dessins 
sont  repetes  les  ans  a  eöte  des  autres,  et  que  d^autres  ne  le 
sont  pas.  Les  points  ou  globuli  se  trouTent  redoublä;  en  par- 
ticulier, il  y  en  a  deux  sur  la  surface  7,  trois  sur  la  surface  6, 
et  quatre  sur  la  surface  4;  le  trait  I  se  trouve  redouble  sur 
deux  poids  (fig.  4  et  iig.  5) ;  le  signe  A  se  trouve  egalement 
sur  deux  poids  (fig.  3  et  fig.  9),  sur  le  premier  en  double  et 
sur  le  dernier  en  triple.  Quant  aux  signes  +  (X)  et  T  (i)  ils 
ne  sont  pas  redouble.  De  ces  faits,  il  me  semble  qu^on  en 
pourra  conclure  d*abord  que  le  point  ou  globulus  designe  1,  et 
que  pour  le  cbiffre  5  apparaissait  un  nouveau  signe,  absolument 
comme  dans  le  Systeme  etrusco-romain.  On  peut  aussi  conclure 
quel  est  ce  signe.  II  suffira  pour  cela  d^admettre  que  celui  de 
tous  les  signes  que  nous  venons  dMndiquer  qui  est  le  plus  sou- 
yent  pres  des  points  ou  globuli  designant  Tunite  est  celui  qui 
represente  le  cbiffre  5.  Or  ce  signe  est  le  trait  I  (surface  4, 
7  et  10).  II  apparait  encore  sur  la  surface  3  reuni  au  signe  A, 
qui  represent  alors  probablement  le  nombre  10,  d'autant  plus 
quMl  est  aussi  reuni  une  fois  au  cbiffre  1  sur  la  surface  9.  Ces 
deux  exemples  s'opposent  a  ce  que  ce  signe  represente  un  nombre 
plus  eleve.  Pour  les  chiffres  superieurs  il  y  aurait  alors  les 
signes  -f*  et  X-  Quant  a  la  determination  de  leur  valeur,  les 
eignes  marques  sur  les  poids  ont  de  Timportance. 

„Ih  sont  consider^  comme  des  poids  de  mutier  ä  tisser; 
mais  comme  les  dessins  tracä  dessus  sont,  ä  premiere  vue,  de 
la  meme  espece  que  ceux  du  de,  et  selon  toute  apparence  de 
vrais  chiffres,  on  pourrait  alors  se  demander  si  ces  poids  n^etaient 
pas  reellement  destines  ä  servir  a  peser.  Cette  derniöre  sup- 
position  serait  juste  s'il  arrivait  que  les  chiffres  d&ignaient  les 
poids  de  chaque  piece,   precaution   qui   serait   inutile   pour  les 
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poids  de  metier  a  tisser.  Pour  examiner  ce  point,  j'ayais  prie 
M^  de  Stefani,  de  m^indiquer  la  pesanteur  de  cbaque  poids  en 
particulieFf  et  voice  le  tableau  des  chiffires  que  j^ai  1^9115  en 
reponse : 


Peso  attuulo 

1)  AIA   - 

gr.    830 

2)  Vll      - 

,  2340 

3)  All      - 

,   1920 

-t)  + 

,   1850 

5)  A        — 

,   1060 

<i)X        - 

,   1490 

7)  AAA  - 

,   1500 

8)  X        - 

,  2030 

Peso  calcolato 

Peso  totale 

mancante 

cirt» 

gr.    550 

gr.   1380 

,     160 

,     2500 

.       80 

.     2000 

,     150 

.     2000 

.     340 

,     2000 

.     400 

,     1900 

,   1500 

,     3000 

.     100 

,     2130 

„Comnie  le  poids  supplementaire  des  pieces  particuliere 
ii'e«t  que  suppose,  il  noiis  sera  bien  permis  d'y  faire  quelques 
legeres  modifications,  pour  peu  que  d'autres  raisons  nous  y  de- 
cident.    Supposons  que  le  poids  general  des  pieces  soit  le  soiTant: 

1)  ==  1375  gr.,  2)  =  2500  gr.,  3)  =  2000  gr.,  4)  =  2000  gr., 
5)  =  2000  ,  G)  =  1875  ,  7)  =  8000  ,  8)  =  2125  , 

„Les  poids  se  comportent  ainsi  a  Tegard  les  uns  des  autre>: 

11:20:16:16:16:15:24:17. 

„Mais  il  n'esb  pas  vraisemblable  que  ces  nombres  pn»- 
portionnels  soient  exprimes  par  les  dessins  des  poids,  car  alon» 
le  signe  +  (4).)  devrait  signifier  16,  et  le  signe  A  (7).)  (car 
AAA  =  24),  devrait  signifier  8,  et  pour  ces  deux  nombres 
on  ne  yerra  jamais  apparaitre  de  simples  signes.  CJomme  le 
nonibre  1  est  exprime  par  le  point  •  et  le  nombre  5  par  I,  on 
ne  se  trompera  pas,  si  Ton  suppose  que  le  signe  A  que  noos 
avons  dejä  examine  plus  haut  pour  d*autres  raisons,  represente 
10  et  que  le  signe  -f-  represente  20. 

„Si  notre  supposition  est  juste,  nous  pourrons  aussit6t  &i 
tirer  quelques  conclusions.     Tout  d'abord    nous  voyons   par  ce 
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dernier  nombre  que  le  systöme  numerique  etait  vingt^sinial,  cW 
ä  dire  que  chaqae  fois  qu'on  comptait  20  il  7  avait  un  chiffre 
particulier.  Ensuite  nous  obtenons  des  deux  nombres  Tunite 
numerale  de  poids  qni  n*est  aatre  que  100  grammes. 

«Mais  comme  les  chiffres  des  poids  indiques  plus  baut 
n'etant  estimes  que  relatiyement  au  poids  qui  manque,  il  ne 
nous  apprend  que  des  valeurs  approximatives.  La  v^ritable  unite 
numerale  peut  donc  avoir  ete  un  peu  plus  petite  ou  un  peu 
plus  grande  que  100  gr.  De  cette  unite  de  poids  il  resulte  que 
les  rapports  indiques  plus  haut  entre  11  :  20  :  16  :  16  :  16  : 
15  :  24  :  17  doivent  etre  exprimfe  äpresent,  conformement  aux 
rapports  de  8  :  10  par  les  unites  suivantes:  13^/4,  25,  20,  20, 
20,  18^/4,  30,  2IV4. 

,0r  ces  unites  de  poids  s'expriment  par  les  sigues  suivantes: 


13'/* 

-     AIA 

20        -     A 

25 

-    Vll 

18  V*     -     X 

20 

-    ^11 

30        —     AAA 

20 

=    + 

2l»/4     —     X 

«De  Texamen  de  ces  chiffres,  il  en  resulte  de  nouvelles 
consequences.  D'abord  nous  trouvons  pour  designer  20,  non 
seulement  le  signe  +  (Nr.  4)  qui,  ainsi  qu'on  va  le  voir,  et 
indique  a  X  (Nr.  6)  et  ä  X  (Nr.  8),  mais  encore  ä  A  (Nr.  5) 
et  a  ^11  (Nr.  3). 

«Le  Premier  de  ces  signes  est  parfaitement  clair:  cVst  le 
signe  A  =  10,  qui  traverse  par  un  trait  exprime  le.  double, 
Quant  au  second  signe,  il  ne  peut  etre  traite  que  plus  loin.  Le 
signe  AIA  (Nr.  1,  ßg.  3)  signifierait  25,  mais  le  poids  de  la 
piece  n'est  que  de  13*/4. 

«II  s'en  suit  que  pour  ce  poids  le  nombre  de  Tunite  n^est 
que  la  moitie  de  celui  des  Nrs.  4,  5,  6,  7  et  8,  soit  donc 
ä  peu  pr^  50  grammes.  Mais  cette  derniere  pidce  nous  semble 
offrir  aussi  la  possibilit^  de  d^terminer  plus  exactement  Tunite 
numerale.  Nous  avons  indiqu^  plus  haut  que  son  poids  etait 
de  1375  grammes,   lequel  divise  par   25  donne  55  gr.  comme 
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unite.  Mais  d'apres  Böckh  (Meirologische  Untersuchungen, 
p.  165)  la  livre  romaine  est  de  327,434  gr.,  tandis  que  suiTant 
Mommsen  (Geschichte  des  römischen  Münzwesens,  p.  225)  la 
livre  etrusque  etait  les  deux  tiers  de  la  livre  romaine.  Un  qnart 
de  livre  etrusque  serait  donc  ä  peu  pres  de  54,572  avec  qnoi 
Concorde  d'une  maniere  singuliere  Tunit^  de  poids  represaitee 
par  55  grammes. 

,L'unit^  de  poids  des  pi^es  4  ä  8,  ainsi  qu'on  Ta  vu  plos 
haut,  est  le  double,  serait  alors  d^a  peu  pres  110  et  repondnit 
a  un  semis  etrusque.  Mais  je  declare  ezpressement  que  je  ne 
tire  de  ce  fait  aucune  consequence;  je  me  contente  tout  simple- 
nient  de  le  constater. 

vSur  plusieurs  des  signes  num^riques  se  trouvent  de  petiis 
traits  lateraux.  Ils  apparaissent  dans  les  cas  suivants:  snr  le 
de  /:  (surf.  10),  ^  (surf.  7)  A  .  (surf.  9)  sur  le  poids  IIA 
(fig.  6),  All  (fig.  7);  il  ressort  donc  avec  certitude  de  ces  signes 
que  1  =  5  et  A  =  10.  Peut-etre  faut-il  aussi  comprendre  de 
cette  maniere  le  signe  idu  de  (surf.  11)  de  sorte  que  nons 
trouverions  encore  ces  traits  sur  le  signe  X  =  50. 

,Je  n'ai  pas  encore  reussi  jusqu*ä  present  ä  trouver  la 
signification  de  ces  petits  traits  lateraux  qui  doivent  certaine- 
ment  avoir  un  sens ;  seulement  il  parait  quMl  y  a  qaelque  raison 
de  supposer  que  ces  petits  traits  d^gnent  peut-etre  une  des  dem 
Operations  num^riques  negatives  de  la  soustraction  ou  de  It 
division.  On  remarque  en  effet  que  W/^  exprime  25,  et  ^H 
seulement  20  \xmt6s  de  poids,  de  sort  que  trois  traits  lateraoi 
servent  a  former  un  chiffre  inferieur  a  celui  qni  est  exprime 
par  deux  traits.  Mais  cette  supposition  est  trop  peu  ^tayfe  ponr 
que  je  puisse  en  tirer  d'autres  conclusions. 

„On  pourrait  se  croire  autorise  a  m'objecter  que  la  valeur 
des  signes  num^riques  que  j'ai  trouvfe,  soit  .  =  1,  I  =  5,  V 
(ou  A)  =  10,  -f-  (ou  X)  =  20,  ±  (ou  T)  =  50,  concordent 
^videmment  avec  les  signes  numeriqnes  etrusques  1  =  1,  A  =  ^' 
X  =  10,  'f  (ou  4.)  =  50,  et  auraient  par  consequent  la  tneme 
valeur  queTces  derniers.  L'identite  des  signes  est  sans  doufce 
evidente  et  je  ne  le  nie  pas;  mais  il  n'en  resulte  pas  non  plo^ 
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qu'iis  doivent  avoir   la  meme  valeur   et  que   les  deux  systemes 
uumeraux  doivent  etre  identiques. 

«II  est  tres  possible  que  dans  le  cours  du  tetnps  un  Sy- 
steme originairement  vingtesimal  ainsi  qiie  je  Tadopte  pour  nos 
objets  du  mont  Loffa,  se  soit  transform^  en  un  Systeme  pure- 
ment  decimal  et  qu*alors  il  s'operät  une  modifieation  dans  la 
valeur  dessignes:  on  mit  chacun  des  signes  lAX  dans  un  ordre 
inferieur,  on  retrancfaa  de  la  colonne  des  unite  le  signe  .  un 
peu  incommode,  et  on  ne  le  conserva  plus  que  comme  nombre 
fractionnaire  pour  les  douze  parties  de  Pas,  ainsi  que  nous  le 
trouvons  sur  les  pi^es  de  monnaie.  Mais  il  ne  peut  absolnment 
pas  avoir  eu  cette  signification  lä  sur  notre  de.  En  effet,  d*un 
c6te  il  n'y  aurait  aucune  raison  pour  expliquer  pourquoi  on  ne 
voit  jamais  appar^tre  plus  de  quatre  points  ou  globuli,  et  d^un 
autre  cote,  des  nombres  comme  P/u  (surf.  4)  ou  '/la  (surf.  6) 
sont  absolument  invraisemblables  sur  des  des.  Je  crois  donc, 
qn'on  doit  s'en  tenir  a  Tinterpretation  suivant  laquelle:  .  =  1, 
I  =  5,  A  =  10,  +  =  20,  ±  =  50. 

„Dan-s  cette  supposition  et  sans  tenir  compte  des  petits 
traits  lateraux,  il  en  r^sulterait  pour  les  surfaces  particulieres 
de  notre  de  les  nombres  suivants : 

Surf.    1  = 


1  —  20 

Surf.     7  —     (7) 

2  =  50 

,       8            ? 

3  —  15 

.       9  -  (11) 

4—9 

,     10           (6) 

5  —     ? 

,     11  -      ? 

6—3 

.     12  -      ? 

9 Les  nombres  entre  parentheses  sont  ceux  oü  nous  avons 
des  traits  lateraux.  Les  points  d^interrogation  designent  celles 
des  surfaces,  qui  renferment  des  signes  ne  repondant  pas  aux 
signes  numeriques  fixes  et  dont  la  valeur  est  encore  enveloppee 
d'un  voile.  Mais  comme  sur  les  surfaces  5  et  8,  il  y  a  un 
point  ou  globulus  a  cote  des  traits,  on  peut  en  conclure  que  ce 
sont  aussi  des  donnees  numeriques.    Sur  la  surface  12  quelques- 


^)t)0  Süzuntj  der  m<Uh.-phy8.  Classe  com  5,  Dezember  189fl. 

uns  des  faibles  txaits  lafceraux  et  transversaux  pourraient  peut- 
etre  se  trouver  lä  par  hasard. 

«Si  Ton  pouvait  fixer  la  signification  de  tous  les  signes 
qui  sont  sur  le  de,  il  resterait  encore  ä  rechercher  si  une  cer- 
taine  loi  ou  un  certain  systöme  ne  se  trouverait  peut-etre  pas 
dans  rarrangement  des  nombres  du  de;  mais  comme  jusqu^a 
present  on  n^  est  pas  encore  parvenu,  il  faut  bien  ajoamer 
encore  cette  recherche." 

Seit  der  Veröffentlichung  durch  Stephan!  scheint  sich 
niemand  mit  dem  räthselhaften  Dodekaeder  und  den  Zeichen 
darauf  beschäftigt  zu  haben.  Auch  Herr  Prof.  Pauli  (jetzt  in 
Lugauo)  hat  seine  Untersuchungen,  wie  er  mir  gütigst  mifctheilt, 
nicht  fortgesetzt. 

§  8.  Die  achtseitige  Doppelpyramide  aus  Meclo  in  Sfldtirol. 

Eine  wichtige  Ergänzung  und  Bestätigung  erhalten  die  vou 
Pauli  gemachten  Schlüsse,  soweit  sie  sich  auf  das  Lesen  des 
Zeichens  I  als  5  beziehen,  durch  den  von  Campi  näher  be- 
schriebenen Fund  aus  Meclo,  dessen  Abbildung  wir  auf  Taf.  IV 
Fig.  1  wiedergeben.     Der  genannte  Verfasser  schreibt*): 

„Kappresenta  due  piramidi  ottagonali  tronche  unite  bIIa 
buse,  sormontate  da  doppio  disco,  dal  minore  dei  quali  sorge 
un  gancio  di  bronzo  pel  quale  vi  passa  un  anello  pure  di  bronzo. 
La  parte  inferiore  e  frammentata,  manca  il  primo  disco,  cioe 
il  maggiore,  mentre  il  secondo  col  gancio  e  V  anellino  si  e  tro- 
vato  staccato.  In  tal  modo  il  nostro  singolarissimo  oggetto 
troya  il  suo  complemento  ripetendo  alla  soinmita  della  piramide 
inferiore  i  dischetti,  il  gancio  e  Tanellino  che  ricorrono  superior- 
mente.     II    materiale   ond'  e  costituito  e  osso  alquanto  poroso. 

«Nel  puuto  ove  gli  spigoli  si  incontrano  alla  base  delle 
due  piramidi  si  vedono  saldamente  conficate  otto  borchiette  di 
bronzo.     Gli  spigoli  poi,  quasi  intatti,  sporgono  sopra  la  faccie 


*)  Luigi  Campi,  Scavi  e  Sc.oi)erte  fatti  negli  aiini  1886 — 86  nellt> 
fltrt>)ile  a  Valomporga  di  M(»clo  iiell'  Anaunia,  parte  TT.  Archivio  Trt»n- 
tino,  an.  VFTT,  p.  240.     Tronto  1880. 
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circa  un  millinietro  e  fanno  graziosa  cornice  ai  quadrilateri  nei 
quali  sono  profondamente  incayafci  dei  numeri  di  carattere  romano 
che  dair  unita  ci  portano  al  sedici,  come  risulta  dalP  esame 
della  fignra  P  la  quale  rappresenta  in  piano  tatto  V  oggetto 
SYolto  nei  sedici  quadrilateri. 

^I  nameri  sono  chiarissimi,  le  forme  conosciute,  eccettuato 
il  numero  cinque  e  le  sue  combinazioni  nei  sei,  nei  sette,  otto, 
nove,  quindici  e  sedici,  ove  e  rappresentato  da  un  asta  diagonale, 
che  yiene  a  corrispondere  appunto  alla  metä  del  dieci.  il  la 
prima  volta  che  incontriamo  in  tal  guisa  enunciato  il  numero 
cinque  mentre  comunemente  si  esplica  con  due  aste  unite  ad 
angolo  y.  Questa  nota  caratteristica  ci  lasciava  sperare  molto 
prossima  lo  soluzione  sulla  sua  eta,  ma  abbiamo  cercato  inutil- 
mente  i  suoi  paralieli  nelle  iscrizioni  arcaiche  romane,  e  nelle 
imperiali,  abbiamo  consultato  la  scritta  delle  monete^)  republi- 
cane  e  delle  barbariche,  ma  il  numero  cinque  ricorre  sempre  e 
poi  sempre  sotto  la  forma  di  un  V,  e  non  mai  enunciato  da  un 
asta  diagonale,  per  cui  le  nostre  ricerche  non  portano  luce  suir 
eta  di  questo  oggetto.** 

Was  den  Zweck  und  Gebrauch  des  Fundstückes  angeht, 
so  neigt  sich  Campi  der  Ansicht  zu,  dass  dasselbe  zu  irgend 
welchem  symbolisch  -  religiösen  Zwecke  gedient  habe,  und  er- 
innert dabei  auch  an  das  Dodekaeder  vom  Monte  Loffa.  aller- 
dings  anscheinend  ohne  zu  bemerken,  dass  nach  Pauli 's  An- 
sicht auch  auf  letzterem  die  Zahl  5  durch  einen  Strich  darge- 
stellt ist.  Dieser  Strich  brauchte  freilich  auf  dem  Dodekaeder 
nicht  von  der  Einheit  durch  seine  diagonale  Lage  unterschieden 
*  zu  werden,  da  hier  die  Einheit  durch  einen  Punkt  dargestellt 
wurde  (vgl.  oben  §  7). 

Die  zahlreichen  anderen,  gleichzeitig  gemachten  Funde  er- 
strecken sich,  wie  die  Fibeln  beweisen,  stetig  durch  eine  Reihe 
von  Culturepochen :   die   umbrische  und  euganeische,  die  etrus- 


*)  Eine  etruskische  Münze,  auf  die  wir  später  (§  16)  zurückkommen, 
erinnert  noch  an  die  ältere  Bedeutung  dea  Zeichens  A,  indem  dieses  als 
10  (=  2.6)  zu  lesen  ist,  wie  das  Gewicht  der  Goldmünze  beweist. 
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kische,  gallische  und  römische  bis  zur  Zeit  der  Vdlkerwandemng. 
Das  Fehlen  von  Waffen  deutet  auf  einen  Ort,  der  friedlicher 
Thätigkeit  vorbehalten,  vielleicht  einer  Gottheit  geweiht  war, 
so  dass  die  Fundstücke  zum  Theil  als  Weihgeschenke  (unsere 
Pyramide^)  vielleicht  auch  als  Amulet)  zu  betrachten  sind. 

§  9.    Das  Alter  des  Dodekaeder. 

Aehnlich  wie  mit  den  Funden  von  Meclo  ist  es  mit  den- 
jenigen vom  Monte  Loffa,  auch  sie  erstrecken  sich  durch  einen 
langen  Zeitraum.  Aber  während  es  sich  bei  jener  Doppel- 
pyramide nur  um  die  Zeit  von  etwa  600  v.  Chr.  bis  ca.  400 
n.  Chr.  handeln  kann,  kommt  für  das  Dodekaeder  zunächst  die 
ganze  Zeit  von  den  Anfängen  der  Kultur  bis  zum  Ende  der 
römischen  Republik  in  Betracht. 

Die  F*unde  vom  Monte  Loffa  sind  von  De  Stephani  in 
der  citirten  (in  Verona  erschienenen)  Note  vorläufig  dargestellt. 
£s  handelt  sich  dabei  nicht  um  Gräber,  sondern  um  Wohn- 
stätten, von  denen  eine  oben  beschrieben  wurde.  Es  kommen 
zunächst  Funde  vor,  die  der  neolithischen  Steinzeit  anzugehören 
scheinen,  darunter  Stücke  von  ganz  eigenthömlicher  Form,  wie 
sie  sonst  im  westlichen  Europa  nach  Pigorini^s*)  Ansicht 
nirgends  gefunden  werden,  sondern  nur  in  Russland  und  Amerika 
beobachtet  sind,  deren  Alter  aber  gerade  deshalb  nicht  sicher 
zu  bestimmen  ist.  Aus  Bronze  finden  sich  Reste  von  Lanzen- 
spitzen und  Fibeln  vom  Certosa-Typus.  Von  den  eisernen  Gegen- 
ständen ist  eine  charakteristische  La-Tene-Fibel  bemerkenswerth, 
die  auf  die  Gallier  verweist;  auch  wurden  drei  massiliotische 
Münzen  ausgegraben.  Die  Römerzeit  endlich  ist  durch  Münzen 
aus  dem  letzten  Jahrhundert  vertreten. 


1)  In  Band  12  der  Zeitschrift  für  Ethnologie,  p.  260  beschreibt  von 
Schulenburg  einen  ^ Schreckstein",  der  nach  der  Abbildung  die  Gestalt 
einer  mehrseitigen  Doppelpyramide  hat.  Gefertigt  ist  derselbe  ans  Ser- 
pentin, die  eine  Spitze  ist  durchbohrt.  Solche  Steine  wurden  noch  vor 
wenigen  Decennien  im  Spreewalde  als  Amulette  getragen. 

2)  Vgl.  Rendiconti  d.  R.  Aceademia  dei  Lincei,  vol.  I.  Serie  4*. 
18.  Jan.  1885. 
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Letztere  sind  von  De  Stephani  nicht  erwähnt  und  mir 
erst  durch  eine  gütige  Mittbeilung  Pigorini's  bekannt  ge- 
worden. Es  erschien  nämlich  wünschenswerth,  näheres  über 
das  Alter  der  gefundenen  massiliotischen  Münzen  zu  erfahren. 
Herr  CioUege  Furtwängler  hatte  die  Güte,  deshalb  in  Rom, 
wo  das  Dodekaeder  im  Museo  preistorico  aufbewahrt  wird,  an- 
zufragen. Die  von  Pigorini  ertheilte  Auskunft  enthält  so 
manches  Bemerkenswerthe,  dass  es  mir  erlaubt  sei,  diese  Mit- 
theilung hier  wörtlich  zu  reproduciren : 

9  In  quel  luogo  anzi  ho  assistito  ad  alcuni  scavi  che  il  mio 
compianto  amico  (d.  i.  De  Stephani)  vi  esegui,  allo  scopo  di 
studiare  gli  avanzi  di  antiche  abitazioni  ivi  esistite,  che  egli 
chiamo  capanne  di  pietra  dai  materiali  coi  quali  erano 
costrutte  (vgl.  die  oben  citirte  in  Verona  erschienene  Arbeit 
De  Stefanies).  A  parte  taluni  oggetti  di  selce  piromaca, 
strani  per  le  forme,  rozzissimi,  che  s'  incontrano  in  notevole 
quantita  sul  Loffa,  come  altrove  nel  commune  di  Breonio  e  in 
quello  limitrofo  di  Prun,  nel  piano  che  si  distende  nella  cima 
del  detto  monte  e  nella  parte  piu  elevata  delle  sue  falde  stanno 
sepolte  antichitä  di  due  periodi  ben  distinti  cio^:  1)  selci  lavo- 
rate  e  stoviglie  in  frammenti,  delF  eta  del  bronzo,  tipiche  le 
une  e  le  altre  della  suppellettile  che  si  scava  nelle  palafitte, 
poco  lontane,  del  Garda,  —  2)  oggetti  di  bronzo  e  di  ferro  e 
cocci  di  stoviglie  di  fattura  gallica  ed  etrusca,  i  piu  antichi  dei 
quali  non  vanno  certamente  oltre  il  VI  sec.  av.  Cr.,  mentre  non 
di  trovassi  associati  a  monete  imitanti  le  dramme  dei  Massi- 
lioti  e  perfino  a  denari  coi  nomi  delle  legioni  deir  Antonio.^) 
A  cio  si  associano  le  selci  lavorate  rozze  e  di  forme  assai  strane. 
Die  questo  vario  materiale  parla  il  De  Stephani  e  talora  porge 
anche  qualche  figura  nella  citata  pubblicazione  Sopra  gli 
scavi  etc. 

,Per  quel  tanto  che  ho  potuto  osservare  assistendo  agli 
scavi,   devo   dirle  che  il  materiale   archeologico  dei  due  diversi 


1)  Vgl.  z.  B.  Hultscli  a.  a.  0.  p.  305,  Mommsen,  Geschichte  des 
römischen  Münzwesens,  p.  756  f. 
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periodi  o  gruppi  si  trova  mescolato  nelle  falde  del  Loffii,  ed  e 
rimosta  in  nie  la  convinzione  che  la  mescolanza  ayvenne  per 
essere  staio  quel  materiale  confasamente  rotolato  o  gettato  dalla 
cima  del  monte.  In  questa  invece,  tutte  le  yolte  che  ho  veduto 
scavare  una  delle  capaune  (io  pero  non  ne  vidi  esplorare  molie), 
ho  noiato  che  in  ciascuna  di  esse  giacevano  oggetti  del  secondo 
gruppo,  cio^  gallici,  etruschi,  o  gallo-etruschi  come  meglio  le 
piaccia  di  chiamarli,  insomma  dei  nieno  antichi.  £  leggendo 
attentamente  quanto  il  De  Stefani  ha  scritto  sulle  capanne  di 
pietra  del  Loffa,  mi  pare  si  debba  coucludere  che  gli  ayanzi 
da  lui  in  esse  trovati  si  accordauo  con  cio  che  io  ho  yedatx) 
dissepellire.  Non  trovo  alcun  fatto,  nelle  notizie  del  De  Ste- 
fani, il  quäle  mostri  nettamenie  che  le  capanne  di  pietra 
esistessero  gia  allpiquando  sul  Loffa,  quahmque  ne  sia  stata  la 
cagione,  vi  furono  trasportati  e  abbandonati  prodotti  industriali 
propra  delle  palafitte  del  Garda  della  eta  del  bronzo. 

9 Che  le  nienzionate  capanne  di  pietre  scendano  al  di  qua 
del  VI  secolo,   e  giungano  fino  a  toccare  il  termine  della  Be- 
pubblica  Romana,   dobbiamo  ritenerlo  anche  perche  certamente 
non  piü  antique  sono  quelle,  fabbricato  nello  stessa  nianiera  e 
contenenti   oggetti   analoghi  e  meglio   identici,    scoperte  a  non 
grande  distanza  dal  Loffa,    cioe  a  Bostel   nel  comune  di  Kotzo 
in  provincia  di  Vicenza.    Delle  scoperte  fatte  a  Bostel  sappiamo  . 
solo  quello  che  ne  hanno  detto  Dal  Pozzo  (Mem.  istoriche  dei 
Sette-Comuni,  Vicenza  1820,  p.  5—16)  e  Francesco  Molon 
(Sui  populi  antichi  e  moderni  dei  Sette-Comuni  del  Vicentino^), 
Vicenza  1881,  2^  ediz.)i  ma  vi  ha  quanto  basta  per  dimonstrare 
che   le    due    stazioni    con   case   di   pietra  del  Loffa  e  di  Bostel 
palesano  la  medesima  civiltä,  direi  anche  la  medesima  popalazione, 
e  una  eta  non  anteriore  al  VI  secolo." 

Soweit  Pigorini;  er  fügt  noch  hinzu,  dass  das  Dodekaeder 
hiernach  schwerlich  aus  einer  früheren  Zeit  als  aus  dem  6.  Jahrh. 
V.  Chr.  stammen  könne. 

Der  oben  mitgetheilte  Fundbericht  (p.  038  f.)  hat  hierdurcb 


^)  Das  Werk  ist  mir  hier  leider  nicht  zuga.ngli(.^h. 
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eiue  wesentliche  Ergänzung  erfahren.  Die  Hütten'  selbst,  die 
De  Stefani  aufgedeckt  hatte  und  die  er  scheinbar  für  älter 
hielt,  stammen  frühestens  aus  der  Mitte  des  ersten  Jahrtausends 
T.  Chr.,  also  aus  der  Zeit,  der  auch  die  Gertosa-Fibel  angehört 
(vgl.  652  u.  672).  Die  früheren  Perioden  der  ersten  Eisenzeit, 
die  in  der  Nachbarschaft  vertreten  sind,  fehlen  in  der  Station 
vom  Monte  Loffa.  Vertreten  ist  aber  die  Bronze-Zeit.  Hieraus; 
geht  hervor,  dass 

entweder  die  fraglichen  Wohnplätze  schon  in  der  Bronze- 
Zeit  benutzt  wurden,  dann  lange  verlassen  waren,  und  dass 
bei  späterem  Baue  der  steinernen  Hütten  der  Boden  aufge- 
wühlt wurde  und  in  Folge  dessen  natürlich  die  Reste  aus  der 
Bronze-Zeit  jetzt  innerhalb  der  Hütten  gefunden  werden, 

oder  dass  oberhalb  der  fraglichen  Wohnplätze  eine  ältere 
Ansiedlung  aus  der  Bronze -Zeit  lag,  deren  Reste  im  Laufe 
der  Jahrhunderte  herabgeschwemmt  wurden  und  so  in  das 
Innere  der  Hütten  oder  in  deren  Umgebung  gelangten. 

Sollten  die  in  §  6  und  §  10  besprochenen  Gewichte  etwa 
der  Bronze-Zeit  entstammen,  so  würde  letztere  Annahme  hin- 
fallig sein,  da  die  Gewichte  nach  dem  oben  mitgetheilten  Fund- 
berichte sich  offenbar  (in  regelmässiger  Anordnung)  noch  an 
ihrer  ursprünglichen  Stelle  befanden.  Das  Dodekaeder  wurde 
nicht  in,  sondern  in  derNähe  einer  Hütte  gefunden  (vgl.  oben 
p.  639).  Wurden  die  Hütten  durch  Feuer  zerstört,  so  sollte  man 
annehmen,  dass  das  Dodekaeder  in  einer  Hütte  hätte  ausge- 
graben werden  müssen,  lliernach  ist  es  wahrscheinlich,  dass 
das  Dodekaeder  aus  einer  Zeit  stammt,  wo  die  Hütten 
noch  nicht  existirten.  Die  Gewichte,  auf  denen  sich  theil- 
weise  dieselben  Zeichen  befinden,  müssten  dann  derselben  Zeit- 
periode angehören,  und  die  Hütten  müssten  an  demselben  Platze 
gebaut  sein,  wo  die  früheren  älteren  Ansiedelungen  gestanden 
hatten. 

Hieraus  folgt  nun  aber  noch  nicht,  dass  das  Dodekaeder 
bis  in  die  Bronzezeit  zurück  zu  datiren  ist.  De  Stefani  hebt 
nämlich  mit  Recht  hervor,  dass  Waffen  oder  Reste  von  Waffen 


656  Sitaung  der  mathrphys.  Clause  vom  5.  Dezember  1896, 

in  auffallig  geringer  Zahl  bei  den  Ausgrabungen  am  Monte 
Lofifa  gefunden  wurden.  Die  wenigen  Bronzesachen  waren  yon 
genau  demselben  Typus  wie  diejenigen,  welche  eine  halbe  Meile 
(miglio)  entfernt  auf  dem  Felde  von  Paraiso  in  grösserer  Menge 
gefunden  wurden.  Dies  veranlasst  De  Stefani  zu  der  An- 
nahme, dass  beim  Verlassen  der  Wohnplätze  am  Monte  Loffa 
alles  nur  irgend  verwerthbare  Metall  nach  Paraiso  übergeffthrt 
wurde.  Unter  dieser  Voraussetzung  würde  sich  auch  das  Fehlen 
von  Resten  aus  den  Anfängen  der  Eisenzeit  (d.  h.  aus  den 
ersten  Jahrhunderten  des  ersten  Jahrtausends  v.  Chr.)  erklären. 
Hiernach  haben  wir  drei  Möglichkeiten  zu  untersuchen:  1)  das 
Dodekaeder  stammt  aus  der  Bronzezeit,  2)  es  entstammt  den 
Anfängen  der  Eisenzeit,  3)  es  ist  aus  der  durch  die  Certosa- 
Fibel  (vgl.  unten  §  12)  charakterisirten  Epoche  zu  datiren. 
Eine  wesentlich  jüngere  Datirung  wird  wegen  der  auf  dem 
Dodekaeder  befindlichen  Zeichen  kaum  in  Betrachf  kommen 
können. 

Das  Dodekaeder  selbst  ist  aus  einem  Materiale  (nämhch 
Steatit,  Speckstein)  geschnitten,  das  in  der  Bronzezeit  und  der 
vorrömischen  Eisenzeit  häufig  benutzt  wurde,  insbesondere  in 
den  Gräbern  des  benachbarten  Bovolone  vorkommt.  Diese 
letzteren  Gräber  nun  werden  in  die  ersten  Anfänge  der  Eisen- 
zeit gesetzt;  Pigorini  schätzt  sie^)  als  gleichaltrig  mit  den 
ältesten  in  Oberitalien  bekannten  Gräbern  der  Eisenzeit  (denen 
von  Bismantova  und  Keggiano),  hält  sie  vielleicht  für  noch 
älter,  da  sie  andererseits  verwandt  seien  mit  den  Terramaren 
von  Gasinalbo.  Damit  kämen  wir  in  die  Zeit  von  1000  oder 
900  V.  Chr.,  wenn  nicht  in  eine  noch  ältere  Periode;  und  auf 
diese  Zeit  ungefähr  würde  die  Annahme  2)  hinweisen. 

Wie  ist  aber  diese  Anschauung  verträglich  mit  der  Ueber- 
lieferung,  dass  Pythagoras  zuerst  die  regulären  Körper  (also 
auch  das  Pentagon-Dodekaeder)  entdeckt  und  construirt  babe'^ 


^)  Bulletino  di  paletnologia  italiana,  Anno  8,  1879:  Antico  »epol* 
creto  di  Bovolone  nel  Veronese.  —  Verwandt  sind  auch  die  Funde  von 
Demorta  bei  Mantua,  vgl.  Chierci,  Bull,  de  palet.  1877,  p.  77. 
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Das  ist  die  für  den  Mathematiker  interessanteste  Frage 
unserer  gegenwärtigen  Untersuchung. 

Pythagoras  lebte  um  das  Jahr  500  v.  Chr.  Zeitlich  ist 
es  daher  nicht  ausgeschlossen,  dass  in  den  150  Jahren  von  500 
bis  350  y.  Chr.  die  Pythagoräischen  Lehren  von  Süditalien  nach 
der  Po-Ebene  Torgedrungen  waren;  aber  mit  diesen  Lehren 
müssten  auch  gleichzeitig  andere  griechische  Culturelemente  in 
Oberitalien  Eingang  gefunden  haben.  Das  ist  in  der  That  der 
Fall,  aber  doch  nur  in  beschränktem  Maasse.  Man  hat  etrus- 
kische  Nachbildungen  griechischer  Vasen  gefunden,  man  hat 
auch  griechische  Original vasen  in  Oberitalien  aufgedeckt,  und 
auch  die  Cisten  der  Uallstatt-Zeit  erinnern  an  griechische  Vor- 
bilder.*) Aber  sonst  blühte  in  Oberitalien  die  durchaus  selbst- 
ständige etruskische  Cultur,  und  zwar  nach  Norden  bis  in  die 
Schweiz  und  tief  bis  in  das  heutige  Tyrol.  Die  Etrusker  hatten 
das  griechische  Alphabet  angenommen^),  aber  sie  bedienten  sich 
selbstständiger  Zahlzeichen,  die  mit  denen  des  Dodekaeders  ver- 
wandt, doch  von  ihnen  verschieden  sind.  Wenn  man  daher  die 
Zeichen  auf  unserem  Dodekaeder  als  Ziffern  in  Anspruch  nimmt, 
so  müssen  dieselben  aus  einer  vor-etruskischen  oder  proto- 
etruskischen,  also  auch  vorpythagoräischen  Periode  stammen. 
Die  Griechen  dagegen  gebrauchten  in  jener  Zeit  die  hero- 
dianischen  Zahlzeichen'),  mit  denen  unsere  Ziffern  auf  dem 
Dodekaeder  nichts  gemein  haben. 

Es  bleibt  die  Möglichkeit  zu  untersuchen,  ob  nicht  aus 
gemeinsamer  orientalischer  Quelle  sowohl  die  Bewohner  der 
Po-Ebene  als  Pythagoras  und  seine  Schüler  geschöpft  haben. 
Endlich  könnte  die  Construction  des  Dodekaeders  und  Ikosaeders 
als  selbständiger  Ausfluss  altitalischer  Cultur  zu  betrachten  sein. 

Hiermit  haben  wir  die  Fragen  gekennzeichnet,  welche  wir 


*)  Es  wird   aucli   erzählt,   dass   ein  Schüler  des  Pythagoras  durch 
einen  etruskischen  Kaufinann  von  den  Piraten  losgekauft  worden  sei  und 

dass  Numa  ein  Schüler  des  Pythagoras  gewesen  sei;    vgl.  0.  Müller, 
Die  Etrusker,  Breslau  1828,  Bd.  2,  p.  345. 

2)  Vgl.  unten  §  12. 

3)  Vgl.  z.  B.  Cantor,  Geschichte  der  Math.,  Bd.  I,  p.  100  (1.  Aufl.). 
1896.  Matb.-phys.  Gl.  4.  43 
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aufwerfen  und  deren  Beantwortung  wir  zu  versuchen  haben. 
Da  das  Folgende  in  erster  Linie  für  Mathematiker  ge- 
schrieben ist,  muss  manches  ausfuhrlicher  dargelegt  werden,  als 
sonst  nöthig  wäre,  um  so  mehr,  als  mir  kein  Werk  bekannt 
ist,  in  dem  die  in  Frage  kommenden  Verhältnisse  einigermassen 
übersichtlich  unter  denjenigen  Gesichtspunkten  dargestellt  waren, 
die  für  die  gegenwärtige  Untersuchung  maassgebend  sind. 

^  10.    Die  Zeichen  auf  den  Steingewichten  vom 

Monte  LofEa. 

Dass  die  Zeichen  auf  den  oben  beschriebenen  Steingewicfaicn 
(§  6)  zur  Erklärung  der  Zeichen  auf  den  Seiten  des  Dodekaeders 
heranzuziehen  sind,  und  umgekehrt,  hat  schon  Pauli  richtig 
erkannt;  und  wir  stimmen  seinen  Schlnssfolgerungen  vollständig 
bei,  setzen  aber 

.  =  1,  I  =  5,  A  =  10,  X  =  +  =  A  =  20,  AAA  =  30. 

Die  oben  in  §  7  unter  1),  2)  und  3)  aufgeführten  Gewichte 
bedürfen  noch  der  Erklärung.  Der  Umstand,  dass  aus  A  =  10 
durch  Beifügung  eines  Querstriches  20  wird,  lässt  vermuthen, 
dass  die  kleinen  seitlichen  Striche  an  den  Zeichen  auf  den  Ge- 
wichten 2)  und  3)  sich  auf  ein  multiplicatiyes  Verfahren  be* 
ziehen.  Nun  soll  das  Zeichen  auf  dem  Gewichte  3)  wieder  ak 
20  gelesen  werden;  das  ist  in  der  That  der  Fall,  wenn  wir  setzen: 

^11  =  3.  10  — 2-5  =  20, 

indem  wir  den  rechts  stehenden  beiden  verticalen  Strichen  einen 
subtractiven  Sinn  beilegen ;  wir  sind  damit  in  üebereinstimmung 
mit  dem  späteren  etruskischen  Gebrauche,  wonach  AI  als  4, 
XI  als  9,  XIIIXX  als  27,  tili  als  47^)  gelesen  wird. 

Das  Zeichen  auf  dem  Gewichte  2),   nach  demselben  Prin- 
cipe behandelt,  gibt 

||/V  =  2.  10  +  2-5  =  30, 


*)  Vgl.  Co  rasen,  Ueber  die  Sprache  der  Etruaker,  Bd.  I,  1874, 
p.  40.  Es  ist  zu  beachten,  dass  die  etmakische  Schrift  in  der  Regel  vim 
rechts  nach  links  läuft. 
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wahrend  nach  der  obigen  Tabelle  die  Zahl  25  zu  erwarten  ge- 
wesen wäre.  Wir  müssen  uns  hier  mit  der  Annahme  begnügen, 
dass  in  diesem  Falle  die  Schätzung  des  fehlenden  Tbeiles  nicht 
zuverlässig  ausgefallen  ist,  indem  mehr  fehlt,  als  angenommen 
wurde.   Vielleicht  ist  auch  die  Lesung  des  Zeichens  unvollständig. 

Befiser  stimmt  das  Gewicht  1);  hier  erhalten  wir  nach 
demselben  Principe 

AIA  =  10  — 5+  10  =  15 

anstatt  13,8.  Da  mehr  wie  ein  Drittel  des  Gewichtsstückes 
fehlt,  ist  hier  eine  Abweichung  nicht  auffällig. 

Das  Gewicht  6)  trägt  die  Bezeichnung  X  mit  einem  accent- 
ähnlichen  Striche  oben.  Betrachten  wir  diesen  als  Ersatz  für 
einen  Punkt  auf  dem  Dodekaeder,  so  bedeutet  er  die  Einheit, 
und  geben  wir  ihm  eine  subtractive  Bedeutung,  so  kommen  wir 
zu  der  Gleichung 

X  =  20  — 1  =  19, 

was  wieder  genau  mit  der  gemachten  Angabe  stimmt. 

Das  Gewicht  8)  übersteigt  schon  den  angegebenen  Werth 
(X  =  20)  um  0,30  Einheiten,  wenn  man  auch  von  der  Schätzung 
ganz  absieht.  Wir  werden  daher  als  wahrscheinlichen  Werth 
desselben  2100  gr.  ansetzen,  indem  wir  voraussetzen,  dass  ein 
die  Einheit  (=  100  gr.)  bezeichnender,  an  additiver  Stelle  be- 
findlicher Punkt  entweder  übersehen  worden  oder  durch  die 
Verletzung  des  Gewichtee  in  Wegfall  gekommen  ist. 

Von  den  acht  Gewichten  stimmen  sonach  sieben 
hinreichend  genau  mit  der  Annahme  überein,  dass  eine 
Einheit  (.)  von  100  grammes  zu  Grunde  liege  und  dass 
I  ==  500  gr.,  A  =  1000  gr.  zu  setzen  sei.  Nur  bei  dem  Ge- 
wichte 2)  zeigte  sich  eine  erheblichere  Abweichung,  die  aber 
(da  alle  Gewichte  verletzt  sind)  nicht  als  störend  erscheint. 

Was  den  Zusammenhang  der  gefundenen  Gewichts-Einheit 
mit  anderen  Systemen  betrifft,  so  erinnert  Pauli  (vgl.  oben 
p.  648)  daran,    dass   das  etruskische  Pfund   späterer  Zeit  unge- 
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fähr  218  gr.  wog^);   so  dass  unsere  Einheit   von  100  gr.    fast 

einem   halben  etroskischen  Pfände  gleichkommt.  Noch   besser 

wird  die  Uebereinstimmung  unserer  Zahlen,  wenn  man  das  alt- 
babylonische Gewicht  berücksichtigt. 

Die  leichte  königliche  babylonische  Mine  betrog 
504  gr.*)  und  wurde  in  Sechzigstel  getheilt ;  obige  Einheit  von 
100  gr.  würde  also  ziemlich  genau  gleich  ^/s  =  ^^/eo  einer 
leichten  königlichen  Mine  sein,  während  der  verticale  Strich  I 
gerade  eine  solche  Mine,  dagegen  das  Zeichen  A  zwei  solche 
Minen,  d.  h.  eine  schwere  königliche  Mine  darstellt. 

Sämmtliche^)  Gewichtssysteme  der  alten  Welt  sind  aus  dem 
babylonischen  hervorgegangen,  und  zwar  wahrscheinlich  durch 
Vermittlung  der  Phöniker.  Dass  aber  schon  in  sehr  früher  Zeit 
diese  Gewichte  bis  nach  Italien  Verbreitung  fanden,  wird  durch 
folgende  Funde  bestätigt. 

Die  kleineren  babylonischen  Gewichte  wurden  häufig  m 
Form  von  Vögeln  (Enten)  gegossen.  Eine  solche,  1895  be 
Termini  in  Sicilien  ausgegrabene  Bronze -Ente  ist  im  Besitze 
des  Herrn  Dr.  J.  Naue  hier;  diese  Ente  wiegt  85,502  gr.,  also 
etwas  mehr  als  ^^/eo  einer  leichten  königlichen  Mine.*)  Femer 
veröffentlichte  Pauli  bei  seinen  Untersuchungen  über  die  In- 
schriften der  Veneter^)  ein  in  Oderzo  ausgegprabenes  Gewicht 


^)  Hultsch  (Griechische  und  römische  Metrologie,  2.  Aufl.,  Berlin 
1882)  gibt  kein  besonderes  etruskisches  Handelsgewicht  an,  sondern  nm- 
Münzgewichte. 

«)  Vgl.  Hultsch  a.  a.  0.  p.  396  ff. 

^)  Diese  Anschauung  ist  um  so  mehr  berechtigt,  seitdem  Lehmann 
nachgewiesen  hat,  dass  in  Babylonien  neben  der  königlichen  Mine  noch 
eine  andere  Mine  im  Handel  gebraucht  wurde  (und  zwar  schon  in  ältester 
Zeit),  aus  der  sich  das  ägyptische  Pfund  von  ca.  90,9  gr.  unschwer 
ableitet;  während  eine  Ableitung  aus  der  königlichen  babylonischen 
Mine  nur  gezwungen  möglich  war.  Vgl.  Zeitschrift  für  Ethnologie. 
Bd.  28,  1891,  vgl.  femer  ib.  Verhandlungen  vom  14.  Jan.  1893,  10.  März 
1894  und  19.  Juli  1896. 

*)  Von  dieser  Bemerkung  des  Besitzers  mache  ich  hier  mit  gütiiTpr 
Erlaubniss  desselben  Gebrauch. 

^)  Altitalische  Forschungen,  Bd.  3,  Leipzig  1891,  p.  69  u.  399. 
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aus  Tbon^)  mit  der  viermal  wiederholten  Inschrift  (von  rechts 
nach  links  zu  lesen): 

IXAXilll  =  3  stati. 

Das  Stück  wiegt  1140  gr.,  wonach  1  statos(?)  gleich  380  gr.  sein 
müsste.  Da  es  aber  in  der  Mitte  durchbohrt  ist,  also  wahr- 
scheinlich noch  mit  einem  Griffe  versehen  war,  jedenfalls  auch 
durch  Abnutzung  gelitten  hat,  können  wir  den  statos  etwas 
höher  ansetzen.  Nun  sind  babylonische  Gewichte  im  Werthe 
von  ^^/eo  einer  leichten  königlichen  Mine  erhalten,*)  denen  ein 
effectives  Gewicht  von  81,98  gr.  zukommt.  Ein  Veneter  Statos 
würde  sich  daher  ungeßihr  gleich  ^jso  einer  leichten  babyloni- 
schen Mine  ergeben,  so  dass  ^/4  dieses  Statos  gleich  der  für 
die  Gewichte  vom  Monte  Loffa  zu  Grunde  gelegten  Einheit 
sein  würde.*) 

Die  vorstehenden  Darlegungen  weisen  darauf  hin,  dass 
unsere  Gewichte  von  einem  Volke  benutzt  wurden,  das  den 
Etruskem  verwandt  war  oder  wenigstens  von  Einfluss  auf  die 
spätere  etruskische  Cultur  wurde,  denn  wir  finden  schon  in  den 
Zeichen  dieser  Gewichte  die  später  bei  den  Etruskem  und 
Römern  so  beliebte  subtractive  Bedeutung  der  Ziffern  bei  ge- 
wissen Zusammensetzungen.  Die  Anwendung  der  scheinbar 
unnütz  complicirten  Zeichen  auf  den  Gewichten  1),  2)  und  3) 
wird  hier  übrigens  dadurch  erklärlich,  dass  schon  durch  die  Be- 
zeichnung z.  B.  an  die  Möglichkeit  erinnert  werden  sollte,  das 
Gewicht  AA  auch  zu  erzeugen  durch  3  Gewichtsstücke  mit 
dem  Zeichen  A  und  2  Stücke  mit  dem  Zeichen  I. 

Bei  Auffindung  der  Gewichte  1)  bis  7)  stand  in  der  Mitte 
der  kreisförmig  angeordneten  Stücke  ein  hölzerner,  mit  Getreide 
gefüllter  Becher  (vgl.  oben  p.  643).    Auch  dies  wird  uns  durch 


')  Zuerst  veröffentlicht  von  Ghirardini,   Not.  d.  Scavi  1883,  p.  195. 

2)  Vgl.  Hultsch  a.  a.  0. 

3)  Pauli  setzt  den  Statos  gleich  ^/s  des  pannonisch  -  römischen 
Pfundes  (das  aber  aus  sehr  viel  späterer  Zeit  beglaubigt  ist,  vgl.  Hultsch 
a.  a.  0.  p.  673)  oder  gleich  ^A  des  Pfundes  von  Hatria,  das  nur  als  Münz- 
gewicht und  auch  erst  in  späterer  Zeit  vorkommt. 
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das  babylonische  System  erklärlich.  Für  kleine  Gewichte  näm- 
lieh  wurden  Körner  als  Maass  (wenigstens  in  der  Bezeichnung) 
benutzt.  Das  kleinste  erhaltene  Gewicht  trägt  die  Aufschrift 
10  barsa  (=  Wachholderbeer-Korn)  und  ist  gleich  ^/seoo  der 
schweren  königlichen  Mine.^)  Es  liegt  nahe,  anzunehmen,  dass 
in  der  ältesten  Zeit  solche  Körner  selbst  zu  Wägungen  kleiner 
Mengen  benutzt  wurden;  so  ist  es  demnach  auch  in  der  alten 
Station  vom  Monte  Loffa  geschehen. 

Unsere  Untersuchung  lehrt  femer,  dass  die  Gewichte  vom 
Monte  Loffa  zu  den  eigentlichen  Galliern  kaum  in  Beziehung 
stehen;  denn  aus  Süd-Frankreich  ist  ein  altgallischer  Satz  yod 
Bleigewichten  erhalten,  denen  eine  Einheit  von  11,50  gr.  zu 
Grunde  liegt,  die  daher  nicht  aus  dem  babylonischen  Handels- 
gewichte, sondern  aus  dem  babylonischen  Münzgewichte  (Mine 
von  560  gr.)  abzuleiten  ist.  Das  Auftreten  dieser  Gewichte  wiri 
durch  die  Vermittlung  der  phokaischen  Pflanzstadt  Massilia  e^ 
klärlich,^)  es  zeigt  aber  zugleich,  dass  in  späterer  Zeit  in 
Süd-Frankreich  und  wohl  auch  in  der  Po-Ebene  die  einheimische 
gallische  Cultur  unter  starkem  griechischen  Einflüsse  stand,  wie 

^)  Vgl.  Hultöch  a.  a.  0.  Es  ist  merkwürdig,  dass  noch  heut«  in 
Birma  ein  Gewichteystem  in  Gebrauch  ist,  bei  dem  die  Samenkörner  g^ 
wisser  Pflanzen  zur  Bestimmung  sehr  kleiner  Gewichte  dienen  und  dft.< 
zu  dem  alt-ägyptischen  Systeme  (also  nach  Lehmann  auch  zudem  l»»- 
bylonischen)  in  Beziehung  zu  stehen  scheint;  vgl.  Nötling,  Verhand- 
lungen der  Berliner  anthropologischen  Gesellschaft  v.  25.  Jan.  1896. 

*)  Vgl.  Hultsch  a.  a.  0.  p.  693;  Mommsen,  Hermes  Bd.  3,  1869, 
p.  299.  —  In  einem  bayerischen  Hügelgrabe  hat  Naue  zwei  Bronze- 
Gewichte  (?)  von  je  35  gr.  gefunden,  die  nach  v.  Christ  mit  dem 
korinthisch-siciÜMchen  System  zusammenhilngeu,  wahrscheinlich  aber  fiel 
jünger  (ca.  400  v.  Chr.)  als  unsere  Gewichte  sind  (Sitzungsberichte  der 
k.  bayr.  Akad.,  philol.-hist.  Classe,  1891,  Hl).  -  -  Nach  Mittheilung  des 
Herrn  Collegen  Ranke  ist  die  hiesige  prähistorische  Sammlun<r  des 
Staates  neuerdings  in  den  Besitz  von  Alterthümem  gelangt,  die  189S 
von  Herrn  Knarr  ausgegraben  wurden  und  der  Oberpfalz  ent-stanimen 
(Hügelgräber  in  Poedericht,  Gemeinde  Mitt^lreinbach,  Bezirksamts  SuU- 
bach).  Darunter  befindet  sich  ein  kleines  Parallel epipedon  ans  Bronie 
im  (gewichte  von  5,42  gr.  (aus  Grab  II);  das  wäre  imgefilhr  V'W»  »1^  *^* 
von  einem  Sechzigstel  der  erwähnten  Ijabylonischen  Mine  von  500  ^. 
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das  auch  sonst  bekannt  ist  und  wie  es  für  die  Station  vom  Monte 
Loffa  durch  die  Auffindung  massiliotischer  Münzen  (vgl.  oben 
p.  652  f.)  bestätigt  wird. 

Auch  diese  Umstände  bekräftigen  unsere  Annahme,  dass 
das  zu  untersuchende  Dodekaeder  aus  einer  Zeit  vor  dem  Ein- 
falle der  Qallier  stammt^);  und  die  vorhergehenden  Entwick- 
lungen weisen  auf  eine  Zeit  vor  der  eigentlichen  Blüthe  der 
etruskischen  Cultur,  jedenfalls  vor  der  allgemeinen  Verbreitung 
etruskischer  Schrift  in  Ober-Italien. 

§  11.    Die  Ziffern  auf  dem  Dodekaeder  verglichen  mit 

den  ägyptischen  Zahlzeichen. 

Durch  Vergleich  mit  den  Gewichten  haben  wir  einigen  der 
12  Zahlzeichen  auf  den  Seiten  des  Dodekaeders  in  Ueberein- 
stimmung  mit  Pauli  eine  Bedeutung  beigelegt;  wir  lesen  dem- 
nach (vgl.  §  7): 

die  Zahl  auf  Fläche  Nr.  4  als  9  =  5  +,4, 
-  .  .  «  .  3  ,  15  =  10  +  5, 
«       n       .         .         .     1    ,  20  =    4.5, 

Das  Zeichen  auf  Nr.  2  sucht  Pauli  mit  dem  etruskischen 
1^  =  50  in  Verbindung  zu  bringen;  dafür  werden  wir  indessen 
eine  andere  Deutung  vorschlagen. 

Ausserdem  haben  wir  den  auf  den  Gewichten  1),  2),  3) 
vorkommenden  Zeichen  eine  sinngemässe  Bedeutung  beilegen 
können,  indem  wir  die  kleinen  seitlichen  Striche  als  raultipli- 
cative  Zeichen  auifassten.  Das  hierin  liegende  Princip  nun, 
höhere  Zahlen  durch  solche  multiplicative  Zeichen  aus  niederen 
zu  bilden,  ist  im  alten  Aegypten  vielfach  angewandt,  und 
zwar  sowohl  in  der  hieratischen  als  in  der  demotischen  Schrift. 
Auf  Taf.  V— VIII  sind  die  entsprechenden  Zahlzeichen  zusam- 
mengestellt.    Und  zwar  enthält  Golumne  a   nach  de  Rouge^) 

*)  Die  Zahlzeichen  von  1  bis  9  auf  jenen  gallischen  Gewichten  sind 
durch  einfache,  neben  einander  gestellte  wagerechte  Striche  dargestellt. 
2)  Chrestomathie  egyptienne,  fasc.  II,  Paris  1868,  p.  114  ff. 
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die  Ziffern  aus  dem  sogenannten  alten  Reiche  (also  bis  Mitie 
des  dritten  Jahrtausends  v.  Chr.);  Columne  b  gibt  die  entspre- 
chenden Ziffern  aus  dem  mathematischen  Papyrus  Rhind,  ge- 
schrieben ca.  1700  y.  Chr.^);  Columne  c  gibt  nach  de  Rouge 
die  Ziffern  aus  der  Zeit  des  Königs  Seti  I.  (IX.  Dynasiia,  ca. 
1350  V.  Chr.);  in  Columne  d  sind  Ziffern  jüngeren  Datums  rer^ 
einigt.  Daneben  stehen  endlich  die  Ziffern  der  demotischen 
Schrift,  welche  seit  dem  Jahre  1000  v.  Chr.  allmählich  an  Stelle 
der  hieratischen  Schrift  (als  eine  Entartung  derselben)  trat 
Die  hierogljphische  Schrift  kommt  für  unsere  jetzigen  Zwecke 
nicht  in  Betracht. 

Um  nun  das  multiplicati^e  Princip  bei  den  ägyptischen 
Ziffern  zu  erweisen,  sei  zunächst  die  Zahl  10  hervorgehobeD, 
aus  der  durch  einen  beigesetzten  oberen  kleinen  Strich  die 
Zahl  20,  durch  zwei  beigesetzte  Striche  die  Zahl  30  entsteht, 
Ebenso  wird  aus  dem  Zeichen  für  100  dasjenige  für  200  duiti 
einen  beigesetzten  kleinen  Strich,  dasjenige  für  300  durch  zwei, 
dasjenige  för  400  durch  drei,  für  500  durch  vier  solche  Striche 
gebildet;  entsprechendes  wiederholt  sich  bei  den  Zeichen  für 
1000^),  2000,  3000,  4000.  Besonders  charakteristisch  ist  das 
Zeichen  für  9000  in  Columne  c  und  d;  hier  sind  dem  (schon 
nach  diesem  Principe  gebildeten)  Zeichen  für  3000  einfach  zwei 
weitere  Striche  zugefügt,  um  die  Zahl  3  X  3000  zu  schreiben, 
während  in  Columne  b  das  Zeichen  für  1000  dreimal  wiederholt 
und  dann  dieses  3000  durch  drei  beigesetzte  Striche  in  9000 
verwandelt  wird;  ähnlich  ist  es  bei  dem  Zeichen  für  6000  in 
Columne  c  und  d.  Analoge  Verhältnisse  werden  wir  weiter 
unten  bei  anderen  Zeichen  nachweisen. 

Allerdings  scheint  auf  den  ersten  Blick  die  Art  des  multi- 

')  Vgl.  Eisenlohr,  Ein  mathematisches  Handbuch  der  alten 
Aegypter  (Papyrus  Rhind  des  British  Museum),  Leipzig  1877  (wo  auch 
Zahlzeichen  aus  anderen  Papyrus  mitgetheilt  werden).  Vgl.  auch  Cantor. 
a.  a.  0.  und  Rodet,  Bulletin  de  la  Societe  mathematique  de  France. 
t.  VI,  p.  139. 

*)  Auf  die  Bedeutung  des  Zeichens  für  1000  kommen  wir  in  S  16 
zurück. 
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plicativen  Verfahrens  bei  den  Aegyptern  eine  andere  gewesen 
zu  sein,  als  bei  unseren  Gewichten.  Denn  aus  der  hieratischen  10 
wird  durch  Beisetzen  eines  Striches  (links  oben)  eine  20,  durch 
Beisetzen  eines  zweiten  Striches  eine  30;  ebenso  aus  100  wird 
durch  Beifügung  eines  Striches  die  Zahl  200,  u.  s.  f.,  während 
wir  auf  dem  Gewichte  2)  die  10  (A),  versehen  mit  zwei 
Strichen  als  20,  auf  dem  Gewichte  3)  die  10,  versehen  mit 
drei  Strichen  als  30  lasen.  Letzteres  Verfahren  wird  jedoch 
von  den  Aegyptern  bei  den  Tausenden  ebenfalls  angewandt 
(vgl.  Taf.  VIII),  und  auch  bei  den  Hunderten  ist  es  entschieden 
das  ursprüngliche.  Die  Zahl  100  nämlich  wird  durch  einen 
fast  horizontalen  Strich  bezeichnet,  dessen  rechtes  (oberes)  Ende 
eine  sehr  merkliche  Verdickung  zeigt;  diese  Verdickung  ist  eben 
dadurch  entstanden,  dass  der  erste  seitliche  kleinere  Strich  (der 
hier  nach  oben  gerichtet  ist)  mit  dem  horizontalen  Striche  bei 
schnellem  Schreiben  in  ein  Zeichen  vereinigt  ist.  Recht  deut- 
lich lehrt  dies  ein  Blick  auf  die  demotischen  Ziffern.  Letztore 
dürfen  wir  hier  unbedenklich  heranziehen,  obgleich  die  demo- 
tische Schrift  im  Allgemeinen  als  eine  spätere  Entartung  der 
hieratischen  aufgefasst  wird. 

Schon  in  alter  Zeit  nämlich  wurden  neben  den  hieratischen 
Ziffern  zur  Bezeichnung  der  30  Tage  des  Monates  theilweise 
ganz  verschiedene  Zeichen  gebraucht,  die  offenbar  im  Volke 
schon  früh  verbreitet  waren,  und  mit  denen  die  späteren  demo- 
tischen Zahlen  (zumal  für  2,  4,  8,  9  und  10)  eine  unverkenn- 
bare Verwandtschaft  haben  (vgl.  Taf.  IV).  Die  Typen  der 
demotischen  Ziffern  sind  daher  nicht  nothwendig  jünger  als 
diejenigen  der  hieratischen,  sondern  sie  können  gleichaltrig 
sein;  jedenfalls  dürfen  wir  annehmen,  dass  uns  in  den  demo- 
tischen Ziffern  alte  volksthümliche  Zeichen  für  die  Zahlen  er- 
halten sind. 

Aehnlich  verhält  es  sich  nun  auch  mit  dem  ägyptischen 
Zeichen  für  10.  Dieses  Zeichen  ist  ursprünglich  in  der  Bezeich- 
nung der  Monatstege  ein  schräg  stehender  Strich  gewesen;  man 
versah  ihn  mit  einem  seitlichen  Striche,  um  anzuzeigen,  dass 
es  sich  um  einmal  zehn  handelt;  und  das  war  nöthig,  um  den 
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schräg  stehenden  Strich  von  dem  gerade  stehenden  für  die  Ein- 
heit sicher  zu  unterscheiden.  So  gewinnen  wir  das  demotisefae 
Zeichen  für  10  (vgl.  Taf.  V);  aus  ihm  geht  das  hieratische 
Zeichen  hervor,  wenn  man  den  seitlichen  Strich  yerlängert,  und 
ihn  nicht  mehr  an  der  Mitte  sondern  am  Ende  des  ursprüng- 
lichen Zeichens  fQr  10  anbringt;  in  der  That  ist  dieser  Strich 
bei  allen  hieratischen  Zeichen  für  10  schwächer  ausgefBbrt,  als 
der  andere  ursprünglich  allein  benutzte. 

Durch  Hinzufügen  eines  zweiten  Striches  wird  nun  aus 
dieser  10  das  hieratische  Zeichen  für  20,  durch  Hinzufügen 
eines  dritten  Striches  dasjenige  für  30  in  Colunme  b.  Diese  Art 
des  Gebrauches  multiplicativer  Zeichen  konnte  in  späterer  Zeit 
in  Vergessenheit  gerathen,  so  dass  man  aus  dem  Zeichen  flir 
3000  durch  Hinzufügen  eines  Seitenstriches  dasjenige  für  6000, 
durch  zwei  Seitenstriche  das  Zeichen  für  9000  ableitete  (vgl 
Taf.  VIII  Columne  c). 

Wenn  so  das  System  der  Bezeichnung  bei  den  Zahlen  vom 
Monte  Loffa  mit  dem  Systeme  der  alten  Aegypter  in  mancher 
Beziehung  übereinstimmt,  so  wird  es  naheliegen,  auch  die 
Zeichen  selbst  zu  vergleichen. 

Die  ZiflFer  10  (A)  anf  den  Gewichten  und  auf  der  Fläche  3 
des  Dodekaeders  (vgl.  Taf.  II)  stimmt  in  der  That  genau  mit 
dem  hieratischen  Zeichen  für  10  überein. 

Ein  wesentlicher  Unterschied  scheint  darin  zu  bestehen, 
dass  auf  dem  Dodekaeder  die  Einheit  durch  einen  Punkt,  bei 
den  Aegyptem  dagegen  durch  eineu  vertikalen  Strich  dargestellt 
wird.  Aber  diese  Striche  werden  mitunter  so  kurz  gemacht, 
dass  sie  von  Punkten  kaum  zu  unterscheiden  sind,  und  besonders 
wenn  sie  in  der  eben  besprochenen  multiplicativen  Bedeutung 
vorkommen^),  sind  sie  meist  geradezu  durch  Punkte  ersetzt. 
Ueberdies  dient  der  Punkt  zur  Bezeichnung  der  Einheit  bei  den 
Rechnungen  des  mathematischen  Papyrus,  die  sich  auf  Getreide- 
Messen   beziehen.     Hier   bezeichnen  Punkte  die  Einheiten  des 


1)  Vgl.  das  Zeicli(m  für  6  au8  dem  Papyrus  Ebers  bei  EiRenlohr 
a.  a.  0.    Vgl.  ferner  z.  B.  ib.  Taf  IT,  21,  25,  27,  Taf.  ID,  29,  81,  33  u.  a.  f. 
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Beschamaasses,  ein  yerticaler  Strich  die  nächst  höhere  Einheit 
des  Zehn-Beschamaasses,  ein  schräger  Strich  (verbunden  mit  dem 
Zeichen  für  Bescha)  endlich  die  Einheit  des  100-Beschamaasses^). 
Ausserdem  wurden  auch  die  Viertel  des  Getreidemaasses  Ar* 
tabe  durch  Punkte  bezeichnet.^)  Im  praktischen  Leben  war 
daher  auch  bei  den  Aegyptern  die  Benutzung  des  Punktes  zur 
Bezeichnung  der  Einheit  yon  Alters  her  gebräuchlich.  Das  Auf- 
treten desselben  auf  dem  Dodekaeder  spricht  also  nicht  gegen 
den  ägyptischen  Ursprung  der  fraglichen  Zahlzeichen. 

Eine  Abweichung  finden  wir  allerdings  in  der  Anwendung 
eines  einfachen  Striches  zur  Bezeichnung  der  5;  da  indessen  für 
die  Einheit  ein  anderes  Zeichen  im  Gebrauche  war,  so  mag 
es  nahe  gelegen  haben,  das  hieratische  Zeichen  für  5  durch 
Weglaasung  des  oberen  Querstriches,  bezw.  der  beiden  oberen 
Punkte  (ygl.  Taf.  V)  zu  vereinfachen,  um  so  mehr,  als  auch  im 
demotischen  Zeichen  für  5  dieser  Strich  sich  auf  einen  kleinen 
Haken  reducirt  und  ein  dem  letzteren  ähnliches  Zeichen  (und 
zwar  auch  bei  Getreidemessungen)  schon  im  mathematischen 
Papyrus  vorkommt.')  Ausserdem  mag  daran  erinnert  werden, 
dass  im  babylonischen  Systeme  immer  2  Gewichtseinheiten  neben 
einander  gebraucht  werden,  das  leichte  und  das  schwere  Ge- 
wicht, von  denen  das  letztere  das  doppelte  des  ersteren  darstellt. 
Der  schräge  Strich,  welcher  im  Demotischen  für  10  benutzt 
wurde,  konnte  also  auf  einem  und  demselben  Gewichtsstücke 
angebracht  als  5  oder  als  10  gelesen  werden,  je  nachdem  man 
schweres  oder  leichtes  Gewicht  angeben  wollte. 

Die  Ziflfem  3  auf  Fläche  Nr.  6,  9  auf  Fläche  Nr.  4  und 
20  =  4.5  auf  Fl.  Nr.  1  bedürfen  jetzt  keiner  Besprechung  mehr. 


^)  Vgl.  Eisenlohr  a.  a.  0.  p.  173  ff.  Der  Gebrauch  des  Punktes 
für  die  Einheit  findet  sich  auch  auf  einer  Rechnung  über  geliefertes 
Getreide;  vgl.  Er  man,  Aegypten,  Tübingen  1885,  p.  449  und  Cantor 
a.  a.  0.  p.  45. 

^)  Vgl.  de  Kouge  a.  a.  ü.  p.  118;  Brugsch,  Die  Aegyptologici 
Leipzig  1891,  p.  379. 

8)  Vgl.  z.  B.  Aufgabe  Nr.  47,  Taf.  XVl,  Nr.  76  und  77  auf  Taf.  XXI 
in  Eisenlohr 's  Ausgabe. 
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Das  Zeichen  auf  FI.  Nr.  2  besteht  aus  zwei  Fünfen,  ist 
also  als  10  zu  lesen;  es  unterscheidet  sich  in  der  Tbat  nicht 
erheblich  von  der  ägyptischen  10,  da  wir  sahen,  dass  es  bei 
dieser  nicht  wesentlich  ist,  ob  man  den  seitlichen  Strich  am 
oberen  Ende  des  schrägen  Hauptstriches  oder  in  der  Mitte  an- 
bringt (ygl.  besonders  die  Columne  d  auf  Taf.  VI). 

Auf  Fläche  Nr.  5  haben  wir  die  Zahl  3 . 5  +  1  =  16- 

Bei  dem  durch  die  drei  Fünfen  gebildeten  Zeichen  könnte 
man  an  die  demotische  Form  der  Zahl  30  denken.  Dann  hätten 
wir  16  durch  31  oder  (bei  subtractiver  Bedeutung  der  1)  durch 
29  zu  ersetzen.  Für  Lesung  des  Zeichens  als  16  werden  wir 
später  noch  andere  Gründe  anführen. 

Auf  Fläche  Nr.  7  haben  wir  das  demotische  Zeichen  für  10 
(vgl.  Taf.  VI)  und  zwei  Einheiten,  also  2  +  10  =  12. 

Auf  Fläche  Nr.  8  stehen  5  Fünfen  und  eine  Einheit 
Geben  wir  der  letzteren  subtractive  Bedeutung,  so  haben  wir 
die  Zahl  5  .  5  —  1  =  24. 

Die  Lesung  der  Ziffer  auf  Fläche  12  beg^net  einigen 
Schwierigkeiten,  da  man  nicht  weiss,  ob  man  den  gehäuften 
Zeichen  eine  additive  oder  eine  multiplicative  Bedeutung  bei- 
legen soll.  In  letzterem  Falle  wäre  etwa  der  grossere  mittlere 
Strich  als  5  aufzufassen;  dieselbe  ist  mit  6  Seitenstrichen  yei> 
sehen ;  das  gibt  5  .  6  =  30.  Ausserdem  kommt  noch  das  uns 
von  Fläche  2  bekannte  Zeichen  für  10  hinzu,  so  dass  wir  die 
Bedeutung  30  .  10  =  300  erhielten. 

Auf  Fläche  10  scheint  eine  zufällige  Beschädigung  der 
Ziffer  vorzuliegen,  so  dass  wir  den  seitlichen  Strich  an  der  5 
ausser  Acht  lassen  können;  wir  haben  dann  5  -f-  1  =  6. 

Am  meisten  Schwierigkeiten  scheint  das  Zeichen  auf  der 

Fläche  11  zu  machen;   und  doch  ist  es  gerade  dieses  Zeichen, 

I  das   mich   zuerst  auf  den  Gedanken   brachte,   die  vorli^enden 

Ziffern  mit  den  hieratischen  zu  vergleichen,   indem  mir  sofort 

die  Aehnlichkeit  des  Zeichens  mit  dem  hieratischen   f&r  60  in 

;  die   Augen   fiel.     Letzteres   besteht   (vgl.  Taf.  VI)    aus   einem 

'  Horizontalstriche  und  drei  kleineren  vertical  darüber  stehenden 

k  Strichen;  von  diesen  ist  aber  meist  einer  vor  den  übrigen  aus- 
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gezeichnet.  Im  mathematischen  Papyrus  ist  dies  der  am  wei- 
testen nach  rechts  stehende,  indem  er  die  horizontale  Linie 
gerade  an  ihrem  nach  rechts  liegenden  Endpunkte  berührt, 
ebenso  bei  den  betreffenden  Zeichen  in  der  Columne  a,  Taf.  VI, 
während  in  Columne  c  alle  drei  Verticalstriche  gleichwerthig 
erscheinen^),  und  in  Columne  d  nur  der  mittlere  Strich  die 
horizontale  Linie  nicht  berührt,  während  der  horizontale  Strich 
nach  beiden  Seiten  über  die  verticalen  hinüberragt.  Auf  dem 
Dodekaeder  dagegen  ragt  gerade  der  am  weitesten  nach  links 
stehende  Verticalstrich  nach  unten  über  den  horizontalen  hin- 
über. Wenn  man  indessen  bedenkt,  dass  die  Zeichen  auf  dem 
Dodekaeder  nicht  geschrieben,  sondern  in  den  Stein  einge- 
schnitten wurden,  so  wird  man  auf  diese  Unterschiede  nicht 
zu  viel  Gewicht  legen  dürfen.  Ueberdies  zeigt  die  Ziffer  60  in 
Columne  a  am  rechten  Ende  des  horizontalen  Striches  eine  Ver- 
längerung nach  unten,  die  bei  flüchtiger  Schreibweise  sich  mit 
dem  am  meisten  nach  rechts  stehenden  Verticalstriche  zu  einer 
neuen  Verticallinie  verbinden  kann,  woraus  dann  die  Ziffer  auf 
dem  Dodekaeder  entsteht,  wenn  man  nur  rechts  und  links  ver- 
tauscht: eine  solche  Vertauschung  aber  erscheint  gestattet,  da 
ja  die  hieratische  Schrift  von  rechts  nach  links  läuft,  die  spätere 
etruskische  dagegen  in  wechselnder  Richtung  geschrieben  zu 
werden  pflegt. 

Wir   haben    hiernach   folgende   Resultate    gewonnen:    die 
Zeichen  auf  dem  Dodekaeder  sind  zu  lesen: 


auf  Fläche 

1:  20, 

auf  Fläche  7 :  12, 

ff              n 

2:  10, 

ff 

,       8:  24, 

ff              ff 

3:  15, 

ff 

,       9:  21, 

ff              ff 

4:     9, 

ff 

.     10:     6, 

ff              ff 

5:  16(?), 

ff 

,     11:60, 

ff              ff 

6:     3, 

ff 

,     12:  300(?). 

^)  Wenn  auch  das  hier  in  Columne  b  angegebene  Zeichen  im  ma- 
thematischen Papyrus  meist  angewandt  wird,  um  60  zu  bezeichnen, 
finden  sich  doch  im  Papyrus  die  verschiedensten  Abweichungen,  so  dass 
auch  Zeichen,  wie  in  Columne  a  und  c,  und  noch  manche  andere  Ab- 
weichungen vorkonunen;  vgl.  in  dem  Werke  von  Eisenlohr:  Taf.  II,  17; 
Taf.  III,  33;  Taf.  IV,  43;  Taf.  V,  53;  Taf.  XIV,  40;  Taf.  XV,  41  u.  s.  w. 
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Aiiifällig  könnte  hierbei  das  Zeichen  für  20  auf  Fläche  1 
erscheinen,  da  dasselbe  yon  dem  entsprechenden  hieratischen 
entschieden  abweicht  Wir  wissen  aber  schon  aus  dem  Studium 
der  Gewichte  (§  7  u.  10),  dass  neben  diesem  Zeichen  (auf  Gewicht 
Nr.  4  und  6)  ein  anderes  gleichwerLkigitu  im  Gebrauch  war 
(auf  Gewicht  Nr.  5),  das  mit  dem  hieratischen  Zeichen  f6r  20 
fast  völlig  identisch  ist.^) 

So  weisen  unsere  Zahlzeichen  auf  Aegypten,  unsere  Gewichte 
dagegen  auf  Babylonien  hin.  Darin  scheint  ein  Widersprach 
zu  liegen.  Derselbe  löst  sich  indessen  durch  die  Erwägung, 
dass  auch  die  ägyptischen  Gewichts-Einheiten  sich  aaf  ein  ba- 
bylonisches ürgewicht  reduciren  lassen,*)  und  dass  auch  die 
ägyptischen  Ziffern  mit  den  babylonischen  verwandt  sind,  wie 
wir  weiter  unten  sehen  werden.  Ausserdem  ist  zu  bedenken, 
dass  wir  über  das  Aussehen  der  babylonischen  Currentschrift 
nicht  unterrichtet  sind,  dass  also  wahrscheinlich  die  schon  in 
der  Keilschrift  ersichtliche  Verwandtschaft  der  Zahlzeichen 
(vgl.  unten  §  15)  in  einer  etwaigen  Currentschrift  noch  mehr 
hervortreten  würde. ^) 

§  12.    Die  Völker  der  Po -Ebene  in  prähistorischer  Zeit 

Wie  wir  uns  auch  die  gegenseitige  Beeinflussung  zwischen 
ägyptischer  und  babylonischer  (bez.  assyrischer)  Gultur  denken 
mögen,  jedenfalls  deutet  unser  Dodekaeder  auf  den  Orient;  wir 
müssen  uns  deshalb  nach  sonst  bekannten  Beziehungen  der  Be- 
wohner der  Po-Ebene  zu  den  orientalischen  Cultur- Völkern  um- 


^)  Der  horizontale  (multiplicative)  Strich  steht  nur  etwas  tiefer,  aL* 
im  Aepfyptischen ,  wo  er  meist  links  oberhalb  der  A  angebracht  wird 
(und  zwar  im  mathematischen  Papyrus  oft  ein  deutlicher  horizontaler 
Strich,  nicht  immer  ein  gekrümmter  Strich,  wie  in  Columne  b,  Taf.  V; 
vgl.  z.  B.  Taf.  III,  31  bei  Eisenlohr  a.  a.  0.).  Die  Zeichen  -(.  und  X 
haben  auch  im  späteren  etruskischen  Alphabete  gleichwerthige  Bedeu- 
tung (Buchstabe  t,  vgl.  Pauli,   altitaliache  Forschungen  I,  p.  50  u.  59). 

''*)  Vgl.  die  oben  citirten  Arbeiten  von  Lehmann. 

')  Eine  solche  Vermuthung  spricht  Layard  aus;  vgl.  Cantor, 
Math.  Beiträge  zum  Culturleben  der  Völker,  Halle  1863,  p.  36. 
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sehen,  und  zu  dem  Zwecke  auch  die  Frage  nach  der  Nationa- 
lität dieser  Bewohner  selbst  in   Betracht  ziehen. 

Die  ersten  Zeichen  menschlicher  Cultur  in  Ober -Italien 
stammen  aus  den  Pfahlbauten  (bez.  Terramaren)  von  der  Emilia 
und  der  Po-Ebene.  Nach  Helbig^)  haben  wir  die  Umbrer  als 
Vertreter  dieser  bis  in  die  Steinzeit  amrückreichenden  Cultur- 
Epoche  anzusehen«  Sie  worden  unterworfen  durch  die  Etrusker, 
welche  (wahrscheinlich  in  der  Bronzezeit)  von  Norden  her  in 
die  italischen  Landschaften  einbrachen  und  den  Anstoss  zu  der 
eigenartigen  und  hohen  Gulturentwicklung  der  folgenden  Jahr- 
hunderte gaben.  Gleichzeitig  oder  etwas  später  mögen  auch 
auf  dem  Seewege,  wie  es  die  historische  Ueberlieferung  will, 
,tyrrhenische*  Einwanderungen  aus  Kleinasien  stattgefunden 
haben. 

Wir  stehen  damit  am  Beginn  der  sogenannten  Hallstatt- 
Periode,  in  der  zuerst  das  Eisen  neben  der  Bronze  bei  den 
Schmuck-  und  Gebrauchs-Gegenständen  und  den  Waffen  benutzt 
wird.  Die  Ausgrabungen  von  Villanova  bei  Bologna,  von 
Marzobotto  und  Certosa  geben  uns  ein  deutliches  und  über- 
raschendes Bild  dieser  Zeit.^)  Innerhalb  jeder  dieser  Fundstätten 
kann  man  von  einander  getrennte  Epochen,  sei  es  nach  der  Art 
der  Bestattung  (denn  es  handelt  sich  um  Grabfunde),  sei  es 
nach  der  Beschaffenheit  der  Beigaben,  unterscheiden.  Den  Be- 
ginn dieser  Cultur-Periode  pflegt  man  in  den  Anfang  des  ersten 
Jahrtausends  v.  Chr.  zu  setzen ;  das  Ende  wird  durch  die  Aus- 
breitung der  La -Tene- Cultur  bezeichnet,  in  der  das  Eisen  zu 
ausschliesslicher  Herrschaft  gelangt  ist,  und  als  deren  Haupt- 
träger man  die  keltischen  Volksstämme,  insbesondere  die  eigent- 
lichen Gallier  betrachtet.  Vergleichende  Untersuchungen  haben 
gestattet,  das  Alter  der  Funde  nach  dem  Vorkommen  gewisser 
Leitfunde  abzuschätzen,  und  unter  diesen  sind  die  Gewand- 
nadeln (oder  Fibeln)    von  besonderer  Wichtigkeit.^)     Das  rauss 

*)  Die  Italiker  der  Po-Ebene,  besonders  p.  99  iF. 

2)  Vgl.  z.B.  die  kurze  üebersicht  über  diese  Cultur  bei  Ranke, 
Der  Mensch,  Bd.  II,  Schluss. 

3)  Vgl.  z.B.  Ranke,  a.  a.  0.  und  besonders  Hildebrand,  Bidrag 
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hier  erwähnt  werden,  weil  auch  in  Wohnstatten  vom  Monte 
Loffa  sogenannte  Certosa-Fibeln  gefanden  wurden  and  weil 
wir  daraus  schliessen,  dass  jene  Wohnstätten  in  der  sogenannten 
Certosa-Periode,  d.  h.  im  6.  und  5.  Jahrhundert  v.  Chr.  sicher 
benutzt  wurden,  während  das  AufEnden  der  La-Tene-Fibel  und 
der  massiliotischen  Münzen,  sowie  der  Legionsdenare  des  Antonius 
(vgl.  oben  p.  638)  auf  fernere  Benutzung  bis  in  die  Zeit  des 
Einfalles  der  Gallier  und  der  Bürgerkriege  schliessen  lässt. 

Das  Volk  vom  Monte  Loffa  war  in  jener  Zeit  wahrschein- 
lich ein  anderes  als  das  Volk  von  Certosa;  während  man  das 
letztere  zum  umbrischen  Stamme  rechnen  kann,  wohnten  damals 
nördlich  des  Po  die  Euganeer,  besonders  in  der  Gegend  um 
Padua  und  Verona,  in  den  noch  heute  nach  ihnen  genannten 
euganeischen  Bergen.  Der  Höhepunkt  der  Cnltur  dieser  Gegend 
wird  durch  die  Funde  von  Este  bezeichnet.  Nach  Prosdocini 
hat  man  hier  in  über  einander  liegenden  Schichten  5  Period« 
zu  unterscheiden;  sie  sind  für  uns  von  Interesse,  weil  die« 
Fundstelle  der  vom  Monte  Loffa  am  nächsten  liegt;  sie  mögen 
daher  kurz  erwähnt  werden  und  gleichzeitig  dazu  dienen,  die 
Art  der  in  Betracht  kommenden  Alterthümer  zu  kennzeichnen 
und  ein  Beispiel  für  die  successive  Folge  der  Schichten  zu  geben. 

1.  Periode.     Bestattung  der  Leichen;  Steinzeit. 

2.  Periode.  Ohne  Vermittlung  einer  ausgedehnten  Bronze- 
zeit, stehen  wir  sogleich  am  Beginne  der  Eisenzeit.  Zunächst 
allerdings  wird  Eisen  nur  in  unförmlichen  Stücken  gefunden. 
Bronzefibeln  mit  einfachem,  theilweise  halmförmig  erweiterten 
Bogen.  Auf  einem  Thongefasse  erscheint  bereits  das  Hakenkreuz. 
Leichenbrand.     Asche  in  gebrannten  Urnen. 

3.  Periode.  Urnen  reicher  verziert ;  zahlreiche  kleine  Bei- 
gefässe.  Spinnwirtel  mit  Hakenkreuz  und  Schriftzeichen. 
Fibeln  wie  vorhin,  auch  mit  Knochen-  und  Bernstein-Scheiben. 


tili  spännets  historia,  Antiquarisk  Tidskrift  för  Sverige,  Bd.  4,  Stock- 
holm 1872  —  80;  Monteliue,  Spännen  frän  bronsäldern;  ib.  Bd.  6: 
0.  Tischler,  Zeitschrift  für  Anthropologie  und  Urgeschichte  Bayenis, 
Bd.  4,  1881. 
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Perlenhalsbänder  von  Glas,   Bernstein,  Knochen  oder  Korallen. 
Haarnadeln.     Waffen  selten.     Gürtelbleche. 

4.  Periode.  Urnen  reicher  omamentirt,  auch  mit  Schrift- 
zeichen versehen  und  bemalt.  Es  treten  echt  griechische 
Gefasse  auf,  sowie  einheimische  Nachahmungen.  Roh  in  Thon 
modellirte  Thier-  und  Menschen-Figuren.  Die  berühmten  Cisten 
aus  Bronzeblech  mit  Darstellungen  aus  dem  menschlichen  Leben. 
Zahlreiche  Fibeln,  sogenannte  Bogen-,  Kahn-  und  Schlangen- 
fibeln, also  die  ältesten  Typen  der  norditalischen  Gewandnadeln. 
Hausgeräth  und  Waffen  in  geringer  Zahl. 

5.  Periode.  Gallisch-römische  Zeit.^)  Bronze-Gisten  you 
weniger  sorgfaltiger  Arbeit.  Thongefässe  auf  der  Drehscheibe 
gearbeitet.  Figuren,  Täfelchen,  Nägel  (Griffel  P)  aus  Bronze  mit 
Schriftzeichen  und  Inschriften.  Gallische  Münzen  aus  Massilia 
und  romische  von  Augustus  und  Vespasian.  Lange  Schwerter 
der  bekannten  La-T6ne-Forra.  La-Tene-Fibeln  aus  Bronze, 
Silber  und  Eisen.  Letzteres  Metall  sehr  gewöhnlich.  Neben 
der 'Verbrennung  auch  Bestattung  der  Leichen. 

In  dieser  letzten  Periode  stehen  wir  auf  historischem  Boden ; 
wir  werden  den  Beginn  derselben  an  das  Ende  des  4.  Jahr- 
hunderts vor  Chr.  setzen  müssen.  Das  Auftreten  griechischer 
Vasen  und  aus  Griechenland  stammender  Schriftzeichen  erlaubt 
auch  für  die  vierte  und  dritte  Periode  eine  annähernde  Datirung. 
Die  Inschriften  von  Este  sind  durch  Pauli  eingehend  behan- 
delt^). Nach  ihm  ist  das  Alphabet  von  Este  identisch  mit  dem 
im  Veneterlande,  bis  nach  Steiermark  hinein  (besonders  in 
Gurina)  auftretenden  und  verschieden  von  dem  nordetruskischen 
(in  Bätien  gebrauchten)  und  dem  im  eigentlichen  Etrurien  an- 
gewandten; er  schliesst  daraus,  dass  wir  es  in  Este  mit  den 
Gräbern  von  Venetern,  die  zu  den  Illyriern  gehören,  zu  thun 
haben,   und  dass  die  Inschriften    (in  Uebereinstimmung  mit 


*)  Bertrand  und  Rein  ach  (Les  Celtes  dans  les  vallees  du  Pö  et 
du  Danube,  Paris  1894,  p.  162)  trennen  noch  die  gallische  von  der  römi- 
schen Periode. 

2)  Pauli,  Altitalische  Forschungen,  Bd.  HI,  Die  Veneter  und  ihre 
Schriftdenkmäler,  Leipzig  1891,  p.  435  fP. 
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anderen  Schlussfolgerangen  Ghirardini's)  in's  vierte  und 
fünfte  Jahrhundert  zu  setzen  sind.^)  Die  vierte  der  obigen 
Perioden  wird  man  daher  in's  fünfte  und  sechste,  die  dritte 
etwa  in's  sechste  und  siebente  Jahrhundert  setzen  können;  ein 
weiterer  Grund  für  diese  Datirung  liegt  in  der  theilweisen 
Uebereinstimmung  des  Inventars  der  Gräber  von  Este  mit  dem- 
jenigen der  Nekropole  von  Certosa  bei  Bologna. 

Das  Auftreten  der  Certosa-Fibel  am  Monte  Loffa  veranlasst 
uns  endlich  auch  für  unser  Dodekaeder  in  erster  Linie  an  das 
sechste  Jahrhundert  v.  Chr.  zu  denken.  Zeichen,  die  mit  Sicher- 
heit als  Zahlen  zu  deuten  wären,  kommen  auf  den  ältesten  In- 
schriften von  Este  leider  nicht  vor*),  so  dass  ein  Vergleich  mit 
den  Ziffern  auf  dem  Dodekaeder  nicht  angestellt  werden  kann. 

üeberdies  ist  es  zweifelhaft,  ob  wir  die  Funde  vom  Monte 
Loffa  ebenso  wie  die  des  benachbarten  Este  dem  Volke  der 
Veneter  zuweisen  dürfen.  Gerade  in  der  Gegend  von  Verona 
stiessen  die  Grenzen  verschiedener  Völker  seit  der  ältesten  Zeit 
zusammen,  wenn  diese  Grenzen  auch  im  Einzelnen  mancher 
Veränderung  und  Verschiebung  unterlagen.  Es  kommen  für  uns 
ausser  den  Venetem  die  ümbrer.  Räter  und  Euganeer  in  Be- 
tracht. Nach  den  mir  vorliegenden  Darstellungen')  dürfte  man 
etwa  zu  folgenden  Annahmen  berechtigt  sein. 

Als  älteste  Bewohner  Nord-Italiens  erscheinen  die  ümbrer, 
welche  ein  mächtiges  R«ich  gegründet  hatten;  wir  lassen  dahin- 
gestellt, ob  sie  zum  Stamme  der  Italiker  oder  zu  den  Kelten*) 
gehörten.    Im  Westen  wohnten  vielleicht  ligurische  Stämme  bis 


^)  Dies  ist  auch  in  üebereinatiminung  mit  der  durch  A.B.  Mej»*r 
für  die  Inschriften  von  Gurina  gegebenen  Datirung  (Gurina  im  Obergail- 
thal,  Dresden  1885J,  welche  Pauli  früher  (Altitalische  Forschungen, 
Bd.T,  1885,  die  Inschriften  nordetruskiachen  Alphabet«)  angezweifelt  hati»*. 

2)  Vgl.  Pauli  a.  a.  0.,  Bd.  III.  p.  264. 

^)  Vgl.  Pauli  und  Bertrand  et  Rein  ach  a.  a.  0.,  sowie  beson- 
ders Nissen,  Italische  Landeskunde,  Bd.  I,  Berlin  1883,  p.  466  ff. 

*)  Letzteres  nehmen  Bertrand  und  Reinach  an;  vgl.  auch  Vir- 
chow,  Correspondenzblatt  der  deutschen  Gesellschaft  für  Anthrop«>Iogi«\ 
Ethnologie  und  Urgeschichte,  1895,  p.  130  ff. 
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an  den  Po.^)  Von  Norden  wanderten  die  Etrusker  ein  nnd 
unterjochten  die  Ur-Ein wohner;  die  Hauptmasse  der  Etrusker 
zog  später  über  den  Apennin  in  das  eigentliche  Etrurien;  aber 
die  norditalischen  Landschaften  blieben  ihnen  unterthan  oder 
wurden  von  ihnen  zurückerobert.  Die  etruskische  Cultur  nördlich 
des  Apennin  unterscheidet  sich  von  derjenigen  in  Etrurien,  da 
dort  das  ursprüngliche  umbrische  Volk  von  wesentlichem  Ein- 
flüsse blieb.  Besonders  charakteristisch  sind  die  reichen  Grab- 
funde von  Yillanoya,  welche  bis  in's  9.  Jahrhundert  zurück- 
gehen. Noch  ca.  350  Tor  Chr.  erwähnt  Skjlax  die  Etrusker 
als  Bewohner  der  Ostküste  von  Italien,  im  Norden  der  Umbrer. 
Ein  Theil  der  Etrusker  ist  indessen  in  den  Thälem  der  Alpen 
zurückgeblieben,  besonders  in  der  ostlichen  Schweiz  und  dem 
südlichen  Tirol.  Von  Westen  schieben  sich  allmählich  keltische 
Völker  in  die  Po-Ebene  vor;  ihre  Givilisation  kann  aus  den 
Grabfunden  von  Golasecca  und  verwandten  Nekropolen,  die 
sich  bis  an  den  Gomer  See  ausdehnen,  und  die  man  den  In- 
su br  er  n  zuschreibt^),  beurt heilt  werden;  sie  sind  (nach  den 
gefundenen  Fibeln  zu  urtheilen)  etwa  gleichaltrig  mit  der  4. 
bezw.  3.  Periode  der  Gräber  von  Este.  Im  Nordosten  der  Po- 
Ebene  sitzen  die  Euganeer,  die  selbst  als  zu  den  Katern,  und 
somit  zu  den  Etruskern  gehörig  bezeichnet  werden.  Von  den 
illyrischen  Venetern  (die  nach  Herodot  und  Skylax  schon  im 
5.  Jahrhundert  ihre  späteren  Sitze  innehatten)  werden  sie  all- 
mählich nach  Westen  hinübergedrängt  und  wohnen  zu  Plinius' 
Zeit  in  der  Gegend  von  Verona.  Vielleicht  gehört  die  erste 
neolithische  Periode  von  Este  den  Euganeern  an;  die  späteren 
Perioden  werden  in  Rücksicht  auf  die  Schriftzeichen  und  auf 
den  durchaus  stetigen  üebergang  von  einer  Periode  zur  andern 
den  Venetern  zugeschrieben.  Die  Grenze  zwischen  beiden  Völkern 
muss  also  in  der  zweiten  Hälfte  des  ersten  Jahrtausends  v.  Chr. 
innerhalb  der  euganeischen  Berge  zu  suchen  sein.    Den  Fundort 


*)  Vgl.  Heibig  a.  a.  0.  p.  31.    In  noch  älterer  Zeit  sollen  Lignrer 
nnd  Siculer  ganz  Italien  innegehabt  haben. 

2)  Vgl.  Bertrand  u.  Reinach  a.  a.  0.  p.  53  ff. 

44» 
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des  Dodekaeder,  Monte  Loffa,  werden  wir  aas  später  zn  erörtern- 
den Gründen  noch  den  Euganeem,   bezw.  Etroskem  zuweisen. 
Zu  Anfang  des  4.  Jahrhunderts  kam  dann  der  grosse  Ein- 
fall der  eigentlichen  Gallier;  durch  sie  wurden  die  Volksstamme 
der  nördlichen   und  südlichen  Etrusker  endgiltig  von  einander 
getrennt  und  gehen  in  ihrer  Gulturentwicklung  getrennte  Wege. 
Das  kommt  insbesondere  in  den  gebrauchten  Schriftzeichen  zum 
Ausdrucke.    Das  eigentlich  etruskische  Alphabet  wird  ans  dem 
chalkidischen  abgeleitet;  auch  Oampanien  stand  ca.  500  v.  Chr. 
unter  etruskischer  Herrschaft;  dort  kamen  die  Etrusker  mit  den 
griechischen  Golonisten  (insbesondere  in  Kume)  in  enge  Verbin- 
dung;  von  dort  yerbreitete  sich  wahrscheinlich  das  etruskische 
Alphabet  nach  Norden.^)    Die  etruskischen  Rater,  westlich  vom 
Garda-See  (besonders  von  Sondrio)  dagegen  bedienen  sich  eines 
anderen  Alphabetes,  das  nach  Pauli*)  mit  dem  auf  den  Inseln 
Melos  und  Thera  gebrauchten  am  meisten  verwandt  ist  und  jeden- 
falls auf  ganz  anderem  Wege  nach  Nord-Italien  yerpflanzt  wurde. 
Das  Alphabet  der  Räter  östlich  vom  Garda-See  (Süd-Tirol)  und 
derjenigen  von  Lugano  ist  dagegen  wieder  mit  dem  eigentlichen 
etruskischen  verwandt.    DieVeneter  endlich  bedienen  sich  eines 
dritten  Alphabetes,  das  zu  demjenigen  von  Elis  die  meisten  Be- 
ziehungen haben  soll,  und  von  dort  sei  es  auf  dem  Land-  oder 
auf  dem  See- Wege  nach  Ober-Italien  übertragen  wurde.  Hieraus 
kann  man  (mit  Pauli)  schliessen,  dass  die  Nord-Etrusker  in  der 
Gegend  von  Sondrio  schon  vor  Einführung  der  Schrift  von  den 
Süd-Etruskern  (vielleicht  durch  keltische  Stamme)  getrennt  waren, 
dass  dagegen  die  Nord-Etrusker  von  Trient,  Bozen  und  Lugano 
erst  später,  etwa  durch  den  Einbruch  der  Gallier,  den  Zusammen- 
hang mit  Etrurien  verloren.    In  den  Rätern  der  Schweiz  können 
wir  die  zurückgebliebenen  Reste   der   von  Norden  kommenden 
Etrusker   erblicken,    in    den    Rätem    von  Tirol   dagegen   ver- 
sprengte Theile   des  durch   lange  Zeit  in  der  Po-Ebene  herr- 
schenden mächtigen  Volkes.    In  der  Gegend  von  Verona  stiessen 

^)  Nach  Hei  big  (a.  a.  0.  p.  100)  ward   das  Alphabet,  in  Etnirien 
nicht  vor  dem  8.  Jahrh.  eingeführt. 

2)  Vgl.  a.  a.  0.  Bd.  III,  p.  216  fF.  und  Bd.  I,  p.  60. 
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beide  Zweige  mit  einander  und  mit  den  Enganeern,  die  aber 
selbst  zu  den  Ratem  gezählt  werden,  zusammen. 

Von  den  westlicheren  Rätern  verbreitete  sich  die  Schrift 
und  damit  die  Gultur  überhaupt  zu  den  benachbarten  keltischen 
Stammen  der  Taurisker,  Lepontier  und  Salasser.  Im  Laufe  der 
Zeit  ergaben  sich  so  enge  Cultur-Beziehangen  zwischen  diesen 
Kelten  und  Bätern,  dass  man  versucht  sein  kann,  letztere  selbst 
als  Kelten  in  Anspruch  zu  nehmen.^)  Für  uns  kommt  es  nicht 
darauf  an,  diese  Frage  zu  entscheiden;  es  genügt,  auf  die  enge 
Verbindung  hingewiesen  zu  haben. 

Zu  Ende  des  3.  Jahrhunderts  ist  die  Po-Ebene  von  den 
Römern  unterworfen,  und  es  beginnt  die  allmähUche  Romani- 
sirung  der  genannten  Volker,  die  aber  noch  lange  an  ihren 
Gebräuchen  und  ihrer  Sprache  festhalten. 

Was  nun  die  Zahlzeichen  anlangt,  so  kommen  solche  in 
den  Inschriften  und  auf  den  Münzen  der  westlichen  Nordetrusker 
(Räter)  nicht  vor,  wenn  man  nicht  die  Zeichen  auf  einigen  am 
Gomer-See  gefundenen  Tonscherben  als  Ziffern  auffassen  will.^) 
Letztere  setzen  sich  aus  den  Zeichen  I,  Ai  X  zusammen;  der 
Werth  derselben  kann  aber  nicht  angegeben  werden.  In  den 
Inschriften  des  Bozener  Alphabetes  finden  sich  dieselben  Ziffern, 
wie  sie  im  eigentlichen  Etrurien  vorkommen.  Bei  der  jüngeren 
Datirung  dieser  Inschriften  finden  wir  keine  Verbindung  mit 
den  Zeichen  unseres  Dodekaeders. 

Um  so  auffalliger  ist  das  Vorkommen  anderer  Zahlzeichen 
auf  der  Doppel-Pyramide  von  Meclo  (vgl.  oben  §  8),  die  man 
nach  Urtheil  des  Herrn  Collegen  Furtwängler  (insoweit  ein 
solcher  Schluss  aus  dem  allgemeinen  Charakter  des  Gegenstandes 
möglich  ist)  in  das  2.  oder  1.  Jahrhundert  v.  Chr.  setzen  muss. 
Immerhin  wird  das  Auftreten  älterer  Zeichen  bei  Gegenständen 
von  religiöser  Bedeutung  erklärlich. 

In  ähnlicher  Weise  finden  sich  auch  in  Griechenland  ganz 
vereinzelt  Zahlzeichen   auf  Inschriften,   die  sonst  nirgends  vor- 

^)  So  thun  es  Bertrand  u.  Rein  ach  a.  a.  0.  p.  63  ff.;  vgl.  auch 
Pauli,  a.a.O.  Bd.  I,  p.  90  ff. 

2)  Vgl.  Pauli  a.a.O.  Nr.  20. 
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kommen  und  nur  durch  ausnahmsweisen  Gebrauch  veralteter 
Formen  erklärt  werden  können.  Für  uns  von  besonderem  In- 
teresse ist  hier  eine  argivische  Inschrift^),  welche  die  Beitrage 
verschiedener  Gemeinden  zu  einem  aus  den  Resten  der  Inschrift 
nicht  erkennbaren  (vielleicht  auch  religiösen)  Zwecke  aufzahlt. 
In  ihr  ist  die  Einheit  durch  einen  Punkt  bezeichnet 
(es  kommen  so  bis  zu  6  Punkte  vereinigt  vor),  die  10  durch 
ein  Ol  d.  h.  durch  einen  Kreis  mit  Punkt  darin,  die  Zahl  50 
durch  TT  (?).  Die  Inschrift  stammt  aus  der  Zeit  Alexanders 
oder  einer  wenig  späteren  Zeit.  Trotzdem  finden  wir  ffir  die 
Zahl  10  ein  Zeichen,  das  sonst  nur  in  sehr  alten  babylonischen 
Inschriften  (nach  Mittheilung  des  Herrn  Collegen  Hommel) 
in  gleicher  Bedeutung  vorkommt.  Ausserdem  ist  die  Einheit 
in  derselben  alterthümlichen  Weise  bezeichnet,  die  uns  bereits 
aus  der  Bezeichnung  ägyptischer  Getreidemaasse  (vgl.  oben 
p.  666  f.)  bekannt  ist,  und  die  wir  auf  unserem  Dodekaeder  so- 
wie auf  einem  der  Gewichte  vom  Monte  Loffa  wiederfanden. 

In  ähnlicher  Weise  wird  sich  in  einer  (aus  dem  Ende  des 
5.  Jahrhunderts  datirten)  Inschrift  von  Halikamass  der  Gebrauch 
alterthümlicher  Zeichen  erklären,  deren  Bedeutung  noch  nicht 
mit  Sicherheit  feststeht.*)  Die  beiden  Zeichen  AA  in  der  vor» 
letzten  Zeile  haben  vielleicht  die  Bedeutung  von  20,  indem 
auch  hier  dasselbe  ägyptische  Zeichen  A  vorkommt,  wie  auf 
unseren  Gewichten  und  auf  dem  Dodekaeder  vom  Monte  Loffi^ 
ein  Zeichen,  das  übrigens  auch  bei  den  Phonikem  in  gleicher 
Bedeutung  gebraucht  wurde  (vgl.  unten  p.  693). 


^)  Vgl.  Ditteuberger,  Hermes,  Bd.  7,  p.  62.  Eine  Reproduktioii 
der  Inschrifb  findet  man  bei  Woiain,  de  Graecorum  notia  numeralibiis, 
Inauguraldissertation,  Kiel  1886. 

^)  Vgl.  Woisin  a.  a.  0.  am  Schlüsse  der  Abhandlung.  Auffällig 
ist  zu  Beginn  der  letzten  Zeile  ein  Zeichen,  bestehend  aus  zwei  kleinen, 
über  einander  stehenden  Kreisen,  die  durch  einen  verticalen  Strich  ver- 
bunden sind  (Woisin  hält  es  für  das  Zeichen  einer  gewissen  Münz- 
sorte);  denn  dasselbe  Zeichen  findet  sich  auf  einem  mit  etruslrischer  In- 
schrift versehenen  Bronzehelme  (vgl.  Pauli  a.  a.  0.  Bd.  I,  p.  36  n.  122). 
der  zusammen  mit  24  anderen  Helmen  im  aüdlichen  Steiermark  gefunden 
wurde,  und  zwar  zu  Beginn  einer  Inschrift  in  nicht  bekannter  Sprache. 
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§  18.   Aelteste  Besdehongen  Oberitaliens  zum  Oriente. 

Wenn  wir  in  §  7  zu  dem  Schlüsse  kamen,  dass  die  Ziffern 
auf  dem  Dodekaeder  vom  Monte  Loffa  mit  den  ägyptischen 
Zahlen  verwandt  seien,  so  bleibt  uns  nun,  nachdem  die  Ge- 
schichte der  Bewohner  der  Po- Ebene  soeben  kurz  skizzirt  wurde, 
die  Frage  zu  behandeln:  Welche  Verbindungen  dieser 
Völker  mit  dem  Oriente  sind  nachweisbar? 

Italiens  Volker  treten  zuerst  auf  ägyptischen  Denkmälern 
in  die  Geschichte  ein.  Der  König  Merenpthah  (Mernephtah), 
wahrscheinlich  1281 — 1262  v.  Chr.^),  hatte  das  westliche  Nil- 
Delta  gegen  die  Einfälle  ,der  Nordländer  aus  allen  Gegenden 
und  von  den  Ländern  des  Meeres'  zu  vertheidigen.  Es  scheint, 
dass  es  sich  hierbei  nicht  nur  um  gelegentliche  Seeräubereien, 
sondern  um  eine  grosse  Völker-Bewegung  im  ganzen  Becken 
des  Mittelmeeres  gehandelt  hat.  Unter  den  Feinden  der  Aegypter 
werden  auf  alten  Denkmälern  (Wandgemälden)  die  Tursch, 
Scharkrusch  (oder  Schaklusch)  und  Scharden  genannt. 
Schon  lange  hat  man  diese  Namen  auf  die  Etrusker  (Tyrrhener 
oder  Tyrsener),  Siculer  (die  angeblichen  Ureinwohner  Italiens) 
und  Sardinier  bezogen.*)  Die  Schardan  er  waren  schon  früher 
wegen  ihrer  guten  Bewaffnung  und  ungestümen  Tapferkeit  ge- 
fürchtete Piraten  und  treten  andererseits  schon  unter  Ramses  II. 
(1348 — 1281)  als  Söldner  des  ägyptischen  Pharao  auf,  und  im 
Heere  Ramses' III.  (1240  —  1208)  nehmen  sie  einen  Ehrenplatz 
unter  den  fremden  Söldnern  ein. 

Eine  wesentliche  Stütze  erhält  diese  zunächst  überraschende 
Hypothese  dadurch,  dass  auf  Sardinien  eine  Menge  Alterthümer 


^)  Bei  Angabe  der  Eönigsnamen  und  der  Jahi'eazahlen  halte  ich 
mich  an  die  übersichtliche  Darstellung  dieser  Verhältnisse  bei  H  o  m  m  e  1 , 
Geschichte  des  alten  Morgenlandes,  Göschen,  Leipzig  1896. 

*)  Vgl.  die  betr.  Litteratur-Angaben  bei  Nissen  a.  a.  0.  p.  116,  so- 
wie Perrot  et  Chipiez,  Histoire  de  l'art  dans  l'antiquite,  tome  IV. 
Paria  1887,  p.  15.  Besonders  eingehend  behandelt  ist  diese  Hypothese 
von  W.  Max  Müller,  Asien  und  Europa  nach  altiigyp tischen  Denk- 
mälern, Leipzig  1893,  p.  371  fi*. 
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vorkommen,  welche  eine  uralte  Gultur  beweisen.  Die  zahl- 
reichen eigenthümlichen  Bauten  erinnern  in  ihrer  Anlage  an 
das  Schatzbaus  von  Mykene,  also  an  eine  mit  jenen  ägyptischen 
Gemälden  gleich  alte  Epoche.  Besonders  aber  sind  verschiedene 
kleine  Bronzestatuetten  in  Sardinien  gefunden,  welche  Krieger 
mit  Helm  darstellen;  und  diese  Helme  sind  in  gleicher  Weise 
mit  zwei  nach  voru  stehenden  Hörnern  versehen,  wie  die  Helme 
der  Scbardaner  auf  den  ägyptischen  Wandgemälden.^)  Sardinien 
ist  von  der  Po-Ebene  allerdings  zu  weit  entfernt,  um  für  unsere 
Zwecke  in  Betracht  zu  kommen;  aber  nach  W.  M.  Müller^) 
sind  die  fraglichen  Helme  überhaupt  für  das  älteste  Italien 
charakteristisch,  und  die  Sarden  wären  nur  als  Repräsentanten 
altitalischer  Stämme  aufzufassen.  Auch  auf  dem  Bruchstucke 
einer  Bronze -Situla,  die  bei  Matrei  in  Tirol  (nördlich  vom 
Brenner)  gefunden  wurde,  ist  ein  solcher  Helm  mit  Hörnern 
dargestellt.^)  Diese  Situla  gehört  der  sogenannten  HaUstatt- 
Periode  an,  in  welcher  zuerst  das  Eisen  als  Werkmetall  neben 
der  Bronze  in  Betracht  kam  und  die  für  Oberitalien  etwa  die 
erste  Hälfte  des  ersten  Jahrtausends  v.  Chr.  ausfüllt.  Der  Helm 
selbst  ist  offenbar  als  Siegespreis  für  den  dargestellten  Ring- 
kampf zu  denken;  aus  seinem  Erscheinen  in  so  nördlicher  Ge- 
gend kann  aber  nicht  geschlossen  werden,  dass  das  Volk,  welches 
solche  Helme  trug,  in  dieser  Gegend  wohnte.  Wir  wissen^) 
vielmehr  aus  anderen  Grabfunden  und  aus  den  Darstellungen 
auf  anderen  Situlen,  dass  die  Bewohner  dieser  Gebirgsgegenden 
(die  Yepeter?)  ganz  andersartige  Helme  benutzten;  jene  Dar- 
stellung kann  sich  also  nur  auf  einen  importirten  Helm,  der 
vielleicht  als  Siegestrophäe  auf  einem  Eriegszuge  erbeutet  war, 
beziehen;   und   das   feindliche  Volk   hätten  wir  weiter  südlich 


^)  Vg].  die  Abbildungen  in  den  beiden  zuletzt  genannten  Werken. 
Krieger  mit  gleichen  Helmen  finden  sich  auf  Bruchstücken  einer  Va»e 
von  Mykene,  vgl.  a.  a.  0.  und  Schliemann,  Mykenae,  Leipzig  1878, 
p.  153;  W.  M.  Müller  sieht  hierin  die  Darstellung  sardinischer  Seeräuber. 

*)  a.  a.  0.  p.  378. 

•)  Vgl.  Bertrand  et  Reinach  .a.  a.  0.  p.  96  u.  110. 

*)  Vgl.  z.  B.  ib.  p.  109  und  Hanke  a.  a.  0.  p.  580. 
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oder  westlich  zu  suchen,  üeberdies  ist  der  hier  dargestellte 
Helm  um  mehrere  Jahrhunderte  jünger  als  jene  bildlichen  Dar- 
stellungen Aegyptens;  und  auch  von  den  in  Sardinien  ge- 
fundenen Bronze-Statuetten  mit  analogem  Helme  ist  es  zweifel- 
haft, ob  man  sie  in  so  alte  Zeit  setzen  kann,  denn  die  anderen 
in  Sardinien  vorkommenden  ägyptischen  Altertbfimer  entstammen 
einer  wesentlich  jQngeren  Epoche,  sie  sollen  frühestens  aus  der 
Zeit  der  26.  ägyptischen  Dynastie  herrühren  (d.  i.  ca.  660  bis  530). 
Immerhin  mag  sich  dieselbe  Helmform  durch  eine  lange  Zeit 
hindurch  mit  geringen  Modificationen  erhalten  haben,  so  dass 
für  die  Identität  der  Sarden  und  Shardaner  ein  hoher  Orad  von 
Wahrscheinlichkeit  trotz  mancher  Einwürfe  besteht,  und  damit 
auch  für  diese  ältesten  Beziehungen  Aegyptens  zur 
westlichen  Hälfte  des  Mittelmeerbeckens. 

öanz  ähnlich  liegen  die  Verhältnisse  in  Betreff  der  Tursen, 
die  auf  jenen  ägyptischen  Gemälden  vorkommen  und  die  unter 
Bamses  III.  als  Seeräuber  die  Küsten  Aegyptens  und  Syriens 
plünderten,  dann  aber  als  Söldner  im  ägyptischen  Heere  auf- 
treten. Allerdings  scheint  die  Identificirung  beider  Völker  aus- 
schliesslich auf  der  Aehnlichkeit  der  Namen  zu  beruhen.  Aber 
ich  glaube,  dass  auch  hier  ähnliche  Analogien  wie  bei  den 
Shardanem  gefunden  werden  können.  Nach  den  von  W.  M. 
Müller  (a.  a.  0.)  gegebenen  Darstellungen  und  Beschreibungen 
besteht  die  Kopfbedeckung  der  Tursen  aus  einer  spitz  zulaufen- 
den Mütze  oder  einem  so  gestalteten  Helme;  derselbe  ist  in- 
dessen meistens  durch  einen  Feder-Aufsatz  verdeckt;  und  letz- 
terer wird  durch  ein  diadem'artiges  Stirnband  festgehalten. 
Derartige  Diademe  kommen  ja  auch  in  der  jüngeren  etruski- 
schen  Kunst  vielfach  vor;  doch  darauf  will  ich  kein  Gewicht 
legen.  Auffälliger  ist  mir  das  Auftreten  ähnlicher  Feder- 
bekrönungen  der  Kopfbedeckung  (und  zwar  auch  letztere  ganz 
verdeckend)  in  einigen  Darstellungen  auf  den  mehrfach  erwähnten 
Situlen.  Wenigstens  scheinen  mir  die  Kopfbedeckungen  von 
drei  Wagenlenkern   auf  der  in  La  Certosa  bei  Bologna  gefun- 


^)  Vgl.  Per  rot  et  Chipiez  a.  a.  0.  p.  15. 
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denen  Situla  von  Arnoaldi  kaum  anders  aufzufassen  zu  sein; 
und  etwas  ähnliches  finden  wir  auch  auf  der  Situla  von  Watsch 
bei  den  dargestellten  Wagen  lenkern,  besonders  bei  einem  der- 
selben.^) Ausserdem  ist  bei  den  ägyptischen  Darstellungen  der 
Tursen  die  Oestalt  des  Schurzes  aufßUig.  Mit  augenschein- 
licher Absichtlichkeit  ist  immer  der  untere  Rand  des  Schuraes 
so  abgebildet,  als  ob  er  vorn  länger  wäre  als  an  den  Seiten^ 
und  in  der  Mitte  nach  unten  in  eine  Spitze  auslaufe*),  während 
die  Schurze  der  Aegypter  und  Sarden  unten  durch  eine  hori- 
zontale Linie  begrenzt  werden.  Dieser  selbe  spitz  auslaufende 
Schurz  findet  sich  nun  auch  auf  der  Situla  Benrenuti  aus  Este 
bei  einer  Person  der  obersten  Abtheilung,  welche  mit  Vogel- 
jagd beschäftigt  zu  sein  scheint;  überdies  ist  dieser  Schurz 
durch  horizontale  Streifen,  die  parallel  dem  unteren  Rande  Ter- 
laufen  und  also  auch  eine  nach  unten  gerichtete  Spitze  auf- 
weisen, verziert,  ganz  wie  es  auf  den  ägyptischen  Bildern  vor- 
kommt. 

Endlich  möchte  ich  noch  auf  die  beiden  von  ündset*)  be- 
sprochenen Grabstelen  aus  Pesaro  hinweisen,  auf  welchen  Schiflfs- 
kämpfe  dargestellt  werden,  und  über  deren  hohes  Alter  ein 
Zweifel  nicht  zu  bestehen  scheint,  ündset  sieht  in  ihnen  einen 
Beweis  dafür,  dass  schon  in  der  mykenischen  Cnlturepoche  grie- 
chische Seefahrer  an  Italiens  Ostküste  landeten  und  auf  den 
Grabstelen  uns  Scenen  aus  ihren  Kämpfen  hinterliessen.  Näher 
scheint  mir  die  Annahme  zu  liegen,  dass  umgekehrt  die  Be- 
wohner Italiens  jener  Zeit  schon  mit  dem  Meere  vertraut  waren 
und  jene  Scenen  aus  ihren  eigenen  Erlebnissen  zur  Darstellung 


*)  V<?1.  die  betreifemlen  Abbildungen  z.  B.  bei  Bcrtrantl  et  Rei- 
nach a.  a.  ().,  wo  auch  die  betreffenden  ausföhrlicheren  Publii^tionen 
angegeben  sind  (p.  96). 

^)  Vgl.  die  Abbildungen  bei  Müller  a.  a.  0.  und  Per  rot  fi 
Chipiez,  benonders  die  Darstellung  der  Seeschlacht  z.  B.  bei  Ermann. 
Aegypten  und  ägyptisches  Leben  ijn  Alterthum,  p.  712.  Die  Kleidung 
der  Sarden  auf  den  oben  orwähnten  Figuren  (p.  680)  ist  auch  horizontal 
abgeschnitten. 

3)  Zeitschi-ift  für  Ethnologie,  Bd.  15,  1863,  p.  209. 
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brachten,  allerdings  dabei  beeinflusst  durch  mykenische  oder 
orientolische  Vorbilder.  Und  in  der  That  stimmt  die  Gestalt 
der  abgebildeten  Schiffe  überein  mit  derjenigen  der  Schiffe  jener 
Sarden  und  Tursen,  mit  denen  die  Könige  Aegjptens  zu  kämpfen 
hatten.  Charakteristisch  ist  der  hohe  Vordersteven;  derselbe 
besteht  aus  einem  dicken  Balken,  der  nach  auswärts  unmerk- 
lich gesenkt  ist  und  oben  auf  dem  ägyptischen  Gemälde  in  einen 
Togelkopfartigen  Vorsprung  endet,  während  auf  den  Stelen  von 
Pesaro  dieser  kopfartige  Vorsprung  noch  mit  Hörnern  versehen 
ist.^)  Auf  letzteren  ist  ein  Steuerruder  am  Hintertheile  der 
Schiffe  deutlich  zu  bemerken;  ein  solches  fehlt  noch  auf  den 
ägyptischen  Bildern;  hier  wird  vielmehr  (ebenso  wie  auf  den 
vorn  niedriger  gebauten  Schiffen  der  Aegypter)  die  Steuerung 
durch  ein  besonders  grosses,  seitlich  angebrachtes  Ruder  bewirkt 
und  der  Hintersteven  ist  nahezu  ebenso  hoch  als  der  Vorder- 
steven.*) In  der  Zeit  zwischen  Ramses  lU.  und  der  Aufstellung 
der  Stelen  von  Pesaro  hat  also  der  Schiffsbau  einen  sehr  wesent- 
lichen Forfcschritt  gemacht.  Und  wenn  wir  nicht  annehmen 
wollen,  die  Aegypter  hätten  bei  den  bildlichen  Darstellungen 
ihre  weniger  vollkommene  Art  der  Steuerung  irrthümlicher 
Weise  auf  die  fremden  Schiffe  öbertragen,  müssen  wir  schliessen, 
dass  die  Stelen  von  Pesaro  einer  jüngeren  Zeit  angehören. 

Dieser  Schluss  wird  dadurch  unterstützt,  dass  sich  auf  den 


*)  (tanz  ähnlich  ist  der  Vordersteven  an  einer  bronssenen  Votiv- 
Bai'ke  uua  Sardinien  (vgl.  Per  rot  et  Chipiez,  a.  a.  0.  t.  4,  p.  84);  auch 
hier  finden  sich  die  Hörner  auf  dem  Kopfe  des  Vorderstevens  (auch  der 
Mastkorb  erinnert  an  die  betr.  ägyptischen  Darstellungen),  wodurch  die 
Hypothese  über  die  Shardaner  eine  neue  Stütze  findet. 

')  ündset  erwähnt,  dass  bereits  Conestabile  die  Schiffsdarstel- 
Inngen  von  Pesaro  mit  denen  der  Dipylon- Vasen  verglichen  und  auf  die 
Kämpfe  unter  Ramses  II.  hingewiesen,  sie  aber  nicht  ausführlicher  be- 
sprochen habe.  Da  diese  Arbeit  nicht  näher  bezeichnet  ist,  konnte  ich 
sie  nicht  nachsehen.  —  Heibig  beti-achtet  den  Typus  der  besprocheneu 
Schiffe  auf  den  ägyptischen  Al)bilduugen  als  charakteristisch  für  alle  öst- 
lichen Mittelmeervölker  jener  Zeit;  in  üebereinstimmung  mit  den  Schil- 
derungen Homer's  (Das  homerische  Epos  ans  den  Denkmälern  erläutert, 
1.  Aufl.,  Leipzig  1884,  p.  111  ff.). 
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in  Pesaro  dargestellten  Schiffen  ein  deutlicher  Ansatz  zu  einem 
unter  Wasser  befindlichen  Stachel  erkennen  lasst,  indem  der 
Vorderbug  unterhalb  des  oben  beschriebenen  yorspringendea 
Balkens  mit  leicht  concaver  Krümmung  zum  Wasserspiegel  ab- 
fallt. Solche  Schiffe  aber  finden  sich  auf  den  Vasen  aas  der 
Gräbergruppe  vom  Dipylon  in  Athen  mehrfach  dargestellt  und 
kommen  sonst  zuerst  im  8.  Jahrhundert  v.  Chr.  vor.^)  In  das 
8.  Jahrhundert  wird  man  deshalb  auch  die  Stelen  von  Pesaro 
setzen  müssen,  vielleicht  in  eine  etwas  frühere  Zeit,  da  die 
ersten  bildlichen  Darstellungen  von  Stachelschiffen  (Relief  ans 
einem  Palaste  des  Sanherib)  nicht  nothwendig  mit  dar  ersten 
Einführung  des  Stachels  zusammenföUt,  und  da  die  Beibehal- 
tung des  hohen  vorspringenden  Vorderstevens,  der  die  Wirkung 
des  Stachels  nur  hindert,  andeutet,  dass  zur  2^it  der  Stelen  von 
Pesaro  der  Stachel  noch  nicht  lange  in  Gebrauch  war. 

Zu  dieser  Zeit  herrschte  in  Ober-Italien  die  reich  ent- 
wickelte Cultur  der  sogenannten  Hallstatt-Periode,  wie  sie  dnrch 
zahlreiche  Gräberfelder  bekannt  ist.  Nicht  leicht  ist  ea,  die 
Annahme  der  Identität  zwischen  Tarsen  und  Etraskem  mit  der 
für  Italien  gebräuchlichen  prähistorischen  Chronologie  in  Ein- 
klang zu  bringen.  Wie  oben  erwähnt,  setzt  man  den  B^inn 
der  Hallstatt-Periode  in  Ober-Italien  in  den  Anfang  des  ersten 
Jahrtausends  v.  Chr.;  für  die  vorhergehende  eigentliche  Bronze- 
Zeit  hat  man  nur  verhältnissmässig  wenige  Funde;  Bronze- 
Geräthe  und  -Waffen  treten  zuerst  am  Schlüsse  der  Periode 
der  Terramaren  auf  (vgl.  oben  p.  671),  aber  nicht  in  erheb- 
lichen Mengen.  Zwischen  dem  Ende  dieser  Periode  und  dem 
Beginn  der  durch  das  erste  (wenn  auch  noch  spärliche)  Auf- 
treten des  Eisens  charakterisirten  Hallstatt-Zeit  scheint  eine 
Lücke  zu  bestehen^);  es  fehlt  der  continuirliche  Uebergang. 
Nach  ägyptischer  Darstellung  waren  jene  fremden  Völker  des 
Westens  mit  breitem  Kupfer-Sch werte  bewaffnet;  die  Brust  war 
(besonders  bei  den  Sarden)  durch  einen  Panzer  geschützt,   der 


^)  Vgl.  auch  Heibig  a.  a.  ().  p.  56. 
2)  Vgl.  loc.  cit.  p.  60. 
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aus  Leder-  oder  Kupfer-Streifen^)  gebildet  ward;  der  Schurz 
war  ebenfalls  durch  bronzene  oder  kupferne  Beschläge  wider- 
standsfähiger gemacht,  der  Schild  mit  bronzenen  Nägeln  besetzt. 
Die  Italer  waren  so  im  14.  bezw.  12.  Jahrhundert  besser  und 
zweckmässiger  bewaffnet  als  die  Aegypter');  und  darauf  beruhte 
ihr  Werth  als  Söldner.  Hieraus  folgt  aber,  dass  schon  in  so 
früher  Zeit  in  Italien  eine  ausgebildete  Metall-Technik  vor- 
handen war,  von  der  wir  uns  aus  den  Grabfunden  keine  Vor- 
stellung bilden  können.  Allerdings  ist  die  Existenz  einer  auf 
die  Steinzeit  folgenden,  und  der  Bronzezeit  vorhergehenden 
Kupferperiode  auch  für  Italien  kaum  zweifelhaft');  aber  von 
der  Ausdehnung  und  dem  umfange  dieser  Periode  geben  uns 
die  prähistorischen  Funde  keine  Kunde;  sie  können  es  auch 
kaum,  da  die  Kupfergeräthe,  als  die  Bronze  aufkam,  wohl 
sicher  aihnählich  dem  Schmelztigel  übergeben  wurden. 

Möglich  bleibt  es  immer,  dass  trotz  mancher  Analogien 
und  trotz  der  Aehnlichkeit  der  Namen  jene  Feinde  der  ägyp- 
tischen Herrscher  nicht  ans  Italien  stammten.  Wenn  man  aber 
der  Hypothese  über  die  italische  Abstammung  dieser  Seeräuber 
und  Söldner  zustimmt,  so  muss  man  auch  die  Anfönge  der 
Bronzezeit  bis  in  das  13.  Jahrhundert  v.  Chr.  zurückverlegen. 
Die  Darstellungen  auf  den  Stelen  von  Pesaro  und  auf  den  ver- 
schiedenen Situlen,  die  wir  heranzogen,  stammen  deshalb  nicht 
aus  gleich  alter  Zeit,  sind  uns  vielmehr  (gleichwie  die  ältesten 
Alterthümer  von  Sardinien)  einerseits  Zeugen  für  ein  längeres 
Fortbestehen  gleicher  Tracht  und  Kopfbedeckung,  geben  uns 
andererseits  einen  Bericht  über  inzwischen  stattgefundene  Aende- 
rungen  und  Vervollkommnungen. 


^)  Solche  Lederstreifen  zum  Schutze  der  Brust  finden  sich  übrigens 
in  Aegypten  schon  bei  den  Soldaten  des  mittleren  Reiches  (ca.  2100  bis 
1900  V.  Chr.);  vgl.  Ermann  a.  a.  0.  p.  691. 

2)  Vgl.  W.  M.  Müller  a.  a.  0.  p.  383. 

*)  Vgl.  Montelius,  Much  und  Virchow  in  Bd.  24  (neue  Folge, 
Bd.  14)  der  Mittheilungen  der  anthropologischen  Gesellschaft  in  Wien 
(Bericht  über  die  Innsbrucker  Versammlung),  p.  118  ff. 
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§  14.  Fortsetzung.    Die  Phöniken 

Uns  kam  es  darauf  an,  die  Möglichkeit  und  Wahrschein- 
lichkeit der  Verbindung  Ober-Italiens  mit  Aegypten  in  sehr 
früher  Zeit  nachzuweisen.  Es  braucht  eine  solche  Verbindung 
nicht  direct  gewesen,  konnte  vielmehr  durch  andere  Volker 
vermittelt  worden  sein. 

Zuerst  kommt  hier  der  mykenische  Gulturkreis  in  Be- 
tracht. Schliemann's  Ausgrabungen  in  Mykenae  haben  ihm 
seinen  Namen  gegeben;  er  umfasst  ganz  Ost-Griechenland  und 
die  benachbarten  Inseln  des  ägäischen  Meeres.  ^)  In  der  zweitc»i 
Hiilfte  des  zweiten  Jahrtausends  v.  Chr.  hatte  sich  hier,  wahr- 
scheinlich hervorgerufen  durch  zahlreiche  Handelsniederlassungen 
der  Phöniker,  eine  reiche,  unter  orientalischem  Einflüsse  stehende 
Cultur  entwickelt,  unter  der  sich  das  äussere  Leben  reicher 
und  glänzender  gestaltete  als  in  der  nachfolgenden  homerischen 
Epoche.  Ein  Znsammenhang  mit  Aegypten  unter  Ramses  11. 
und  Ramses  III.  ist  nicht  zu  bezweifeln;  und  in  der  That  werden 
auch  die  Danaer  unter  den  besiegten  Feinden  der  Aegypter 
genannt.  Wenn  also  eine  Uebertragung  mykenischer  Cultur* 
demente  nach  Oberitalien  nachgewiesen  werden  konnte,  so  wurde 
auch  auf  diesem  Wege  das  Auftreten  ägyptischer  Zahl-Bezeich- 
nungen in  Oberitalien  erklärlich  werden. 

Schon  in  den  Terramaren  der  Emilia  finden  sich  Gegen- 
stände,  die   mit  mykenischen  Formen  verwandt*)   sind   (Thon- 


')  Vgl.  Schliemann,  Mykenae,  Leipzig  1878,  sowie  die  zuiiarnnK^n- 
fiisücnile  Darntellmig  bei  Perrot  et  Chipiez,  t.  VI. 

*)  Vgl.  Heibig,  Die  Italiker  der  Poebene,  p.  88  und  136,  wo  auch 
auf  Mykenae  verwiesen  wird.  Eine  Verbindung  war  vielleicht  auch  auf 
dem  Landwege  vorhanden;  denn  ahnliche  Gefösse  aus  der  Bronzezeit 
sind  in  Bosnien  gefunden  (vgl.  Hörnes,  Zeitschrift  für  Ethnologie, 
Bd.  23,  p.  336) ;  von  dort  haben  sie  sich  nach  Norden  verbreitet  und 
treten  auch  in  Böhmen  an  der  Grenze  zwischen  Stein-  und  Bronse-Zeit 
(in  den  Gräbern  mit  kauernden  Skeletten)  auf;  vgl.  J.  L.  Pi6,  Archäo- 
logische Forschung  im  mittleren  Böhmen,  Ceske  Akademie  cisafe  Fran- 
tiska  Josefa,  Prag  1893,  p.  45  und  Taf.  V.  Undset  führt  auch  die  älteste 
italische  Fibcd    auf  die  myk(»nische  Culturgnippe   zurück  (Zeitj»ehri£l  für 
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gefässe  mit  halbmondförmigen  Henkeln  aud  radförmige  Gegen- 
stände aus  Metall).  Der  Zeit  nach  mögen  diese  Dinge  ungefähr 
in  die  mykenische  Periode  gehören.  Auch  eine  directe  Ueber- 
tragung  wird  wenigstens  als  möglich  erscheinen,  wenn  man 
annimmt,  dass  die  etruskischen  Bewohner  der  Küste,  die  viel- 
leicht schon  in  einem  yorgeschritteneren  Theile  der  Bronze- 
Cultur-Zeit  sich  befanden,  damals  mit  den  Bewohnern  der  grie- 
chischen Inseln  zusammen  die  Angriffe  auf  das  ägyptische  Reich 
ausführten.  Zahlreicher  werden  solche  Beziehungen  aus  spä- 
terer Zeit.  Undset  hat  darauf  hingewiesen^):  vor  allem  kommen 
wieder  die  Grabstelen  von  Pesaro  in  Betracht,  deren  Rückseite 
mit  spiralförmigen  Ornamenten  verziert  erscheinen,  wie  sie  für 
Mykenä  charakteristisch  sind  und  gerade  auch  auf  Grabstelen 
dort  vorkommen.^)  Ferner  handelt  es  sich  um  ein  besonderes 
Spiral-Ornament  (bestehend  aus  einem  Paare  yolutenartig  auf- 
gerollter und  scheinbar  auf  einem  Stengel  sitzender  Spiralen), 
das  auf  sehr  alten  Grabstelen  von  Bologna  sich  ebenso  wie 
yielfach  in  Mykenä  wiederholt.^) 

Gerade  letzteres  Ornament  finden  wir  aber  fast  auf  allen 
Situlen  Ober-Italiens,  und  zwar  bei  den  jüngeren  in  degenerirter, 
bei  den  älteren  in  fast  unveränderter  Form.  Auch  die  Technik 
selbst,  mittelst  deren  man  auf  Metall  die  verschiedensten  Scenen 
des  wirklichen  Lebens  darstellte,  hat  durch  ein  Silberblech  (Rest 


Ethnologie  1889,  p.  205  und  1890,  p.  144).  Ebenso  wie  jene  Grefässfonnen 
hat  die  Anwendung  der  spiralartigen  Ornamente  sich  von  Mykenao,  bez. 
von  Oberitalien  aus  nach  Norden.,  insbesondere  nach  Ungarn,  Bayern, 
Mecklenburg  und  Skandinavien  während  der  Bronze-Zeit  verbreitet;  nach 
Mykenae  ist  das  Spiralornament  wahrscheinlich  von  Aegypten  aus  ini- 
portirt,  denn  hier  begegnet  man  demselben  schon  unter  der  4.  und 
6.  Dynastie  (d.  h.  im  3.  Jahrtausend  v.  Chr.).  Vgl.  hierüber  .1.  Naue. 
Die  Bronze-Zoit  in  Oberbayern,  München  1894,  p.  143  ff.  und  p.  243  ff., 
ferner  Evans,  Primitive  pictographs  and  a  prae-phoenician  script  from 
Crete  and  the  Peloponnese,  the  Journal  of  hellenic  studies,  vol.  14, 
part  II,  p.  329. 

1)  Vgl.  Zeitschr.  f.  Ethn.,  Bd.  16,  a.  a.  0. 

2)  Vgl.  Schliemann  a.  a.  0.  p.  58,  91,  105. 

3)  Es  kommt  ebenfalls  in  Aegypten  vor;  vgl.  Evans,  a.  a.  ().  p.  327. 
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einer  Vase)  aus  Mykenä,   auf  dem  die  Belagerung  einer  Sladt 
zur  Anschauung  gebracht  wird,  ihr  Änalogon  gefunden.^) 

Dass  die  nordibalische  Gultur  von  der  sogenannten  myke- 
nischen  Cultur  beeinflusst  wurde,  unterliegt  hiemach  kaum 
einem  Zweifel.  Schwierig  bleibt  es  nur,  chronol(^isch  den  Zu- 
sammenhang herzustellen.  Jene  älteste  griechische  Epoche  erlitt 
durch  die  Stürme  der  dorischen  Wanderung,  die  Jahrzehnte 
hindurch  andauerten,  eine  plötzliche  Unterbrechung;  nnd  man 
nimmt  an,  dass  diese  Wanderung  um  das  Jahr  1000  ▼.  Chr. 
ihren  Abschluss  fand.  Die  Blüthe  der  Epoche  von  Villanova 
und  Gertosa  setzt  man  dagegen  in  das  9.  bezw.  7.  Jahrhundert 
y.  Chr.  Die  ältesten  Einwohner  Griechenlands  wurden  Yon  den 
Doriern  theils  unterworfen,  theils  flüchteten  sie  an  die  Efisten 
Eleinasiens,  und  gaben  so  zur  Gründung  der  dortigen  Colonien 
und  zu  den  Kämpfen  Veranlassung,  von  denen  Homer*s  Gesänge 
uns  erzählen.  Die  Cultur  dieser  Auswanderer  entsprach  ver* 
muthlich  mehr  oder  weniger  der  durch  die  mykenischen  Fände 
bekannten,  erlitt  aber  unter  den  neuen  Verhältnissen  mancherlei 
Abwandlungen.^)  Sollte  sich  da  nicht  das  Auflareten  von  Nach- 
bildungen mykenischer  Kunst  an  der  Westküste  des  adriatiachen 
Meeres  auf  die  gleiche  Ursache  zurückführen  lassen?  Oft  ist  in 
der  Geschichte  die  Zerstörung  eines  mächtigen  Reiches  Yon  der 
grössten  Bedeutung  für  die  geistige  Entwicklung  der  Nachbar- 
länder gewesen,  indem  die  Auswanderung  gerade  der  fortge- 
schritteneren Elemente  des  alten  Landes  befruchtend  und  for- 
dernd auf  die  zurückgebliebeneren  Nachbarn  einwirkte.  So  mag 
auch  der  Zusammenbruch  der  „mykenischen*  Reiche  unter  dem 
Ansturm  der  Dorier  die  Veranlassung  dazu  gewesen  sein,  dass 
keimfähige  Samenkörner  mykenischer  Gultur  theils  nach  Osten 
(Kleinasien),  theils  nach  Westen  (Italien,  vielleicht  auch  Sardi- 
nien) ausgestreut  wurden;  und  in  den  Funden  Oberitaliens  aus 
dem  Anfange  des  ersten  Jahrtausends  v.  Chr.  erkennen  wir  das 


')  Vgl.  Bertrand  et  Reinach  a.  a.  0.  p.  226,  Perrot  et  Chi- 
piez,  t.  VI  und  die  in  der  Technik  verwandten  phönikischen  Darctel- 
lun*?en  a.  a.  0.  t.  ITT,  p.  771  ff. 

2)  Vgl.  lielbig,  hm  homeriKche  Epos,  p.  49  ff. 
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Aufgehen  dieses  Samens  in  neuem  Boden,  gefördert  und  mifc- 
bedingt  durch  das  häufigere  Auftreten  des  Eisens  als  Werkmetall 
fQr  Waffen  und  Geräthe.  üeberdies  wurde  in  der  folgenden 
homerischen  Epoche  die  Verbindung  zwischen  den  beiden  Halb- 
inseln auch  auf  dem  Landwege  aufrecht  gehalten,  wie  mannig- 
fache Funde  und  Ueberlieferungen  darthun.^) 

Wie  stand  es  aber  mit  den  Zahlzeichen  in  der  yorhelle- 
nischen  Zeit?  Die  späteren  Griechen  nahmen  am  Ende  des 
zweiten  Jahrtausends  y.  Chr.,  also  während  oder  gleich  nach  der 
dorischen  Wanderung  die  Schriftzeichen  von  den  Phönikern 
an*),  aber  über  die  von  ihnen  damals  gebrauchten  Zahlzeichen 
wissen  wir  nichts;  wir  können  nur  vermnthen,  dass  es  ebenfalls 
die  phönikischen  waren.  Noch  weniger  können  wir  über  die 
Zahlzeichen  in  der  mykenischen  Epoche  aussagen.  Wir  wissen 
nur,  dass  schon  damals  im  Gebiete  der  mykenischen  Gultur 
eine  eigenthümliche  Schrift  gebraucht  wurde,  die  vielleicht  aus 
ägyptischen  Hieroglyphen,  yielleicht  aus  der  Sylbenschrift  der 
Insel  Gypem  oder  aus  den  Hieroglyphen  und  Bilder-Zeichen  der 
Hethiter  hervorgegangen  war,  denn  besonders  von  der  Insel 
Kreta  sind  zahlreiche  Zeichen  solcher  Art  auf  verschiedenen 
Alterthümem  erhalten.')  Die  Bedeutung  dieser  Zeichen  ist  un- 
sicher; manche  von  ihnen  mögen  Zahlen  darstellen;  jedenfalls 
ist  es  auffallig,  dass  einige  von  ihnen  mit  den  von  uns  be- 
trachteten proto-etruskischen  Zahlzeichen  eine  entschiedene  Ver- 
wandtschaft zeigen  (vgl.  unten  §  16). 

Die  ältesten  Nachrichten  über  die  Völker  Ober-Italiens  und 
Griechenlands  lieferten  uns  die  altägyptischen  Gemälde;  nicht 
friedliche  Handelsbeziehungen ,  sondern  nur  kriegerische  Dar- 
stellungen sind  uns  bildlich  überliefert.  Aber  doch  ist  das  eine 
nicht  ohne  das  andere  denkbar;  vielleicht  wurden  die  Völker 
des  westlichen  Mittelmeeres  zu  ihren  Einfällen  in  Aegypten  und 


1)  Vgl.  Heibig  a.a.O.  p.  61  ff. 

2)  Vgl.  Larfeld,  Griechische  Epigraphik,  in  v.  Müller 's  Hand- 
buch der  klassischen  Alterthums Wissenschaften,  Bd.  I,  2.  Aufl.,  München 
1892,  p.  497. 

«)  Vgl.  Evans  a.  a.  0.  p.  853,  865. 
189a»  Matb.-ph78.  Cl.  4.  45 
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Syrien  eben  durch  die  Bekannischaft  mit  den  von  dort  impor- 
tirten  Waaren  veranlasst;  vieUeicht  gab  umgekehrt  die  besser 
Bewafifhang  der  westlichen  Seerilaber  und  Söldner  den  Be- 
wohnern Aegyptens  bezw.  Syriens  Veranlassang ,  mit  um  m 
grosserem  Eifer  die  Handelsbeziehungen  zu  den  wesUieha 
Ländern  zu  pflegen  oder  anzuknüpfen,  um  die  dort  an^^biUeb 
Metall -Technik,  bezw.  das  im  Westen  zu  yermuthende  Rol- 
material  den  eigenen  Zwecken  dienstbar  zu  machen.  Vielleidit 
waren  beide  Motive  gleichzeitig  wirksam.  Aber  nicht  die 
Aegypter  kommen  hier  als  vermittelndes  Handelsvolk  in  Bt- 
tracht,  sondern  die  Phöniker,  die  von  frühester  Zeit  su  im 
Nil  lande  in  engnter  Beziehung  standen. 

Schon  im  3.  Jahrtausend^)  und  wieder  im  16.  Jafarhunder 
standen  die  Bewohner  des  Landes  Pnnt,  das  an  den  Ufern  d^ 
rothen  Meeres  oder  noch  südlicher  zu  suchen  ist,  mit  Aegrpieii 
in  Verbindung,  und  die  Männer  von  Punt  sollen  dem  Stanne 
der  Phöniker  oder  einem  verwandten  semitischen  Stamme  ai- 
gehort  haben.^)     Mehrere  Jahrhunderte  hindurch  (ea.  1900  l^ 
1600  V.  Chr.)   stand   ganz  Unteragypten   unter   der  Herrsdia^ 
der  sogenannten  Hyksos,  d.  h.  semitischer  Nomaden- Volk^,  die 
aus  Asien   herüber   gekommen  waren.     Sie  zerstörten  zwar  die 
ägyptischen  Denkmäler  und  Tempel,  aber  sie  nahmen  doch  tli- 
mählich  ägyptische  Civilisation  an,  wie  sie  umgekehrt  fordenc 
auf  die  ägyptische  Gultur  einwirkten.')    Dann  kam  die  Zeit  der 
Befreiung  Aegyptens   von   diesen  Fremden  und  erneute  BlSÜie 


1)  Vgl.  Brugsch,  Die  Aegyptologie,  p.  74;  £rman  a.  a.  0.  p.6T4 

2)  Vgl.  Brugsch  a.  a.  0.  p.  3*.>:  Paul  Schröder,  Die  phöniiiscbr 
Sprache.  Halle  1869,  p.  4  ff. 

8)  Vgl.  Hommel  a.  a.  0.  p.  60  f.,  Brugsch  a.  a.  O.  p.  477,  Ir- 
man  a.  a.  0.  p.  69,  femor  G.  Ebera,  Aegypt^n  und  die  Bücher  Mcöpj. 
Leipzig  18G8,  p.  219  ff.  Die  Darlegungen  von  Ebers  beruhen  znmlV^' 
auf  Idcntificirung  gewisser  biblischer  Yolksnamen  mit  den  Bewohnfn 
entsprechender  ägyptischer  Localitäten,  gegen  die  von  anderer  Seite  Eia 
wände  erhoben  sind  (vgl.  W.  M.  Müller  a.  a.  0.  p.  890);  geben  »l-pf 
wohl  auch  abgesehen  hiervon,  ein  deutliches  Bild  von  den  engon  B^ 
Ziehungen  zwischen  ägyptischer  und  semitischer  Cultur  jener  Zeit  (Tg» 
auch  Schröder  a.  a.  0.  p.  254  if.). 
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des  ,neaen  Reiches" ;  die  Macht  desselben  dehnte  sich  nach 
Norden  ans ;  Asien  bis  an  den  Enphrat  und  ganz  Syrien  wurde 
yon  Dehutmose  I.  unterworfen ;  es  folgen  die  oben  (p.  679)  be- 
rührten Einbrüche  der  Völker  des  Westens  (Griechen,  Italiker, 
Kleinasiaten),  die  Ausbreitung  der  Hethiter-Herrschaft  in  Kanaan 
and  Syrien,  dann  wieder  das  Ueberwiegen  ägyptischen  Einflusses 
seit  Kamsee  H.  (ca.  1300)  und  wiederholte  Einfölle  der  „Völker 
des  Westens*,  von  welchen  die  (wahrscheinlich  griechischen) 
Philister  sich  dauernd  in  Kanaan  niederlassen.^)  Allmählich 
entstehen  kleinere  selbständige  Reiche  in  Syrien  und  Palästina, 
und  vom  9.  Jahrhundert  an  beginnen  dann  die  Kriegszüge  der 
Assyrer  nach  Westen,  die  mit  völliger  Unterwerfung  der  phö- 
nikischen  Gebiete  endigen.  Aber  schon  vorher,  im  19.  Jahr- 
hundert, standen  die  semitischen  Völker  in  Syrien  und  Kanaan 
durch  Jahrhunderte  unter  babylonischem  Einflüsse.  Wir  er- 
wähnen diese  Thatsachen,  da  aus  ihnen  am  besten  erkannt  wird, 
wie  die  Phöniker  Jahrhunderte  hindurch  den  verschiedensten 
fremdartigen  Cultureinflüssen  unterworfen  waren ;  und  so  ist  es 
nicht  zu  verwundern,  wenn  die  Phöniker  bei  ihren  weit  aus- 
gedehnten Handelsbeziehungen  als  Verbreiter  sowohl  ägyptischer 
als  babylonischer  Cultur  erscheinen  und  wenn  wir  ihnen  die 
Uebertragung  dieser  beiden  verschiedenen  Givilisationen  zu  den 
Völkern  des  Westens  verdanken. 

Seit  der  Mitte  des  zweiten  Jahrtausends  v.  Chr.  beherrschen 
die  Phöniker  (von  Sidon  ausgehend)  den  Handel  des  Mittel- 
meeres,  gründen  sie  Colonien  und  Factoreien  auf  den  Inseln 
und  an  den  Küsten  des  ägäischen  Meeres,  dann  in  Sicilien, 
Sardinien,  Spanien  und  Nordafrika.  Wie  weit  sie  schon  so  früh 
ihre  Fahrten  nach  Westen  ausdehnten,  lässt  sich  schwer  be- 
stimmen ;  vor  allem  die  Metallschätze  (vgl.  oben  p.  689  f.)  Spa- 
niens, Sardiniens,  vielleicht  auch  damals  schon  Englands  reizten 
zu  solchen  Unternehmungen.  Je  mehr  sie  in  ihrer  Heimath 
durch  die  damals  den  Jordan  überschreitenden  Israeliten  einer- 


^)  Vgl.  Hommel  a.  a.  0.  p.  94,  Evans  a.  a.  0.  p.  368,  Perrot  et 
Chipiez  a.  a.  0.  t.  4,  p.  130  und  445. 
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seits,  durch  die  Aegypier  andererseits  bedrangt  wurden,  desto 
mehr  dehnten  sie  ihre  colonialen  Unternehmungen  aus. 

So  ist  die  älteste  griechische  (mykenische)  Cultur-Stafe  im 
wesentlichen  als  ein  Ausfluss  ägypto-phönikischer  Beziehniigen 
zu  betrachten,  wenn  auch  die  selbststandige  Entwicklang  von 
Kunst  und  Handwerk  bei  den  Griechen  so  nachhaltig  auf  die 
semitischen  Vermittler  zurückwirkte,  dass  man  heute  kaum  sagen 
kann,  ob  schliesslich  griechischer  oder  phonikischer  Einfloss  als 
die  mächtigere  Triebfeder  zu  betrachten  ist.^) 

Von  Süden  nach  Norden  und  von  Osten  nach  Westen  hatte 
sich  fast  über  ganz  Europa  in  der  Hallstattperiode  eine  ziem- 
lich gleichmässige  Cultur  verbreitet,  und  die  Phöniker  waren 
die  friedlichen  Träger  und  Vermittler  derselben.  Durch  die 
dorische  Wanderung  in  Griechenland  (vielleicht  gleichzeitig  mit 
einer  ähnlichen  Bewegung  in  Italien)  trat  eine  plötzliche  Stö- 
rung ein;  gegen  Ende  des  2.  Jahrtausends  v.  Chr.  wurden  die 
Phöniker  allmählich  aus  der  griechischen  Inselwelt  verdrängt; 
mit  um  so  grösserer  Energie  konnten  sie  dann  im  westlichen 
Mittelmeere  ihre  Ziele  verfolgen.  Das  wichtigste  Geschenk  aber, 
das  sie  (etwa  um  das  Jahr  1200  vor  Chr.)  den  griechischen 
Stämmen  gebracht  hatten,  blieb  letzteren  erhalten  und  wurde 
weiterentwickelt:  die  Schrift  und  ein  geordnetes  Maass-  und 
Gewichtssystem. 

Die  phönikischen  Schriftzeichen  selbst  sind  vielleicht  theil- 
weise  aus  den  ägyptischen  hieroglyphischen  oder  hieratischen 
Zeichen  hervorgegangen  und  verdanken  so  den  vielseitigen  Be- 
rührungen beider  Völker  ihre  Entstehung.*)     Wie   aber   war 


^)  Vgl.  Hei  big  a.  a.  0.  p.  18  ff.  Herr  College  Hommel  miu-ht 
mich  darauf  aufmerksam,  dass  man  sogar  versucht  sein  kann,  sich  dsLS 
Verhältniss  zwischen  Griechen  und  Phönikem  in  der  ältesten  Zeit  um- 
gekehrt zu  denken,  so  dass  letztere  die  empfangenden,  erstere  die  geben- 
den gcwenen  wären  und  zwar  deshalb,  weil  in  der  Sprache  HomerV 
])hüniki8che  Lehnwörter  sehr  selten  sind,  während  in  der  späteren  Zeil 
Holche  Lehnwörter  im  Griechischen  häufiger  werden. 

')  Vgl.  Ebers  a.  a.  0.  p.  147  ff.;  Larfeld  a.  a.  0.  p.  496:  dagejyen 
anderei-Heits  Hommel  a.  a.  0.  p.  65,  Perrot  ei  Chipiez,  a.  a,  O. 
t.  4,  p.  800. 
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es  mit  den  phonikischen  Zahlen  und  Gewichten?  Dar- 
fiber wissen  wir  fär  eine  so  frühe  Zeit  nichts  Bestimmtes,  denn 
inschriftliche  Denkmäler  haben  die  Phoniker  nur  wenige  hinter- 
lassen. 

Die  Zahlen  von  1  bis  9  wurden  in  späterer  Zeit  durch 
eine  entsprechende  Anzahl  verticaler  Striche  bezeichnet,  die 
Zahl  10  durch  einen  horizontalen  Strich,  an  dessen  rechtem 
Ende  sich  meist  eine  kleine  Verlängerung  nach  unten  findet. 
Die  Zahl  20  wurde  durch  zwei  solche  Striche  dargestellt,  die 
oft  mit  einander  verbunden  waren;  dies  Zeichen  wurde  dann  auch 
schräge  oder  ganz  vertical  gestellt  (also  entsprechend  unserm 
heutigen  lateinischen  H).  Die  Zahlen  30,  40,  . . .  90  wurden 
aus  den  Zeichen  für  10  und  20  zusammengesetzt  (vgl.  Taf.  IX, 
Fig.  1);  erst  fär  100  findet  sich  wieder  ein  besonderes  Zeichen: 
ein  kleiner  Halbreis  oder  ein  horizontaler  Strich  zwischen  zwei 
verticalen  Strichen.  Die  meisten  dieser  Zeichen  sind  uns  durch 
Münzen  bekannt,  stammen  also  aus  verhältnissmässig  später  Zeit.^) 

Für  uns  wichtig  ist,  dass  als  Zeichen  für  10  auch  der  nach 
unten  geöffnete  Halbkreis  vorkommt,  ganz  analog  der  hiero- 
glyphischen 10,  und  dass  auch  der  horizontale  Strich  oft  das 
Aussehen  einer  liegenden  hieratischen  10  annimmt.  Auf  einer 
sehr  alten  Inschrift  von  Umm  el-Awäm!d  aus  dem  Libanon 
kommen  Zeichen  für  100  und  200  vor,  die  ganz  nach  dem 
ägyptischen  multiplicativen  System  gebildet  sind  und  den  eut- 
sprechenden  ägyptischen  Zeichen  fast  gleichen  (vgl.  Taf.  IX, 
Fig.  1).  Endlich  auf  den  Münzen  des  Königs  Pumiathon  von 
Citium  (auf  Cypern)  erscheint  die  hieratische  (oben  spitze)  10, 
indem  die  Zahl  20  durch  zwei  solche  aneinander  gereihte 
Zeichen  gebildet  wird.  Der  genannte  König*)  lebte  allerdings 
erst  zur  Zeit  Alexanders;  seine  Münzen  können  daher  für  uns 
nicht  direct  in  Betracht  kommen,  zeigen  aber  doch,  dass  die 
Phoniker  im  praktischen  Leben  an  der  ihnen  eigen thümlichen, 
äusserst  umständlichen  Zahlbezeichnung  nicht  festhielten.  Auf 
der  Opfertafel  von  Marseille,  einer  punischen  Inschrift,  die  viel- 

1)  Vgl.  Schröder  a.  a.  0.  p.  188  f. 
«)  Vgl.  a.  a.  0.  p.  276  und  196. 
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leicbt  in   das  8.  Jahrhundert   zurückreicht^),   wird    allerdings 
die  Zabl  50  durch  20  -f  20  +  10  wiedei^egeben. 

Auch  über  das  Gewichtssystem  der  Phoniker  fehlt  es 
für  die  ältere  Zeit  an  directen  Nachrichten.  Wir  wissen,  dass 
die  Hebräer  sich  der  babylonischen  Gewichte  bedienten;  daraus 
kann  man  schliessen,  dass  auch  bei  den  Phonikern  dasselbe 
System  Eingang  gefunden  habe*);  und  in  der  That  lassen  sich 
die  späteren  griechischen  Gewichte  aus  dem  babylonischen  her- 
leiten, wenn  man  eine  mit  der  Zeit  geringer  werdende  Normi- 
rung  der  Gewichte  (wie  sie  überall  im  Alterthum  beobachtet 
wird)  voraussetzt.  — 

Was  hier  über  die  colonisirende  Thätigkeit  der  Phoniker 
im  Allgemeinen  gesagt  wurde,  gilt  insbesondere  auch  für  Ita- 
lien. An  der  ganzen  Westküste  Italiens  waren  sie  die  Vor- 
läufer der  Griechen;  aber  nur  die  ausgegrabenen  Alterthümer 
oder  die  Ortsnamen  geben  uns  Ton  ihrer  Anwesenheit  und 
Thätigkeit  Kunde.  So  bezeugt  die  erwähnte  Opfertafel,  dass  in 
Massilia  schon  eine  phönikische  Niederlassung  vorhanden  war, 
ehe  die  Phokäer  um  COO  v.  Chr.  sich  dort  niederliessen.  Die 
Phoniker  waren  das  erste  Volk,  durch  welches  überseeische 
Einflüsse  in  das  eigentliche  Etrurien  gelangten,  und  zwar  in  der 
ersten  Hälfte  des  letzten  Jahrtausends  v.  Chr.;  in  späterer  Zeit 
(etwa  im  6.  Jahrh.)  nahmen  besonders  die  Karthager  an  diesen 
Handelsbeziehungen  lebhaften  Antheil.  Vermischung  ägypti- 
schen und  assyrischen  Styles  ist  auch  hier  für  die  Phoniker 
charakteristisch.  Seit  dem  Ende  des  6.  Jahrhunderts  wurden  sie 
allmählich  von  den  Griechen  aus  ihren  Stellungen  verdrängt'). 

Spärlicher  sind  unsere  Kenntnisse  über  die  Verhältnisse  an 

»)  Vgl.  «chröder  a.  a.  0.  p.  237  fl". 

2)  Vgl.  Meltzer,  Geschichte  der  Karthager,  Bd.  1,  1879,  p.  12: 
Hultsch  a.  a.  Ü.  p.  420  u.  645,  und  Lehmann  a.  a.  0.  Legt  man  die 
hier  erwähnte  äginäisch-phönikische  Handelsmine  von  672  gr.  au  Grunde, 
soergibt  V«  derselben  ein  Gewichtsstück  von  112  gr.,  das  von  dem  oben 
für  Monte  Loffa  vorausgesetzten  Gewichte  von  ca.  101  gr.  nicht  wesent- 
lich abweicht. 

8)  Vgl.  Heibig  a.a.O.  p.  20  ff. 
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der  Ostküste  Italiens.  Für  die  2.  Hälfte  des  5.  Jahrhunderts  y.  Chr. 
kann  am  Nordende  des  Adriatischen  Meeres  das  Bestehen  von 
Beziehungen  zu  Griechenland  nachgewiesen  werden.^)  Es  ist 
wahrscheinlich,  dass  auch  hier  die  Phöniker  von  den  Hellenen 
verdrängt  wurden;  denn  nach  den  Untersuchungen  von  01s- 
hausen*)  war  das  Mündungsgebiet  des  Po  von  Alters  her  ein 
Haupt-Lagerplatz  für  den  Bernsteinbandel,  indem  der  Bernstein 
von  den  Küsten  der  Nordsee  an  der  Elbe  aufwärts  sich  bis 
nach  Böhmen  verbreitete,  von  wo  dann  ein  Weg  südwestlich 
an  die  Po-Mündung,  ein  anderer  (der  sich  vielleicht  vereinigte 
mit  einem  Handelswege  aus  Ost-Preussen)  südöstlich  zur  Balkan- 
Halbinsel  führte.  Letzterer  war  der  ältere,  denn  schon  im 
15.  Jahrhundert  findet  sich  Bernstein  in  den  Gräbern  von  My- 
kenae;  in  Ober-Italien  tritt  er  in  der  Zeit  der  Terramaren 
zuerst  auf  und  in  grösseren  Mengen  in  den  Funden  *)  der  Villa- 
nova-Periode (vgl.  auch  oben  p.  675  u.  688).  Es  ist  kaum  zu  be- 
zweifeln, dass  dies  kostbare  Material  auch  die  unternehmenden 
Phöniker  früh  anlockte;  sie  werden  im  nordöstlichen  Ober- 
Italien  ebenso  auf  die  üultur  eingewirkt  haben,  wie  im  süd- 
lichen Etrurien,  d.  h.  auch  hier  zur  Uebertragung  orientalischen 
Styles  in  Kunst  und  Handwerk,  sei  es  aus  dem  Mjkenischen 
Gulturkreise,  sei  es  aus  Aegypten  oder  Kleinasien  und  Syrien, 
beigetragen  haben.*) 

Das  Auftreten  babylonischer  Gewichte  in  so  früher  Zeit 
(vgl.  oben  p.  660)  ist  uns  eine  Bestätigung  dieser  Anschauung; 
das  Auftreten  ägyptischer  Zahlen  auf  diesen  Gewichten 


^)  Vgl.  Schöne,  Le  antiquitä  del  Muaeo  Bocchi  diAdria,  Rom  1878, 
p.  XIT,  Pauli,  Die  Inschriften  des  nordetruskischen  Alphabets,  Leipzig 
1885,  p.  67  f.,  Heibig,  Die  Italiker,  p.  120 f.,  0.  Müller  a.  a.  0.  p.  Ul  S. 

*)  Vgl.  Olshausen,  Zeitschrift  für  Ethnologie  und  Urgeschichte, 
Bd.  22,  1890  und  Bd.  23,  1891. 

^  Vgl.  Olshausen  a.  a.  0.  besonders  Bd.  23,  p.  296  f. 

^)  Zahlreich  sind  in  der  That  die  Besdehungen  der  Ornamente  aus 
jüngerer  oberitaliacher  Hallstatt-Zeit  zum  Oriente;  auch  die  Anord- 
nung der  Figuren  auf  den  Situlen  und  die  Darstellung  phantastischer 
geflägelter  Thiere  ist  orien talisch .  Vgl .  Bertrand  et  Reinach  a.a.O. 
p.  164  u.  186  ff.  und  Undset,  Zeitschrift  für  Ethnologie,  Bd.  23,  p.  237  ff. 
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und  auf  dem  Dodekaeder  vom  Monte  Loffa  wird  zu- 
gleich durch  die  Mischung  ägyptischer  und  asiatischer 
Civilisation  bei  den  Phönikern  erklärlich,  wenn  man 
nicht  annehmen  will,  dass  durch  noch  ältere  directe  Bezieh- 
ungen zu  Aegypten  eine  Uebertri^ng  stattgefunden  habe. 

In  Südfrankreich  allerdings,  das  vor  dem  6.  Jahrhundert 
stark  unter  punischem  Einflüsse  stand,  haben  sich  solche  Zahlen 
bisher  nicht  gefunden;  die  griechische  Colonie  in  Massilia 
scheint  alles  frühere  ausgelöscht  zu  haben.  Und  doch  sehen 
wir  in  den  oben  erwähnten  gallischen  Gewichten  (ygl.  p.  662) 
eine  Erinnerung  an  phönikischen  Einfluss,  denn  sie  sind  zwar 
nach  dem  auf  dem  babylonischen  Münzgewichte  beruhenden 
korinthischen  Systeme  normirt,  aber  die  Ziffern  auf  ihnen  sind 
nicht  hellenisch,  sondern  geben  nach  phönikischer  Weise  die 
Zahlen  von  1  his  9  durch  ebenso  viele  vertikale  Striche  wieder, 
ohne  em  besonderes  Zeichen  für  5  zu  kennen.  Dass  die  Opfer- 
tafel von  Marseille  das  in  der  Bezeichnungsweise  (nicht  in  den 
Zahlworten)  vigesimale  System  der  Phoniker  anwendet,  wurde 
bereits  erwähnt  (oben  p.  694).  Man  konnte  versucht  sein,  in 
den  Zahlwörtern  der  heutigen  französischen  und  baskischen 
Sprache  einen  Anklang  hieran  zu  finden.  Jedenfalls  waren  die 
Einwirkungen  der  Phoniker  auf  den  Westen  Oberitaliens  hier* 
nach  andere  als  diejenigen  auf  den  Osten.  Es  könnte  dies 
dadurch  erklärt  werden,  dass  im  Westen  die  Karthager^)  das 
Uebergewicht  hatten,  im  Osten  aber  die  vorderasiatischen  Pho- 
niker den  Handel  vermittelten,  und  dass  der  Bemsteinhandel, 
als  das  Objekt  desselben  mit  wachsendem  griechischen  Einflasse 
an  Werth  einbüsste  (denn  den  Hellenen  galt  die  Vorliebe  für 
den  Bernstein  als  eine  Aeusserung  barbarischen  Geschmacks), 
verhältnissmässig  früh  an  Bedeutung  verlor.  Andererseits  darf 
man  annehmen,  dass  sich  die  Karthager  auf  der  Opfertafel 
(d.  i.  zu  religiösem  Zwecke)  veralteter  Zeichen  bedienten,  die  im 
Handelsverkehre  nicht  mehr  gebraucht  wurden  (vgl.  p.  677  f.). 


^)  Nach  Lehmann  sind  auch  die  keltischen  Regenbogenschüaiel- 
chen  puni!5cher  Herkunft  (Zeit«jchrift  für  Ethnologie,  Bd.  21,  1889,  p.  888)1 
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§  16.   Die  ägyptischen  und  babylonischen  Ziffern. 

Wir  haben  bisher  die  Zahlzeichen  der  Aegypter  denen  der 
Babylonier  als  wesentlich  verschiedene  gegenüber  gestellt.  Man 
sollte  denken,  dass  die  Phoniker,  wenn  sie  das  babylonische 
Gewichtssystem  benutzten,  auch  die  babylonischen  und  nicht  die 
ägyptischen  Zahlzeichen  sich  angeeignet  hätten.  Ein  Vergleich 
beider  Ziffern-Systeme  wird  uns  nun  lehren,  dass  dieselben  eng 
mit  einander  verwandt  sind,  wodurch  unsere  Annahme  betreffend 
die  Benutzung  ägyptisch- babylonischer  Ziffern  durch  die  Pho- 
niker eine  neue  Stütze  erhält. 

Die  Benutzung  gewisser  Zeichen  für  die  niedrigsten  Zahlen 
gehört  zu  den  ersten  Schritten,  mit  denen  jede  Givilisation 
beginnt;  diese  Zeichen  für  niedrige  Zahlen  wird  daher  jedet 
Volk  aus  eigener  Initiative  bilden^);  und  nur  die  Ziffern,  welche 
höhere,  selten  gebrauchte  Zahlen  bedeuten,  wird  das  auf  nie- 
drigerer Culturstufe  stehende  Volk  von  dem  höher  civilisirten 
annehmen.*) 

Zur  Bezeichnung  der  Einheit  oder  zur  Zusammenfassung 
verschiedener  Einheiten  durch  ein  Zeichen  stehen  uns  folgende 
einfachste  Hilfsmittel  zur  Verfügung:  1)  der  Punkt  .,  2)  der 
vertikale  Strich  I,  3)  der  horizontale  Strich  — ,  4)  der  schräg 
gestellte  Strich  /  oder  \. 

Dass  der  Punkt  als  Zeichen  für  die  Einheit  (z.  B.  in  Aegypten) 
gebraucht  wurde,  haben  wir  schon  oben  erwähnt.  Der  Strich 
ist  offenbar  praktischer  für  den  gewollten  Zweck,  da  ein  Punkt 


^)  So  sind  aus  einer  Höhle  von  Südfrankreich  Zeichen  bekannt,  die 
schon  zur  Zeit  des  Höhlenbären  von  Menschen  auf  kleinen  Steinen  mit 
rother  Farbe  angebracht  wurden  und  wahrscheinlich  Zahlen  bedeuten; 
vgl.  E.  Piette:  Les  galets  colories  du  Mas  d*Azil,  Materiaux  pour  Thi- 
stoire  de  Thomme,  t.  VIT,  Paris  1896. 

^)  Die  Negerstämme  z.  B.  zählen  bis  20  bezw.  100  mit  eigenen  Zahl- 
wörtern, darüber  hinaus  bedienen  sie  sich  arabischer  oder  portugiesischer 
Bezeichnungen.  Die  Volksstämme  am  oberen  Nil  zählen  nur  bis  5, 
d.  h.  setzen  die  höheren  Zahlwörter  aus  den  niedrigeren  zusammen,  vgl. 
Ratzel,  Völkerkunde,  Bd.  1,   Leipzig  1885,  p.  (25)  und  234. 
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leicht  übersehen  wird.  Wie  viele  Einheiten  man  dnrcb  eb 
neues  Zeichen  zusammenfasst,  ist  bei  verschiedenen  Völkern 
sehr  verschieden. 

Die  nähere  Betrachtung  der  ägyptischen  Zahlzeichen 
scheint  zu  ergeben,  dass  man  in  ältester  Zeit  den  Punkt  (vgl. 
oben  p.  666  f.),  später  den  verticalen  Strich  zur  Bezeichnung 
der  Einheit  wählte.  Der  Punkt  findet  sich  aber  in  multipli- 
cativer  Bedeutung  noch  bei  höheren  Zahlen. 

Die  Zahl  2  wurde  durch  zwei  Punkte  oder  durch  zwei 
Striche  dargestellt. 

Die  Zahl  3  wird  ebenso  durch  3  verticale  Striche  wieder- 
gegeben, in  früherer  Zeit  wahrscheinlich  durch  3  Punkte,  wie 
es  auch  später  geschah,  wenn  die  3  als  multiplicativer  Index 
vorkommt«  Daneben  scheint  aber  auch  für  3  ein  besonderes 
Zeichen,  der  schräge  gestellte  Strich  \,  in  Gebrauch  gewesen 
zu  sein;  dafür  haben  wir  zwar  keine  directen  Belege;  durch 
diese  Annahme  werden  uns  indessen  einige  der  folgenden  Zeichen 
verständlich.  Dieses  Zeichen  für  3  dürfte  auch  im  Demotischen 
(Taf.  V)  erhalten  sein;  es  ist  hier  der  Strich  nur  mit  einem 
Schnörkel  versehen,  um  ihn  von  der  Einheit  besser  zu  unter- 
scheiden. 

Auf  Taf.  IV,  wo  die  zur  Bezeichnung  der  Monatstage  ge- 
brauchten Ziffern  zusammengestellt  sind  (vgl.  oben  p.  665),  be- 
dürfen die  Zeichen  für  1,  2  und  3  keiner  Erklärung. 

DieZahl  4  ist  in  Taf.  V,  Columne  a,  c,  d  durch  4  Striche 
dargestellt;  schreibt  man  statt  dessen  4  Punkte,  so  werden  die- 
selben sich  leicht  bei  schnellem  Schreiben  zu  einem  horizontalen 
Striche  vereinigen;  in  dieser  Form  erscheint  die  4  im  mathe- 
matischen Papyrus.^)  In  Columne  d  tritt  ein  zweites  Zeichen 
auf,  das  sich  auch  auf  Taf.  lY  findet.  Es  ist  die  Vereinigung 
eines   schrägen  Striches  /  mit   einem   geraden    Striche  |,    bei 

^)  Vielleicht  hängt  das  Zeichen  für  4  luit  dem  Babylonischen  >^ 
zusammen;  vgl.  die  unten  erwähnte  Arbeit  von  Reisner,  wo  der  hori- 
zontale Strich  für  das  Vierfache  einer  durch  einen  verticalen  S^ch  be- 
zeichneten Flächeneinheit  (*/72)  Gan  gebraucht  wird. 
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schnellem  Schreiben  in  einen  Zag  zusammengezogen,  also  3-f*l* 
Anch  in  dem  ersten  hieratischen  Zeichen  auf  Taf.  IV  haben 
wir  diese  Zerlegung  der  Zahl  4,  nämlich  \  und  i,  indem  der 
schräge  Strich  nur  anders  gegen  den  verticalen  gestellt  ist. 
Ebenso  auf  Taf.  IV  in  der  demotischen  Schreibweise,  \  und  D, 
wobei  der  letztere  Haken,  wie  bei  den  darüber  stehenden 
Zeichen  fQr  2  und  8  als  Zeichen  fQr  eine  noch  hinzutretende 
Einheit  gebraucht  ist,  wohl  entstanden  aus  einem  Punkte  oder 
sehr  kurzem  Striche,  der  bei  schnellem  Schreiben  mit  dem 
nachfolgenden  Zeichen  zusammengezogen  wurde.  In  der  That 
wird  in  hieroglyphischer  Schrift  die  3  durch  drei  verticale  oder 
horizontale  Striche  bezeichnet;  aus  drei  horizontalen  Strichen 
entsteht  aber  durch  Zusammenziehen  die  demotische  3  auf 
Taf.  IV.  Das  erste  demotische  Zeichen  für  4  auf  Taf.  V  kann 
als  3  4~  I  gelesen  werden,  indem  der  erste  verticale  Strich  die 
Einheit  darstellt,  der  andere  Theil  des  Zeichens  dagegen  die 
hieratische  3  aus  Golumne  d;  es  sind  nur  die  ersten  beiden 
Striche  verkürzt,  der  letzte  verlängert  und  schräge  gestellt.  Das 
zweite  demotische  Zeichen  auf  Taf.  V  setzt  sich  wieder  aus  I 
und  /  zusammen,  ist  also  auch  3  -f- 1. 

Die  Zahl  5  ist  auf  Taf.  IV  zerlegt  in  2  und  3,  ebenso 
auf  Taf.  V:  in  Columne  a  und  b  stellen  die  beiden  Punkte  zwei 
Einheiten,  der  verticale  Strich  die  3  dar;  hieraus  scheint  her- 
vorzugehen, dass  ursprünglich  der  Punkt  die  Einheit,  der  ver- 
ticale Strich  die  3  bedeutete;  letzterer  musste  schräge  gestellt 
werden,  als  man  dazu  überging,  die  Einheit  durch  einen  ver- 
ticalen  Strich  zu  bezeichnen.  Bei  schnellem  Schreiben  werden 
die  beiden  Punkte  zu  einem  horizontalen  Striche  zusammen- 
gezogen und  entsteht  das  dritte  Zeichen  der  Golumne  a,  das 
sich  in  Columne  c  und  d  wiederholt  und  im  Demotischen  wenig 
verändert  ist  (vgl.  oben  p.  667).  Da  der  horizontale  Strich  eine 
4  bedeutet,  kann  das  letztere  Zeichen  auch  als  4  + 1  gedeutet 
werden.*) 


*)  Letztere  Deutung   findet  man  bei  Brugsch  (Numerorum  apud 
veteres  Aegyptos  demoticorum  doctrina,  Berlin  1849,  p.  28),  der  in  ana- 
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Die  Zahl  6  wird  auf  Taf.  IV  darch  zweimaliges  Setzen 
des  Zeichens  für  3  gebildet;  ebenso  auf  Taf.  V  in  Colanme  b 
an  erster  und  in  Columne  c  an  zweiter  Stelle.  Das  zweite 
Zeichen  in  Columne  b  wird  verständlich  als  gebildet  aus  zwei 
einander  parallelen  (ziemlich  kurzen)  schrägen  Strichen  \,  die 
durch  einen  weniger  starken  Querstrich  verbanden  sind.  Die 
anderen  Zififern  für  6  werden  am  deutlichsten  durch  das  erste 
Zeichen  in  Columne  c  und  d;  hier  haben  wir  den  schräge 
stehenden  Strich  \,  oben  nach  rechts  mit  einem  rein  ornamen- 
talen feineren  Seitenstriche  versehen  (wie  er  auch  bei  der  10 
vorkommt,  wenn  man  das  hieratische  oder  demotische  Zeichen 
aus  dem  auf  Taf.  lY  angegebenen  ableitet,  vgl.  oben  p.  665); 
links  oben  an  diesem  Seitenstriche  stehen  zwei  weitere  Striche, 
denen  wir  multiplicative  Bedeutung  beilegen,  so  dass  6  als 
2X3  dargestellt  ist.  Die  Zeichen  in  Columne  a  entstehen, 
wenn  (bei  schnellem  Schreiben)  der  Strich  \  durch  ^  ersetzt 
wird,  ebenso  das  dritte  Zeichen  in  Columne  b.  Man  konnte 
allerdings  bei  diesen  drei  letzteren  Ziffern  annehmen,  dass  der 
horizontale  Strich  (==  4)  mit  einem  feineren  Striche  nach  oben 
versehen  sei,  um  eine  Verbindung  mit  den  beiden  darüber- 
stehenden  Einheiten  herzustellen;  dann  hätten  wir  hier  4-|-  2  =  6. 
Die  demotiscben  Zeichen  entstehen  durch  Abkürzung  der  hiera- 
tischen. 

Die  Zahl  7  wird  auf  Taf.  IV  aus  4  und  3  additiv  ge- 
bildet. Recht  deutlich  ist  die  entsprechende  Bildung  bei  dem 
ersten  Zeichen  in  Columne  a,  Taf.  V;  die  4  ist  ein  horizontaler 
Strich,  die  3  ist  dargestellt  durch  drei  Punkte,  von  denen  der 
dritte  in  einen  Strich  sich  verlängert  und  so  die  Verbindung 
mit  dem  horizontalen  Striche  herstellt.  Noch  deutlicher  ist  diese 
Bildung  der  7  bei  einer  im  Papyrus  Ebers  benutzten  Ziffer: 
ein  horizontaler  Strich  und  darunter  drei  Punkte^).  Das  zweite 
Zeichen  von  Columne  a  stellt  die  3  wieder  durch  einen  schrägen 

loger  Weise  eine  Deutung  der  einzelnen  Zahlzeichen  versucht;  diejenigen 
Zeichen,  bei  denen  für  uns  die  Auffassung  des  schrägen  Striches  als  8 
wesentlich  war,  bleiben  bei  ihm  unerklärt. 
*)  Vgl.  Eisenlohr  a.  a.  0. 
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Strich  /  dar,  an  dessen  oberem  Ende  ein  feiner  ausgezogener 
Seitenstrich  sich  befindet  (wie  soeben  bei  der  Zahl  6),  an  diese 
drei  ist  der  horizontale  Strich  für  4  direct  angefügt.  Im  Pa- 
pyrus Harris  ist  umgekehrt  oben  der  horizontale  Strich  für  4 
ausgezogen  und  daran  unten  der  in  entgegengesetzter  Richtung 
schräg  gestellte  (und  kürzere)  Strich  \  für  3  angefügt.  Die 
übrigen  Zeichen  für  7  auf  Taf.  V  entstehen  durch  leichte  Ab- 
änderung des  zweiten  Zeichens  in  Columne  a. 

Das  Zeichen  für  8  ist  in  allen  Fällen  eine  doppelte  4. 

Die  Schreibart  der  Zahl  9  wird  uns  klar  durch  das 
erste  Zeichen  in  Columne  a,  Taf.  V.  Wir  haben  den  schrägen 
Strich  \  für  3  und  daran  oben  links  drei  kurze  Striche  *ur 
Andeutung  von  3  multiplicativ  aufzufassenden  Einheiten  (wie 
sie  beim  Zeichen  für  6  in  der  Anzahl  2  auftraten) ;  die  Zahl  9 
ist  also  als  3  X  3  dargestellt.  Die  übrigen  Zeichen  in  Columne 
a,  b,  c,  aber  auch  das  hieratische  und  demotische  Zeichen  auf 
Taf.  IV  und  das  demotische  auf  Taf.  Y  sind  durch  flüchtige 
Ausführung  des  zuerst  besprochenen  Zeichens  entstanden.  Die 
Zifi^er  9  in  Columne  c  kann  indessen  auch  als  7  4~  ^  gedeutet 
werden.*) 

üeber  die  Zahl  10  haben  wir  bereits  oben  gesprochen 
p.  665). 

Die  folgenden  Zahlen  werden  aus  10  und  den  betreffenden 
Einern  zusammengesetzt,  wie  in  jedem  dekadischen  Systeme. 

Das  Zeichen  für  20  wurde  auch  schon  behandelt.  Auf- 
fallig ist  das  demotische  Zeichen  auf  Taf.  VI;  Brugsch  glaubt 
darin  den  Anfangsbuchstaben  des  betreffenden  Zahlwortes  (t'aut) 
zu  erkennen  (im  Hieroglyphischen  eine  Schlange) ;  wir  kommen 
darauf  zurQck. 

Das  Zeichen  für  30  erklärt  sich  nach  dem  multiplica- 
tiven  Principe.  Das  zweite  Zeichen  in  Columne  d  und  die  demo- 
tischen  Zeichen   auf  Taf.  VI  werden   versiÄndlich,   wenn   man 


*)  Dies  letsstere  Zeichen  (7  4"  2)  kommt   in  noch  deutlicherer  Aus- 
fQhrang  im  Papyrus  Ebers  zur  Anwendung. 
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annimmt,  dass  das  Zeichen  f&r  10  um  90^  gedreht^)  und  dann 
der  Strich  \  in  der  Bedeutung  3  multiplicativ  beigefügt  sei. 
Die  Ziffer  30  auf  Taf.  IV  scheint  in  anderer  Weise  entstanden 
zu  sein. 

Die  Zahl  40  ist  offenbar  aus  4  abgeleitet;  Eisenlohr 
sieht  darin  (Golumne  b)  den  hieratischen  Anfangsbuchstaben  J, 
des  betreffenden  Zahlwortes  ;fomt.  Man  erhält  10  X  4,  wenn 
man  den  horizontalen  Strich  als  4,  den  in  Golumne  a  darüber 
stehenden  kleinen  Haken  als  eine  um  90^  gedrehte  10  auffasst. 
Die  Aehnlichkeit  des  Zeichens  mit  dem  hieratischen  X  Doag 
dann  zu  den  Schreibweisen  in  Golumne  b,  c  und  d  Veranlassung 
gegeben  haben. 

Die  Zahl  50  ist  aus  dem  Zeichen  5  (Golumne  a  und  e 
Taf.  V)  hervorgegangen,  indem  oben  links  eine  10  in  schiefer 
Stellung  und  in  multiplicativer  Bedeutung  angehängt  wurde. 
Am  klarsten  geht  diese  Entstehung  des  Zeichens  aus  Colnmoe  a 
hervor. 

Das  Zeichen  für  70  ist  offenbar  ebenso  als  7  X  10  auf- 
zufassen; nur  ist  hier  die  7  oben  links  in  multiplicativem  Sinne 
der  10  angehängt.*) 

Die  Ziffern  60,  80,  90  sollen  weiter  unten  besprochen  werden. 

FürdieZahllOO  (Taf.  VII)  tritt  ein  neues  Zeichen  auf, 
ein  nahezu  horizontaler  Strich,  un  den  oben  ein  verticaler  Strich 
angefügt  ist,  wenigstens  in  Golumne  a  und  im  Demotischen. 
Der  verticale  Strich  hebt  hervor,  dass  es  sich  um  einmal') 
hundert  handelt  (vgl.  oben  p.  665  f.),  so  dass  durch  Hinzufugen 


^)  Solche  Drehungen  von  90*^  sind  im  Folgenden  Öfter  anziiwenden. 
Sie  erklären  sich  dadurch,  dass  die  Schrift  in  ältester  Zeit  theils  verti- 
cal,  theils  horizontal  läuft. 

^)  Die  Zeichen  für  40,  50,  70  bleiben  bei  Brugsch  unerklärt. 

^)  So  ist  das  Zeichen  für  100,000  sowohl  im  Hieroglyphischen  al« 
im  Hieratischen  ein  Frosch.  Letzterem  wird  im  Papyrus  Harris  die  Ein- 
heit (verticaler  Strich)  angefügt,  um  einmal  100,000  zu  bezeichnen. 
Tritt  an  Stelle  dieses  Striches  das  Zeichen  für  10,  so  ent<)teht  daa  Zeichen 
für  10X100,000,  d.i.  1,000,000, 
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Yon  einem,  zwei,  drei  oder  vier  Pankten  die  Zeichen  für  200, 
300,  400,  500^)  entstehen. 

Das  Zeichen  für  200  entwickelt  sich  zu  neuer  selhst- 
siSndiger  Bedeutung,  indem  die  2  Punkte  zu  einem  einzigen 
dickeren  yerschmelzen.  Aus  ihm  entstehen  also  durch  Beifügung 
Yon  drei  bezw.  vier  Punkten  die  Zahlen  600  und  800.  Die 
Zahlen  700,  900,  und  im  Demotischen  auch  600  werden  da- 
g^en  aus  100  gebildet  durch  Beifügung  der  Zeichen  für  7, 
9  bezw.  6. 

Für  die  Zahl  1000  (Taf.  VIII)  begegnen  wir  wieder 
einem  neuen  Zeichen:  ein  horizontaler  Strich  mit  nach  unten 
gerichteter  Verlängerung  am  rechten  Ende;  darüber  ein  verti* 
caler  Strich  zur  Heryorhebung  yon  einmal  1000.  Die  Zahlen 
2000,  3000,  4000  entstehen  daraus  durch  multiplicative  Striche. 
Es  ist  5000  als  2000  +  3000  dargestellt,  wie  5  als  2  -f  3. 

Wie  für  200,  so  ist  auch  für  2000  ein  neues  Zeichen  ein* 
gefährt,  indem  entweder  das  Zeichen  für  1000  (ohne  den  oberen 
verticalen  Strich)  zweimal  wiederholt,  oder  diese  Wiederholung 
nur  durch  einen  multiplicativen  Strich  angedeutet  ist  (Columne 
c  und  d);  durch  Beifügung  von  drei  bezw.  yier  verticalen 
Strichen  entstehen  so  die  Zeichen  6000  und  8000. 

Das  Zeichen  für  7000  in  Columne  d  ist  als  7  X  1000 
verständlich.  Das  erste  Zeichen  in  Columne  b  ist  gleich  1000 
X  (5  +  2)  =  1000  X  7;  der  untere  Strich  am  zweiten  Zeichen 
in  Columne  b  ist  mir  nicht  erklärlich. 

Charakteristisch  ist  wieder  das  Zeichen  für  9000.  In 
Columne  b  ist  es  offenbar  3.  (3  .  1000)  zu  lesen;  in  Columne 
c  und  d  dagegen  deuten  zwei  untere  Striche  eine  Multiplica- 
tion  mit  3  an  (vgl.  oben  p.  666).  Die  demotischen  Ziffern  auf 
Taf.  VIII  stellen  dieselben  Zerlegungen  des  Vielfachen  von  1000 
dar,  ohne  von  den  Abkürzungen  der  hieratischen  Schrift  Ge- 
brauch zu  machen. 


^)  Auf  der  früher  erwähnten  Rechnung  (p.  667,  Anm.)  wird  das 
Zeichen  500  gehildet,  indem  dem  Zeichen  für  100  daRJonige  für  5  ange- 
fügt wird,  wie  sonst  bei  700. 
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Wie  es  bei  einem  dekadisch  eingetheilten  Systeme  Baiürlicli 
ist,  wird  für  10,000  wieder  ein  besonderes  Zeichen  eingefahri, 
das  mit  dem  entsprechenden  hieroglyphischen  Zeichen  (einem 
deutenden  Finger)  übereinstimmt.  Auch  das  Zeichen  für  100,000 
(ein  Frosch)  ist  in  der  hieroglyphischen  und  hieratischen  Schrift 
im  Wesentlichen  dasselbe.  — 

Bei  den  hieratischen  2^ichen  ffir  60,  80  und  90  yers^ 
die  Yon  uns  befolgte  Erklärungsmethode.  Es  wird  sich  ergeben, 
dass  diese  Zeichen  aus  einem  fremden,  ganz  andersartigen  Sy- 
steme herö hergenommen  wurden,  nämlich  dem  babylonischen. 
Es  soll  daher  unsere  nächste  Aufgabe  sein,  die  Zahl- 
zeichen der  Keilschrift  zu  erläutern.  Wir  können  uns 
dabei  zunächst  auf  Gantor^s  Geschichte  der  Mathematik  be- 
ziehen. Man  hat  hier  zwischen  einem  wissenschaftlichen  sexa- 
gesim'alen^)  und  mehr  yolksthümlichen  decimalen  Systeme 
zu  unterscheiden. 

Die  Ziffern  des  letztem  sind  in  Fig.  2  auf  Taf.  IX  dar- 
gestellt; dieselben  bedürfen  keiner  Erklärung  weiter;  man  hat 
nur  zu  beachten,  dass  die  Keilschrift  yon  links  nach  rechts  sa 
lesen  ist.  Besondere  Zeichen  sind  vorhanden:  für  die  Einheit 
ein  verticaler  Keil,  für  10  der  Winkelhaken,  d.  h.  zwei  schri^ 
gegen  einander  gestellte  Keile,  für  100  ein  horizontaler  Keil 
mit  einem  verticalen  davor;  die  anderen  Zahlen  werden  nach 
dem  Principe  der  Addition  und  Multiplication  gebildet.  So  wird 
z.  B.  200  durch  das  Zeichen  für  100  mit  zwei  Einheiten  links 
davor  dargestellt. 

Kehrt  man  die  Richtung  der  Schrift  um,  denkt  sich  also 
das  Zeichen  für  100  von  rechts  nach  links  geschrieben,  so  be- 
steht es  aus  einem  horizontalen,  nach  rechts  verdickten,  nach 
links  zugespitzten  Striche  und  einem  rechts  sich  daran  lehnen- 
den verticalen  Striche;  zieht  man  beide  Striche,  wie  es  bei 
schnellem  Schreiben   auf  Papyrus  natürlich  ist,   zusammen,  so 


^)  Am  vollständigsten  durchgeführt  auf  der  Thontafel  von  Sen- 
kereh, auf  der  die  Qu&drat-  und  Cubikzahlen  dargestellt  sind.  Vgl. 
Cantor  a.  a.  0.  p.  72  ff. 
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ist  dies  genau  das  hieratische  bezw.  deniotische  Zeichen  für  100 
(Taf.  Yil).  Abgesehen  von  der  verschiedenen  Richtung  der 
Schrift  und  dem  durch  die  Verschiedenheit  des  Materials  be- 
dingten Charakter  der  Schriftzüge  ist  daher  das  ägyptische 
Zeichen  für  100  identisch  mit  dem  babylonischen. 

In  der  Keilschrift  gibt  es  kein  besonderes  Zeichen  für  1000; 
diese  Zahl  wird  vielmehr  als  10  X  100  geschrieben.    Dasselbe 
ist  auch  im  Aegyptischen  der  Fall.    Die  Zeichen  für  2000, 
3000  u.  s.  f.  in  Columne  b,  c  und  d  auf  Taf.  VIII  zeigen  näm- 
lich, dass  die  am  Zeichen  für  1000  nach  rechts  unten  verlaufende 
Verlängerung   eigentlich   die  Form   eines  Winkelhakens,   d.  h. 
genau  die  Form   der  babylonischen  10  haben  sollte.     Auch  im 
Aegyptischen  wird  daher  1000  als  10  X  100  geschrieben,  und 
das  dabei   benutzte  Zeichen   für  10  ist  mit  dem    babylonischen 
Zeichen  identisch.     Wenn   wir   oben  die  Erklärung   der  ägyp- 
tischen  Zeichen   für  50  und  70  dadurch   gewannen,   dass   wir 
dieselben  5  X  10    und  7  X  10  lasen   und   das   Zeichen    für   10 
um  90^  gedreht  dachten,  so  erkennen  wir  jetzt,  dass  diese  ge- 
drehte 10  eben  keine  andere  als  die  babylonische  10  war.    Und 
es  wird  wahrscheinlich,   dass  auch  das  hieratische  Zeichen  für 
10   nur   durch   eine  Umstellung  des   babylonischen   entstanden 
sei.     Endlich  wird  uns  jetzt  auch  das   hieratische  Zeichen 
für  40  besser  verständlich.    Der  in  Columne  a  über  dem  hori- 
zontalen Striche  angebrachte  Haken  ist  nämlich  nichts  anderes 
als  eine  babylonische  10,   bei  welcher  die  Spitze   nach   rechts, 
statt  nach  links  gerichtet  ist,  so  dass  das  Zeichen  als  4-10  zu 
lesen   ist.     Bei    den  jüngeren  Zeichen   in  Columne  b,  c  und  d 
ist   hieraus    ein   Punkt    oder    ein    einfacher   kurzer   Strich    ge- 
worden. 

Damals  allerdings  (p.  G65)  fassten  wir  das  auf  Taf.  IV 
gegebene  Zeichen,  den  schrägen  Strich  /,  als  das  ursprünglich 
für  10  angewandte  auf.  Aber  auch  dies  finden  wir  im  Baby- 
lonischen. Auf  den  Thontafeln  von  Tello  nämlich  (Tempel- 
rechnungen aus  der  Zeit  der  zweiten  Dynastie  von  ür,  d.  h. 
etwa   aus   dem   3.  Jahrtausend  v.  Chr.)    hat   der   schräge   Keil 

bei    der  Angabe    von  Flächenmaassen    die    Bedeutung    von 

1896.  Matb.-phys.  CI.  4.  46 
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'/se  6an.^)  Nun  spielt  die  Zahl  3(50  bei  allen  babylonischen 
Eintheilungen  eine  Hauptrolle ;  wir  werden  also  ^^/seo  Gan  lesen 
können;  das  Zeichen  ^  oder  ägyptisch  /  bedeutet  also  xehn 
Einheiten  von  dem  360.  Theile  des  Flächenmasses  6an.  Dem- 
selben Zeichen  /  mussten  wir,  allerdings  nur  in  Zusammen- 
setzungen, andererseits  die  Bedeutung  Ton  3  zuschreiben  (p.  698); 
dadurch  gelang  es  uns,  die  Zeichen  fär  5,  6,  7,  9  zu  erklären. 
Nun  enthält  ein  6an  1800  Sar  und  1  Sar  enthält  60  Gin; 
ein  Oan  ist  also  gleich  108,000  Gin  und  ^/se  Gan  ist  gleich 
3000  Gin.  Demselben  Zeichen  /  oder  ^  würde  also  die  Be- 
deutung 3  zukommen,  wenn  man  eine  hypothetische  Einheit 
von  1000  Gin  als  ein  veraltetes  Flächenmaass  annehmen  wollte; 
und  das  wäre  nicht  so  unmöglich,  da  sich  Decimal-  und  Sexa- 
gesimal-Theilung  in  babylonischen  Systemen  vielfach  durch- 
dringen*), denn  beim  reinen  Sexagesimalsysteme  sollte  nicht  360 
sondern  3600  eine  Grundzahl  der  Theilung  sein;  doch  dfirfi» 
wir  auf  diese  hypothetische  Einheit  keine  weiteren  Sclilfis&e 
bauen.  Immerhin  mag  aus  einer  gelegentlichen  (und  bei  den 
Aegyptern  oben  nachgewiesenen)  Bedeutung  von  V.  als  3  auch 
das  spätere  keilschriftliche  Zeichen  ^%^  für  9  hervorgegangen 
sein,  das  wieder  eine  auffallende  Äehnlichkeit  mit  dem  hiera- 
tischen (von  uns  auch  als  3  X  3  interpretirten)  Zeichen  für  9  besittt 

Beim  Flächenmaasse  tritt  ferner  (a.  a.  0.)  der  horizontale 
Keil  als  Zeichen  für  '/ae  Gan  oder  100  Sar  auf.  Darin  haben 
wir  wieder  das  ägyptische  Zeichen  fär  100,  aus  dem  das  oben 
besprochene  babylonische  durch  Vorsetzen  eines  verticalen  Keiles 
(einmal  hundert)  hervorgeht;  beide  Keilzeichen  verschmelzen 
dann  zu  einem  einheitlichen,  so  dass  200  in  der  auf  Taf.  IX 
ersichtlichen  Weise  zu  bilden  ist. 


*)  Vgl.  Reisner,  Altbaby  Ionische  Maasse  und  Gewichte,  Sitzungs- 
berichte der  k.  preussischen  Akademie  der  Wissenschaften,  Berlin. 
9.  April  1896. 

^)  Vgl.  die  Darlegungen  von  Lehmann  bei  Meissner,  Beitrag- 
zum  altbabylonischen  Privatrecht,  Assyriologische  Bibliothek,  Bd.  XI, 
Ti(Mi>zig  1893,  p.  08  ff.  und  in  den  Verhandlungen  der  Berliner  anthn»- 
pologischcn  Gesellschaft  vom  18.  Juli  1896. 
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Endlich  der  verticale  Keil  J  bedeutet  nach  Reissner 
^/7a  =  */86o  Gan;  wir  hätten  also  wieder  den  Verticalstrich  *) 
zur  Bezeichnung  von  5,  wie  auf  unserem  Dodekaeder  und  auf 
den  Steingewichten  vom  Monte  Loffa.  Ya  kann  natürlich  eine 
direkte  üebertragung  aus  den  ältesten  Zeiten  Babyloniens  nach 
Oberitalien  kaum  in  Frage  kommen.  Es  bleibt  aber  immerhin 
die  Möglichkeit  indirekter  Üebertragung  durch  die  Phöniker. 
Denn  von  letzteren  ist  kaum  anzunehmen,  dass  sie  sich  des 
durch  ihre  Inschriften  uns  überlieferten,  äusserst  unpraktischen 
Zahlensystems  bei  ihren  Handelsbeziehungen  bedienten.  Es  ist 
vielmehr  zu  vermuthen,  dass  sie  auch  die  Zahlzeichen, 
wie  so  vieles  andere  von  den  Aegyptern  und  Baby- 
loniern  entlehnten;  und  wir  haben  dafdr  Beispiele  aus  aller- 
dings späterer  Zeit  oben  erwähnt  (p.  693). 

In  der  That  scheint  sich  auch  umgekehrt  ein  Einfluss  der 
Phöniker  auf  die  ägyptischen  Ziffern  nachweisen  zu  lassen.  Bei 
den  Phönikern  hatte  die  Zahl  20  eine  bevorzugte  Bedeutung, 
die  Bezeichnung  der  Zahlen  geschah  auf  den  erhaltenen  In- 
schriften nach  dem  Vigesimalsysteme.  In  Rücksicht  hierauf  und 
auf  die  seit  der  Hyksos-Zeit  vielfach  constatirten  Einflüsse  der 
Semiten  Vorder- Asiens  auf  Aegypten  ist  es  nicht  wunderbar, 
wenn  gerade  das  phönikische  Zeichen  für  20  von  den  Aegyptern 
angenommen  wurde.  Das  demo tische  Zeichen  für  20 
(Taf.  VI),  welches  wir  bisher  unerklärt  Hessen,  ist 
wirklich  mit  einem  der  für  20  gebräuchlichen  phöni- 
kischen  Zeichen  (Taf.  IX)  identisch.  Dieses  letztere  Zeichen 
wieder  ist  aus  zwei  übereinander  gestellten  babylonischen  Zei- 
chen für  10  gebildet,  nur  zeigen  die  Spitzen  der  Winkelhaken 
nach  rechts,  entsprechend  dem  Umstände,  dass  die  phönikische 
Schrift  von  rechts  nach  links,  die  Keilschrift  von  links  nach 
rechts  läuft. 

Unerklärt  bleiben   noch  die  hieratischen  Zeichen   für  60, 

*)  Bei  Meissner  wird  ein  horizontaler,  an  beiden  Enden  verdickter 
Keil  als  5  gelesen,  und  zwar  beim  Feidmaasse  (a.  a.  0.  p.  126) :  5  Kan  in 
Nr.  74,  Zeile  7,  Nr.  77,  Zeile  1;  bei  Reissner  wird  a.  a.  0.  dasselbe 
Zeichen  anders  interpretirt.     Vgl.  oben  p.  698,  Anm. 

46» 
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80  und  90.  Herr  College  Homiuel  machte  mich,  als  ich  ihm 
vorstehende  Ausführungen  mittheilte,  darauf  aufmerksam,  dass 
das  Zeichen  für  60  (vgl.  oben  p.  668  f.)  mit  dem  babylonischen 
Zeichen  für  ^jz  eine  auffallende  Aehnlichkeit  habe.  In  Fig.  3, 
Taf.  IX  sind  die  altbabylonischen  Bruchzeichen  für  ^jz  =  V«< 
Va  =  '/e,  ^/a  =  ^/e,  ^/e  mitgetheilt.  Die  Uebereinstimmung  ist  in 
der  That  gross,  indessen  ergibt  sich  daraus  keine  Erklärung  der 
ägyptischen  Zeichen  für  80  und  90.^)  Hingegen  scheint  man 
auf  folgendem  Wege  zu  einer  Erklärung  auch  dieser  letzteren 
Zeichen  gelangen  zu  können« 

Von  Meissner  und  Lehmann  ist')  ist  ein  altbabyloniacher 
ThoDcylinder  des  Berliner  Museums  publicirt,  der  eine  vollstän- 
dige stufenweise  Aufzählung  der  für  die  Hohlmaasse')  gebräuch- 
lichen Bezeichnungen  gibt.  Die  Liste  beginnt  mit  '/e  Ka  und 
schreitet  dann  in  Sechsteln  des  Ka  fort,  sodass  zuerst  die  eben 
erwähnten  Brüche  vorkommen.  Dann  folgen  ganze  Ka;  und 
als  neue  Einheit  10  Ka,  bezeichnet  durch  das  in  Fig.  4  Taf.  IX 
gegebene  Zeichen  (zwei  sich  rechtwinklig  kreuzende  Keile). 
Dieses  Zeichen  10  ist  offenbar  identisch  mit  dem  oben  be- 
sprochenen (Fig.  3),  aber  auch  identisch  mit  dem  ägyp- 
tischen« Hieraus  entsteht  die  Zahl  20  durch  Hinzuf&gang  eines 
weiteren  horizontalen  Striches  (Keiles),  30  durch  einen  dritten 
solchen  Keil*)  n.  s.  f.,  bis  dann  60  Ka  als  neue  Einheit  des 
sexagesimalen  Systems  wieder  durch  einen  verticalen  Keil  ge- 
geben werden.  Es  erscheint  dann  70  als  60  -|-  10,  80  ab 
60  +  20,  90  als  60  +  30;  d.  h.  90  ist  dargestellt  durch  einen 
verticalen  Strich   und   das  Zeichen   fQr  30   (ein  verticaler,  von 

^)  Brugsch  gibt  a.  a.  0.  der  horizontalen  Linie  in  den  Zeichen  40, 
60,  80  die  Bedeutung  von  20,  wodurch  dann  60  als  3x20,  80  ala  4x20 
erRcheint;  auf  40  und  90  passt  indessen  diese  Erklärung  nicht. 

^)  Vgl.  besonders  die  Tafel  am  Schlüsse  des  citirten  Werkes. 

^)  Für  den  Handelsverkehr  der  ältesten  Zeit  waren  die  Hohliiuifi!*e 
offenbar  von  weit  grösserer  Bedeutung  als  die  Gewichte;  im  maÜi.  Pa- 
pyrus finden  sich  z.  B.  viele  Aufgaben  über  Hohlmaaae,  aber  keine  nher 
Gewichte.  —  Vgl.  auch  Eisenlohr  a.  a.  0.  p.  166. 

*)  Also  genau  nach  dem  für  die  hieratischen  Zeichen  maaBsgobentlen 
Principe. 
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drei  horizontalen  Keilen  getroiFener  Keil).  Drehen  wir  nun 
dieses  Zeichen  um  90^,  so  entsteht  genau  das  hiera- 
tische Zeichen  für  die  Zahl  90  in  Golumne  a,  b,  c,  d  auf 
Taf.  YP);  es  ist  dabei  die  Drehung  um  90^  ebenso  anzuwenden, 
wie  bei  dem  Zeichen  für  10. 

Dasselbe  Verfahren,  angewandt  auf  das  soeben  besprochene 
babylonische  Zeichen  für  30  liefert  nicht  die  ägyptische  30, 
sondern  die  ägyptische  60.  Dieses  wird  dadurch  erklärlich,  dass 
im  babylonischen  Maasssystem  immer  zwei  verschiedene  Ein- 
heiten, von  denen  eine  die  doppelte  der  anderen  ist,  neben 
einander  hergehen.  So  unterscheidet  man  leichtes  und  schweres 
Gewicht  und  bei  den  Längenmassen  die  Elle  und  die  Doppel- 
elle*); wahrscheinlich  galt  entsprechendes  für  die  Hohlmasse, 
worauf  es  übrigens  bei  Beurtheilung  der  Ziffern  allein  nicht 
ankommt.  So  ist  also  aus  der  babylonischen  30  die 
ägyptische  60  geworden,  und  ebenso  aus  der  babylo- 
nischen 40  die  ägyptische  80.^) 

Eigentlich  haben  wir  nicht  eine  Uebertragung,  sondern  nur 
eine  enge  Verwandtschaft  zwischen  den  ägyptischen  und  baby- 
lonischen Ziffern  nachgewiesen.  Wenn  man  indessen  bedenkt, 
dass  die  2ieichen  für  60  und  90  in  Babylonien  aus  einem  con- 
sequent  durchgeführten  Systeme  hervorgehen,  in  Aegypten  aber 
kaum  verständlich  erscheinen,  so  kann  kein  Zweifel  darüber 
sein,  dass  die  Uebertragung  von  Osten  nach  Westen 
und  nicht  in  umgekehrter  Richtung  stattfand. 

Dieses  Resultat  stimmt  mit  der  historischen  (durch  Josephus 
erhaltenen)  Ueberlieferung,   nach   der  Abraham   die  Rechen- 


*)  Das  demotische  Zeichen  für  90  ist  ohne  Schwierigkeit  als  9x10 
zu  lesen. 

2)  Vgl.  Lehmann  a.a.O.,  Verhandlungen  etc.  vom  18.  Juli  1896. 

^)  Die  demotische  60  entsteht  aus  der  hieratischen  durch  flüchtigeres 
Schreiben;  die  demotische  80  ist  als  Verdoppelung  der  demotischen  40 
aufzufassen.  Zu  beachten  ist,  dass  ein  späteres  hieroglyphisches 
Zeichen  für  60  (vgl.  z.  B.  Brugsch,  a.  a.  0.  p.  366;  de  Rougä,  a.  a.  0. 
p.  110)  durch  zweimaliges  Schreiben  (das  eine  über  dem  andern)  des 
hieratischen  Zeichens  entsteht,   als  ob  letzteres  als  80  aufgefasst  wäre. 
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kunst  von  den  Ghaldäern  zu  den  Aegyptern  gebracht  habe. 
Da  Abraham  uni  1900  v.  Chr.  lebte  ^),  so  kann  hierbei  sem 
Name  allerdings  nicht  in  Betracht  kommen ;  wir  sehen  in  dieser 
Ueberlieferung  nur  eine  Bestätigung  der  Thatsache,  dass  Zahl- 
zeichen (und  Bechenkunst)  durch  Vermittlung  semitischer 
Völker  von  Babylonien  nach  Äegypten  übertragen  wurden,  wenn 
auch  schon  lange  vor  Abraham. 

Das  Auftreten  der  phönikischen  20  unter  den  demotischeD 
Zeichen  ist  ein  fernerer  Beweis  für  den  semitischen  Einfloäs 
in  späterer  Zeit.  Dass  dieselben  Semiten  die  gleichen 
(nämlich  babylonisch-ägyptischen)  Zeichen  auch  noch 
weiter  nach  Westen,  z.  B.  nach  Ober-Italien  verbrei- 
teten, wird  hiernach  nicht  als  auffällig  erscheinen. 

Das  ägyptische  Zeichen  für  60  wurde  vielleicht  auch  des- 
halb gern  beibehalten,  weil  dasselbe  mit  dem  phönikischen 
Buchstaben  r,  der  in  sehr  mannigfacher  Form  erscheint,  fast 
identisch  ist,  und  somit  zugleich  den  Anfangsbuchstaben  des 
betreffenden  Zahlwortes  (DB^B^)  darstellt.*)  — 

Die  kurz  erwähnten  und  in  Fig.  3  Taf.  IX  dargestellten 
Bruchzeichen  lassen  sich  übrigens  vielleicht  in  folgender  Weise 
erklären.  Der  eine  horizontale  Keil  bildet  das  allen  Oemein- 
same.  Er  wird  durch  einen  verticalen  Keil  halbirt,  so  ent- 
steht naturgemäss  das  Zeichen  für  ^%,  Zwei  verticale  Keile 
theilen  den  horizontalen  in  drei  Theile;  das  gibt  das  Zeichen 
fQr  Va-  Bei  dem  Zeichen  für  '/s  ist  einer  dieser  drei  Theile 
durch  einen  besonderen  kleineren  Keil  markirt'),  um  anzu- 
deuten, dass  dieses  Drittel  (gemäss  dem  wiederholt  erörterten 
multiplicativen  Principe)  doppelt  zu  nehmen  sei.  Zu  diesem 
^/3  =  %  hätte  man  noch  Ve  hinzuzufügen,  um  %  zu  erhalten; 
es  wäre  eigentlich  eines  der  drei  Drittel  des  horizontalen  Keiles 
noch  wieder  durch  einen  weiteren  verticalen  Keil  zu  halbiren; 


1)  Vgl.  Hommel  a.  a.  0.  p.  62  f. 

2)  Vgl.  Schröder,  Phönizische  Sprache,  p.  184  und  Taf.  B. 

^)  Die  Beifügung  eines  Striches   zur  Verdoppelung  ist  uns  oben 
achou  bei  ägyptischen  Zeichen  begegnet,  vgl.  p.  664  u.  708. 
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statt   dessen   hat  man   einen  der  schon   vorhandenen  Keile  in 
bekannter  Weise  verdoppelt. 

Auffällig  ist  es,  dass  für  ^1%  und  10  in  den  vorliegenden 
altbabylonischen  Thontafeln  dasselbe  Zeichen  vorkommt.  Auch 
eines  der  phönikiachen  Zeichen  für  10  (^)  hat  auf  etruski- 
schen  Münzen  die  Bedeutung  von  ^1%  und  zwar  sowohl  zur 
Bezeichnung  der  Hälfte  des  Didrachme  (also  äquivalent  mit  X)i 
als  auch  unabhängig  davon.  ^)  Sollte  nicht  das  phönikische 
Yigesimalsystem,  in  dem  20  als  neue  Einheit  behandelt  wird, 
in  vorgeschichtlicher  Zeit  eine  weitere  Verbreitung  in  Asien 
gehabt  haben,  um  dann  durch  das  Sexagesimalsjstem  verdrängt 
zu  werden?  Die  Entstehung  eines  solchen  Vigesimalsystemes 
könnte  man  sich  dadurch  erklären,  dass  schon  in  sehr  früher 
Zeit  verschiedene  Maasseinheiten  (schweres  und  leichtes  Gewicht, 
Elle  und  Doppelelle,  vgl.  oben  p.  660)  neben  einander  gebraucht 
wurden.  Es  würde  dann  auch  verständlich,  weshalb  bei  den 
Phönikem  für  20  dasselbe  Zeichen  (ein  Kreis,  vgl.  Taf.  IX, 
Fig.  1)  gebraucht  ward,  das  bei  den  Babyloniern  als  Zeichen 
für  10  vorkommt,  und  dem  wir  in  dieser  Bedeutung  bei  Be- 
sprechung einer  argivischen  Inschrift  begegneten  (p,  678). 

§  16.    Die  etruskischieii  und  römischen  Zahlzeichen. 

Schon  Pauli  hat  darauf  aufmerksam  gemacht  (oben  p.  649), 
dass  aus  den  Zeichen  A,  X  auf  dem  Dodekaeder  (d.  i.  10  und  20) 
die  späteren  etruskischen  Zeichen  für  5  und  10  durch  Aenderung 
in  der  Normirung  der  Einheit  (z.  B.  bei  Gewichten  und  Maassen) 
entstanden  seien,  während  das  früher  für  5  benutzte  Zeichen  I 
nunmehr  die  Einheit  darstellte.  Auf  Grund  solcher  doppelter 
Normirung  der  Einheit  konnten  wir  auch  das  phönikische  Zei- 
chen für  20  mit  dem  altbabylonischen  für  10  (vgl.  §  15),  das 
ägyptische  für  60  mit  dem  altbabylonischen  für  30  in  Ver- 
bindung bringen.  Für  die  Etrusker  finden  wir  eine  directe  Be- 
stätigung in   den   etruskischen  Silber -Münzen.     Deren   gibt  es 


*)  Vgl.  Mommsen,  Geschichte  des  römischen  Münzwesens,  p.  217 
und  261. 
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nämlich  zwei  Reihen;  die  eine  derselben  trägt  bei  gleichem 
Gewichte  doppelt  so  hohe  Werthzeichen  als  die  andere.  Das 
kann  nur  dadurch  erklärt  werden,  dass  es  bei  den  Etruskem 
(wie  bei  den  Babyloniem)  ein  leichtes  und  ein  schweres  Gewicht 
gab.^)  Ob  beide  Reihen  ans  verschiedenen  G^enden  stammen 
und  gleichzeitig  in  Gebrauch  waren,  oder  ob  die  eine  Reihe 
aus  älterer  Zeit  stammt  als  die  andere,  ist  zweifelhaft.  Deecke*) 
setzt  die  Reihe  mit  den  geringeren  Werthzeichen  in  die  Zeit 
vor  450  Chr.,  die  andere  in  spätere  Zeit.  Das  wurde  mit  Pauli 's 
Resultate,  wonach  die  Zeichen  Ai  X  in  ältester  Zeit  10  und  20, 
erst  später  5  und  10  bedeuten,  gut  übereinstimmen;  mög- 
lich ist  es  immerhin,  dass  es  sich  hierbei  nur  um  neben  ein- 
ander bestehende,  räumlich  getrennte  Prägungen  handelt,  so  dass 
die  Zeichen  A  und  X  allerdings  ursprünglich  10  und  20  be- 
deuteten, aber  durch  den  Gebrauch  bei  den  verschieden  nor* 
mirten  Münzen  und  Gewichten  später  eine  andere  Bedeutung 
erhielten.  Auf  der  Pyramide  von  Meclo  (oben  §  8)  hätten  wir 
dann  ein  Zwischenstadium;  es  ist  die  Einheit  bereits  durch  i 
dargestellt,  die  10  bereits  durch  Xt  die  5  aber  noch  durch  \. 
Wenn  diese  Doppelpyramide  auch  aus  verhältnissmässig  später 
Zeit  stammen  mag,  lässt  sich  die  Anwendung  alterthümlicher 
Zahlzeichen  durch  die  wahrscheinlich  religiöse  oder  sonst  sym- 
bolische Bedeutung  derselben  erklären  (vgl.  oben  p.  677  f.). 

Das  auf  dem  Dodekaeder  vorkommende  Zeichen  für  60 
findet  sich  in  späteren  etruskischen  Inschriften  nicht  mehr;  die 
babylonische  sexagesimale  Theilung  war  in  Vergessenheit  ge- 
rathen,  und  damit  auch  die  Bedeutung  dieser  Zahl. 

Das  Zeichen  für  50  ist  1^  oder  /^.  Dasselbe  steht  wieder 
zu  dem  ägyptischen  hieratischen  Zeichen  in  Beziehung  (Taf.  VI). 
Macht  man  in  letzterem  die  drei  in  einem  Punkte  zusammen- 
laufenden Striche  gleich  lang,  so  wird  dasselbe  /^;   und  macht 


1)  Vgl.  Hultsch  a.  a.  0.  p.  G85.  Mommsen,  dem  ein  Süberstück 
mit  dem  Zeichen  X  (statt  XX  =  20)  aus  dem  Berliner  Museum  vorlag. 
denkt  an  einen  Prägefehler  (a.  a.  0.  p.  217). 

2)  Etruskische  Forschungen,  Heft  2. 
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uuiii  die  beiden  äasseren  Striche  wieder  kürzer,  als  den  mittleren, 
so  hat  man  die  etroskisohe  Ziffer  50  =  1^. 

Für  100  wird  ein  Kreis  mit  zwei  zu  einander  rechtwink- 
ligen Durchmessern  (vgl.  Taf.  IX,  Fig.  6,  Nr.  35)  gebraucht. 
Die  Entstehung  des  Zeichens  ist  unklar;  vielleicht  hängt  es  mit 
einem  altbabylonischen  Zeichen  f&r  10  zusammen  (vgl.  oben 
p.  678).  Auch  für  1000  wird  ein  besonderes  Zeichen  angegeben, 
das  aber  anscheinend  nicht  sicher  beglaubigt  ist;  es  soll  auf 
einem  geschnittenen  Karneol  vorkommen,  auf  dem  ein  Mann  mit 
einem  Abacas  dargestellt  ist.^) 

Charakteristisch  für  die  etrnskische  Zahlbezeichnung  ist  die 
sabtractive  Methode,  die  wir  auch  schon  auf  den  Gewichten 
und  dem  Dodekaeder  vom  Monte  Loffa  vorfanden.  Sie  bestand 
also  seit  ältester  Zeit  und  wurde  später  sehr  ausgebildet 
(z.B.  1^X11  =  38).  Auch  für  diese  Methode  finden  wir 
Analoga  unter  den  ältesten  babylonischen  Zahlzeichen. 
Auf  den  Tafeln  von  Tello  werden  nämlich  die  Zahlen  9,  8,  7, 
19,  18,  17  u.  s.  w.  als  10  —  1,  10  —  2,  10  —  3,  20  —  1  u.  s.  w. 
geschrieben*),  wie  es  in  Fig.  5,  Taf.  IX  dargestellt  ist;  das 
Zeichen  J*"  ist  dabei  als  lal  =  weniger  zu  lesen.  Da  diese 
Tafeln  aus  dem  Ende  des  dritten  Jahrtausend  v.  Chr.  stammen, 
so  liegen  zwischen  dem  Auftreten  dieser  subtractiven  Schreib* 
weise  in  Asien  und  dem  Erscheinen  derselben  Schreibweise  auf 
unserem  Dodekaeder  mindestens  1200  Jahre;  es  fehlen  jegliche 
verbindende  Zwischenglieder.  Eine  Uebertragung  von  einem 
Orte  zum  anderen  kann  daher  nicht  ohne  weiteres  behauptet 
werden.  Insbesondere  ist  eine  ähnliche  Bezeichnung  bei  den 
Aegyptern  nicht  üblich  gewesen ;  vielleicht  allerdings  kann 
das  auf  Taf.  V  an  erster  Stelle  gegebene  demotische  Zeichen 
für  4,  das  wir  als  3  -f-  1  auffassten,  auch  als  5  —  1  gelesen 
werden,  indem  der  links  stehende  verticale  Strich   die  Einheit, 


')  Vgl.  0.  Müller,  Die  Etrusker,  IT,  p.  318,  sowie  Corssen  a.  a.  0. 
Bd.  I,  p.  40  (wo  die  Zeichen  für  60  und  100  oflFenbar  durch  einen  Satz- 
fehler verwechselt  sind).  Nach  Mittheilung  des  Herrn  Collegen  Furt- 
wängler  ist  die  Lesung  des  Zeichens  auf  dem  Steine  sehr  unsicher. 

2)  Vgl.  Reisner  a.  a.  0.  (oben  p.  706). 


714  Sitzung  der  maih.-phys,  Glosse  vom  5.  DsMember  1896. 

der  schräg  stehende  Strich  mit  den  beiden  Punkten  (nach  Gu- 
lumne  a  und  b)  die  5  darstellt.  Jedenfalls  musste  sich  das  Be- 
dürfniss  zur  Anwendung  dieser  Schreibweise  besonders  da  geltend 
machen,  wo  zwischen  1  und  10  kein  selbststandiges  Zahlseichoi 
im  Gebrauche  war,  denn  eine  8  oder  9  durch  ebenso  viele  einzelne 
Striche  wiederzugeben,  war  ein  lästiges  Verfahren.  Die  Eixosker 
hatten  nun  ein  Zeichen  für  5  (nämlich  I  und  später  A);  es  ist 
daher  wahrscheinlich,  dass  sie  das  subtractive  Verfahren  toü 
einem  anderen  Volke  annahmen,  das  ein  besonderes  Zeichen  f&r 
5  nicht  anwendete.  Ein  solches  Volk  aber  waren  wieder  die 
Phöniker;  und  über  die  von  letzterem  im  Handelsverkehre  za 
den  ältesten  Zeiten  gebrauchten  Zeichen  sind  wir  nicht  unter- 
richet  (vgl.  p.  693).  Es  erscheint  daher  eine  Uebertragung  von 
Asien  nach  Oberitalien  nicht  unmöglich,  ist  aber  nicht  nach- 
weisbar. — 

Nach  dem  Vorgange  von  Mommsen  nimmt  man  in  der 
Kegel  an,  dass  von  den  Römern  die  Aspiraten  des  chalkidischen 
Alphabets  ^{x\  0  (*),  ®  (7O  als  ZiflFern  für  50,  100  und 
1000  verwendet  wurden^),  wobei  dann  V  und  X  unerklärt 
bleiben.  Schon  Friedlein ^)  hat  die  Gründe  geltend  gemacht, 
die  gegen  diese  Auffassung  angeführt  werden  können.  Der  Zu- 
sammenhang zwischen  den  etruskischen  und  römischen  ZiflTern 
ist  allgemein  anerkannt.  Da  wir  nun  die  ersteren  aus  dem 
ägyptischen  Systeme  erklärten,  so  sind  damit  auch  die 
letzteren,  wenigstens  die  Zeichen  für  5,  10  und  50  er- 
ledigt, nämlich  V,  X  und  |,  =  L-  Die  Zeichen  sind  hier 
auf  den  Kopf  gestellt,  was  daher  rühren  mag,  dass  die  alt- 
etruskischen  Inschriften  häufig  so  geschrieben  sind,  dass  die 
erste  Zeile  von  rechts  nach  links  läuft,  die  zweite  dann  von 
links  nach  rechts,  und  dass  in  der  zweiten  Zeile  gleichzeitig 
die  Buchstaben  verkehrt  stehen.  Die  uebertragung  etruskiseher 
Gultur  nach  Rom  bedarf  kaum  einer  Erklärung,   denn  in  der 

^)  Vgl.  Hübner,  Römische  Epigraphik  in  v.  Müller*s  Handbuch 
der  klass.  Alterthumswissenschaft.    Bd.  I,  2.  Aufl.,  p.  651. 

^)  Die  Zahlzeichen  und  das  elementare  Rechnen  der  Qriechen  and 
Römer  und  des  chiistlichen  Abendlandes,  Erlangen  1869,  p.  29. 
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Zeifc  der  Könige  sfcand  Rom  wiederholt  unter  etruskischer  Herr- 
schaft; Servias  Tnllius,  die  Tarquinier  und  Porsenna 
waren  etruskische  Fürsten,  die  Rom  unterjocht  hatten.^) 

Das  Zeichen  für  100  soll  in  ältester  Zeit  ebenfalls  mit  dem 
etruskischen  Zeichen  O  übereingestimmt  haben  ^);  ge wohnlich 
wird  dafür  der  Anfangsbuchstabe  von  centum  gebraucht,  ebenso 
für  1000  derjenige  von  mille.  Die  Tausende  werden  bezeichnet 
durch  Einfassen  der  betreffenden  Zahl  zwischen  verticale,  halb- 
kreisförmige Striche,  so  dass  das  Zeichen  für  1000  einem  (p 
ähnlich  nicht;  nochmalige  Einfassung  gab  dann  10,000;  drei- 
malige Einfassung  100,000.  Dies  Verfahren  erinnert  unwill- 
kürlich an  das  System  der  phönikischen  Ziffern,  in 
denen  das  Zeichen  für  100  entsteht,  indem  dasjenige  für  10 
zwischen  zwei  verticale  Striche  gesetzt  wird  (vgl.Taf.  IX,  Fig.  1). 
Nach  Friedlein  ist  auch  das  soeben  erwähnte  etruskische  Zei- 
chen für  100  durch  Einfassung  des  Zeichens  X  für  10  ent- 
standen ;  nur  haben  sich  die  beiden  halbkreisförmigen  Striche 
hier  zu  einem  vollen  Kreise  vereinigt.  Auf  diese  Weise 
liesse  sich  also  das  etruskische  Zeichen  für  100  aus 
dem  Systeme  der  Phöniker  erklären. 

Ein  horizontaler  Strich  über  einer  Zahl  verwandelt  dieselbe 
in  eine  entsprechende  Anzahl  von  Tausenden,  so  dass  z.  B. 
X  =  10,000  ist.  Setzt  man  diese  Zahl  zwischen  zwei  verticale 
Linien,  so  bedeutet  das  (nach  dem  phönikischen  Systeme) 
eine  Multiplication  mit  10;  es  ist  also  |X|  ==  100,000;  endlich 
wird  [x|  =  1,000,000. 

Für  500  theilt  Hübner  (a.  a.  0.)  ein  vereinzelt  vorkom- 
mendes Zeichen  mit,  das  aus  dem  ägyptischen  demotischen 
Zeichen  (vgl.  Taf.  VII)  entsteht,  wenn  mau  die  rechts  befind- 
liche Schleife  etwas  vergrössert  und  dann  links  und  rechts  (ent- 
sprechend der  veränderten  Richtung  der  Schrift)  vertauscht. 


*)  Vgl.  z.  B.  Corssen  a.  a.  0.  Bd.  1,  p.  416;  0.  Müller  a.  a.  0. 
Bd.  1,  p.  120;  Heibig,  Italiker  der  Po-Ebene,  p.  103. 

2)  Vgl.  0.  Müller  a.  a.  0.  Bd.  2,  p.  319.  Vgl.  dagegen  Hübner 
a.  a.  0. 
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Aus  den  ältesten  etruskischen  Zahlen,  und  somit 
aus  den  ägyptischen  und  phonikischen  Ziffern  lassen 
sich  die  Zahlzeichen  der  Romer  daher  ungezwungen 
ableiten. 

g  17.    üeber  gewisse  symbolische  Zeichen  ans  pr&- 
historischer^  bezw.  frtthhistorischer  Zeit. 

Wir  haben  die  auf  dem  Dodekaeder  und  auf  den  Stein- 
gewichten  youi  Monte  Loifa  vorkommenden  Zeichen  ohne  Ruck- 
sicht auf  etwaige  sonstige  gleiche  oder  ähnliche  Zeichen  be- 
handelt; denn  es  kam  darauf  an,  aas  diesen  Zeichen  allein, 
deren  Bedeutung  als  Ziffern  durch  das  Vorkommen  auf  Ge- 
wichten gesichert  war,  alle  nur  möglichen  Schlüsse  zu  ziehen. 
In  der  That  sind  auch  solche  Zeichen,  die  sicher  als  Ziffern 
zu  deuten  wären,  anscheinend  sonst  nicht  bekannt.  Wir  können 
aber  eine  grosse  Anzahl  ähnlicher  Zeichen  zusammenstellen, 
von  denen  es  sicher  ist,  dass  sie  aus  einer  Zeit  stammen,  aus 
der  wir  auch  das  Dodekaeder  datirten  (Anfang,  jedenfalls  erste 
Hälfte  des  ersten  Jahrtausends  y.  Chr.),  und  die  daher  unserer 
chronologischen  Annahme  zur  Stütze  dienen. 

In  erster  Linie  kommen  hier  die  Zeichen  auf  einzelnen 
Stücken  des  grossen  Bronze- Schatzes  von  S.  Francesco  in 
Betracht,  der  1877  in  Bologna  von  Zannoni  ausgegraben  wurde 
und  von  ihm  ausführlich  beschrieben  ist.^)  In  einer  mächtigen 
Urne  wurde  eine  grosse  Anzahl  von  Paalstäben  (Kelten),  Lanzen- 
spitzen, Fibeln,  Messern  etc.  gefunden,  im  Ganzen  1418  Eilc^. 
Die  Fundstücke  entstammen  meistens  der  Bronzezeit,  dehnen 
sich  aber  bis  in  den  Anfang  der  Eisenzeit  aus,  da  auch  einige 
Stücke  Eisen  nachgewiesen  wurden.*)  Die  Zeichen  sind  theik 
eingeritzt,  theils  beim  Guss  in  Relief  hergestellt.  In  Nr.  1  ^22, 
35,  38,  47  auf  Taf.  IX  (Fig.  6)  sind  einige  dieser  Zeichen  i«- 
producirt.     Die  Zeichen  Nr.  1  —  6  stellen  offenbar  Zahlen  dar; 


0  LaFonderia  di  Bologna,  2  Bde.  (Testo  und  Tavole),  Bologna  188S. 
^)  Vgl.  auch  Montel ins,  La  civilisation  primitive  en  Italic,  p.  84S, 
sowie  dessen  oben  (p.  672)  citirte  Arbeit. 
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in  Nr.  8  haben  wir  die  etruskische  50  (wenn  nicht  den  Bach- 
staben X)  vor  ans;  in  Nr.  9  erkennen  wir  dasselbe  Zeichen, 
das  uns  auf  einem  Gewichte  vom  Monte  Loffa  begegnete,  und 
das  wir  als  15  lasen;  Nr.  10  ist  die  Zahl  20;  Nr.  11  ist  wahr- 
scheinlich auch  eine  Ziffer  (20?),  da  dieselbe  auf  einem  Paalstabe 
zweimal,  auf  einem  anderen  fünfmal  wiederholt  ist.  In  Nr.  12 
und  13  erkennen  wir  dies  ägyptische  Zeichen  für  60,  das  wir 
auf  dem  Dodekaeder  nachzuweisen  yersuchten  (p.  668  f.).  Man 
konnte  hier  allerdings  auch  an  den  Buchstaben  E  denken  (zu- 
mal bei  dem  Zeichen  Nr.  12);  das  Zeichen  Nr.  14  ist  aber 
sicher  kein  Buchstabe,  sondern  die  hieratisch-ägyptische 
80  (vgl.  Taf.  VI);  und  dadurch  wird  es  wahrscheinlich,  dass 
auch  Nr.  13  eine  Zahl  (nämlich  60)  darstellt;  vielleicht  haben 
wir  auch  in  Nr.  4  nur  eine  flüchtige  Schreibweise  für  dieses 
Zeichen.  Nr.  15  ist  eine  Form  des  griechischen  Buchstaben  v. 
Nr.  16  und  17  könnte  man  als  30  lesen,  und  zwar  hätten  wir 
in  Nr.  17  eine  babylonische  30  (vgl.  Taf.  IX,  Fig.  2).  Endlich 
Nr.  35  und  38  liefern  uns  bezw.  die  etruskischen  Zeichen  für 
100  und  50.  Das  Stichen  Nr.  18  erinnert  an  die  Zahl  auf 
Fläche  Nr.  5  des  Dodekaeder,  die  uns  zweifelhaft  blieb.  Ausser- 
dem kommt  das  überall  in  prähistorischer  Zeit  verbreitete  Haken- 
kreuz (Svastica)  auch  hier  vor.  Einige  dieser  Zeichen  finden 
sich  auch  auf  anderen  oberitalischen  Funden  aus  Gräbern  oder 
Wohnstätten,  die  Zeichen  Nr.  7,  22,  50  z.  B.  in  den  Gräbern 
von  Benacci.  Zannoni  (a.  a.  0.  p.  114  ff.)  versucht  ein  »um- 
briches*'  Alphabet  aus  ihnen  zu  construiren.  Einige  derselben 
dürften  indessen  durch  unsere  Untersuchungen  als  Zahlzeichen 
nachgewiesen  sein;  zumal  das  Auftreten  der  ägyptischen  80 
spricht  für  diese  Interpretation. 

Aus  den  etwas  jüngeren  Gräbern  von  Certosa  scheinen 
ähnliche  Zeichen  nicht  bekannt  zu  sein.^)  Nur  auf  einem  Thon- 
scherben  finde  ich  das  Zeichen  Nr.  50  und  zwar  abgebildet  bei 

')  In  den  Gräbern  von  Golasecca  (vgl.  oben  p.  675)  finden  sich  die 

etruskischen  ZifiPern,  Nr.  5,   Nr.  6  und  Nr.  8,  ausserdem  das  Zeichen  37 

(vgl.  unten),  das  auch  als   Buchst-abe  im  etruskischen   Alphabete   vor- 
kommt. 
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Zannoni^)  auf  Taf.  136  aus  einem  Grabe  seiner  dritten  Periode, 
in  dem  auch  eine  sogenannte  Scblangenfiebel  gefunden  wurde, 
das  demnach  etwa  in  das  6.  oder  7.  Jahrhundert  y.  Chr.  zu 
setzen  ist  (vgl.  oben  p.  673  f.).  In  den  Gräbern  von  Este  findet 
sich  wiederholt  das  Zeichen  Nr.  44  auf  kleinen  omamentiTten 
Thon-Pyramiden*);  dasselbe  Zeichen  gilt  bei  den  BabyliHiiem 
als  Symbol  der  Gottheit,  ein  ähnliches  als  Zeichen  für  den  Grad 
bei  der  Kreistheilung.') 

Das  Vorkommen  von  Nr.  50  auf  einem  Thonscherben  lässt 
vermuthen,  dass  solche  Ziffern  öfter  auf  Yasen  angebracht 
wurden.  In  der  That  findet  sich  dasselbe  Zeichen  auf  zwei 
etruskischen  Vasen  aus  Caere  im  Berliner  Äntiqnarium*);  ebenso 
die  Zeichen  Nr.  17  auf  einer  Vase  aus  Vulci  (ib.  Nr.  1808); 
Nr.  6  verbunden  mit  38  auf  einer  anderen  etruskischen  Vase 
(ib.  Nr.  1840);  Nr.  38  zusammen  mit  Nr.  5  (also  zu  lesen  als 
55  oder  als  60)  auf  einer  Vase  aus  Vulci  (ib.  1879).  Diese 
Beispiele  lassen  sich  beliebig  vermehren;  es  ist  mir  indessen  un- 
möglich, auf  die  sich  darbietenden  Fragen  jetzt  näher  einza- 
gehen.  Dass  wir  es  hier  mit  etruskischen  Vasen  zu  thun 
haben,  gibt  eine  neue  Bestätigung  dafGr,  dass  anch  die 
Gewichte  und  das  Dodekaeder  vom  Monte  Loffa  den 
Etruskern  (bez.  Rätern)  zugeschrieben  werden  müssen. 

Ziffern  wurden  auch  auf  griechischen  Vasen  häufig  am 
Boden  derselben  angebracht  (eingekratzt).  R.  Schöne  hat  sich 
mit  der  Bedeutung  derselben  beschäftigt');  darnach  geben  die 
Zahlen  an,  wie  viele  Gefässe  einer  Serie  für  einen  bestimmten 
Preis  zu  verl^aufen  waren,  z.  B.  xQarfJQeg:  PI:  rijurj:  FFFh, 
6  Kratere,  Preis  4  Drachmen.  Eine  ähnliche  Bedeutung  mag 
auch  den  Zahlen  auf  den  etruskischen  Vasen  zukommen,  ebenso 


1)  Scavi  della  Certosa  di  Bologna.  1876. 

*)  Vgl.  Pauli,  Altitalische  Forschungen,  Bd.  3,  p.  43. 

«)  Vgl.  Cantor  a.  a.  0.  p.  89  f. 

*)  Nr.  1713  und  1714  in  dem  von  Purtwängler  herausgegebenen 

Cataloge. 

^)  Commentationes  philologicae  in  honorem  Theodori   Mommseni, 

Berlin,  1877,  p.  649. 
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den  Zeichen  auf  den  Bronzen  des  Schatzes  von  S.  Fran- 
cesco. Letztere  Bemerkung  hat  wenigstens  theilweise  Oiltig- 
keit;  andere  Zeichen  sind  vielleicht  nur  Fabrikmarken^),  viel- 
leicht auch  Eigenthumsmarken  (zumal  wo  Buchstaben  einge- 
ritzt sind). 

Hervorzuheben  ist  eine  besondere  Klasse  von  Grab-Urnen, 
die  sogenannten  Hausurnen;  sie  sind  ebenfalls  etruskisch  und 
stammen  aus  den  Anföngen  der  Eisenzeit,  wie  durch  die  in 
ihnen  gefundenen  Fibeln  bewiesen  wird.  An  einer  Oeffiiung  im 
Dache^)  findet  sich  wiederholt  das  Zeichen  Nr.  31  und  32,  das 
an  Nr.  12  bezw.  13  (ägyptisch  60)  erinnerte.  Auch  das  ent- 
sprechende Zeichen  mit  4  Strichen  kommt  vor  (ägyptisch  80). 
MogUch  ist  es,  dass  diese  Striche  keine  Zahlen  darstellen,  son- 
dern einen  Theil  der  Dachconstruction  wiedergeben.  Jedenfalls 
ist  es  nicht  auffällig,  wenn  die  Zahl  60  in  symbolischer  Be- 
deutung vorkommt;  ist  sie  doch  die  Grundzahl  des  babylonischen 
Zahlensystems,  wurden  doch  z.  B.  60  babylonische  Hauptgott- 
heiten verehrt,  denen  die  Zahlen  zugeordnet  waren.^)  Uebrigens 
nicht  nur  diese  Zeichen  erinnern  an  Aegypten,  sondern  auch 
die  Hausurne  als  solche;  denn  schon  im  alten  und  mittleren 
Reiche  wurde  oft  den  Sarcophagen  die  Gestalt  von  Häusern 
gegeben.*) 


0  Auf  griechischen  Vasen  sind  Fabrikmarken  mehrfach  nach- 
gewiesen; vgl.  F.  Becker,  Jahn -Fleckeisen 'a  Jahrbücher  für  Philologie, 
4.,  5.  und  10.  Suppl.-Bd.,  örundmann,  ib.,  17.  Suppl.-Bd. 

*)  Vgl.  die  Abbildung  zweier  solcher  Urnen  bei  Virchow:  Zeit- 
schrift für  Ethnologie,  Bd.  XV,  p.  321  ff.  und  die  eingehende  Besprechung 
in  den  Monatsberichten  der  Berliner  Akademie,  1883. 

3)  Vgl.  Cantor  a.  a.  0.  p.  86. 

*)  Vgl.  Erman  a.  a.  0.  p.  244,  Perrot  et  Chipiez  a.  a.  0.  1. 1, 
p.  188  f.  Auch  in  Deutschland  sind  Hausumen  gefunden,  selbst  in  Bom- 
holm  und  vielleicht  auch  in  Ostpreussen  (vgl.  Heydeck,  Sitzungsberichte 
der  Alterthumsgesellschaft  Prussia,  Heft  19,  Taf.  X).  Sie  haben  sich  also 
ebenso  wie  das  Spiral-Ornament  (vgl.  oben  p.  686  f.  Anm.)  von  Aegypten 
über  Oberitalien  nach  Norden  verbreitet,  vielleicht  auf  demselben  Wege, 
den  auch  die  in  Westpreussen  so  zahlreichen,  auch  bis  Ostpreussen  ver- 
breiteten Gesichta-Umen  (bei  denen  nur  die  Mittelglieder  aus  Deutsch- 
land fehlen  und  für  die  vielleicht  ein  -/weiter  Weg  über  Hissarlik  führte) 
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Ausserdem  finden  sich  auf  den  Hausurnen  andere  Zeichen, 
die  theilweise  wohl  nur  ornamentalen  Charakter  tragen,  Üieil- 
weise  an  die  Formen  pkönikischer  Buchstaben  erinnern,  so  das 
Zeichen  ^,  ferner  Nr.  33  und  38  in  Fig.  6,  Taf.  IX,  Toa 
denen  ersteres  als  phönikisches  ^,  letzteres  als  phonikisches  \ü^) 
oder  als  etruskische  50  aufgefasst  werden  kann.  Virchow 
vergleicht  diese  Ornamente  mit  denen  auf  gewissen  Qefassen 
von  Hissarlik.  Wir  können  diesen  Yeigleich  verallgemeineni, 
indem  wir  die  Ornamentik  der  Hausurnen  als  eine  be* 
sondere  Anwendung  derjenigen  symbolischen  Zeichen 
(incl.  Ziffern)  auffassen,  die  zu  Anfang  der  Eisenzeit 
überall  verbreitet  waren. 

Mit  den  Etruskern  hängen  endlich  auch  die  »ernannten 
Steinmetz-Zeichen  auf  der  Servianischen  Mauer  von  Rom 
zusammen,  denn  dieselbe  wurde  (wenigstens  theilweise)  zu  einer 
Zeit  errichtet,  wo  Rom  unter  etruskischer  Herrschaft  sfcand; 
ähnlich  ist  es  mit  den  analogen  Zeichen  auf  den  Mauern  von 
Pompeji,  denn  auch  diese  Stadt  war  lange  (wie  ganz  Campanien) 
den  Etruskern  unterworfen.*)  Abgesehen  von  Buchstaben  kommen 


gewandert  sind;  bei  letzteren  sind  die  Anklänge  an  ägyptische  Kultur 
in  der  Ornamentik  noch  deutlicher,  wie  schon  Berendt  hervorgehoben 
hat  (Schriften  der  physikalisch-ökonomischen  Gesellschaft  in  EöuigHber^, 
Bd.  18,  1872;  vgl.  auch  Tischler,  Correspondenzblatt  der  deutschoi 
anthrop.  Qesellsch.  1890,  p.  135). 

1)  Vgl.  Schröder,  a.  a.  0.  Taf.  A,  p.  76.  Noch  grösser  ist  die 
Aehnlichkeit  des  erstcren  Zeichens  mit  einem  (auf  Taf.  IX  nicht  repro- 
ducirten)  Zeichen  auf  einer  Vase  aus  Kreta  (Evans  a.  a.  0.  p.  279). 

^)  Die  von  verschiedenen  Gelehrten  gesammelten  Zeichen  dieser  Art 
sind  zusammenfassend  bearbeitet  von  0.  Richter:  üeber  antike  Stein- 
metzzeichen, 25.  Programm  zum  Winkelmannfeste,  Berlin  1885.  Derselbe 
erkennt  zwar  den  etruskischen  T^harakter  mancher  Zeichen  an,  schliesst 
aber  aus  dem  quadratischen  Charakter  der  Schrift  (P,  E,  H,  N,  T). 
dass  die  Mauer  aus  jüngerer  Zeit  herrühren  müsse.  Der  Schlnaa  wiixl 
unsicher,  wenn  man  bedenkt,  dass  es  gar  nicht  feststeht-,  ob  mit  diesen 
Zeichen  die  uns  bekannten  Buchstaben  gemeint  sind ;  einige  können  (wie 
bemerkt)  als  Zahlen  gedeutet  werden;  andere  sind  vielleicht  willkürlich 
erfundene  Marken  (wie  das  Pentagramm).  In  Betreff  des  Alters  der 
Servius- Mauer  vgl.  auch  Heibig,  Italikor,  p.  46. 
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auf  den  Quadern  der  Servianischen  Mauer  z.  B.  vor:  die 
Zeichen  Nr.  6  (=  10  oder  20),  Nr.  42  (==  phönik.  20),  Nr.  47 
(=phönik.  10),  Nr.  7,  Nr.  8  und  Nr,  13  (=60,  vielleicht 
Buchstabe  £  oder  phönikisch  ü).  Ferner  auf  den  Mauern 
von  Pompeji:  Nr.  26,  Nr.  8  mit  einem  Querstriche  am  oberen 
£nde,  Nr.  41,  Nr.  9  (dem  wir  auf  etruskischen  Vasen  und  dem 
einen  Gewichte  vom  Moute  Loffa  begegneten),  Nr.  32  (vgl.  die 
Hausumen),  Nr.  44  (vgl.  die  soeben  erwähnten  Thon-Pyramiden 
von  Este),  Nr.  45,  Nr.  5,  Nr.  43  (das  weiter  unten  zu  be- 
sprechende Pentagramm,  vgl.  §  20),  Nr.  14  (der  phonikische 
Buchstabe  *)),  Nr.  36  (worauf  wir  sogleich  zurückkommen), 
Nr.  38  (etruskisch  50).  Einige  dieser  Zeichen  finden  sich  auch 
in  Perugia  und  in  anderen  itaUeniscben  Orten.  Manche  mögen 
die  Bedeutung  von  Zableu  wirklich  gehabt  haben,  indem  sie 
die  Anzahl  der  von  demselben  Lieferanten  beschafften  Quader 
angeben.  Andere  haben  nur  die  Bedeutung  von  Fabrikmarken 
der  betr.  Lieferanten,  so  besonders  die  Buchstaben. 

Die  von  uns  erwähnten  Zeichen  deuten  theils  nach  Ober- 
Italien,  theils  auf  die  Phöniker;  bei  letzteren  waren  solche 
Steinmetzzeichen  sicher  in  Gebrauch,  denn  phonikische  Buch. 
Stäben  finden  sich  sowohl  auf  den  karthagischen  (?)  Mauern  vom 
Eryx  in  Sicilien^),  als  auf  denen  von  Taraco  in  Spanien^);  auf 
letzteren  insbesondere  wieder  die  Zeichen  Nr.  34  (=  *)),  Nr.  13, 
Nr.  15,  Nr.  5 ;  ausserdem  auch  Nr.  26,  das  wir  schon  auf  den 
Mauern  von  Pompeji  sahen  und  das  andererseits  auf  einer  Vase 
mit  phönikischer  Inschrift  aus  Panormus')  angebracht  ist. 

Die  Ansichten  über  die  Datirung  der  fraglichen  Bauwerke 
scheinen  noch  weit  auseinander  zu  gehen;  die  Mauern  sind 
wahrscheinlich  jünger  als  die  Bronzen  von  S.  Francesco,   ge- 


1)  Vgl.  Perrot  et  Chipiez,  t.III,  p.96u.334ff.  und  Richter  a.a.O. 

3)  Vgl.  Hübner,  Hermes,  Bd.  I,  1866,  p.  75. 

*)  Vgl.  Schröder  a.  a.  0.  p.  21.  Dasselbe  Zeichen  findet  sich  z.B. 
als  Buchstabe  E  a\if  Vasen  von  Sikyon  (vgl.  Kretschmer,  Die  griechi- 
schen Vaseninschrifben,  Gütersloh  1894,  p.  51)  als  Buchstabe  s  in  nord- 
etruskischen  Inschriften  (vgl.  Pauli,  Altitalische  Forschungen  II,  p.  50, 
58,  08,  88  und  III,  p.  161). 
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hören  also  in  eine  Zeit,  für  welche  der  phonikische  Einfluss  in 
Italien  allgemein  anerkannt  wird^),  und  sind  deshalb  fQr  unsere 
Untersuchung  über  die  Herkunft  der  Zeichen  vom  Monte  Loffii 
von  geringerem  Interesse;  sie  geben  uns  nur  (ebenso  wie  ihr 
Vorkommen  auf  etruskischen  Vasen)  Aufschlass  darüber,  daas 
dieselben  Zeichen  durch  Jahrhunderte  in  Gebrauch  waren,  wenn 
sie  dabei  auch  ihren  Werth  als  ZifiFern  theilweise  einbUsskoi 
und  eine  nur  symbolische  Bedeutung  annahmen.  Solche  Stein- 
metzzeichen kommen  sogar  noch  in  der  Eaiserzeit  ror^),  z.  B. 
am  römischen  Thore  in  Trier  und  am  Flayischen  Amphitheater 
in  Rom,  hier  allerdings  meist  Buchstaben  des  späteren  römisch«! 
Alphabets.  Zahlreich  werden  sie  dann  wieder  an  den  Bauten 
des  Mittelalters,  wo  jeder  Steinmetz  die  von  ihm  bearbeiteten 
Stücke  mit  seinem  Zeichen  markirte.*) 

Weit  älter  als  unser  Dodekaeder  sind  andererseits  die 
theilweise  entsprechenden  Zeichen  aus  dem  mjkenischen  und 
ägyptischen  Gulturkreise.*)  Es  kommen  hier  erstens  die  v<mi 
Petrie  in  Kahun  und  Gurob  (Aegypten)  gefundenen  Topf- 
scherben aus  der  Zeit  der  12.  Dynastie  (ca.  2000  t.  Chr.)  io 
Betracht,  dann  die  von  Bliss  in  Tell-el-Hesy  gesammelten 
Scherben  von  ca.  1500  v.  Chr.,  endlich  analoge  Reste  aus  Cypem 
und  von  den  Inseln  des  ägäischen  Meeres,  bezw.  aus  dem  Pelo- 
ponnes.     Wir  wollen  kurz 

mit  1  die  ägyptischen  Funde, 
„  II  ,  Funde  aus  Cypern, 
,    ITI    ,        9         ,    Mykene,  Kreta  etc. 

bezeichnen.     Dann   haben    wir  für  die  häufigsten  Marken   fol- 
gende Zusammenstellung: 

Die  Zeichen  Nr.  5,  6,  7,  20  und  38  finden  sich  auch  hier 

^)  Vgl.  oben  p.  694,  ferner  Perrot  et  Chipiez,  t  III,  p.  862  ff. 

*)  Vgl.  Hüb n er,  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie,  1864,  p,  97. 

^)  Riiha,  Mittkeilungen  der  k.  k.  Central-Commission  rar  Erfor 
schung  und  Erhaltung  der  Kunst-  und  historischen  Denkmäler,  Jahrg.  IX, 
Npuo  Folge,  Wien  1883. 

*)  Vgl.  Evans  a.  a.  0.  p.  349  fp. 
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überall;  Nr.  13  in  II  und  III,  ausserdem  auf  dem  Dodekaeder, 
den  Bronzen  von  S.  Francesco,  den  Mauern  yon  Rom ;  Nr.  23 
in  II,  Nr.  24  in  III  und  auf  einem  Gewichte  vom  Monte  Loffa 
(=20);  Nr.  25  in  I,  II  und  III  (vgl.  oben);  Nr.  26  desgL, 
ferner  auf  den  Mauern  von  Pompeji  und  Taraco ;  Nr.  27  und 
28  in  I,  II,  III;  Nr.  29  in  11  und  III,  verwandt  mit  Nr.  13, 
30  und  32;  Nr.  36  in  II,  III  und  in  Pompeji,  damit  verwandt 
Nr.  37  in  II  und  III;  Nr.  39  in  HI;  Nr.  46  in  II,  III  und  als 
Steinmetz-Zeichen. 

Wir  sehen  so,  dass  jede  Gruppe  von  Zeichen  einige  auf- 
weist, die  ihr  eigenthümlich  zu  sein  scheinen,  während  andere 
auch  in  einer  chronologisch  späteren  Gruppe  ebenfalls  auftreten. 
Dieser  Umstand  bestärkt  uns  in  der  Annahme,  dass  eine  lieber- 
tragung  von  einer  Gruppe  zur  anderen  stattgefunden  habe  und 
dass  es  sich  nicht  um  zufällige  Uebereinstimmungen  handle, 
dass  demnach  die  Entwicklung  und  Verbreitung  dieser 
Zeichen  von  Osten  nach  Westen  eine  ganz  analoge  ge- 
wesen sei,  wie  die  der  Ziffern. 

Wenn  sich  die  Steinmetz -Zeichen  bis  ins  Mittelalter  fort- 
geerbt haben,  so  haben  sich  die  Eigenthumsmarken  (und  als 
solche  sind  die  eingeritzten  Zeichen  auf  den  Geräthen,  Urnen 
und  Bronzen  vielfach  aufzufassen)  bis  in  die  Gegenwart  er- 
halten. Als  Haus-  und  Hof-Marken  werden  derartige  Zeichen 
noch  heute  in  Ostfriesland,  in  Mecklenburg,  Schleswig-Holstein, 
in  den  kassubischen  Fischerdörfern  der  Insel  Heia  und  in  vielen 
Dörfern  von  Ostpreussen  gebraucht.*)  Neben  Buchstaben  kom- 
men aus  unserer  Tabelle  in  Fig.  6,  Taf.  IX,  z.  B.  vor:  Nr,  6, 
7,  19,  20,  26,  27,  28,  36,  37,  38,  39,  40,  41,  43,  44,  46. 

Ob  freilich  auch  hier  noch  von  einer  directen  Uebertragung 
die  Rede  sein  kann,  ist  mehr  als  zweifelhaft.  Man  wird  in 
dieser  Beziehung  um  so  weniger  an  einen  Zusammenhang  denken 
können,  wenn  man  schliesslich  analoge  Zeichen  als  Eigenthums- 
marken einerseits  hei  den  Negern  in  Lunda  (südlich  vom  Congo 

^)  Vgl.  Bezzonberger,  Sitzungsberichte  d.  Alterthumsgeaellschaft 
Prussia,  Heft  19,  Königsberg  1895,  und  ö.  Conrad,  ib.  Heft  20. 

47* 
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und  zwar  Nr.  48  und  49)  andererseits  bei  den  Ainos  in  Japan 
(Nr.  39  und  51)  beobachtet.*) 

Für  uns  lagen  allerdings  die  Verhältnisse  günstiger.  Wir 
schliessen  nicht  aus  diesen  Zeichen  auf  Beziehungen  zwischen 
den  alten  Gulturvölkem ;  sondern  wir  überzeugen  uns  nur,  daas 
das  Auftreten  und  die  Verbreitung  solcher  Marken  mit  den 
sonst  nachgewiesenen  Beziehungen  in  Uebereinstimmung  ist. 

Ergänzend  fügen  wir  eine  Liste  von  anderen  Orten  bei, 
wo  Steinmetzzeichen  gefunden  sind :  Tarent,  Tindari  in  Sicilien, 
Cumä,  Anagui  und  Castrimoenium  bei  Rom,  Olympia,  Hissarlik, 
Pergamon,  Samothrake,  Alexandria  (und  überhaupt  Aegypten), 
Persepolis,  Bisutun,  Damascus,  Afka,  Sidon,  Jerusalem  (hier 
auf  den  Substructionen  des  Tempels).  Auch  diese  Aufzahlung 
scheint  zu  bestätigen,  dass  es  sich  bei  den  Steinmetzzeichen  um 
eine  orientalische  (phönikisch- ägyptische)  Sitte  handelt.  Auf 
alle  diese  Zeichen  einzugehen,  war  mir  bisher  nicht  möglich.') 

Wenn  Brugsch  in  Bezug  auf  die  Steinmetzzeichen  Ton 
einem  geheimnissvoUen  Alphabete  spricht,  das  auf  einen  innem, 
uralten  Zusammenhang  der  Steinhauerzünfte  in  allen  Theileo 
der  alten  Culturwelt  hindeutet,  so  können  wir  jetzt  diesen  Aus- 
spruch auf  alle  die  verschiedenen  Gruppen  von  Zeichen  fiber- 
tragen, die  wir  behandelten,  nämlich :  1)  auf  den  Fanden  vom 
Monte  LofFa,  2)  auf  den  Bronzen  von  S.  Francesco  in  Bologna, 
3)  auf  etruskischen  Urnen  in  Certosa,  Vulci,  Caere  etc.^  4)  auf 
den  etruskischen  Hausumen,  5)  auf  den  Mauern  und  Tempel- 
bauten der  genannten  Orte,  6)  auf  den  Thonscherben  Yon  Tell- 


1)  Vgl.  Ratzel,  Völkerkunde,  Bd.  l,p.  (28)  u.  235.  Das  Zeichen  Nr. 48 
aus  Lunda  stellt  offenbar  eine  Eidechse  dar ;  ein  analoges  Zeichen  findet 
sich  auf  einem  Kupfer -Barren  unter  den  Alterthümem  von  Sardiniai 
(Perrot  et  Chipiez,  t.  IV,  p.  99).  In  Neu- Guinea  ist  es  noch  hent« 
Sitte  bei  den  Eingeborenen,  ihre  Töpferwaaren  mit  Handelsmarken  n 
versehen ;  jede  hervorragende  Töpferin  hat  ihr  besonderes  Stichen,  womit 
sie  ihr  Fabrikat  schützt;  vgl.  0.  Fi n seh,  Zeitschrift  für  Ethnologie, 
Bd.  14,  p.  576. 

^)  Vgl.  die  genaueren  Litteraturangaben  bei  Richter  und  Rxika 
a.  a.  0. 
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el-Hesy,  Kahun  und  Gurob  in  Aegypten,  7)  auf  verschiedenen 
Funden  aus  Gypern,  8)  auf  Thonscherben,  Skarabäen,  aus  Speck- 
stein geschnittenen  Stempeln  etc.  aus  der  mykenischen  Epoche. 

§  18.    Die  Bedeutung  der  etrnskischen  und  keltischen 

Polyeder. 

Abgesehen  von  ganz  elementaren  Formen,  wie  sie  durch 
die  babylonischen  Gewichte  in  Gestalt  des  Cubooktaeder  reprä- 
sentirt  werden,  haben  sich  bis  jetzt  im  Oriente  keine  Modelle 
regulärer  oder  verwandter  Körper  gefunden.  Wir  müssen  daher 
die  Entstehung  des  Dodekaeders  vom  Monte  Loffa  in  Ober- 
Italien  selbst  zu  erklären  suchen. 

Wir  dfirfen  hier  nicht  an  wissenschaftliche  Theorien  denken, 
denn  auch  im  mathematischen  Papyrus  der  Aegypter  finden  wir 
noch  nichts  über  reguläre  Körper,  sondern  nur  an  eine  praktisch 
erworbene  Kenntniss  von  der  Existenz  eines  von  Fünfecken  be- 
grenzten, nahezu  regulären  Körpers.  Ein  solcher  Körper  kommt 
nun  in  der  That  als  Krystallform  des  Pyrit  (Schwefelkies),  eines 
Eisenerzes,  vor.  Dieses  Mineral  krystallisirt  in  ausserordentlich 
vielen  verschiedenen  Formen  des  tesseralen  Systems^);  unter 
ihnen  bemerken  wir  einen  von  20  Dreiecken  begrenzten  Körper, 
der  nahezu  regulär  und  einem  regulären  Ikosaeder  äusserst 
ähnlich  ist,  ebenso  ein  von  12  symmetrischen  (nicht  genau  regu- 
lären) Fünfecken  begrenztes  Pentagon-Dodekaeder.  Obgleich 
nun  der  Schwefelkies  eines  der  am  allgemeinsten  verbreiteten 
metallischen  Mineralien  ist,  kommen  die  den  regulären 
Ikosaedern  und  Pentagon-Dodekaedern  gleichenden 
Pyrit-Krystalle  ausschliesslich  auf  Elba  und  in  den 
südlichen  nach  Piemont  ausmündenden  Thälern  der 
Alpen  (besonders  Traversella  und  Brosso)  vor;  und  Herr 
College  Groth  bestätigt  mir,  dass  auch  bis  heute  kein  an- 
derer Fundort  derartiger  Krystalle  bekannt  sei. 


*)  Vgl.  z.  B.  Naumann,  Elemente  der  Mineralogie,  8.  Auflage, 
Leipzig  1871,  p.  20  u.  669.  Genau  reguläre  IkosaMer  und  Dodekaeder 
können  bekanntlich  als  Krystalle  nicht  vorkommen. 
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Schon  in  sehr  früher  Zeit  wurde  auf  Elba  und  in  den  Alpeo 
Eisen  gewonnen.^)  Wenn  die  Eenntniss  vom  Dodekaeder  durch 
die  Erfahrung  zuerst  erworben  wurde,  so  konnte  diese  Kennt- 
niss  nirgends  anders  als  gerade  in  Oberitalien  zuerst 
auftauchen.  Wenn  nun  andererseits  thatsachlich  ein  Dodekaeder- 
Modell  aus  den  Anfingen  der  Eisenzeit  in  Oberitalien  gefunden 
wurde,  so  ist  dessen  Bedeutung  evident:  Das  Eisen  hatte  jeden- 
falls in  der  ersten  Zeit  seines  Bekanntwerdens  einen  sehr  hohen 
Werth;  nichts  natürlicher,  als  dass  man  dem  so  selt- 
sam regelmässig  geformten  Minerale,  das  dieses  hoch 
geschätzte  Metall  enthielt,  eine  Art  besonderer  Ver- 
ehrung zollte,  oder  ihm  eine  besondere  symbolische 
Bedeutung  beilegte.  Wenn  die  Flächen  dieses  Dodekaeders 
mit  Ziffern  bedeckt  sind,  so  wird  diesen  vielleicht  eine  ähnliche 
Bedeutung  zukommen  (vgl.  §  20). 

Diese  Art  der  Verehrung  des  Dodekaeders  muss  von  den 
piemontesischen  Alpen thälem  oder  von  Elba  ausgegangen  sein 
und  mag  sich  von  dort  einerseits  nach  Osten  (Monte  Loffia)  zu 
den  Etruskem,  andererseits  nach  Norden  zu  den  rätischen  (eben- 
falls etruskischen)  und  keltischen  Völkern  der  Schweiz  and 
(weit-er  westlich  und  nordlich)  Galliens  verbreitet  haben.  Da- 
durch fände  dann  auch  das  Auftreten  der  in  §  2  be- 
sprochenen Dodekaeder  in  Gallien  seine  Erklärung. 
Andererseits  wissen  wir,  dass  die  Technik  der  Bearbeitung  des 
Eisens  zuerst  von  den  Kelten  zu  grosser  Vollkommenheit  ge- 
bracht wurde;  ging  doch  von  ihnen  die  sogenannte  La-Tene- 
Cultur  aus.  Es  ist  daher  erklärlich,  wenn  dem  Dodekaeder  in 
Gallien  und  der  Schweiz  seine  symbolische  Bedeutung  länger 
erhalten  blieb,  als  in  Ober -Italien,  wo  in  der  Eisen -Technik 
bis  zum  Einbruch  der  Gallier  geringere  Fortschritte  gemacht 
waren. 

Das  Ikosaeder  von  Turin  (§  5)  mag  etwa  gleichaltrig  sein, 
und  ihm  mag  eine  ähnliche  Bedeutung  zukommen. 

Einzelne  Dodekaeder  wurden  allerdings  ausserhalb  Galliens 


*)  Vgl.  Nissen  a.  a.  0.  p.  867  f. 


F,  Lindemann:  Zar  Geschickte  der  Polyeder  eic.  727 

gefunden.  Solche  Verschleppungen  einzelner  Stücke  kommen 
auch  sonst  vor,  und  zwar  gerade  in  der  römischen  Epoche 
durch  Versetzung  von  Legionen,  die  sich  aus  dem  betreffenden 
Gebiete  rekrutirten.  So  erklärt  sich  z.  B.  das  Auffinden  einer 
sogenannten  Flügel-Fibel  (ein  provinzial-römisches  Erzeugniss 
aus  dem  2.  Jahrh.  n.  Chr.),  deren  eigentliche  Heimath  in  Nori- 
cum  zu  suchen  ist  und  der  ein  sehr  beschranktes  Verbreitungs- 
gebiet zukommt,  in  England  nachweislich  durch  Verlegung  einer 
römischen  Legion  aus  Noricum  nach  Britannien.^) 

Das  auf  Taf.  1  abgebildete  Dodekaeder  wurde  in  Windisch 
(West- Schweiz)  gefunden;  aus  demselben  Orte  stammen  die 
beiden  Schalen,  welche  in  Fig.  7  und  8  auf  Taf.  I  dargestellt 
sind.*)  Sie  zeigen  dieselbe  Technik,  wie  das  Dodekaeder;  die 
Schalen  bestehen  aus  einem  bronzenen  Gitterwerke,  das  mit 
Knöpfen  besetzt  ist.  Die  Zwischenräume  waren  wahrscheinlich 
mit  Email  ausgefüllt  (vgl.  das  oben  unter  Nr.  21  angeführte 
Dodekaeder).  Diese  Qeräthe  haben  offenbar  irgend  einem  Prunk- 
Zwecke  oder  einer  symbolischen  (religiösen?)  Handlung  gedient; 
daher  ihre  Aehnlichkeit  mit  dem  Dodekaeder  in  der  Technik. 
Das  erhaltene  Bronze -Qitterwerk,  sowie  die  ellipsoidische  (ge- 
nauer sphäroidische)  Gestalt  der  Schalen  erinnern  merkwürdig 
an  ein  aus  den  Pfahlbauten  von  Bourget  (Savoie)  stammendes 
Gefass.')  Dasselbe  ist  aus  Thon,  hat  sphäroidische  Gestalt  und 
ist  verziert  durch  Parallelkreise  und  Meridiane,  so  dass  ein  jenen 
Schalen  von  Windisch  ähnliches  Gitterwerk  entsteht.  Das  Ge- 
fäss  besitzt  drei  Oeffnungen,  eine  oben  und  zwei  an  den  Seiten. 
Jedenfalls  diente  es  also  zu  einem  ganz  besonderen  Zwecke ;  und 
es  liegt  die  Vermuthung  nahe,  dass  es  zu  ähnlichen  Handlungen 

*)  Vgl.  Hildebrand,  Antiquarisk  Tidskrift  för  Sverige,  Bd.  4, 
p.  150  f.;  Tiachler  in  dem  auf  p.  674  citirten  Werke  Meyer's  über 
Gurina. 

*)  Nach  den  von  Keller  a.  a.  0.  (oben  p.  630)  gegebenen  Ab- 
bildungen. 

^)  Vgl.  E.  Cantre,  Etndes  paleoethnologiques  dans  le  basin  du 
Rhone,  3  vol.,  Paris  1875 — 77;  mir  nur  bekannt  durch  den  Auszug  in 
den  Materiaux  pour  Thistoire  primitive  de  Thomme,  ann^e  14,  vol.  13, 
2.  Serie,  t.  9,  Toulouse  1878. 
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benutzt  warde,  wie  jene  mit  unseren  Dodekaedern  verwandten 
Schalen. 

Eine  analoge  Verehrung  mag  man  auch  anderen  mathe- 
matischen, in  gewissem  Sinne  regelmässigen  Körpern  zugewandt 
haben,  wodurch  dann  auch  die  Pyramide  von  Meclo  (§  8)  ihre 
Erklärung  fände.  Da  dem  Hakenkreuz  überall  eine  religiöse 
Bedeutung  beigelegt  wurde,  und  da  zusammen  mit  diesem  Haken- 
kreuz auf  keltischen  Bronzeblechen  ein  aus  zwei  sich  kreuzenden 
Parallelogrammen  bestehendes  Ornament  vorkommt^),  so  ist  es 
sicher,  dass  die  Kelten  an  geometrisch  regelmassigen  Figuren 
ein  besonderes  Gefallen  hatten  und  solchen  Figuren  eine  sym- 
bolische Bedeutung  beilegten. 

Bisher  wurden  die  Dodekaeder  theils  ftlr  Würfel  (wozu  sie 
aber  wegen  der  Knöpfe  an  den  Ecken  nicht  brauchbar  sind) 
gehalten*),  theils  für  Leeren,  d.  h.  Apparate  zum  Messen  von 
Rohren- Durchmessern  (wegen  der  verschiedenen  Grosse  der  OeflT- 
nungen,  die  sich  nicht  nach  einem  bestimmten  Systeme  abzu- 
stufen scheinen),  theils  für  Leuchter  (weil  man  im  Innern  eines 
Exemplares  Reste  von  Wachs  gefunden  hatte).  Nur  Graf  Hugo 
spricht  bereits  die  Yermuthung  aus,  dass  es  sich  um  Gerathe 
handle,  die  zu  einem  Gultus-Zwecke  gebraucht  wurden. 

Wozu  die  Löcher  dienten,  vermag  ich  nicht  anzugeben; 
vielleicht  waren  sie  mit  Email  ausgefüllt,  wie  nach  dem  oben 
(p.  631)  unter  Nr.  21  aufgeführten  Exemplare  zu  vermuthen 
ist,  vielleicht  mit  einer  anderen  Masse,  auf  der  Zahlen  (wie  auf 
dem  Exemplare  vom  Monte  LofPa)  eingegraben  waren.  Solche 
Zahlen  finden  sich  in  der  That  auf  dem  Dodekaeder  von  Bonn 
(vgl.  oben  p.  633,  Nr.  2) ;  es  ist  mir  indessen  nicht  gelungen, 
für  die  Anordnung  der  letzteren  Zahlen  einen  Grund  zu  finden. 

Die  Schlüsselloch  -  ähnliche  Form  der  einen  Oeffnung  an 
manchen  Exemplaren  (z.  B.  auch  an  dem  auf  Taf.  I,  Fig.  4 
abgebildeten)  mag  den  Zweck  gehabt  haben,  das  Dodekaeder  auf 
einem  Stabe  so  zu  befestigen,  dass  es  sich  nicht  drehen  konnte. 


1)  Vgl.  Bertrand,  Les  Geltes  et  lea  Gaulois,  p.  91,  Fifr.  49. 

2)  Vgl.  die  näheren  Angaben  bei  Conze  a.  a.  0. 
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Ueber  das  Alter  der  einzelnen  in  §  2  aufgezählten  Stücke 
lässt  sich  kaum  etwas  bestimmtes  sagen.  Der  allgemeine  Cha- 
rakter und  die  Technik  deuten  auf  die  La  T^ne- Periode,  was 
mit  den  vorliegenden,  meist  sehr  mangelhaften  Fundberichten 
gut  übereinstimmt.  Die  Dodekaeder  wurden  bis  in  die  Elomer- 
zeit  hinein  in  Gallien  gebraucht,  vgl.  oben  §  2,  Nr.  17. 

§  19.    Pythagoras. 

Was  war  nun  die  dem  Dodekaeder  beigelegte  symbolische 
Bedeutung  ?  Das  können  wir  den  Lehren  der  Pythagoräer  ent- 
nehmen. Wir  kehren  hiermit  zu  der  in  §  9  aufgeworfenen 
Frage  zurück. 

Es  ist  bekannt,  dass  die  Pythagoräer  jedem  regulären  Körper 
eine  symbolische  Bedeutung  beilegten;  dem  Hexaeder  (Würfel) 
war  die  Erde  zugeordnet,  dem  Tetraeder  das  Feuer,  dem  Octa- 
eder  die  Luft,  dem  Ikosaeder  das  Wasser;  das  Dodekaeder 
repräsentirte  das  alles  umfassende  Weltall  (oder  auch 
das  Atom  des  alles  umschliessenden  Äethers).  Cantor  hat  mit 
Recht  hervorgehoben  ^),  dass  hier  das  Dodekaeder  im  Gegensatze 
zu  den  anderen  Körpern  eine  besondere  Rolle  spiele:  es  macht 
den  Eindruck,  als  wären  die  vier  zuerst  bekannten  Körper  auf 
die  vier  Elemente  bezogen ;  als  man  dann  nachträglich  das  Do- 
dekaeder kennen  lernte,  wurde  für  ihn  eine  kosmische  Bedeu- 
tung erst  gesucht. 

Damit  stimmt  die  Erzählung  über  den  Pythagoräer  Hip- 
pasus. Derselbe  soll  zuerst  das  Pentagondodekaeder  der  Kugel 
eingeschrieben  und  veröffentlicht  haben ;  wegen  dieser  Gottlosig- 
keit (die  darin  bestand,  dass  er  die  Lehren  seines  Meisters  ver- 
bessern wollte)  sei  er  im  Meere  umgekommen.  Diese  Erzählung 
lehrt  uns  deutlich,  dass  Pythagoras  das  Dodekaeder  zwar 
gekannt  hat,  dass  ihm  aber  eine  mathematische  Con- 
struction  (Einbeschreibung  in  die  Kugel)  fehlte.^) 

1)  Vgl.  a.  a.  0.  p.  U9. 

^  Noch  für  Plato  hatte  (vgl.  Zell  er,  Geschichte  der  griechischen 
Philosophie,  Bd.  I,  p.  877)  die  Construction  des  Dodekaeders  gewisse  Schwie- 
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Cantor  macht  allerdings  diesen  Schlass  nicht;  er  beruft 
sich  vielmehr  darauf,  dass  das  Pentagramm  (Stemftuifeck, 
vgl.  Taf.  IX,  Fig.  6,  Nr.  43)  von  den  Pythagoräem  als  Erken- 
nungszeichen benutzt  wurde;  er  schliesst  daraus,  dass  das  regel- 
mässige ebene  Fünfeck  und  der  goldene  Schnitt  dem  Pytha- 
goras  bekannt  und  wahrscheinlich  von  ihm  entdeckt  ward,  und 
gewinnt  dadurch  eine  Stütze  für  die  Annahme,  dass  Pytha- 
goras  auch  das  Dodekaeder  zu  construiren  wusste.  Aber  diese 
Betrachtung  ist  nicht  entscheidend,  denn  das  Pentagramm  war 
wahrscheinlich  schon  früher  bekannt  und  wurde  schon  früher  als 
symbolisches  Zeichen  gebraucht.  Wenn  wir  dasselbe  auf  den 
Mauern  Pompeji^s  als  Steinmetzzeichen  fanden  (p.  721),  so  ist 
das  kein  sicherer  Beweis  für  das  Alter ;  das  Pents^amm  kommt 
aber  ausserdem  auf  einer  annähernd  zu  datirenden  Vase  aas 
Caere  vor,  bekannt  unter  dem  Namen  der  Aristonophos-Yase, 
welche  die  älteste  uns  erhaltene  Töpfer-Signatur  trägt  {Agiaro- 
vocpog  EJioioev),  Auf  der  einen  Seite  ist  die  Blendung  des  Po- 
lyphem  dargestellt,  auf  der  anderen  der  Kampf  zwischen  zwei 
Schiffen.  Die  Art  der  Darstellung  erinnert  an  die  mykenisehe 
Periode^);  der  Gegenstand  der  Darstellung  an  die  Grabstelen 
von  Pesaro,    die   auch  unter  mykenischem  Einflüsse   entstanden 

ligkeiten.  Auch  in  der  Neuzeit  scheint  deshalb  das  Dodekaeder  als  Sjm  * 
bol  höherer  mathematischer  Disciplinen  angewandt  zu  sein ;  so  erscheint 
es  (zusammen  mit  anderen  astronomischen  und  geographischen  Apparaten) 
im  Titelkupfer  des  Werkes  von  Bouguer  (worauf  mich  Herr  Geheim- 
rath  Oonze  aufmerksam  machte):  La  figure  de  la  terre,  d^terminee  par 
les  observations  des  Messieurs  Bouguer  et  de  la  Condamine,  Paris  1749. 
Aufßlllig  ist,  dass  hier  das  Dodekaeder-Modell  hohl  und  mit  runden  Oeff- 
nungen  in  den  Flächen  dargestellt  ist,  wie  bei  den  keltischen  Dodeka- 
edern. Auch  auf  dem  bekannten  Portrait  des  Johannes  Neudorf  er 
(Nürnberg  1561 ;  vgl.  Nr.  668  des  Katalogs  der  kgl.  älteren  Pinakothek, 
1898)  hält  der  Dargestellte,  welcher  seinem  Sohne  Unterricht  ertheilt, 
ein  Dodekaßder-Modell  in  der  Linken. 

*)  Nach  Furt wän gl  er,  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  1878: 
vgl.  im  üebrigen  die  näheren  Literatur  -  Angaben  bei  Eretschmer, 
a.  a.  0.  p.  10  f.  Abgebildet  ist  der  SchifPskampf  z.  B.  bei  v.  Hellwald. 
Kulturgeschichte  II.  Bd.,  4.  Aufl.,  p.  53,  die  Vase  zuerst  und  vollständig 
abgebildet  in  den  Monumenti  deir  Istituto  IX,  4. 
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sind  (vgl.  oben  p.  682);  die  ScbifFe  sind  ebenfalls  mit  einem 
Stachel  versehen.  Zwischen  den  beiden  Schiffen,  oberhalb  und 
unterhalb  derselben  befindet  sich  je  ein  Pentagramm;  und  zwar 
ist  dasselbe  nicht  später  eingeritzt,  sondern  ursprünglich  von  dem 
Verfertiger  der  Vase  beigefügt.  Der  Künstler  ist  sicher  ein 
Grieche  und  zwar  ein  Jonier;  die  Zeit  der  Anfertigung  fallt 
frühestens  in  das  7.,  spätestens  in  das  6.  Jahrhundert.  Pjtha- 
goras  ist  zwischen  540  und  510  nach  Italien  gekommen;  da 
aber  das  siebente  Jahrhundert  als  das  wahrscheinlichere  an- 
gegeben wird,  so  müssen  wir  annehmen,  dass  schon  vorher 
das  Pentagramm  in  ünteritalien  als  symbolisches  Zei- 
chen gebraucht  wurde,  dass  also  Pythagoras  es  vorfand 
und  wahrscheinlich  auch  die  Bedeutung  desselben  (nach  Cantor 
war  es  das  Symbol  der  Gesundheit)  beibehielt. 

Man  konnte  allerdings  denken,  dass  Pythagoras  das  Penta- 
gramm aus  Kleinasien  mitbrachte  und  dass  auch  die  Vase  von 
dort  nach  Caere  imporb'rt  sei.  Aber  das  wäre  nur  angängig, 
wenn  jenes  Zeichen  auf  anderen  griechischen  und  in  Griechen- 
land gefundenen  Vasen  aus  dem  7.  Jahrhundert  nachgewiesen 
wäre ;  das  ist  aber  meines  Wissens  bisher  nicht  der  Fall. 
Wir  kennen  das  Pentagramm  dagegen  von  den  Mauern  Pompeji's, 
wir  kennen  das  Fünfeck  bei  den  Etruskern  durch  das  Dodeka- 
eder vom  Monte  Loffa,  wir  wissen,  dass  Campanien  vor  den 
Griechen  durch  die  Etrusker  colonisirt  wurde;  wir  werden  daher 
schliessen,  dass  das  Pentagramm  eine  den  Etruskern  vertraute, 
besonders  allerdings  in  ihren  süditalischen  Niederlassungen  ver- 
breitete Figur  war,  und  dass  die  Aristonophos-Vase  in  Cam- 
panien (von  einem  Griechen)  angefertigt  wurde.*) 

Cantor  hebt  besonders  hervor,  dass  er  das  Fünfeck,  allge- 
meiner die  Fünftheilung  des  Kreises,  auf  ägyptischen  und  chal- 
däischen  Abbildungen  nirgends  gefunden  habe.  Auch  ich  habe 
vergebUch  darnach  gesucht;  nur  bei  den  Ornamenten  der  ägyp- 


*)  Da  man  sonst  keinen  Anhalt  hat,  die  Heimath  der  Vase  zu  be- 
stimmen, läset  sich  nach  Urtheil  des  Herrn  Collagen  Furtwängler 
gegen  diese  Annahme  sachlich  nichts  einwenden. 
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tischen  Brotformen  des  mittleren  Reiches^)  finde  ich  eine  FOnf- 
(auch  eine  Sieben-)  Theilnng  des  Kreises,  d.  h.  ein  aus  5  Punkten 
gebildetes  (nicht  ganz  reguläres)  FQnfeck.  Häufiger  ist  diese 
Figur  schon  in  den  Funden  von  Mjkenae,  und  zwar  kommt 
in  Betracht:  1)  ein  goldener  Knopf  (Scfaliemann,  Mykenae^ 
p.  304,  Fig.  418),  wo  das  Fünfeck  aber  sehr  unregelmässig  aus- 
gefallen ist,  2)  zwei  Ornamente  auf  einem  goldenen  Diademe, 
ib.  p.  215,  Fig.  218,  3)  eine  Zehntheilung  des  Kreises  (aller- 
dings auch  sehr  unregelmässig)  auf  einem  Ornamente  an  einem 
Goldbande,  ib.  p.  346,  Fig.  459,  4)  desgl.  auf  einem  goldenen 
Diademe,  ib.  p.  264,  Fig.  337,  5)  desgl.  auf  einer  Top&cherbe, 
ib.  Taf.  XXI,  Fig.  204.  Jedenfalls  war  hiernach  das  Fünfeck 
schon  in  der  mykenischen  Epoche*)  dem  Handwerker  eine  ge- 
läufige Figur,  wenn  er  es  auch  nicht  nach  mathematischen 
Regeln  zu  zeichnen  wusste;  das  Vorkommen  des  Pentagramms 
(des  Systemes  der  Diagonalen  im  Fünfecke)  in  sehr  früher  Zeit 
wäre  daher  nicht  besonders  aufföUig. 

Auch  in  Oberitalien  kommt  das  Fünfeck  in  ähnlicher  Weise 
vor.  Die  Räder  der  Streitwagen')  haben  auf  ägyptischen  und 
babylonischen  Darstellungen  in  der  Regel  6  oder  8  Speichen, 
auf  den  ältesten  griechischen  Darstellungen  (Grabstelen  Ton 
Mykenae  und  Di pylon- Vasen)  in  der  Regel  4  oder  8  Speichen.*) 


1)  Vgl.  Er  man  a.  a.  0.  p.  269. 

^)  Nicht  in  Betracht  kommt  hier  das  als  Pempobolon  bezeichnet« 
fünfzackige  Geräth  (Heibig,  homerisches  Epos,  p.  258);  denn  dabei  han- 
delt es  sich  um  ein  Sechseck,  an  dessen  sechster  Ecke  der  Stiel  des  Ge> 
räthes  befestigt  ist. 

^)  Vgl.  die  Abbildungen  bei  Heibig  a.  a.  0.  p.  92  ff. 

*)  Dem  vierspeichigen  Rade  (Taf.  IX,  Fig.  6,  Nr.  35)  muss  in  der 
Hallstatt-Periode  eine  ganz  besondere  Bedeutung  beigelegt  worden  sein: 
denn  kleine  Metallr&der  sind  wiederholt  in  Gräbern  von  Mykenae  und 
Italien  gefunden  (vgl.  Schliemann  a.  a.  0.  p.  88  und  285;  Heibig. 
Italiker  etc.,  p.  123;  andererseits  z.  B.  die  etruskische  Aschenkister  abge- 
bildet bei  V.  Hell  wald  a.  a.  0.  p.  185)-  Auch  auf  etmskischen Münzen  und 
Grabstelen  erscheint  das  Rad  und  hat  sich  nach  Norden,  z.  B.  nach 
Dänemark  verbreitet,  vgl.  v.  Schulenburg,  Zeitschrift  für  Ethnologie. 
Bd.  15,  p.  427. 
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Auf  der  Situla  von  Watsch  und  auf  der  Situla  Amoaldi  (Bo- 
logna) kommt  indessen  je  ein  Wagen  mit  fünfspeichigen 
Bädern  vor.  Das  wird  uns  nicht  merkwürdig  erscheinen,  wenn 
wir  annehmen,  dass  das  Pentagon -Dodekaeder  bei  den  Nord- 
etruskem  eine  besondere  Verehrung  genoss  und  so  das  Fünfeck 
eine  allen  geläufige  Figur  war. 

Was  aber  die  Stellung  des  Pythagoras  zum  Dodekaeder 
angeht,  so  sind  auch  vorstehende  Erwägungen  nicht  entscheidend ; 
sie  unterstützen  nur,  zusammen  mit  den  Erörterungen  in  §  18, 
die  Richtigkeit  der  historischen  Deberlieferung.  Alexander 
Polyhistor  (Beginn  des  1.  Jahrb.  y.  Chr.)  berichtet  nämlich, 
dass  Pythagoras  von  den  Qalliem  und  den  Bramanen  gelernt 
habe;  Jamblichus  erzählt  analoges  in  Betreff  der  Kelten  und 
Iberer.  Zeller^)  deutet  diese  Nachricht  dahin,  dass  Pytha- 
goras die  Lehre  von  der  Seelenwanderung  aus  Oallien  em- 
pfangen habe. 

Wir  werden,  da  das  Dodekaeder  in  Oberitalien  natürlicher 
Weise  zuerst  Beachtung  fand  (zusammen  mit  dem  Ikosaeder  als 
Chrystall-Form  des  Schwefelkieses,  vgl.  §  18)  und  da  Nach- 
bildung solcher  Dodekaeder  (zu  religiösen  Zwecken?)  auch  in 
Gallien  üblich  war,  vielmehr  annehmen,  dass  Pythagoras  ge- 
rade mit  dem  Dodekaeder  darch  die  Gallier  bekannt 
wurde;  er  kannte  die  Figar  also  aus  der  Anschauung,  ohne 
sie  zu  construiren.  Dadurch  wird  auch  die  obige  Erzählung 
über  seinen  Schüler  Hippasus  verständlich. 

Uebrigens  ist  bemerkenswerth,  dass  auch  das  Pentagramm 
sich  in  späterer  Zeit  bei  den  Galliern  findet,  und  zwar  auf  den 
Münzen  altgallischer  Fürsten,  z.  B.  auf  einer  Silbermünze  mit 
der  Aufschrift  Aieula  und  (auf  der  anderen  Seite)  Vlatos  mit 
einem  Stier  und  dem  Pentagramm^),  ferner  auf  den  von  Mionnet 


*)  Geschichte  der  griechischen  Philosophie,  p.  277. 

*  Vgl.  Grftsse,  Handhuch  der  alten  Numismatik,  Leipzig  1864, 
abgebildet  auf  Taf.  XI,  und  Mionnet,  Description  de  m^ailles  antiques, 
Paris  1806,  t.  1,  p.  86,  Nr.  13.  Weitere  Münzen  habe  ich  noch  nicht 
vergleichen  können,  da  ich  erst  während  des  Druckes  der  vorliegenden 
Arbeit  durch  Zufall  auf  eine  solche  Müuze  aufmerksam  wurde. 
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unter  Nr.  9,  11,  24  (a.  a.  0.  p.  85  ff),  44,  88,  137  (ibid. 
p.  91  u.  95)  aufgeführten  gallischen  Münzen,  ausserdem  aber 
auch  auf  einer  EupfermQnze  aus  Nuceria  (Gampanien,  Grässe 
a.  a.  0.  Taf.  54,  Nr.  9).  Die  gallischen  Münzen  sind  Üieils 
unter  massiliotischem  Einflüsse,  theils  («was  immer  seltsam 
bleibt'^)  als  Nachbildungen  campanisch -römischer  Münzen  ge- 
prägt.^) Das  Auftreten  des  Pentagramm  scheint  diesen  Zusammen- 
hang wieder  zu  bestätigen ;  er  wird  vielleicht  TerstandUch,  wenn 
man  sich  die  Etrusker  als  Vermittler  denkt;  sie  beherrschten 
einerseits  Campanien,  andererseits  Ober-Italien;  die  Nordetruaker 
in  der  Schweiz  waren  unmittelbare  Nachbarn  der  keltischen 
Stämme;  letztere  nahmen  von  ihnen  die  Schrift  an,  wie  zahl- 
reiche gallische  Münzen  mit  etruskischer  Legende  beweisen. 
Auch  das  Symbol  des  Dodekaeders  verbreitete  sich  (§  18)  von 
den  Alpenthälem  in  Piemont  aus  nördlich  und  westlich  zu  den 
Galliern,  um  dort  länger  in  Gebrauch  zu  bleiben,  als  bei  den 
Etruskem.  Aehnlich  mag  es  auch  mit  der  Verbreitung 
des  Pentagramms  gewesen  sein,  dem  wir  in  sehr  früher  Zeit 
in  Campanien,  einige  Jahrhunderte  später  in  Gallien  bef^egnen. 
Man  könnte  auch  daran  denken,  dass  das  Pentagramm  auf 
der  Aristonophos-Vase  mit  Pythagoras  ungefähr  gleichalterig 
sei,  dass  demnach  die  Eenntniss  des  Fünfecks  und  des  Dodeka- 
eders umgekehrt  von  Campanien  sich  nach  Gallien  verbreitet 
habe.  Dagegen  sprechen  aber  unsere  früheren  Gründe  für  das 
Alter  des  Dodekaeder  vom  Monte  LofEa  (p.  652  flf.  u.  716  flF.),  so- 
wie die  sonst  unverständliche  Erzählung  über  Hippasus.  Auch 
andere  Ueberlegungen,  die  wir  hier  nicht  wiederholen^),  lassen 

^)  Vgl.  Mommsen,  Römisches  Münzwesen,  p.  212  u.  673  fiP. 

^)  Vgl.  S.  Günther:  Lo  sviluppo  storico  della  teoria  dei  poligoni 
Rtellati  neir  antiquiti^  e  nel  medio  evo,  BuUettino  di  bibliografia  e  di 
storia  delle  seien ze  matematiche  e  fisiche,  t.  6,  Rom  1874.  Es  wird  hier 
auch  das  deutsche  Wort  „Druidenfuss*  für  das  Pentagramm  erwähnt  und 
auf  Grimmas  Ableitung  desselben  (als  Füsse  der  drute)  hingewiesen; 
der  im  Texte  nachgewiesene  Zusammenhang  des  Pentagranuns  and  un- 
lieber Figuren  (oben  p.  728)  mit  altgallischen  religiösen  Vorstellungen 
lässt  es  doch  als  möglich  erscheinen,  dass  jenes  Wort  sich  auf  die  gal- 
lischen Priester  bezieht. 
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es  unwahrscheinlich  erscheinen,  dass  dem  Pythagoras  die 
wissenschaftliche  Gonstruction  des  regelmässigen  Fünfecks  be* 
kannt  gewesen  sei. 

§  20.  Fortsetzung.    Die  Bedeutung  der  Zahlen  auf  dem 

DodekaSder  vom  Monte  LofFa. 

Von  den  Galliern  konnte  Pythagoras  das  Dodekaeder 
kennen  lernen;  nimmt  man  dies  an,  so  ist  es  wahrscheinlich, 
dass  er  auch  die  benachbarten,  höher  ciyiiisirten  Etrusker  auf- 
suchte. Jedenfalls  scheint  er  zu  den  Etruskem  in  engen  Be- 
ziehungen gestanden  zu  haben;  das  Volk  musste  ihm  aus  Süd- 
Italien  bekannt  sein.  In  der  That  wird  er  im  Alterthume 
häufig  als  ,der  Tyrrhener**  bezeichnet.^)  Man  hat  dies  dahin 
gedeutet,  dass  Pythagoras  zwar,  wie  die  Ueberlieferung  will,  auf 
Samos  geboren  sei,  dass  er  aber  von  einem  eingewanderten 
tyrrhenisch-pelasgischen  Geschlechte  abstamme.  Dieser  Beiname 
bezieht  sich  nach  unserer  Ansicht  (falls  Samos  wirklich  die 
Geburtsstätte  war)  darauf,  dass  Pythagoras  vieles  von  den 
etruskischen  Priestern  in  seine  Lehren  herüberge- 
nommen habe,  eine  Ansicht,  die  durch  den  folgenden  Um- 
stand gestützt  wird. 

Das  ganze  in  den  libri  pontificii  verzeichnete  Cultnswesen 
der  Römer  war  von  pythagoreischen  Gedanken  durchzogen.  So 
ist  es  begreiflich,  dass  Numa,  der  allgemein  für  den  Schöpfer 
des  römischen  Gottesdienstes  und  der  Zeitrechnung  gehalten 
wurde,  als  Schüler  des  Pythagoras  galt.  Letzterer  war  in 
Rom  so  hoch  angesehen,  dass  man  ihm  im  Samnitenkriege  ein 
Standbild  setzte.  Wegen  des  Anachronismus  ist  die  Numa  be- 
treffende Nachricht  unmöglich  richtig^);  verständlich  wird 
sie,  wenn  man  annimmt,  dass  sowohl  Numa  als  Pythagoras 
aus  derselben,  nämlich  aus  etruskischer  Quelle  geschöpft  hatten. 


1)  Vgl.  Zell  er  a.  a.  0.  271.  Nach  Plutarch  wäre  Pythagoras  in 
Etrurien  geboren. 

')  Vgl.  Unger,  Zeitrechnung  der  Griechen  und  Römer  in  v.  Mül- 
ler's  Handbuch  der  Alterthumswiasenschaft,  Bd.  1,  2.  Aufl.,  p.  798  u.  808. 


736  Sitzung  der  mcUh.-phys,  Glosse  vom  5,  Desemher  1896, 

Was  den  ersteren  angeht,  so  stand  Rom  in  seiner  fruhestoi 
Zeit  stark  unter  etruskischem  Einflui^e,  wird  sogar  als  eisroskischd 
Stadt  bezeichnet  (vgl.  oben  p.  715);  wenn  man  in  späterer  Zeit 
in  den  libri  pontificii  Dinge  fand,  die  mit  den  Lehren  der 
Pythagoräer  übereinstimmten,  so  war  es  natürlich,  dass  man 
den  Pythagoras  selbst  für  den  Urheber  hielt  ^),  um  so  mehr,  als 
derselbe  in  einem  der  ersten  Jahre  des  Bestehens  der  Republik 
bei  Reorganisation  des  Kalenderwesens  durch  seine  Beihülfe  der 
Stadt  Rom  wesentliche  Dienste  leistete,  weshalb  ihm  auch  das 
romische  Bürgerrecht  verliehen  sein  soll. 

Ueber  das  Wissen  der  etruskischen  Priester  sind  wir  wenig 
unterrichtet;  Mommsen  schreibt  darüber^):  In  der  etruskischen 
Religion  herrscht  eine  düstere  und  langweilige  Mystik,  Zahlen- 
spiel und  Zeichendeuterei  und  jene  feierliche  Inthronisirung  des 
reinen  Aberwitzes,  die  zu  allen  Zeiten  ihr  Publikum  findet.  — 
Mit  Mystik  und  Aberglauben  waren  auch  die  Lehren  der  Pytha- 
goräer  durchsetzt.  Für  letztere  ist  der  Cultus  der  Zahlen  sogar 
am  meisten  charakteristisch.  Wenn  also  Pythagoras  seine  geo* 
metrischen  Kenntnisse  in  Gallien,  bezw.  Oberitalien  ergänzt  und 
sonst  manches  von  den  Etruskern  entlehnt  hatte,  so  werden 
wir  auch  umgekehrt  die  Zahlenspielereien  der  Pythagoraer  be- 
nutzen dürfen,  um  die  Auswahl  der  auf  dem  Dodekaeder 
vom  Monte  Loffa   angebrachten   Ziffern  zu  erklären.') 

Die  Einheit  ist  das  Erste,  aus  dem  alle  2iahlen  entstanden 
sind ;  sie  selbst  ist  daher  eigentlich  keine  Zahl,  findet  sich  auch 
nicht  auf  dem  Dodekaeder.  Es  ist  ein  vielbemerkter  Wider- 
spruch gegen  diese  Anschauung,  wenn  die  Pythagoiüer  bei 
ihren  Rechnungen  die  eins  doch  als  den  anderen  Zahlen  gleich- 
werthig  betrachten. 

Zwei  ist  die  erste  gerade  Zahl,   aus  der  alle  anderen  ge- 


^)  Auch  spätere  nachchristliche  Berichte  über  die  etruskische  Diri- 
nation  bringen  Pythagoras  mit  dieser  in  Verbindxmg;  vgl.  0.  Müller 
a.  a.  0.  U,  p.  40. 

2)  Römische  Geschichte,  6.  Aufl.,  Bd.  1,  p.  179. 

*)  Für  die  folgenden  Angaben  vgl.  Zeller  a.  a.  0.  p.  331  ff.  nnJ 
p.  368  ff.,  Cautor  a.  a.  0.  p.  134  ff. 
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raden  Zahlen  entstehen,  sie  verkörpert  die  Materie  gegenüber 
dem  Qeiste,  das  Unglück  g^enüber  dem  Glücke,  das  Böse 
gegenüber  dem  Guten.  Es  ist  daher  nicht  wunderbar,  wenn  sie 
auf  dem  Dodekaeder  fehlt. 

Drei  setzt  sich  aus  1  und  2  zusammen,  es  ist  die  erste 
ungerade  und  (in  gewissem  Sinne)  vollkommene  Zahl;  in  der 
That  ist  3  auf  Fläche  Nr,  7  unseres  Dodekaeder  vertreten.  Wir 
wollen  im  Folgenden  die  auf  Fläche  Nr.  n  des  Dodekaeders 
stehende  Zahl   mit  Fn  bezeichnen,   so  dass  (vgl.  oben  p.  669): 

F,  =  20,  F,=  9,  F,  =  \2,  F,^=  6, 
F,  =  10,  F,=  16,  F,  =  24,  F,,=  60, 
F,  =  lb,    F,=    3,     Fe  =  21,     2^,,  =  300. 

Vier  hat  eine  besondere  Bedeutung  als  erste  Quadrat-Zahl, 
ausserdem,  weil  die  4  ersten  Zahlen  (l-t-2-|-3-|-4)  zusammen 
die  (nicht  in  dem  späteren  Sinne)  vollkommene  Zahl  10  geben 
(wobei  wieder  die  eins  als  Zahl  behandelt  wird).  Die  Zahl  fehlt 
auf  dem  Dodekaeder,  vielleicht  deshalb,  weil  sie  bei  der  Zer* 
legung  der  9  auf  Fläche  Nr.  4  in  4  +  5  bereits  hinreichend 
deutlich  hervortritt. 

Fünf  ist  die  erste  Zahl,  welche  durch  Addition  einer  ge- 
raden und  ungeraden  Zahl  entsteht  (wobei  1  nicht  als  ungerade 
Zahl  angesehen  wird).  Sie  fehlt  ebenfalls,  vielleicht  aus  dem- 
selben Grunde. 

Sechs  ist  die  erste  Zahl,  die  durch  Multiplication  einer 
geraden  und  ungeraden  Zahl  entsteht;  wir  haben  F^q  ==  6. 

Sieben  ist  die  einzige  Zahl  innerhalb  der  Dekas,  die  keinen 
Factor  hat  und  nicht  als  Factor  vorkommt,  ausserdem  die  Summe 
von  3  und  4,  d.  h.  der  ersten  zusammengesetzten  Zahl  und  der 
ersten  Quadratzahl.  Sieben  ist  ausserdem  die  mittlere  arithme- 
tische Proportionale  zwischen  1  und  10,  denn 

1  +  3  =  4,  4  +  3  =  7,  7  +  3  =  10. 

Sie  steht  nicht  direct  auf  dem  Dodekaeder,  kann  aber  durch 
Subtraction  zweier  Zahlen  in  einander  benachbarten  Fünfecken 
gebildet  werden:   F^  — jF^^  16  — 9  =  7  =  F^  — J?;  =  10  — 3. 
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In  ähnlicher  Weise  sind  auch  die  anderen  bemerkens* 
werthen  Zahlen  entweder  selbst  auf  dem  Dodekaeder 
oder  sie  können  durch  Addition  bezw.  Subtraction  be- 
nachbarter Flächen  leicht  gebildet  werden  (vgL  Taf.  I). 
Wo  im  Folgenden  Zahlen  durch  die  genannten  Operationen 
combinirt  werden,  handelt  es  sich  immer  um  solche  auf  be- 
nachbarten Flächen.  So  kann  auch  4  als  20  —  16  =  jFj — Fg 
gebildet  werden,  5  als  15  —  10  =  JF,  —  F,,  2  als  12  —  10 
=  F  —  F 

Acht  ist  bemerkenswerth  als  erster  Gubus;  wir  haben 
20  -  3  —  9  =  F,  —  JF^  —  JF;  =  8. 

Neun  hat  als  Quadrat  von  3  und  als  Schlusszahl  der  ersten 
Dekas  eine  bedeutende  Stelle:  F^  =  9, 

Zehn  fasst  in  sich  alle  Zahlen  und  alle  Kräfte,  denn  alle 
höheren  Zahlen  werden  als  Wiederholung  der  10  ersten  be- 
trachtet: F^=10. 

Quadrat  und  Heteromekie  (d.  h.  n*  und  n(n-^l)) 
werden  in  der  pythagoreischen  Kategorientafel  einander  gegen- 
über gestellt.  Suchen  wir  daher  auch  diese  Zahlen  am  Dodeka- 
eder festzustellen. 

Die  Quadrate  2',  3*  sind  schon  erledigt;  wir  haben 
4»  =  16  =  Fß.  Ferner  5»  =  25  =  j;  +  JF,  =  l?;+F5.  Das 
Quadrat  von  6,  d.  h.  86 ,  ist  eine  ganz  besonders  heilige  Zahl, 
sie  ist  die  Vereinigung  der  vier  ersten  Geraden  und  ungeraden : 
36  =  l  +  3  +  5  +  7  +  2-f4  +  6  +  8  (als  Tetraktys  be- 
zeichnet); sie  ist  die  Summe  der  drei  ersten  Cubikzahlen 
P-}-  2*-|-3';  sie  ist  die  Quelle  und  Wurzel  der  ewigen  Natnr 
und  repräsentirt  das  Weltall;  sie  war  der  höchste  Schwär  der 
Pythagoräer.  Vielleicht  steht  sie  gerade  deshalb  (wie  die  Zahl  7) 
nicht  direkt,  sondern  nur  versteckt  auf  dem  Dodekaeder.  Wir 
haben : 

F,+F,  =  20+16  =  F,  +  F,=^12+2i  =  F^  +  F^  +  F,. 
=  9  +  21  +  6  =  JF^g  +  F,  =  21  +  15. 

Die  einander  gegenüberliegenden  Zahlen  sind  aus  folgender 
Tabelle  zu  ersehen: 
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20   :  300,     15   :-60,     3-f-21, 
10-:-      6,     16   :   24,     9-^12. 

Die  den  zuletzt  benutzten  gegenüberliegenden  Ziffern  geben  also, 
in  gleicher  Weise  summirt: 

300  +  24  =  324  ==  9  •  36,     9  +  16  =  25  =  5», 
12  +  3  +  10  =  25  =  5^       3  +  60  =  9  .  7. 

Die  erste  Zahl  ist  das  Product  derselben  Tetraktys  in  die  be- 
deutsame Zahl  9.  Die  zweite  und  dritte  geben  beide  25,  was 
kaum  zufallig  sein  dürfte.  In  der  zweiten  Gleichung  haben  wir 
ausserdem  die  Beziehung  zwischen  den  drei  pythagoreischen 
Zahlen,  welche  dem  pythagoreischen  Lehrsatze  zu  Grunde  liegt, 
und  zugleich  ist  hierdurch  die  heilige  Zahl  36  zu  diesen  merk- 
würdigen Zahlen  3*,  4*,  5*  und   zu    63  in  Beziehung  gesetzt. 

Was  die  gegenüberliegenden  Zahlen  angeht,  so  ergibt 
sich  aus  obiger  Tabelle  kein  sehr  bemerkenswerthes  Gesetz;  in 
jedem  Paare  sind  gemeinschaftliche  Factoren  enthalten. 

DieZahl7*  =  49istF,+JP,  +  F5  +  Fe=20  +  10-|-16  +  3 
=  F,  +  F,  +  F,  +  F,=^lO  +  S+l2  +  24;  8»  =  64  ist  F,, 
4-ir^  +  F3  +  jP,+  F8  =  6  +  9  +  15  +  10  +  24;  9*  =  81  ist 
J^io  +  -P9-i"-^8  +  ^«-f--P'i  =  6  +  21+24+10-|-20;  10»  =  100 
=  15  4- 9 +  16  + 3 +  12-1- 24 -f  21. 

Aehnlich  verhalten  sich  die  heteromeken  Zahlen.  Wir 
haben:  2X3=6  =  jFio;  3X4  =  12=jF,:  4X5=20  =  ^^; 
^y^e  =  SO  =  F,  +  F,;  6X7^^2  =  F,  +  F,  +  F,;  7X8 
=  56  =  F,o  +  i^5  +  -'^4  +  ^s  +  ^«  =  6  +  16  +  9  +  15  +  10; 
8  X  9  =  72  =  F,  +  JP„  =  12  +  60 ;  9  X  10  =  90  =  24  +  21 
+  9+16  +  20. 

Die  Zahlen  12,  20,  15  stehen  zu  dem  Dodekaeder  in  be- 
sonderer Beziehung,  da  sie  die  Anzahl  bezw.  der  Ecken,  Flä- 
chen und  der  Paare  von  parallelen  Kanten  angeben.  Der  Zahl 
60  kommt  als  Grundzahl  des  sexagesimalen  Systems  eine  be- 
vorzugte Stellung  zu  (vgl.  oben  p.  660),  der  Zahl  300  =  F,, 
aus  demselben  Grunde,  denn  auch  im  babylonischen  Systeme 
finden  wir  für  300  ein  besonderes  Zeichen  (vgl.  Taf.  IX,  Fig.  4 
und  oben  p.  708).     Die  Summe  300  +  60  +  6  gibt  die  Anzahl 

48* 
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der  Tage  im  Sonnenjahre  nur  für  die  Schaltjahre ;  astronomische 
üeberlegungen  scheinen  daher  bei  Construction  des  Dodekaedeis 
nicht  maassgebend  gewesen  zu  sein;  andernfalls  würde  man  Be- 
ziehungen der  Zeichen  zu  den  Thierkreisbildern  vermuthoi 
müssen;  solche  konnte  ich  indessen  nicht  auffinden. 

In  gleicher  Weise  wie  die  Quadrate  und  beteromeken  Zahlen 
lassen  sich  alle  Zahlen  bilden,  die  als  Vielfache  von  7  er- 
scheinen. Ausser  den  obigen  haben  wir :  14  =  24  —  10 ; 
28  =  15  +  10  +  3  =  9  +  16  +  3;  35  =  20  +  15;  63  =  12+24 
+  21  +  6 ;  70  =  16  +  9  + 15  +  10  +  20.  Die  vier  Summanden 
von  63  liegen  um  die  Zahl  300  herum  und  schliessen  letztere 
Zahl  zusammen  mit  der  Zahl  60  ein;  die  Zahl  63  begegnete 
uns  eben  auch  bei  Besprechung  der  Tetraktyx ;  sie  entsteht  aus 
ihr,  wenn  man  Zehner  und  Einer  vertauscht,  was  auch  ohne 
Anwendung  unserer  decimalen  Schreibweise  auffallt,  wenn  man 
das  Rechenbrett  (den  Abacus)  benutzt. 

Dasselbe  gilt  endlich  auch  für  die  Vielfachen  von  5 
und  8.  Es  ist  nämlich ;  35=20+15;  40  =  10+15  +  9  +  6: 
45  =  24  +  21;  50  =  21+9  +  20;  32  =  3  +  20  +  9;  48  =  15 
+  10  +  3  +  20 ;  die  anderen  Zahlen  sind  schon  besprochen. 
Eine  Ausnahme  machen  nur  die  Vielfachen  von  6;  in  der  That 
kann  6X3  =  18  nicht  durch  Addition  oder  Subtraction  be- 
nachbarter Zahlen  gebildet  werden,  dagegen  wohl  als  21 — 3 
durch  Subtraction  gegenüber  liegender  Zahlen.  Die  Zahl  18 
hat  vielleicht  als  Hälfte  der  Tetraktys  eine  ausgezeichnete  Stelle 
einnehmen  sollen;  alle  Vielfachen  von  6,  ausgenommen  die 
Vielfachen  von  18,  können  ausserdem  durch  Verdoppelung 
solcher  Zahlen  erhalten  werden,  die  direct  auf  dem  Dodekaeder 
angebracht  sind :  12  =  2X6,  18  =  2  X  9,  24  =  2  X  12, 
30  =  2X15,  42  =  2X21,  48  =  2X24;  es  fehlen  36  =  2 X  18, 
54  =  3  X  18. 

Gemäss  den  Formeln  1  +  3  +  5  +  .  .  .  +  (2n  —  1)  =  n\ 
2  +  4  +  6  +  .  .  .  +  2n  =  n  (n  +  1)  sind  die  Summen  der  un- 
geraden und  geraden  Zahlen  mit  den  Quadraten  und  den 
heteromeken  Zahlen  identisch.  Dazu  kommen  die  sogenannten 
Dreieckszahlen: 
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1  +  2  +  3+.  .  .+*i  =  |w(n+l), 

alao  3,  6,  10,  15,  21,  28,  36,  45.  Nur  die  letzten  drei  finden 
sich  nicht  direct  auf  dem  Dodekaeder;  es  entstehen  aber  36 
und  45  aus  derselben  Zahl  24  durch  Addition  der  benachbarten 
12  und  21,  von  denen  die  eine  aus  der  anderen  durch  Ver- 
tauschung  der  Einer  mit  den  Zehnern  entsteht,  wie  63  aus  36. 
In  derselben  Beziehung  steht  54  zu  45  und  es  ist  54  ==  9-4-10 
"4-15  +  20.  Letztere  vier  Zahlen  sind  durch  kleine  Querlinien, 
die  von  JPj  nach  F^^  F^  und  F^  gehen,  mit  einander  verbunden, 
ebenso  wie  die  Zahl  24  mit  21  und  mit  12  je  durch  einen 
analogen  Einschnitt  in  die  betreifende  trennende  Eörperkante 
verbunden  ist  (vgl.  Taf.  II  und  III).  Den  Zahlen  24,  21  und 
12  gegenüber  liegen  die  Zahlen  16,  3  und  9  ;  und  ihre  Summe 
ist  28,  gibt  also  die  dritte  noch  fehlende  Dreieckszahl.  In 
gleicher  Weise  mit  einander  verbunden  sind  die  Zahlen  6,  16 
und  60 ;  ihre  Summe  ist  82,  welche  Zahl  wieder  aus  28  durch 
Vertauschung  von  Zehnem  und  Einern  hervorgeht.  Durch  diese 
Ueberlegung  dürfte  auch  die  Bedeutung  der  erwähnten 
Quer-Eerben  klar  gelegt  sein;  sie  beziehen  sich  auf 
die  Bildung  derjenigen  Dreieckszahlen,  welche  nicht 
selbst  auf  den  Flächen  der  Dodekaeder  vorkommen;  sie 
haben  gleichzeitig  eine  zweite,  sogleich  zu  erörternde  Bedeutung. 
Zunächst  liegt  es  nahe,  diesen  Kerben  einen  rein  prak- 
tischen Zweck  beizulegen;  sie  sollten  etwa  dazu  dienen,  das 
Dodekaeder  irgendwie  an  Fäden  aufzuhängen ;  aber  die  Auswahl 
der  eingekerbten  Kanten  ist  gerade  für  diesen  Zweck  nicht 
günstig.  Man  kann  den  Kerben  eine  zweite  Bedeutung  im 
Anschluss  an  die  pjthagoräische  Vorstellung  von  den  voll- 
kommenen Zahlen  beilegen.  Eine  Zahl  ist  vollkommen, 
wenn  sie  gleich  der  Summe  ihrer  Theiler  ist,  wobei  die  Einheit 
als  Theiler  mitzuzählen  ist  (natürlich  aber  nicht  die  Zahl  selbst); 
z.B.  6  =  1  +  2  +  3;  28=1  +  2  +  4  +  7  +  14;  496  =  1  +  2 
+  4  +  8  +  16  +  31  + 62 +124  +  248.  Die  Zahl  6  steht  auf 
Fläche  Nr.  10.  Die  Zahl  28  haben  wir  soeben  als  Dreiecks- 
zahl behandelt:    Die  vollkommene  Zahl  496  erhalten  wir 
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durch  Addition  sämmtlicher  auf  dem  Dodekaeder 
stehenden  Zahlen*):  496  =  3  +  6  +  9  +  10  +  12+15  +  16 
+  20  +  21  +  24  +  60  +  300. 

Da  die  Betrachtung  der  Theiler-Summen  einer  Zahl  bei 
den  Pythagoräern  eine  grosse  Bolle  spielt,  so  ist  zu  vermuthen, 
dass  auch  sonst  derartige  Relationen  zwischen  besonders  be- 
zeichneten Zahlen  bestehen.  Es  sei  mit  Sn  die  Summe  der 
Theiler  einer  Zahl  n  bezeichnet;  dann  ist: 

5,0  =  22,  S,=  4,  Ä,,  =  16,  S,  =  6, 
5io=  8,  S,e«15,  S,4  =  36,  5^0=108, 
^15=    9»     ^8=    li     >S,,  =  11,     Ä3oo  =  568. 

Die  Zahl  S4  ist  hierbei  besonders  ausgezeichnet,  weil  ihre 
Theilersumme  gleich  der  Tetraktyx  ist.  Da  die  Pytha- 
goraer  die  Einheit  theils  als  Zahl  behandeln,  theils  sie  nicht 
als  Zahl  betrachten,  so  könnte  man  mit  gleichem  Rechte  die- 
jenigen Theilersummen  bilden,  bei  denen  der  selbstverständliche 
Theiler  1  nicht  eingerechnet  wird ;  sei  S^  diese  letztere  Summe 
für  die  Zahl  n,  so  folgt 

S,  =  S,  +  1; 

ausserdem  werde  bei  einer  Quadratzahl  der  doppelt  vorkommende 
Theiler  auch  doppelt  gerechnet,  so  dass 

SU  =  Äi,  +  4-  1  =  18,  5;  =  6,  S;,  =  00. 

Wir  betrachten  wieder  die  Gruppen  mit  einander  durch  Quer- 
kerben in  den  Kanten  verbundener  Fünfecke.  Zuerst  12,  24 
und  21 ;  für  diese  Gruppe  von  Zahlen  ist 

Ä,;  +  s,;  +  Ä,;  =  15  +  35  + 10  =  eo. 


^)  Diese  Relation,  sowie  die  zunächst  vorhergehenden  (betr.  toII- 
kommene  Zahlen)  und  die  folgenden  habe  ich  erst  bemerkt,  nachdem 
der  obige  §  11  bereits  fertig  gedruckt  war,  und  nachträglieli  einge- 
schaltet. Ich  bemerke  das  ausdrücklich,  damit  es  nicht  den  Anschein 
hat,  als  hätte  ich  mich  in  §  11  bei  Interpretation  der  Zahlzeichen  dorcfa 
den  Wunsch  leiten  lassen,  solche  Relationen  herzustellen.  Letztere  selbst 
dürften  daher  kaum  auf  Zufall  beruhen. 
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Ebenso  für  die  Gruppe  60,  6,  16: 

ä;  +  S;,  +  8;,  =  b  +  18  +  107  =  120, 

endlich  für  die  Gruppe  10,  15,  20  (indem  von  der  hieniit  zu- 
sammenhängenden 9  zunächst  abgesehen  wird), 

Äi'o  +  'S.'5  +  '»^=7  +  8  +  21=86»), 

d.  h.  wieder  die  Tetraktyz;  während  die  Zahlen  60  und  120 
=:  2  X  60  durch  das  Sezagesimalsystem  ausgezeichnet  sind. 
Die  Samme  dieser  3  Zahlen  60  +  120  +  36  ist  gleich  216 
=  PX2"X3*  =  6*,  steht  also  wieder  zur  Tetraktyx  in  eigen- 
thümlicher  Beziehung,  denn  es  ist  36  ==  1*  +  2*  -|-  3". 

Soll  aus  der  letzten  Zahlengruppe  die  9  mit  berücksichtigt 
werden*),  so  erhalten  wir 

und  für  die  gegenüberliegenden  Zahlen: 

Die  Summe  694  +  42  =  736  föhrt  auf  die  Zahl  S;„  =  775, 
ebenso  die  DifiFerenz  694  —  42  =  652  auf  8,^^  =  495 ;  es  ist 
ferner  S^^  =  216  =  6>,  S^^  =  376  und  8'^,  =  343  =  7». 
Führen  wir  auch  in  den  beiden  anderen  Tripeln  von  Zahlen  die 
gegenüberliegenden  Zahlen  ein,  so  wird 

S;  +  S;,  +  8;  =  24  und  S^  =  35, 

Die  Summe  50  -|-  24  =  74  gibt  5,;  =  39,  Ä«;  =  16  =  2*, 
dagegen  35  +  42  =  77   gibt  S^^  =  18  =  S;^.     Bilden  wir  die 


1)  Auch  /Sao  -h  'Sfio  +  5e  =  22  +  8  +  6  gibt  übrigens  36. 

*)  Die  Beziehung  zwischen  9  und  20  könnte  man  sich  auch  so 
denken ,  dass  9  als  4  +  5  auf  dem  Dodekaeder  dargestellt  ist,  während 
4x5  zu  20  führt.  Dann  wäre  6  je  mit  16  und  60  verbunden,  weil 
Ö-|-10  =  16,  6X10  =  60  ist;  dann  aber  müssten  auch  noch  andere 
Flächen  durch  Kerben  verbunden  sein ;  es  ist  ja  z.  B.  10  X  2  =  20. 
10 -H  2=  12;  aber  12  ist  nicht  mit  10  verbunden. 
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Differenzen  der  Theilersammen  gegenüber  li^ender  Tripel,  so 
ist  60  —  24  =  86,  120  —  50  =  70;  femer  36  +  70=106, 
'S'm  + -^70  =  60  +  73  =  188  und  106  +  133  =  239  =  Ä,*.; 
ferner  8^^^  =  55,  5^;.  =  16  =  2*,  dagegen  S,'jj=  26,  iS,^  =  15, 
5,;  =  8  =  2*,  und  26  +  55  =  S;„  +  5,^,=  81  =  3*. 

Die  Summe  der  drei  Zahlen  694,  24,  50  ist  768  and 
ä;«,  =  745 ,  S.'„  =  154  =  2  (5,;  +  S^,  S;^  =  188,  anderer- 
seits 8;^  +  S^  +  S^  =  2U,  Äj^=189,  S;„  =  139,  und 
129  +  188  =  262 ,  S^^  =  188 ;   femer  S;„  =  26 ,  S;„  =  46, 

'^2«  +  6V,  =  40,  Ä«  =  49  =  7». 

Die  der  Gruppe  (10,  15,  20)  gegenüberliegenden  Zahlen 
ergeben 

-»6  + 'S« +  -»«00  =679; 

Die  Summe  der  Theilersummen  jener  Gruppe  war  36 ;  es 
ist  679  +  36  =  715  und  femer  :  5/,5  =  292 ,  5^  =  225, 
S^  =  162,  S;^  =  200,  8^  =  264 ,  S^^  =  455 ,  S^  =  216 
=  6',  welcher  Zahl  wir  schon  oben  begegneten ;  andererseitB 
^679  +  ^36  =  104  +  60  =  164,  S;^=  129,  S;„=  46,  S^  =  5*. 

Die  Summe  der  drei  Zahlen  24,  50,  679  ist  753  und 
S^^  =s  254   und  dieselbe  Zahl  254   ist  gleich   der  Summe  120 

+  60  +  50  +  24. 

Auf  dieselbe  Zahl  104  wird  man  geführt,  wenn  man  das 
Paar  6,  16  und  das  Paar  6,  60  betrachtet;  es  ist 

5,  +  ä;,=  23,    s,  +  s^=n2, 

und   für  die  Summe  112  +  23  =  135   finden  wir  S^^  =  104. 

Ebenso  betrachten  wir  die  durch  Querkerben  markirteji 
Paare  24,  12  und  24,  21  für  sich;  es  ist 

Su  +  s;,=  bo,  S2;  +  Ä,;  =  45; 

50  +  45  =  95  ;  und  wieder  S^^^  =  34 ;  wir  bilden  weiter 
8.2^  =  35,  S^  =12,  /Sj2=  15,  Äjg  =8,  Sg  =  6,  S^  =  5 ;  dann 
ist  die  Summe  aller  dieser  Zahlen  (5  bis  24)  =  105  =  S,Jj^. 

Bezeichnet  man  mit  2n  die  Summen  aller  12  Zahlen  fi 
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(also  496),  mit  28^  ond  28^  die  Summen  aller  12  Zahlen 
Ä    und  S\  80  ist 

^S^-S,oo-S,,-8,  =  28;-8;^+l0^6  =  220 

=  300  —  20—  10X6, 

wobei  10  und  6  einander  gegenüberliegende  Zahlen  sind;  und 
es  besteht  die  (in  gewissem  Sinne)  analoge  Gleichung 

In  -28^  +  8^  +  8^  =  28^  =  300  —  20  -  (10  +  6), 

wo  auch  300  und  20  einander  gegenüber  liegen.    Es  ist  femer: 

^^800  =  2X284,    220=10X^20- 

Die  hier  vorkommenden  Zahlen  284  und  220  sind  wieder  aus 
den  pythagoraischen  Lehren  bekannt;  es  sind  zu  einander 
befreundete  Zahlen,  indem  die  eine  gleich  der  Summe  der 
T heiler  der  andern  ist: 

284  =  1  +  2  +  4  +  5  4- 10  +  11  +  20  +  22  +  44  +  55  +  110 
220  =  1  +  2  +  4  +  71  +  142. 

Durch  Zusammenfassung  aller  dieser  Einzelheiten  kommen 
wir  zu  dem  Resultate:  Die  Zahlen  auf  dem  Dodekaeder 
sind  so  ausgewählt  und  angeordnet,  dass  die  aus  der 
ersten  Dekade  zu  bildenden  Quadrat-  und  heteromeken 
Zahlen  entweder  direct  vorkommen,  oder  durch  addi- 
tives (in  einzelnen  Fällen  subtractives)  Aneinander- 
reihen benachbarter  Zahlen  zu  bilden  sind;  dass  Glei- 
ches von  den  Producten  der  Zahlen  der  ersten  Dekade 
gilt  mit  Ausnahme  der  Zahl  18  und  ihrer  Vielfachen, 
bei  denen  auch  einander  gegenüberliegende  Zahlen  zu 
berücksichtigen  sind,  dass  die  Dreiecks-Zahlen  beson- 
ders hervortreten,  ebenso  die  vollkommenen  Zahlen, 
die  Tetraktjx  und  (wenn  auch  weniger  deutlich)  die 
befreundeten  Zahlen.  Daneben  traten  auch  Beziehungen 
zwischen  Zahlen  wie  63  und  36,  28  und  82,  54  und  45  auf, 
die  in  den  pythagoraischen  Ueberlieferungen  kein  Analogon  zu 
haben  scheinen. 
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Wir  wollen  nicht  behaupten,  dass  alle  Torstehend  ent- 
wickelten Relationen  dem  Verfertiger  des  Dodekaeders  g^en- 
wärtig  waren,  aber  es  müsste  ein  sehr  merkwQrdiger  Zufall 
sein,  wenn  nicht  wenigstens  einige  derselben  bei  der  An- 
fertigung maassgebend  gewesen  wären.  — 

Bei  den  engen  Beziehungen  der  gefundenen  Relationen  zu 
den  pythagoreischen  Vorstellungen  über  die  Natur  der  Zahlen 
werden  wir  wieder  die  Frage  aufwerfen,  ob  nicht  doch  das 
Dodekaeder  von  einem  Schüler  des  Pythagoras  herrühren  kann. 
Wir  stellen  deshalb  die  Gründe,  welche  für  ein  höheres 
Alter  des  Dodekaeders  vom  Monte  Loffa  anzuführen 
sind,  nochmals  zusammen: 

a)  die  Fundumstände  sprechen  dafür,  dass  es  aus  einer  Zeit 
stammt,  wo  die  steinernen  Hütten  am  Monte  Loffa  noch  nicht 
existirten  (p.  655) ; 

b)  wo  bisher  auf  sprachlichen  Denkmälern  der  Etrusker 
Ziffern  gefunden  wurden,  handelte  es  sich  um  die  bekannten 
Zeichen,  die  von  den  römischen  Ziffern  wenig  yerschieden 
waren;  die  Gewichte  und  das  Dodekaeder  vom  Monte  Loffii 
müssen  daher  aus  älterer  Zeit  stammen,  d.  h.  aus  der  ersten 
Hälfte  des  ersten  Jahrtausends  v.  Chr.  (p.  657  u.  695  f.); 
sollte  das  Dodekaeder  aber  pythagoreischen  Ursprungs  sein,  so 
müsste  es  sehr  viel  jünger  angesetzt  werden; 

c)  diese  Zeit,  als  in  den  Anfang  der  ersten  Eisenzeit 
(Hallstatt- Periode)  fallend,  macht  die  symbolische  Bedeutung 
des  Dodekaeders  bei  Nordetruskern  und  Galliern  rerständlich 
(p.  726);. 

d)  es  ist  uns  überliefert,  dass  Pythagoras  you  den  Galliern ') 
lernte;  das  bezieht  sich  wahrscheinlich  auf  das  Dodekaeder,  aut 
welches  man  nur  in  Oberitalien  (bezw.  Elba)  ohne  mathema- 
tische Theorien  geführt  werden  konnte  (p.  733); 

e)  nach  anderen  Ueberlieferungen  ist  anzunehmen,  dass  die 


^)  Wenn  andere  Ueberlieferungen  dies  Verhaltniss  umkehren,  ao 
ist  da»  leicht  erklärlich,  da  man  sich  später  nicht  denken  konnte,  was 
Pythagoras  von  den  Galliern  gelernt  haben  sollte. 
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Lehren  der  Pythagoräer  mit  denen  etruskischer  Priester  viel- 
fach sich  deckten  (p.  735  f.) ;  unter  letzteren  hatten  Zahlen- 
spielereien aher  gerade  eine  besondere  Bedeutung ; 

f)  mit  den  Zeichen  auf  den  Gewichten  und  auf  dem  Do- 
dekaeder ist  eine  grosse  Gruppe  von  anderen  Zeichen  verwandt 
(bezw.  identisch),  die  vor  Einführung  der  phönikischen  Buch- 
stabenschrift im  ganzen  Mittelmeerbecken  angewendet  wurden 
und  sich  (besonders  als  Steinmetzzeichen)  noch  lange  erhielten 
(p.  716  f.). 

Diesen  Gründen  fügen  wir  noch  folgende  Bemerkungen 
bei.  In  Bezug  auf  den  Gedanken,  Pjthagoras  habe  von  den 
alten  Italikern  etwas  entlehnt,  schreibt  Zeller  (a.  a.  0. 
p.  451  fiT.):  9  Selbst  wenn  einzelnes  von  dieser  Seite  her  in  den 
Pythagoreismus  gekommen  sein  sollte,  könnten  es  doch  nur 
ganz  untergeordnete  Bestimmungen  gewesen  sein ;  philosophische 
Lehren  von  den  umwohnenden  Barbaren  anzunehmen,  waren 
die  unteritalischen  Griechen  wohl  ebensowenig  geneigt,  als  jene 
ihrerseits  solche  Lehren  mitzutheilen  im  Stande  waren/  Nichts 
kann  besser  den  Beinamen  »der  Tyrrhener*  für  Pythagoras  er- 
klären, als  diese  Worte ;  er  machte  sich  eben  von  dem  helleni- 
schen Yorurtheile  gegen  die  Barbaren  frei,  wie  er  so  manche 
andere  Vorurtheile  abstreifte  und  nahm  von  den  Etruskern,  was 
sie  ihm  bieten  konnten.^) 

Nach  Oberitalien  sind  diese  Zahlen-Speculationen  vielleicht 
aus  Babylonien  übertragen,  vielleicht  über  Aegypten  oder  durch 
Vermittlung  der  Phöniker.  In  der  That  vermuthet  z.  B.  Cantor 
in  der  Lehre  von  der  Tetraktys  babylonischen  Ursprung.*)  Dahin 
weist  auch  die  bevorzugte  Stellung  der  Zahl  60  auf  dem  Do- 
dekaeder, eine  Stellung,  die  bei  den  Pythagoräern  in  Vergessen- 


^)  Daher  auch  umgekehrt  das  Interesse  der  Etrusker  an  ihm;  vgl. 
oben  die  erste  Anm.  p.  667. 

2)  Vgl.  a.  a.  0.  p.  86.  Einen  Auafluss  alt  -  orientalischer  Ueber- 
lieferungen  erkennt  man  auch  in  der  an  die  Leber  des  Opferthieres  ge- 
knüpften Mantik,  die  besonders  in  Etrurien  ausgeübt  wurde ;  vgl.  Deecke, 
Nachtrag  zum  templum  von  Piacenza,  Etruskische  Forschungen  und 
Studien,  Heft  2,  Stuttgart  1882,  p.  79. 
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heit  gerathen  zu  sein  scheint.  Endlich  aber  deutet  dorthin 
auch  das  Gewicht  des  Dodekaeders  (209,845  gr.  Tgl.  oben 
p.  637  u.  660),  das  nicht  ohne  Absicht  auf  ziemlich 
genau  eine  schwere  königliche  babylonische  Mine 
normirt  sein  wird.  Die  anscheinend  durchaus  selbstständige 
Bildung  der  Ziffer  fQr  300  auf  Fläche  Nr.  12  des  Dodekaeders 
lässt  andererseits  auch  selbstständige  Weiterbildung  der  über- 
kommenen Lehren  durch  die  Etrusker  vermuthen. 

Auffallig  ist,  dass  zwar  die  Zahlen  9  und  16  (und  zwar 
neben  einander),  aber  nicht  die  Zahl  25  auf  dem  Dodekaeder 
vertreten  sind.  Bei  der  grossen  Rolle,  die  diese  drei  Zahlen  in 
der  Schule  der  Pythagoräer  im  Anschlüsse  an  das  rechtwinklige 
Dreieck  spielten,  müssen  wir  auch  deshalb  das  Dodeka- 
eder für  vor-pythagoräisch  halten.  — 

Schliesslich  sei  noch  erwähnt,  dass  der  Gedanke,  Zahl^i 
mit  einem  regulären  Körper  zu  verbinden,  ebenfalls  bei  den 
Pythagoräern  vorkommt.  So  werden  dem  Würfel  die  Zahlen 
6,  8,  12  zugeordnet  (Anzahl  der  Ecken,  Flächen  und  Kanten), 
die  im  stetigen  harmonischen  Verhältnisse  stehen,  indem 

1_1  =  1_J- 

6        8  ~  8        12" 

Ebenso  wird  man  dem  Dodekaeder  die  Zahlen  12,  20,  30 
(oder  15)  zuordnen,  wie  wir  das  schon  oben  thaten  (p.  739). 
Auch  hier  ergeben  sich  ähnliche  Relationen 


1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

__  

->  

12 

15 

60 

15 

20 

20 

30' 

Wenn  man  also  einen  etruskischen  Würfel  mit  Zahlzeichen 
oder  Zahlwortern  findet,  so  ist  zu  vermuthen  (falls  es  sich  nicht 
um  einen  Spiel  Würfel  handelt),  dass  darunter  vor  allem  die 
Zahlen  6,  8,  12  vertreten  seien;  ausserdem  noch  andere,  wie 
sie  durch  irgend  welche  Zahlenspielereien  an  die  Hand  gegeben 
werden.  Nun  existiren  bekanntlich  in  der  That  zwei  solche 
(im  wesentlichen  identische)  Würfel  (bekannt  als  Würfel  Cam- 
panari's)  mit  den  Aufschriften:    wax,  ^oi,  hu9^y  sa,  d,  ä». 
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Man  hat  diese  Worte  als  etraskische  Zahlworte  für  die  Zahlen 
1,  2,  3,  4,  5,  6  aufgefasst,  ohne  aber  bisher  feststellen  zu 
können,  welche  Zahl  durch  jedes  Wort  gemeint  sei.^)  Am 
wahrscheinlichsten  ist  es,  dass  nicht  die  6  ersten,  son- 
dern andere  6  Zahlen  auf  den  Würfeln  stehen;  vielleicht 
handelt  es  sich  auch  um  Worte  mit  anderer  religiös-symbolischer 
Bedeutung. 

Der  Gebranch,  derartige  Zahlen -Relationen  auf  regulären 
Körpern  darzustellen,  hat  sich  augenscheinlich  länger  erhalten; 
wir  finden  ihn  auf  dem  Dodekaeder  von  Bonn  wieder,  aber  das 
Bewusstsein  von  dem  Inhalte  der  Relationen  und  der  Bedeutung 
der  Zahlen  war  verloren  gegangen  (vgl.  p.  633  u.  728).  In 
anderer  Weise  begegnen  wir  demselben  Gebrauche  auf  der 
Doppelpyramide  von  Mecio  (p.  651  u.  712). 

§  21.    Die  Apices  des  Bo&tius. 

lieber  die  Herkunft  unserer  heutigen,  sogenannten  arabischen 
Ziffern  bestehen  verschiedene  Ansichten.  Sicher  ist,  dass  schon 
frQh  in  Indien  ähnliche  Zahlzeichen  gebraucht  wurden,  dass 
diese  nach  Alexandrien  tibertragen,  von  den  gelehrten  Arabern 
des  Westens  (als  sogenannte  Gobar-Ziffern)  angenommen  wurden 
(etwa  im  10.  oder  11.  Jahrhundert  n.  Chr.)  und  von  dort  ihren 
Weg  zu  den  Culturvölkern  Europas  fanden.*)  Praglich  ist  nur, 
ob  nicht  schon  ähnliche  Zeichen  bei  Griechen  und  Römern 
in  früherer  Zeit  benutzt  wurden.  In  der  Ars  geometrica  des 
Boetius  (um  500  n.  Ch.)  findet  sich  nämlich  die  Bemerkung, 
dass  beim  Rechnen  mit  dem  Abacus  (Rechenbrett)  verschieb- 
bare Marken  mit  dort  reproducirten  besonderen  Zeichen  für  die 
Zahlen  von  1  bis  10  angewendet  wurden;  diese  Zeichen  werden 
als  pythagoräisch  bezeichnet  und  sind  jenen  Gobarziffern 
sehr  ähnlich.  Wir  haben  dieselben  auf  Taf.  IX,  Fig.  7  und 
zwar  mit  I  bis  V  in  den  verschiedenen  Formen,  wie  sie  in  den 


*)  Vgl.    z.  B.   Pauli,    Die    etruskischen    Zahlwörter.     Etniskische 
Forschungen  und  Studien,  Heft  3,  Stuttgart  1882. 
'^)  Vgl.  Frierllein  a.  a.  0.  p.  54  ff.  und  06  fF. 
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verschiedenen  Handschriften  des  Boefcius  vorkommen*),  dar- 
gestellt. 

Allerdings  soll  es  zweifelhaft  sein,  ob  die  Ars  geometrioi 
wirklich  ein  Werk  des  Boetias  sei;  jedenfalls  aber  ist  es  mög- 
lich, dass  an  der  fraglichen  Stelle  vom  Schreiber  im  11.  Jahr- 
hundert, wo  die  Gobar-Ziffern  schon  bekannt  waren,  diese 
Ziifern  der  betreffenden  (einen  Abacus  darstellenden)  Tafel  bei- 
gefügt und  dem  Texte  entsprechende  Erläuterungen  eingefügt 
wurden.  Für  unsere  Untersuchung  treten  diese  Fragen  in  den 
Hintergrund;  wir  haben  die  Apices  nur  erwähnt  wegen  der 
Ueberlieferung  des  angeblichen  Boetius,  dass  dieselben  von 
den  Pythagoräern  als  Ziffern  gebraucht  seien*):  aPytha- 
gorici  vero,  ne  in  multiplicationibus  et  participationibus  et  in 
podisneis  aliquando  fallerentur,  ut  in  omnibus  erant  ingeniosis- 
simi  et  subtilissimi,  descripserunt  sibi  quandam  formulam,  qaam 
ad  honorem  sui  praeceptoris  mensam  Pythagoream  nominabant, 
quia  hoc,  quod  depinxerant,  magistro  praemonstrante  cognove- 
rant;  a  posterioribus  appellabatnr  abacus * 

Wir  glauben  nachgewiesen  zu  haben,  dass  in  der  ersten 
Hälfte  des  ersten  Jahrtausends  v.  Chr.  in  Oberitalien  ägyptische 
Ziffern  (und  zwar  hieratische)  in  Gebrauch  waren.  Wenn  ako 
Pythagoras  seine  arithmetischen  Träumereien  theil weise  von  den 
Etruskern  entlehnte,  so  ist  zu  vermuthen,  dass  er  sich  ebenfalb 
ägyptischer  Ziffern  bediente,  denn  die  damals  von  den  Griechen 
gebrauchten  herodianischen  Zahlzeichen  (vgl.  oben  p.  657)  waren 
zum  übersichtlichen  Rechnen  nicht  geeignet,  während  die  ägyp- 
tischen Ziffern  wahrscheinlich  durch  Vermittlung  der  Phoniker 
damals  eine  weite  Verbreitung  genossen.  Da  aber  im  ersten 
Jahrtausend  v.  Chr.  die  hieratischen  Ziffern  in  Aegypten  all- 
mählich durch  die  demotischen  ersetzt  wurden,  so  wäre  auch 
der  Gebrauch  demotischer  Ziffern  durch  Pythagoras  nicht  un- 
möglich ;  er  würde  sogar  wahrscheinlich,  wenn  Pythagoras  sich 


^)  Nach  Cantor,  Mathem.  Beitrage  zum  Culturleben  der  Völbr. 
p.  131  ff. 

*)  Vgl.  die  von  Fried  lein  besorgt-e  Ausgabe  des  Boetius  in  «1er 
Bibliütheca  Teubnoriana,  p.  396. 
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wirklich  in  Aegypten  länger  aufgehalten  hat,  wie  vielfach  über- 
liefert, aber  auch  angezweifelt  wird.^) 

Nun  hat  schon  Martin  bemerkt,  dass  die  Apices  für  die 
Ziffern  1,  2,  3,  4  und  9  ägyptisch  seien*);  er  zieht  zum  Ver- 
gleiche die  von  uns  auf  Taf.  IV  reproducirten  ägyptischen 
Zeichen  für  die  Monatstage  (Ordinalzahlen)  heran.  Beim  Ver- 
gleiche muss  man  beachten,  dass  es  sich  um  bewegliche  Marken 
handelt  und  dass  der  ursprüngliche  Sinn  der  Ziffern  in  späterer 
Zeit  kaum  gekannt  wurde,  so  dass  eine  Drehung  der  Ziffern 
um  90^  oder  um  180^  als  unwesentlich  zu  betrachten  ist.  Die 
Zahl  2  stimmt  dann  in  allen  Rubriken  mit  der  fraglichen  ägyp- 
tischen Zahl  überein,  die  Ziffer  3  weniger  gut,  aber  doch  an- 
nähernd zumal  in  Nr.  II,  die  Ziffer  4  ist  in  Nr.  IV  offenbar 
als  2X2  gedacht,  stimmt  aber  sonst  nicht  mit  der  ent- 
sprechenden Ziffer  auf  Taf.  IV.  Die  Ziffer  9  dagegen  ist  das- 
selbe Zeichen,  wie  auf  Taf.  IV;  nur  ist  links  und  rechts  ver- 
tauscht (vgl.  oben  p.  704  ff.). 

Martin  nimmt  nun  an,  dass  uralte  Handelsbeziehungen 
swischen  Aegypten  und  Indien  bestanden  haben');  dass  in  Folge 
dessen  die  Ziffern  für  1,  2,  3,  4,  9  von  den  Indiem  ange- 
nommen seien,  dass  aber  letztere  für  die  Ziffern  5,  6,  7,  8, 
welche  auf  unserer  Taf.  IV  nicht  durch  selbstständige  Zeichen 
dargestellt,  vielmehr  als  3-|-2,  3  +  3,  4  +  3,  4  +  4  gebildet 
werden,  selbstständige  Zeichen  erfunden,  und  dass  das  so  ver- 
vollständigte Ziffernsystem  nach  Alezandrien  zurück  und  dann 
zu  den  Arabern  des  Occidents  gelangte. 

Diese  Hypothese  scheint  mir  nicht  nothig  zu  sein;  man 
kann  vielmehr  sämmtliche  Zeichen  der  Apices  aus  den 
ägyptischen,  hieratischen  oder  demotischen  Ziffern 
ableiten.  Das  Zeichen  für  4  in  der  Rubrik  Nr.  IH  unserer 
Fig.  7  auf  Taf.  IX  ist  offenbar  identisch  mit  dem  zweiten  demo- 


^)  Vgl.  Zeller  und  Cantor  a.  a.  0. 

^)  Les  sciences  nuiudraux  et  Tarithm^tique  chez  les  peaples  de 
Tantiquit^  et  du  moyen-age,  Tortolini's  Annali  di  matetnatica  pura  ed 
applicata,  t.  5,  Rom  1868,  besonders  p.  358  f. 

')  Dafür  hat  man  auch  sonst  Anhaitapunkte,  vgl.  obon  ]).  062,  Anm. 


1 
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tischen  Zeichen  für  4  (Taf.  Y).  Die  4  anter  11  besteht  ans 
demselben  Zeichen  (wenn  rechts  und  h'nks  yertauscht  wird), 
verbanden  mit  einem  horizontalen  Striche.  Der  letztere  ist  aber 
das  (ältere)  hieratische  Zeichen  für  4  (Taf«  Y,  Col.  b).  Es  ist 
daher  anzunehmen,  dass  ursprünglich  beide  Zeichen  auf  dem 
Abacus  benutzt  wurden;  der  horizontale  Strich  ist  dazu  aber 
unpraktisch,  da  er  bei  Drehung  der  Marke  um  90^  die  Einheit 
bedeutet;  deshalb  mag  ihm  dann  das  demotische  Zeichen  bei- 
gefügt sein.  Die  Zeichen  für  4  unter  I  und  Y  sind  Degenera- 
tionen des  unter  II  mitgetheilten.  Die  Ziffer  5  ist  in  allen 
Fällen  von  der  hieratischen  oder  demotischen  Ziffer  wenig  Yer- 
schieden;  der  obere  Querstrich  ist  nur  leicht  gekrümmt  oder 
schräg  gestellt.  Yertauscht  man  in  der  hieratischen  oder  demo- 
tischen 6  gleichzeitig  rechts  mit  links  und  oben  mit  unten,  so 
entsteht  das  Zeichen  |||;  und  wenn  man  letzteres  in  einem  Zuge 
ausführt,  so  werden  sich  Yerbindungsstriche  einschieben  (wie 
bei  dem  ägyptischen  Zeichen  für  8  und  dem  Zeichen  3  auf  dai 
Apices),  so  dass  man  die  auf  den  Apices  vorkommende  eckige  6 
erhält.^)  Die  Ziffer  7  entsteht  aus  der  zweiten  hieratischen 
Ziffer  in  Columne  d,  wenn  man  die  abgerundeten  Ecken  spitz 
macht.  Die  Ziffer  8  knüpft  in  der  Form,  in  welcher  sie  unter 
Y  erscheint,  am  besten  an  das  demotische  Zeichen  für  8  an: 
man  braucht  nur  in  letzterem  den  horizontal  nach  rechts  Ter- 
laufenden  Strich  etwas  nach  unten  zu  krümmen;  bei  schnelia 
Ausführung  der  Schrift  entsteht  dann  die  geschlossene  8,  wie 
unter  I  bis  lY. 

Diese  Betr^htung  dürfte  ergeben,  dass  die  sämmilicheo 
Ziffern   des  Boetius^)   sich   ungezwungen   aus   den   ägyptischen 

*)  Bei  den  Gobar-Ziflfem  ist  die  Seclia  rund  wie  bei  uns  in  der  Ge- 
genwart. Nach  der  Darstellung  des  Textes  wäre  die  eckige  Sechs  als 
die  illtere  Form  des  betr.  Zeichens  anzusehen. 

^)  Nicht  von  uns  behandelt  ist  das  Zeichen  für  10  oder  0,  das  auf 
dem  Abacus  noch  angegeben  wird  und  an  das  altbabjlonische  Zeichen 
für  10  erinnert.  Im  Texte  der  Ars  geometrica  wird  es  nicht  erklärt;  es 
ist  deshalb  wahrscheinlich  späterer  Zusatz,  ebenso  wie  die  den  einzelnen 
Ziffern  auf  dem  Abacus  beigesetzten  räthselhaften  (vielleicht  arabischeo) 
Worte. 
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Zahlzeichen  ableiten  lassen.  Damit  ist  dann  nach  den  vor- 
stehenden Erörterangen  erwiesen,  dass  die  in  der  Ars  geome- 
trica  uns  erhaltene  Ueberlieferung,  wonach  schon  Pythagoras 
die  fraglichen  Ziffern  gebrauchte,  nicht  unmöglich  ist,  yielmehr 
eine  innere  Wahrscheinlichkeit  för  sich  hat.  Bei  den  regen 
Verbindungen,  welche  in  prähistorischer  Zeit  zwischen  Italien 
und  dem  Oriente  bestanden,  erscheint  uns  auch  eine  Reise  des 
Pythagoras  nach  Aegypten  oder  ein  längerer  Aufenthalt  des- 
selben in  Aegypten  vor  seiner  Ankunft  in  Italien  nicht  un- 
wahrscheinlich. 

Es  soll  hiermit  nicht  bestritten  werden,  dass  unsere  heu- 
tigen Ziffern  uns  von  den  Indiern  durch  Vermittlung  der  Araber 
überkommen  sind  ;  es  sollte  nur  die  Möglichkeit  betont  werden, 
dass  sich  eine  Erinnerung  an  den  Gebrauch  ähnlicher  Ziffern 
im  Occidente  erhalten  hatte;  und  es  sollte  die  bei  Martin 
in  Betreff  der  Ziffern  5,  6,  7,  8  bestehende  Lücke  ausgefüllt 
werden. 

§  22.    Rückblick. 

Es  sei  uns  gestattet,  die  gewonnenen  Resultate  hier  kurz 
zusammenzustellen. 

I.    Betreffend  die  Geschichte  der  Zahlzeichen. 

1)  Die  niedrigeren  ägyptischen  (hieratischen  und  demo- 
tischen) Ziffern  sind  aus  den  einfachsten  Elementen  .,  I,  — , 
/  oder  \  zusammengesetzt^),  vielleicht  theilweise  schon  in 
Anlehnung  an  babylonische  Vorbilder.  Die  Zeichen  für  die 
höheren  Zahlen  (60,  80,  90,  100,  1000,  vielleicht  auch  10  und 
40)  sind  dem  babylonischen  Systeme  entlehnt  (vgl.  §15). 

2)  Diese  Zahlzeichen  wurden  im  Anfange  des  ersten  Jahr- 
tausends V.  Chr.  durch  Vermittlung   der  Phöniker,    für   welche 


')  Wie  ich  erst  nachträglich  bemerke,  erklärt  auch  de  Rouge  das 
Zeichen  für  7  als  3-|-4,  indem  er  den  schrägen  Strich  als  eine  abge- 
kürzte Form  des  Zeichens  für  3  betrachtet  (a.  a.  0.  p.  114  f.);  die  Zeichen 
für  50  und  70  fasst  auch  er  als  6  X  10  und  7  >^  10  auf. 

1896.  Matb.-phys.  CI.  4.  49 
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überhaupt  die  Vermischung  babylonisch -assyrischer  und  äjrrp- 
tischer  Gultur-Elemente  charakteristisch  ist,  nach  Ober- Italien 
übertragen  (§  14),  vielleicht  schon  früher  durch  directe  Be- 
rührung der  Etrusker  mit  den  Aegyptern  (§  13). 

3)  So  entwickeln  sich  die  späteren  etruskischen  und  romi- 
schen Zahlzeichen  (§  16)  aus  den  ägyptischen,  wobei  eine  Aen- 
derung  in  der  Normirung  der  Einheit  zu  berücksichtigen  ist, 
die  durch  die  doppelte  Normirung  der  babylonischen  Maas&- 
und  Gewichts-Einheiten  erklärlich  wird. 

4)  Wahrscheinlich  hat  sich  auch  Pythagoras  bei  seinen 
Rechnungen  ägyptischer  Ziffern  bedient,  wodurch  eine  bei 
Boetius  erhaltene  Ueberlieferung  als  richtig  bestätigt  würde 
(§  21). 

5)  Mit  den  ältesten  Zahlzeichen  Oberitaliens  treten  gleich- 
zeitig eine  Menge  anderer  Zeichen  von  symbolischer  Bedeutung 
auf,  deren  Anwendung  sich  über  das  ganze  Becken  des  Mittel- 
meeres in  sehr  früher  Zeit  verbreitete  (§  17),  und  die  zum  Theil 
als  Steinmetz-  und  Eigenthumszeichen  bis  ins  Mittelalter  und 
bis  in  die  Gegenwart  fortleben. 

IL    Betreffend  die  Geschichte  der  Polyeder: 

1)  Nicht  nur  die  gleicheckigen  halbregulären  (archime- 
dischen) Körper,  sondern  auch  die  polar  zugeordneten  gleich- 
flächigen  waren  im  Alterthume  bekannt,  wenn  auch  erst  in 
später  Zeit  (§  1). 

2)  Mit  den  complicirteren  regulären  Körpern  (Ikosaeder  und 
Dodekaeder)  wurden  zuerst  die  Bewohner  von  Oberitalien  (und 
Elba)  durch  die  Grystallformen  des  eisenhaltigen  Pyrit  bekannt 
Zu  Beginn  der  Eisenzeit  legte  man  in  Folge  dessen  diesen 
Körpern  eine  religiös-symbolische  Bedeutung  bei.  Der  hiermit 
verbundene  Gultus  verbreitete  sich  insbesondere  nach  Osten  und 
Nordosten  zu  den  nordetruskischen,  bezw.  rätischen  und  eugane- 
ischen  Stämmen,  nach  Westen  und  Nordwesten  zu  den  gallischen 
Völkerschaften  und  hat  sich  bei  letzteren  bis  in  die  Kaiserzeit 
erhalten  (§  18). 
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3)  Pythagoras  wurde  mit  dem  Ikosaeder  und  dem  Do- 
dekaeder durch  die  Gallier  bekannt,  sei  es  bei  Gelegenheit  einer 
Reise,  sei  es  durch  die  vielfachen  Beziehungen  des  von  den 
Etruskern  beherrschten  südlichen  Italiens  zu  Oberitalien  (§  19); 
mathematisch  constrnirt  wurde  das  Dodekaeder  erst  durch  seinen 
Schüler  Hippasus. 

4)  Äehnlich  verhält  es  sich  mit  dem  Zeichen  des  Penta- 
gi'amms,  das  schon  vor  Pythagoras  verbreitet  war  (§  19). 

III.    In  Betreff  der  allgemeinen  Cultur-Geschichte: 

1)  Früher  als  man  in  der  Regel  anzunehmen  geneigt  ist, 
haben  wahrscheinlich  Handelsbeziehungen  (vielleicht  im  An- 
schlüsse an  den  von  der  Po -Mündung  ausgehenden  Bernstein* 
faandel  oder  an  den  Metallreichthum  der  westlichen  Hälfte  des 
Mittelmeeres)  zwischen  Italien  und  Aegypten,  bezw.  Vorder- 
Asien  bestanden,  sei  es  durch  direkten  Verkehr  der  alten  see- 
fahrenden Tursen  und  Shardaner  mit  den  Aegyptem,  sei  es 
durch  Vermittlung  der  Phoniker,  wie  es  für  das  7.  und  8.  Jahr- 
hundert auch  allgemein  angenommen  wird. 

2)  In  Folge  davon  wurden  schon  sehr  früh  babylonische 
Gewichte  und  babylonisch-ägyptische  Zahlzeichen  nach  Italien 
übertragen. 

3)  Insbesondere  ist  der  mykenische  Gulturkreis  von  Einfluss 
auf  die  Entwieklnag  der  proto-etruskischen  Cultur  gewesen  und 
ZWKT  durch  Uebertragung  omamentaler  Motive  und  technischer 
Fertigkeiten,  während  die  üebermittlung  von  Gewichten  und 
Ziffern  nicht  nachweisbar  ist;  wohl  aber  war  in  den  »mykeni- 
schen'^  Ländern  dasselbe  System  von  Zeichen  im  Gebrauch, 
welches  vor  Einführung  der  phönikischen  Buchstabenschrift 
eine  sehr  allgemeine  Verbreitung  im  Mittelmeer-Becken  genoss. 

4)  Auch  die  arithmetischen  Speculationen  oder  Spielereien 
wurden  den  Etruskern  wahrscheinlich  aus  dem  Oriente  über- 
mittelt, von  ihnen  selbst  dann  weiter  ausgebildet. 

5)  Die  pythagoräische  Philosophie  stand  in  engster  Be- 
ziehung  zu   den  Lehren    etruskischer   und   gallischer   Priester; 
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insbesondere  ist  ihre  Vorliebe  fQr  arithmetiscfae   Relationen  it\ 
Lehren  jener  Priester  enbiomm«!  (§  20). 

Manche  der  gewonnenen  Resultate  werden  vielleicht  dnr'i 
neuere  Funde  oder  durch  exaktere  Datirung'  der  vorhandoi« 
Reste  alter  Cultur  einer  Modification  unterworfen  werden  köonn: 
insbesondere  m^  die  Frage,  ob  Pjthi^ras  von  den  Etru^ksi 
lernte  oder  umgekehrt  diese  von  ihm,  ob  also  das  Dodekaek' 
7om  Monte  Loffa  wirklich  in  die  Torpjthagoräische  Zt-it  k 
setzen  ist  (§  20)  durch  ein  exakteres  Stadium  aller  auf  etru^ki- 
schen  Alterthflmern  der  Bronze-  und  Hallstatt- Periode  rorhaii- 
denen  Zeichen  und  Zifferu  vielleicht  anders  beantwortet  wenla 
k&nnen.  Meine  Aufgabe  sollte  es  nur  sein,  auf  GmDd  d^; 
mir  bekannt  gewordenen  FundstQcke  nicht  nur  den  Zuäanuoea- 
hang  zu  konstatiren,  sondern  auch  die  Art  des  Zusammeuhaii^ 
mSglichst  aufzuklären.  Wie  der  letztere  auch  gewesen  söb 
mag,  jedenfalls  haben  wir  zum  ersten  Male  einen  Einblick  a 
die  Natur  der  viel  gerflhmten  aber  wenig  gekanuteii  Wei^beit 
der  alten  Etrusker  und  der  gallischen  Druiden  gewonnen. 


Nachtrag. 

Zn  p.  692,  In  Betreff  neuerer  AnachauuDgen  Qb^r  den  Cr^nt^ 
der  phönikischen  Schrift  und  über  den  Einflus«  der  babylonischen  »of 
die  älteste  ägyptische  Cultur  sei  auf  Larfeld'a  Darstellniig  im  iuil'':i 
erwithnten  Jahreaberichte  (p.  130  ff.)  verwiesen. 

Zu  p.  732,  Ein  Filnfeck  findet  aiah  ab  Ornament  auf  dem  maetf 
Boden  einer  etniski^icheD  Schale  aus  Tertacotta,  gefunden  in  CTiiiis"! 
(vgl.  Corssen,  a.  a.  0.  Bd.  1,  p.  736);  ein  filn&peichiges  Rad  auf  eis^ 
ctmskischen  Grabatele  ans  Pesaro  (vgl.  Deecbe's  Beriebt  über  dif  iti 
ÜHchrn  Sprachen  in  Bnraian'a  Jahresbericht  ober  die  Fortsi'hritt'' J'^ 
klasflischen  AI  terthums Wissenschaft,  Bd.  87.  Suppl.-Bd.,  p.  114). 
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Jali  bis  Dezember  1896. 


Die  Yorehrliehen  Gesellaehaften  and  Institiite,  mit  welchen  nnsere  Akademie  in 
Tauschverkehr  steht,  worden  gebeten,  naebstehendes  Yerzeichniss  zngleich  als  Empfttngs- 
beetitigung  ku  betrachten. 


Von  folgenden  GeseUscliaffcen  nnd  Instituten: 
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82.  Bericht.    1896.    8«. 
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Johns  Hopkins  ünivei'sity  in  Baltimore: 
Circulars.    Vol.  16,  No.  127.     1896.    4». 

American  Journal  of  Mathematics.  Vol.  XVII,  4;  XVIII,  1.2.  1895/96.  8«. 
The  Amerio^  Journal  of  Philology.     Vol.  XVI,  2—4.     1895.    8<>. 
American  Chemical  Journal.   Vol.  XVII.  8-10,  XVIII,  1—6.  1895/96.   8^. 
Johns  Hopkins  University  Studies.  Ser.XIIf,  No.9— 12;  Ser.XIV,  No.  l— 7. 
1896/96.    80. 
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Bd.  I.     1896.    8«. 
Katalog  der  Bücher  und  Manuscripte  des  Vereins.    1896.    8^. 

Museum  in  Bergen  (Nortoegen): 

An  Account  of  the  Crustacea  of  Norway  by  G.  0.  Sars.    Vol.  ü,  part  1. 2. 
1896.    40. 

K,  preussische  Akademie  der  Wissenschaften  in  Berlin: 
Sitzungsberichte.    1896,  No.  24-89.    4». 

Deutsche  chemische  Gesellschaft  in  Berlin: 
Berichte.    29.  Jahrg.,  No.  11,  13—17.    1896.    ^, 

Deutsche  geologische  Gesellschaft  in  Berlin: 
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Bericht  über  das  Jahr  1895.    1896.    S^. 
Ergebnisse  der  Beobachtungen  an  den  Stationen  II.  und  III.  Ordnung 

im  Jahre  1892.    Berlin  1896.    4P. 
Veröffentlichungen.    1896.    Heft  I.    40. 

Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Metthematik  in  Berlin: 
Jahrbuch.    Bd.  25,  Heft  2.     1896.    8". 

Kommission  für  die  Beobachtung  des  Venus-Durchgangs  in  Beriin: 
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Historischer  Verein  in  Bern: 
Denkschrift  zu  dessen  60jähriger  Stiftungsfeier  im  Juni  1896.  Bern  1896.  8®. 
Archiv.    Band  XIV,  4.     1896.    8®. 

SocUti  d' Simulation  du  Douhs  in  Besanqon: 
Mdmoires.    VI.  S^rie,  Tome  9.   1894.     1895.    8^. 

Gewerbschule  in  Bistriz: 
XX.  und  XXI.  Jahresbericht  189i/95  u.  1895/96.     1895/96.    8». 
B.  Äccademia  delle  Scienze  delV  Istituto  in  Bologna : 
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Niederrheinische  Gesellschaft  für  Natur-  und  Heilkunde  in  Bonn: 
SiUnngsberichte  1895,  2.  Hälfte;   1896,  1.  Hälfte.    1895/96.    8^. 

Universität  in  Bonn: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1895/96  in  ^^  u.  B^. 

Naturhistorischei'  Verein  der  preussischen  Bheinlande  in  Bonn: 
Verhandlangen.    52.  Jahrg.    2.  Hälfte;  58.  Jahrg.  1.  Hälfte.     1895.    8^. 

SocUtS  Linnienne  in  Bordeaux: 
Acte«.    Vol.  49.    1895.    8». 

Societi  de  geographie  commercidle  in  Bordeaux: 
Bulletin.    1896,  No.  13—17,  19-22.    8^. 

Boston  Society  of  natural  History  in  Boston: 
Proceedings.    Vol.  27,  part  7—74.     1896.    8». 

Äcademia  nacional  de  ciencias  in  Buenos  Aires: 
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Akademie  der  Wissenschaften  erschienen  sind.     1896.    8*. 

K.  ungarische  geologische  Anstalt  in  Budapest: 

Földtani  Közlöny.     Bd.  XXVI,  fasc.  1—10.     1896.    8®. 

A  Magyar  kir  földtani  int^zet  ^vkönyve.    Bd.  XI,  7.  8.     1896.     89, 

Botanischer  Garten  in  Buitenzorg  (Java): 

Mededeelingen   uit  's  Lands   Plantentuin.     No.  XVI,   XVU.     Bata?is 

1896.    40. 
Verslag  over  het  jaar  1895.     Batavia  1896.    8^. 

Societi  Linneenne  de  Normandie  in  Caen: 
BuUetin.    4«  Sörie.     Vol.  9,  fasc.  2.  3.     1896.    4«. 
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Metearölogical  Department  of  the  Government  of  India  in  Calcutta: 
Monthly  Weather  Review.   December  1896  und  January— May  1896.    fol. 
Indian  Meteorological  Memoirs.     Vol.  VI,   pari  S;    Vol.  IX,   pari  4—7. 

1896.    fol. 
Report  on  tbe  Administration  1896/96.     1896.    fol. 

Gedogical  Survey  of  India  in  Calcutta : 
Records.    Vol.  29,  pari  8.  4.     1896.    4». 

Asiatic  Society  of  BengaU  in  Calcutta: 
Bibliotheca  Indica.    New  Ser.    No.  872—876;  878-886;  887.    1896.    8«. 
Journal.    No.  851—868.     1896.    8«. 
ProceedinRS.    1896.   No.  II— V.    1896.    8° 

Oeologicai  Survey  of  India  in  Calcutta: 
Memoirs.    Vol.  27,  part  1.     1896.    4©. 

Pal&ontologica  Indica.    Ser.  XIII.    8alt-range  Fossil«.    Vol.  2.    Ser.  XV. 
Himälayan  Fossils.   Vol.  2.   Trias,  part  2.     1896.     fol. 

Phüosophical  Society  in  Cambridge: 
Proceedings.    Vol.  IX.  8.     1896.    S^, 
TransÄctions.    Vol.  XVI,  1.     1896.    8«. 

Museum  of  comparative  Zoology  in  Cambridge,  Mass.: 

Bulletin.     Vol.  28,   No.  2;    Vol.  29,   No.  4—6;    Vol.  30,   No.  1  und  2. 
1896.  80 

Surveyor-GeneraTs  Office j  Cape  Toton  (South  AfricaJ: 
Report  by  Dr.  David  Gill  on  Colonel  Morris*  Geodetic  Survey  of  South 
Africa.     1896.    fol. 

Verein  für  Naturkunde  in  Cassel: 
Abhandlungen  und  Bericht  XLI.     1896.    8<^. 

Physikalisch-technische  Reichsanstalt  in  Charlottenburg: 

Die    Thätigkeit    der   physikalisch -technischen    Reichs -Anstalt.      Berlin 
1896.    40. 

K.  sächsisches  meteorologisches  Institut  in  Chemnitz: 
Abhandlungen.    Heft  I.    Leipzig  1896.    4^. 
Jahrbuch  1895.    XIII.  Jahrg.    I.  u.  II.  Abth.     1896.    4<». 

Field  Columbian  Museum  in  Chicago: 
Publications.    No.  10-12.     1896.    8». 

Zeitschrift  „The  Open  Court"  in  Chicago: 

The  Open  Court.    No   466—484.  486.     1896.    4^. 

Das  Evangelium  Buddhas   7on   Paul   Carus;    aus   dem   Englischen    von 
E.  F.  C.  Gauss.     1895.    8«. 

Zeitschrift  „The  Momst"  in  Chicago: 
The  Monist.    Vol.  VI,  4;   VII,  1.    1896.    8» 

Naturforschende  Gesellschaft  Graiibündens  in  Chur: 
Jahresbericht.    Neue  Folge.     Bd.  39.     1896/96.    8^. 
B.  Eblin,  Ueber  die  Waldreste  des  Averser  Oberthaies.     1896.    8^. 

Chemiker-Zeitung  in  Cöthen: 
Chemiker-Zeitung.    No.  52—86;  92—99.     1896.    fol. 

Franz-Josephs-  Universität  Czernotoitz : 
Verzeichniss  der  Vorlesungen.     W.-S.  1896/97.    8^. 
Uebersicht  der  akademischen  Behörden  i.  J.  1896/97.    8^. 
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Historischer  Verein  für  das  Grosshereogthum  Hessen  in  Darmstadt: 

Quartalblätter.  Neue  Folge.  Bd.  I.  Viert^ljahreshefb  1—3.  1895.  8*. 
Archiv  für  Hessische  Geschichte.  Neue  Folge,  ßd.  I,  Heft  1.  1893.  8*. 
Friedr.  Kofler,  Archäologische  Karte  des  Grossberzogthums  Hessen.    1888. 

Colorado  Scientific  Society  in  Denver,  Colorado: 

Zwei  mineralogische  Abhandlungen.     1896.    8^. 

Some  notes  on  the  occurrence  ot*  Uranitite  in  Colorado  by  Bich.  Pearce. 
*    1895.    8«. 

Verein  für  Ätihaltische  Geschichte  in  Dessau: 
MittheiluDgen.    Band  VII,  Theil  6.    1896.    8®. 

Verein  für  Geschichte  und  Naturgeschichte  der  Baar  in  DonauestMngen: 
Schriften.    Heft  IX,  1896.    Tübingen  1896.    80. 

Union  giographique  du  Nord  de  la  France  in  Douai: 
Bulletin.    Tome  17,  trimestre  2.     1896.    8«. 

K,  sächsischer  Alterthumsverein  in  Dresden: 

Jahresbericht  1895/96.    1896.    80. 

Neues  Archiv  für  sächsische  Geschichte.    Bd.  XYII.     1896.    8P. 

Verein  für  Erdkunde  in  Dresden:  - 
XXV.  Jahresbericht.     1896.    S» 

American  Chemical  Society  in  Easton,  Pa,: 
The  Journal.    Vol.  XVIII,  10-12.     1896.    8». 

Royal  Society  in  Edinburgh: 
Proceedings.     Vol.  XX,  XXI,  part  1.     1895/96.    8®. 
Transactions.    Vol.  XXXVII,  part  3. 4;  XXXVIII,  part  1.2.  1894—96.  4<». 

Boyal  Physicäl  Society  in  Edinburgh: 
Proceedings.    Session  1895—96.    p.  125—257.     1896.    8^. 

Verein  für  Geschichte  der  Grafschaft  Mansfeld  in  Eisleben: 
Mansfelder  Blätter.     10.  Jahrg.     1896.    8^. 

K.  Universitätsbibliothek  in  Erlangen: 
Schriften  aus  d.  J.  1895/96  in  4^  u.  8. 

Reale  Accademia  dei  Georgoßi  in  Florens: 
Atti.    IV.  Ser.    Vol.  19.  disp.  2.    1896.    8». 

Senckenbergische  naturforschende  Gesellschaft  in  Frankfurt  ajM.: 
Abhandlungen.    Band  XXU.     1896.    4^. 
Bericht.     1896.    &>, 

Physikalischer  Verein  in  Frankfurt  afM,: 

Jahresbericht  für  1894/95.     1896.    8<>. 

Das  Klima  von  Frankfurt  a/M.,  von  Julius  Ziegler  u  Walter  König.  1896.  4«. 

NaturwissenschafÜicher  Verein  in  Frankfurt  aJO.: 

Helios.    13.  Jahrg.,  No.  7—12.     1896.    8^. 

Societatum  Litterae.    Jahrg.  IX,  No.  10-12;  X,  1-6.    1895/96.    8». 

Universitätsbiblioihek  in  Freiburg  ilBr,: 

Schriften  aus  d.  J.  1895/96  in  4^  u.  8^. 

KirchUch-historischer  Verein  in  Freiburg  i/Br,: 

Freiburger  Diöcesan-Archiv.     Bd.  25.    1896.    8^. 

Breisgau'Verein  Schau  ins  Land  in  Freiburg  t/Br.: 

Schau  ins  Land.    22.  Jahrlauf.     1896.    fol. 


Verzeichniss  der  eingelaufenen  Druckschriften.  765 

Universität  FVeiburg  in  der  Schweiz: 

Behörden,  Lehrer  und  Stadirende.    1890/97.    1896.    8^. 
L^inauguration  officielle  dea  cootb  unWersitaires  k  Fribourg  pour  Tann^ 
1896/97.     1896.    8». 

Sociite  d^higtoire  et  cParchSologie  in  Genf: 
Mämoires  et  Docaments.    II<»  Sdrie,  Tome  4.    1896.    8<^. 

Sternwarte  in  Genf: 
Besntn^  m^t^rologique  de  Fannie  1896.     1896.    8^. 

Universität  Genf: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1895/96  in  4<>  a.  8^. 

Museo  civieo  di  storia  naturale  in  Genua: 

Annali.    Serie  II.    Vol.  16.     1896.    ^, 

Oberhessischer  Geschichtsverein  in  Giessen: 

Mittheilangen.    N.  F.   6.  Bd.     1896.    S^. 

Universität  in  Giessen: 
Schriften  aus  d.  J.  1895/96  in  4f^  u.  8<>. 

Oberlausiteische  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Görlitz: 
Festschrift  zum  550.  Gedenktage  des  Oberlausitzer  Sechsstftdte-BQndnisses. 
Th.  I.  11.    1896.    80. 

Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Göttingen: 
Qöttingische   gelehrte  Anzeigen.     1896.     No.  7—12.     (Juli— Dezember.) 

Berlin  1896.    4». 
Nachrichten,    a)  Mathem.-phy8.  Classe.  1896.   Heft  2.  8. 

b)  Philolog.-hist.  Classe.    1896.   Heft  2.  3. 
Geschäftliche  Mittheilungen.   1896.   Heft  2.    4^. 

Historischer  Verein  für  Steiermark  in  Graz: 
Beiträge  zar  Kunde  steierm&rkischer  Geschichtsquellen.    27.  Jahrgang. 
1896.    80. 

Rügisch-Pommerscher  Geschichtsverein  in  Greifswald: 
Die  Greifswalder  Sammlungen.    Heft  II.    Von  Th.  Pjl.     1897.    8^. 

£.  InstUui^  voar  de  Taal,  Land-  en  Volkenkunde  van  Nederlandsch-Indie 

im  Haag: 
Bijdragen.    VI.  Volgreeks.   ü.  Deel,  aflev.  4.     1896.    8P. 

Musee  Teyler  in  Haarlem: 
Archives.    S^rie  II.    Vol.  5,   2«  partie.    1896.    4^. 

SociHi  Hollandaise  des  Sciences  in  Haarlem: 
Archives  Nderlandaises.    Tome  dO,  livr.  2.  8.    1896.    8^. 

Nova  Scotia  Institute  of  Science  in  Halifax : 
The  Proceedings  and  Transactions.    Vol.  IX,  part  1.    1896.    8^. 

K.  K,  Obergymnasium  zu  Hall  in  Tirol: 
Programm  für  das  Jahr  1895/96.     1896.    8®. 

KaiserL  Leopoldinisch-Carolinische  deutsche  Akademie  der  Naturforseher 

in  Halle: 
Leopoldina.    Heft  82,  No.  6,  8—11.    1896.    4». 

Deutsche  morgefdändische  Gesellschaft  in  Halle: 
Zeitschrift.    Band  50,  Heft  2.  3.    Leipzig  1896.    8®. 
Abhandlungen  fBr  die  Kunde  des  Morgenlandes.    Bd.  X,  No.  3.    Leipzig 
1896.    8°. 
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UniversUiU  in  Haue: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1896/96  in  4^  u.  BP. 
VerzeichniM  der  Vorlesungen.    Winterhalbjahr  1896/97.     1896.     8^. 

Thüringisch-sächsischer  Verein  zur  Erforschung  des  vcUerländisthen 

Älterthums  in  Halle: 
Jahresbericht  für  1895/96.     1896.    S^, 

Verein  für  Hamburger  Geschichte  in  Hamburg: 
Zeitschrift.    Bd.  X,  1.     1896.    8». 

Stadtbibliothek  in  Hamburg: 
Schriften  der  Wissenschaft I.  Anstalten  Hamborgs  i.  J.  1895/96  in  4®  u.  8^. 

Historischer  Verein  für  Niedersachsen  in  Hannover: 
Zeitschrift.    Jahrgang  1896.    8^. 

Grossherßogliche  Sternwarte  in  Heidelberg: 
Veröffentlichungen.    Heft  5.    Karlsruhe  1896.    49, 

Universität  Heidelberg: 
Die  praktische  Theologie  als  eine  selbständige  Disciplin.    Akadem.  Rede 

▼on  H.  Bassermann.     1896.    4^ 
Schriften  der  Universität  aus  dem  Jahre  1895/96  in  4<^  u.  8®. 

Historisch-philosophischer  Verein  in  Heidelberg: 
Nene  Heidelberger  Jahrbücher.    Jahrg.  6,  Heft  2.     1896.    8^. 

Commission  gSologique  de  la  Finlande  in  Hdsingfors: 

Carte  g^ologique  de  la  Finlande.    No.  27 — 31.    (Accompagnde  de  reo- 

seignements.)    1896.    8^. 
Bulletin.    No.  1-6.     1895/96.    8». 
öfversigt  XXXVII.    1894/95.     1895.    80. 

Institut  mStiorologique  central  in  Helsingfors: 
Observations.    Vol.  XIV,  livr.  1.     1896.    4». 

Observations  m^tdorologiques  1681—90.    Tome  suppldmentaire.     Knopio 
1896.    fol. 

Universität  Helsingfors: 
Schriften  der  Universität  Helsingfors  aus  dem  Jahre  1896/96  in  4®  n.  8®. 

Verein  für  siebeyibürgi^che  Landeskunde  in  Hermannstadt: 
Archiv.    N.  F.    Band  25,  Heft  3.     1896.    8». 

Voigtländiseher  Älterthumsverein  in  Hohenleuben: 
65.  u.  66.  Jahresbericht.     1896.    S^. 

Ferdinandeum  in  Innsbruck: 
Zeitschrift.    3.  Folge.    40.  Heft.     1896.    ^, 

Medicinisch-naturtoissenschaftliche  GesdUehaft  in  Jena: 

Denkschriften.     Bd.  V,  Liefg.  2.  3,  Text  und  Atlas,    fol. 

Bd.  VIII,  Liefg.  2,  Text  und  Atlas,    fol. 
Jenaische  Zeitschrift  für  Naturwissenschaft.     1896.   8®. 

Journal  of  PhysicoA  Chemistry  in  Ithaiea: 
Journal.    Vol.  I,  No.  2.     1896.    8«. 

Universität  Jurjeto  (Dorpat): 
Schriften  der  Universität  aus  dem  Jahre  1895/96  in  8^. 

Centralbureau  für  Meteorologie  etc,  in  Karlsruhe: 
Jahresbericht  des  Centralbureaus  für  das  Jahr  1895.     1896.    49. 

Grossherzoglich  technische  Hochschule  in  Karlsruhe: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1895/%  in  4°  u.  8^ 
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Universität  Kwan: 
Utschenia  Sapiski.    Bd.  68,  No.  6.  8.  10-12.    1896.    8^. 
3  mediciniscbe  Dissertationen  in  russischer  Sprache.     1896/96.    8®. 
Dissertation  A.  K.  Ploschko:  Ueber  die  Nervenenden  im  Rachen  und  in 
der  Luftröhre  der  Säugethiere.     1896.    8<>. 

SocUte  de  midecine  scientifique  annexee  ä  V  Universite  de  Kharkow: 
Travaux.    1895.   Heft  1.     1896.    8». 

K.  Universität  in  Kiel: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1895/96  in  4^  u.  ^, 

Kommission  zur  wissenschaftl,  Untersuchung  der  deutschen  Meere  in  Kiel : 
Wissenschaftliche  Meeresuntersuchungen.    N.  F.    Bd.  II,  Heft  1.  1896.  4^. 

Universität  in  Kiew: 
Iswestija.    Bd.  36,  No.  5—10.     1896.    8®. 

Geschichtsverein  für  Kärnten  in  Klagenfurt: 
Jahresbericht  f&r  1895.     1896.    80. 
Carinthia  I.    86.  Jahrg.    No.  1—6.    1896.    8«. 

Äerztlich-naturwissefischaftlicher  Verein  in  Klausehburg: 
ErtesitO.    8  Hefte.     1896.    8<>. 

Kroatische  archäologische  Gesellschaft  in  Knin: 
Starohrvatska  prosvjeta.     Bd.  II,  2.  8.     1896.    4^ 

Historischer  Verein  für  den  Niederrhein  ifi  Köln: 
Annalen.    Heft  62.     1896.    8^. 

Universität  Königsberg : 
Schriften  aus  dem  Jahre  1895/96  in  4^  u.  8<^. 

K,  Akademie  der  Wissetischaften  in  Kopenhagen: 
Oversigt.    1896.   No.  4.  5.    8». 

Gesellschaft  für  nordische  Älterthumskunde  in  Kopenhagen: 
Aarböger.    II.  ßaekke.     Bd.  11,  Heft  2.     1896.    8». 

Akademie  der  Wissenschaften  in  Krakau: 
Sprawozdania  komisyi  sztuk.     Vol.  V,  Heft  4.     1896.    fol. 
Anzeiger.    Juni,  Juli,  Oktober,  November.     1896.    8®. 
Rozprawy.   wydz.  histor.-filozof.   Ser.  II,  tom.  7.     1896.    8^. 
Biblioteka  pisarzow  polskich.    Tom.  81.     1896.    8^. 
Rocznik.     Rok  1894/95.     1895.    40. 
Mater jaly  antropolog.-archeolog.    Tom.  I.     1896.    8^. 
Oswald  Balzer,  Genealogia  Piastöw.     1896.    4^. 

Historischer  Verein  für  Niederbayern  in  Landshut: 
Verhandlungen.    32.  Band.    1896.    8®.  ^ 

SociSte  Vaudoise  des  sciences  naturelles  in  Lausanne: 

Bulletin.    IV.  S^r.    Vol.  32,    No.  120.  121.     1896.    8«. 
Index  bibliographique  de  la  facultd  des  sciences.     1896.    8°. 

Kansas  University  in  Lawrence^  Kansas: 
The  Kansas  University  Quarterly.     Vol.  V,  No.  1.     1896.    8°. 

Maatschappij  van  Nederlandsche  Letterkunde  in  Leiden: 

Tijdschrift.    Deel  XV,  afl.  2.  3.     1896.    8^. 

Bijdragen  tot  de  taal-,   land-  en  volkenkunde   van  Nederlandsch- Indio. 

VI.  Reeks.    Deel  II,  afl.  3.   s'Gravenhage  1896.    S'^. 
Handelingen  en  Mededeelingen  1896/96.     1896.    8^. 
Levenaberichten  1895/96.     1896.    8^. 
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Stemtüarte  in  Leiden: 
Verslag  1894/96.    1896.    8». 

Archiv  der  Mathematik  und  Physik  in  Leipzig: 
Archiv.    II.  Reihe,   Theil  XV,   Heft  1.     1896.    8". 

K,  sächsische  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Leipzig: 

Abhandltmgen  der  philol.-hist.  Glasse.    Bd.  XVII,  No.  5.    1896.    4*. 
Abbandinngen  der  math.-pbys.  Glasse.    Bd.  XXIII,  2 — 5.    4^. 
Berichte.    PhiloL-hiat.  Glasse.    1896.   I.    8«. 
Berichte.    Math.-phys.  Glasse.    1896.   II.  III.     1896.    8^. 
Zur  50jäbrigen  Jubelfeier  der  E.  S&chs.  Gesellschaft  der  Wiuenscbaften 
am  1.  Juli  1896.    40. 

Fürstlich  JabUmowsMsche  Gesellschaft  in  Leipzig: 
Preisschriften.    No.  XXXU.  XXXIII.     1896.    4P. 

Journal  f&r  praktische  Chemie  in  Leipzig: 
Journal.    N.  F.    Bd.  58.  Heft  12;    Bd.  64,  Heft  1-9.     1896.    ^. 

GeschichtS'  und  Alterthumsverein  in  Leisnig: 
Mittheilnngen.    10.  Heft.     1896.    8<>. 

üniversUy  of  Nebraska  in  Lincoln: 
Bulletin.    No.  44.  45.    1896.    8». 

Liter ary  and  PMosophical  Society  in  Liverpool: 
Proceedings.    Session  1895/96,  No.  L.    1896.    BP. 

The  English  Historical  Reüiew  in  London: 
Historical  Review.    Vol.  XI,    No.  48.  44.     1896.    8^. 

Boyal  Society  in  London: 
Proceedings.    Vol.  59,  No.  868;   Vol.  60,  No.  359-364.     1896.    8», 

B.  Ästronomical  Society  in  London: 
Monthly  Notices.     Vol.  56,   No.  9,  10;    Vol.  57,   No.  1.    Qeneral-Index 
to  Volumes  80—52.     1896.    8^. 

Chemical  Society  in  London: 

Journal.    No.  404—409.    (Juli— Dezember.)     1896.    S^. 
Proceedings.    No.  168—171.    1896/96.    (Oktober— Desember.)     8». 
The  Jubilee  of  the  chemical  Society  of  London  1891.    1896.    8^. 

Geölogicäl  Society  in  London: 

The  quarterly  Journal.    Vol.  52,  part  4,  No.  208.     1896.    8®. 

Linnean  Society  in  London: 

Proceedings.     April  1896.    8<>. 

The  Journal,    a)  Botanv.   Vol.  31,  No.  215-217;    b)  Zoology.    Vol.  25, 

No.  162.     1896.    80. 
General-Index  to  the  first  20  Volumes  of  tbe  Journal  (Zoology).  1896.  8*. 
The  Transactions.    a)  Zoology.  Vol.  VI,  part  4.  5;  b)  Botany.  Vol.  IV,  4: 

V,  3.  4.    1896.    80. 

Boyal  Microscopical  Society  in  London: 

Journal.    1896.    Part  4  u.  6.    8<>. 

Zoological  Society  in  Jjondon: 

Transactions.     Vol.  XIV,  2.    1896.    4«. 
Proceedings.     1896.     Part  11.  111,     1896.    8«. 

List  of  the  vertebrated  Animals  in  the  Gardens  of  the  soological  Society. 
9">  Edit.     1896.    8«. 
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Zeitschrift  „Nature^  in  London: 
Nature.    Vol.  64,   No.  1388—1409;    Vol.  66,   No.  1410—11.    1896.     4«. 

Museums 'Verein  für  das  Fürstenthum  Lüneburg  in  Lüneburg, 
Jahresberichte  für  die  Jahre  1891—96.    1896.    8^. 

SoeUti  giologique  de  Belgique  in  Lüttich: 
Annales.    Tome  28,  liy.  2.    1896/96.    8^. 

Historischer  Verein  der  fünf  Orte  in  Luxem: 
Der  Geachichtsfreond.    Bd.  61.    Stans  1896.  8^^. 

Äcadimie  des  sciences  in  Lyon: 
M^moires.    III.  Sdrie,  Tome  8.    1896.    8^. 

SociHi  d'agricülture  sdenee  et  industrie  in  Lyon: 

Annale«.    Vn.  S^r.    Tome  2.  8.    1894/96.    Paria  1896/96.    S». 

Socitte  d^anthropologie  in  Lyon: 
Bulletin.    Tome  14.    1896.     1896.    8». 

SociSte  lAnneenne  in  Lyon: 
Annales.    Tome  41.  42.    1894/96.    80. 

Saint-Lager,  Les  Gentianella.  —  La  vigne  da  mont  Ida.  —  Les  nonvelles 
florea  de  France.    Paris  1894—96,  8  vols.    8^ 

•    üniversiti  in  Lyon: 
Ch.  Renel,  L'^Tolntion  d*iin  mythe.    Paris  1890.    8<>. 

Washbum  Observatory  in  Madison: 
Pnblications.    Vol.  IX,  part  1.    1896.    40. 

B.  Äcademia  de  la  historia  in  Madrid: 
Boletin.     Tomo  29,  cuad.  1—6.     1896.    8<>. 

Naturvoissenschaftlicher  Verein  in  Magdeburg, 
Jahresbericht  und  Abhandlungen  1894,  2.  Halbjahr  bis  1896.    1896.    8^. 

R,  IsHtuto  Lombardo  di  scieme  in  Mailand: 

Rendiconti.    Ser.  II.   Vol.  28.     1896.    8*. 

Memorie.    a)  Glaase  di  lettere.    Vol.  20,  fasc.  2.  3;  b)  Classe  di  scienze 
matematiche.    Vol,  17,  faoc.  6.  6;  Vol.  18,  fasc.  1.     1896/96.    4^. 

Societä  Itaiiana  di  scienze  ncUurali  in  MaÜand: 

Atti.    Vol.  36,  fasc.  2.     1896.    ^, 

Societä  Storica  Lonibarda  in  Mailand: 

Archivio  Storico  Lombardo.    Ser.  III.    Anno  23,  fasc.  10.  11.     18%.    8^. 

Literary  and  phHosophicdl  Society  in  Manchester: 

List  of  the  Membera.    1896.    8^. 

Memoirs  and  Proeeedings.    Vol.  41,  part  1.     1896.    8^. 

Universität  in  Marburg: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1896/96  in  4^  u.  df^. 

FacultS  des  sciences  in  Marseille: 
Annales.    Tome  V,  fiisc.  4;  Tome  VI,  fesc.  1—8;  Tome  VII.    1896.    4». 

Hennebergischer  dlterthumsforschender  Verein  in  Meiningen: 
Neue  Beitr&ge  zur  Geschichte  deutschen  Alterthums.   Heft  8.    189G.    4^. 

Verein  für  Geschickte  der  Stadt  Meissen  in  Meissen: 
Mittheilnngen.    Band  IV,  2.     1896.    8^^. 

Zeitschrift  Bivista  di  storia  Antica  in  Messina: 
RiTista.    Anno  II,  fasc.  1.     1896.    8^. 
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Äcademie  in  Mete: 

M^moirea.    Ann^e  1894/95.     1896.    80. 

Observatorio  meteorMgicO'fiuiignStico  central  in  Mexico: 

Bolefcin  mensual.    1896.    Marso— Ociabre.    49. 

Observatorio  astronömieo  nacionaJ  de  Tacubaya  in  Mexico: 

Boletin.    Tom.  T,  No.  25.    1896.    4<^. 

Sociedad  cientifka  „Antonio  Aleate"  in  Mexico: 

Memoriaa.    Vol.  VIII,  No.  6-8;   Vol.  IX,  No.  7-10.     1895/96.     8». 

Sociedad  de  geografia  y  egtadistica  in  Mexico: 

Boletin.    Tom.  III,  fasc.  8—9.    1896.    8^. 

Societä  dei  naturalieti  in  Modena: 

Atti.    Ser.  III.    Vol.  Xlil.  2;  XIV.  1.     1896/96.    8». 

Intemationdles  TausehrBureau  der  Republik  Uruguay  in  Montevideo: 

Loi  da  rayonnement  solaire  par  Charles  Honorä.    1896.    40. 

SociSti  Imperiale  des  Natunüistes  in  Moskau: 

Bulletin.    Annde  1896,   No.  1.  2.    8^ 

Deutsche  Gesellschaft  für  Anthropologie  in  Berlin  und  München: 

Correspondenzblatt.    Jahrg.  27,  No.  4—9.     1896.    4^. 

Direktion  der  k.  b,  Posten  und  Telegraphen  in  Mütidien: 

I.  und  II.  Nachtrag  sam  Zeitongspreisyerzeichniss  för  1896.    4®. 
Preisverzeichniss  der  Zeitungen  etc.  nebst  Nachträgen  für  I.  n.  If.  Abt 
1897.    40. 

K,  bayer.  technische  Hochschule  in  Müv^^en: 

Personalstand.    Winter-Semester  1896/97.     1896.    8^. 
Programm  für  1896/97.     1896.    &\ 
Bericht  für  das  Jahr  1895/96.     1896.     4». 

K.  bayer.  meteorologische  Zentralstation  in  München: 

Beobachtungen  der  meteorologischen  Stationen  Bayerns  1879  ff.  und 
16  Hefte  der  monatl.  Uebersichten  Aber  die  Witterungtyerhftitnisse. 

Beobachtungen  der  meteorologischen  Stationen  im  Königreich  Bayern. 
Jahrg.  XVIII,  Heft  1.  2.    1896.    fol. 

K.  bayer.  Staatsministerium  des  Innern  in  München: 

Geognostisch«  Jahreshefte.    8.  Jahrg.  1895.    Gassei  1896.    4^. 

Universität  in  München: 

Schriften  aus  dem  Jahr  1896  in  4^  u.  Bfi. 

Amtliches  Veneichnis  des  Personals.  Winter-Semester  1896/97.    1896.  8*. 

Historiseher  Verein  in  München: 
Monatsschrift.    No.  6—10.    Juni— Oktober  1896.    8^. 

Verlag  der  Hochschul-Nachrichten  in  München: 
Hochachul-Nachrichten.    1896.    No.  68—75.     40. 

Äccadeinia  delle  scienze  fisiche  e  mcUematiche  in  Neapel: 
Rendiconto.    Ser.  III.    Vol.  2,   fasc.  6—11.    1896.    B^. 

Zoologische  Station  in  Neapel: 
Mittheilungen.    Bd.  XII,  3.    Beriin  1896.    8^. 

Historischer  Verein  in  Neuburg  a/D.: 
Neubarger  Kollektaneen- Blatt.    59.  Jahrg.  1895.    1896.    8^. 
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The  American  Journal  of  Science  in  New-Haven: 
Journal.    IV.  Ser.    Vol.  2,  No.  8—12.     1896.    8^. 

Observatory  of  the  Ydle  University  in  NetD-Haven: 
Report  ;for  tha  year  1895/96.     1896.    8^. 

American  Orienial  Society  in  New-Haven: 
Journal.    Vol.  17.    1896.    8^. 

New 'York' Academy  of  Sciences  in  New -York: 
AnnalB.    Vol.  VIII  (Index);  Vol.  IX,  No.  1-3.     1896.    S^. 

American  Museum  of  Natural  History  in  New- York: 
Annnal  Report  for  the  year  1895.    1896.    &^, 

American  Chemical  Society  in  New- York: 
Journal.    Vol.  18,  No.  8.  9.    Easton  1896.    8^. 

American  Geographica!  Society  in  New- York: 
Bulletin.    Vol.  28,  No.  2  u.  3.     1896.    8<>. 

Nederlandsche  botanische  Vereeniging  in  Nijmegen: 
Nederlandscb  kruidkundig  Archief.    III.  Serie.    Deel  I,  atuk  1  und  Index 
za  Serie  I  u.  II.     1896.    S^. 

Naturhistorische  Gesellschaft  in  Nürnberg: 
Abhandlungen.    Bd.  X,  Heft  4.     1896.    8P, 

Historischer  Verein  in  Osnabrück: 
Osnabrficker  Urkundenbuch.    Bd.  II.    1896.    8^. 

Geological  Survey  of  Canada  in  Ottawa: 
Annual  Report.    New  Seriea.    Vol.  VII.    1894.    With  Maps.    1896.    8^. 

Boy  dl  Society  of  Canada  in  Ottawa: 
Proceedings  and  Transactions.    II.  Series.    Vol.  1.    1895.    S^, 

B,  üniversitä  in  Padua: 
Onoranxe  centenarie  a  Galileo  Galilei.    1896.    4®. 

Circolo  mcUemcUico  in  Palermo: 
Rendiconti.    Tom.  10,  fasc.  5.    1896.    4^. 

AcadSmie  de  mSdedne  in  Paris: 
Bulletin.    1896.   No.  28—50.    8^. 

AcadSmie  des  sciences  in  Paris: 
Comptes  renduB.    Tome  128,  No.  2—25.     1896.    4^. 

Eoolle  pölytechnique  in  Paris: 
Journal.    S^rie  II.    Cahier  1.    1895.    4^. 

MonUeur  Seieniifique  in  Paris: 
Moniteur.    Li?r.  656—661.    Sept.— Dec.  1896,  Janv.  1897.    49. 

Musie  Guimet  in  Paris: 
Annales  in  4^.    Tome  27.     1895.    4^ 
Reyue  de  Thistoire  des  r^ligions.    Tome  82,  No.  2.  8,     1895.    S^. 

Musium  tPhistoire  naturelle  in  Paris: 
Bulletin.    Annäe  1896,  No.  2—4.    8^. 
Nooyelles  Archiyes.    Sär.  III.    Tome  7,  fasc.  2.     1895.    4^ 

SociSti  d^anthropologie  in  Paris: 

Bulletins.    Sär.  IV.   Tome  6,  fasc  6;  Tome  7,  fasc.  1.    1895/96.    09. 
Memoires.   III.  S^r.   Tome  I,  fasc.  4;  Tome  11,  fasc.  1.     1895/96.    8^ 
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Societi  de  giographie  in  Paris: 
Comptes  rendus.    1896.     No.  18—16.    8*. 
Bulletin.    VII.  Särie.    Tome  17,  L  et  IL  trim.    1896.    8^. 

Sodtti  ma^Mmatique  de  France  in  Paris: 
Bulletin.    Tome  24,  No.  6—7.    1896.    8». 

Acaöhnie  Imperiale  des  sciences  in  8t.  Petersburg: 

Byzantina  Chronika.     Tom.  II,   Heft  1—4;    Tom.  III,   Heft  1.     1896/96. 

gr.  80. 
Mömoires.    a)  Glasse  historico-philologique.    Vol.  I,  No.  1.  2.    b)  Clasae 

physico-math^mat.    Vol.  I,  No.  9;  Vol.  II,  No.  1—9;  III,  No.  1—6; 

IV,  No.  1;  nebst  Atlas  zu  11,  No.  4  in  foL     1896.    4fi. 

ComUi  giologique  in  St,  Petersburg: 
Bulletins.    1896.   No.  3  et  4.    8^. 
Mömoires.     Vol.  XV,  No.  2.     1896.    40. 

Eussische  astronomische  Gesellschaft  in  St,  Peter^mrg: 
Iswest^a.     1896.    No.  6.  6.    1896.    8<>. 

Botanischer  Garten  in  St.  Petersburg: 
Scripta  botanica.    fasc.  12.  13.    1896.    8® 
Acta  horti  Petropolitani.    Tom.  XV,  1.    1896.    8^. 

Kaiserlich  Bussische  archäologische  Gesellschaft  in  St,  Petersburg: 

Sapiski.    Bd.  VII,  No.  1—4.    1894.    8«. 

Phy8ik€d,'Chemis(he  Gesellschaft  an  derkais,  Universität  in  St,  Peter^urg  : 

Schurnal.    Vol.  28,  fasc.  6-8.     1898.    8^ 

Musee  eoologique  de  VAcadSmie  Imp.  in  St.  Peter^urg: 

Annuaire  1896.    No.  1—3.    8^ 

Mus6e  gSologique  de  VUniversiti  de  St,  Petersburg: 

Trayaux  de  la  Section  giologique  du  cabinet  de  Sa  M^jest^.     Vol.  I, 
No.  3;  Vol.  II,  No.  1.     1896.     4». 

Histor.'phüol,  Fakultät  der  kais.  Universität  in  St,  Petersburg: 
Obosrenije  1896/97.     1896.    8^. 
Sapiski.    Heft  88.     1896.    8^. 

Academy  of  natural  Sciences  in  Philadelphia: 
Proceedings.   1896.   part  I.    8^. 

Historical  Society  of  Pennsylvania  in  Philadelphia: 
The  Pennsylvania  Magazine  of  History  and  Biography.    Vol.  20,  No.  1.  2. 
1896.    8^. 

Alumni  Association  of  the  College  of  Pharmaey  in  Philaddphia: 
Alumni  Report.   Vol.  32,  No.9;  Vol.  83,  No.  1-8.  Sept— Dec.    1896.  8^. 

American  Phüosophicäl  Society  in  Philadelphia: 
Proceedings.    Vol.  36,  No.  160.    1896.    8®. 
Transactions.    New  Series.    Vol.  XVIII,  part  III.    1896.    40 

B.  Sctujla  normale  superiare  di  Pisa: 
Annali.    Vol.  18.    1896.    80. 

Societä  Toseana  di  seienze  naiurali  in  Pisa: 
Atti.    Processi  yerbali.    Vol.  X,  p.  121—168.    1896.    4® 

Alterthumsverein  in  Plauen: 
Mittheilungen.     11  u.  12.    Jahresbericht.     1896/96.    8^. 
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Historische  Gesellschaft  in  Posen: 

Zeitschrift.    11.  Jahrg.,  Heft  1  u.  2.    1896.    S^. 

Genirvä'Bureau  der  internationalen  Erdmessung  in  Potsdam: 

Verhandlungen  der  1895  in  Berlin  abgehaltenen   11.  allgemeinen  Con- 
ferenz.    ü.  Theü.    Berlin  1896.    #. 

K,  geodätisches  Institut  in  Potsdam: 
Jahresbericht  1895/96.    1896.    8«. 
Die  Enrop&ische  Längengradmessung  in  52  Grad  Breite  Ton  Greenwich 

bis  Warschau.    II.  Heft.    Berlin  1896.    4^. 
Bestimmung  der  PolhOhe  und  der  Intensität   der  Schwerkraft  auf  22 

Stationen  von  der  Ostsee  bei  Kolberg  bis  zur  Schneekoppe.    Berlin 

1896.  8». 

ActionscomitS  der  dllgemeinen  Landes-JubUäums-Äusstellung  in  Prag: 

Hundert  Jahre  Arbeit.    Bericht  Aber  die  allgemeine  Landesausstellung 
in  Prag  1891.    Theil  I  u.  U.     1892.    fol. 

Böhmische  Kaiser  Frane-Joseph-Akademie  in  Prag: 

Pamätky.     Band  16,   Heft  7-12  und  Register;    Band  17,    Heft  1—8. 
1894—96.    40. 

Gesellschaft  zur  Förderung  detUscher  Wissenschaft,  Kunst  und  Literatur 

in  Prag: 
Forschungen  zur  Kunstgeschichte  Böhmens  von  Jos.  Neuwirth.    Theil  II. 

1897.  fol. 

Beiträge  zur  deutsch-böhmischen  Volkskunde.    Bd.  I,  Heft  1.  2.   1896.  8^. 
Bibliothek  deutscher  Schriftsteller  aus  Böhmen.    Bd.  5.    1896.    89. 
Richard  Batka,  Altnordische  Stoöe  und  Studien  in  Deutschland.    Ab- 
schnitt I.    Bayreuth  1896.    8^. 
Die  hebräischen  Verba  denominatiya.    Leipzig  1896.    8^. 

Museum  des  Königreichs  Böhmen  in  Prag: 

Casopis.    Geschäftsberichte  für  die  Jahre  1892,  98,  94,  95.   1892—96.  8<>. 

Deutsche  Carl- Ferdinands -Universität  in  Prag: 

Personalstand  1896/97.    1896.    8^. 

Ordnung  der  Vorlesungen.    Winter-Semester  1896/97.     1896.    Q^, 

Zeitschrift  „Krok"  in  Prag: 

.Krok*.    Bd.  10,  Heft  8—10.     1896.    8«. 

Archaeological  Institute  of  America  in  Princeton  (New- Jersey): 

American  Journal  of  Archaeology.     Vol.  XI.  No.  2.  3.     1896.    8". 

Observatorio  astronömico  in  Quito: 

Boletin  Afio  1.    No   6—11.    1896.    8^. 

Historischer  Verein  in  Begensburg: 

Verhandlungen.    Bd.  48.    1896.    8». 

Naturmssenschafüieher  Verein  in  Begensburg: 

Berichte.    Heft  5.     1894/95.    1896.    8». 

Observatorio  in  Bio  de  Janeiro: 

Annuario  para  0  anno  de  1896.    1895.    8^. 

Academy  of  Science  in  Bochester : 

Proceedings.    Vol.  III,  No.  1.    1896.    8^. 

Geologicäl  Society  of  America  in  Bochester: 

Bulletin.    Vol.  VII.     1896.    8«. 
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R,  Accademia  dei  Lincei  in  Born: 
Osservazioni  astronomiche  e  fisiche  del  piaoeta  Marie  per  G.  Y.  Scbia- 
parelli.    Memoria  IV».     1896.    4». 

Atti.    Ser.  V.    Classe  di  scienze  fisiche.     Bendiconti.   Vol.  V,    gem.  1, 

fasc.  12;   sem.  2,  fasc.  1—11.     1896.    4«. 
Atti.    Ser.  V.    Classe  di  scienze  morali.    Vol.  IV,  parte  2.    Notisie  degti 

scayi.    1896  Maggio— Ottobre.    4». 
Uendiconti.     Classe   di   scienze  morali.     Serie  V.    Vol.  5,   fasc  4 — 10. 
1896.    8*. 

Accademia  Pontificia  d^  Nuovi  Lincei  in  Born: 
Atti.     Anno  49,  sess.  5-7.     1896.    4^. 

B.  Comitato  gedogieo  d'Italia  in  Born: 
Bollettino.    Anno  1896,  No.  2.  8.    ^, 

Kais,' deutsches  archäologisches  Institut  (röm.  Äbtk.)  in  Born: 
Mittheilungen.     Band  XI,  fasc.  2.  3.     1896.    8^. 

B,  Minist ero  della  Istruzione  pubblica  in  Bom: 
Indici  e  cätaloghi.    XV.    I  Manoscritti  della  R.  Biblioteca  Riocardiaiia. 
Vol.  I,  fasc.  6.     1896.    8®.    XII.  Disegni  antichi  e  modemi,  fiasc.  5. 
1896.    80. 
Le  opere  di  Galileo  Galilei.    Vol.  VI.    Firenze  1896.    49. 

Ministero  di  agricoltura,  industria  e  commercio  in  Bom: 

Statistica  delle  Biblioteche.    Parte  II.    1896.    4®. 

Ufficio  centrale  meteoivlogico  italiano  in  Bom: 

Annali.     Vol.  XllI,  parte  2.  1891.    1896.    fol. 

B.  Societä  Bomana  di  storia  patria  in  Bom: 

Archivio.     Vol.  XIX,  fasc.  1.  2.    1896.    8^. 

UniversUiU  Bostock: 

Schriften  aus  dem  Jahr  1896/96  in  4^  u.  8^. 

B.  Äcctidemia  degli  Agiati  in  Bovereto: 

Atti.    Serie  IIL    Vol.  2,  fosc.  2  u.  3.    1896.    SP. 

The  American  Association  for  the  avancemenit  of  sciences  in  Salem : 

Proceedings.    44^  Meeting  held  at  Springfield.    August — Septbr.    1895. 
1896.    8«. 

K  K.  Staatsgymnasium  in  Salzburg: 

Programm  für  das  Jahr  1895/96.     1896.    8^. 

Museu  Paüliata  in  Sao  Paulo: 
Revista.    Vol.  I.    1895.    8«. 

Verein  für  mecklenburgische  Geschichte  in  Schwerin: 

Jahrbücher.    61.  Jahrg.     1896.    8^. 

Station  centrale  mH^orologique  de  Bulgarie  in  Sofia: 

Bulletin  mensuel  1895,  No.  11.  12;  1896  No.  1-8. 
Bulletin  annuel  pour  Tann^  1895,  3  feuilles.     1896/96.    fol. 

K.  K.  archäologisches  Museum  in  Spalato: 
BuUettino.    Anno  XIX,  No.  6-10.     1896.    8^. 

Historischer  Verein  der  Pfalz  in  Speyer: 
Mittheilungen.    XX.     1896.    8». 

Festschrift  zur  Begrüssung  der  deutschen  anthropol.  Gesellschaft  in  Speier 
im  August  1896.    6^ 
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K.  schwedische  Akademie  der  Wissenschaften  in  StockMm: 
Bihang  ül  Handlingar.    Vol.  21.    (1895/96).    1896.    8^ 
Meteorologiska  iaktlAgeker  i  Sverige.    Bd.  88  (1891).    1896.    4^. 

Gedogiska  Förening  in  Stockholm: 
Förhandlingar.    Bd.  XVIII,  Heft  5.  6.     1896.    89. 

Gesellschaft  zur  Förderung  der  Wissenschaften  in  Strassburg: 

Monatsbericht.    1896.   Bd.  80,  Heft  6—9  nnd  Anhang  sn  Heft  7.    8^. 

Kaiserl,  Universität  Strassburg: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1895/96  in  4^  u.  8^, 

Kaiserin  Üniversitäts-Stemwarte  in  Strassburg: 
Annalen.     Bd.  I.    Karlsruhe  1896.    4^. 

K.  öffentliche  Bibliothek  in  Stuttgart: 
W.  Hejd,  Bibliographie  der  Württemberg.  Qeschichte.  2  Bde.  1895/96.  8^. 
Württembergische  Geschichtsquellen.    3  Bde.    1894—96.    8<>. 
JnliuB  y.  Föhr,  Hflgelgrftber  auf  der  Schw&bischen  Alb.     1892.    4. 

Austroiaeian  Association  for  the  Advancement  of  Science  in  Sydney : 

Report  of  the  YI^  Meeting  1895.    1896.    8^. 

Boyiü  Society  of  New -South -Wales  in  Sydney: 
Journal  and  Proceedings.    Vol.  29.    1895.    8®. 

Department  of  Mines  and  Agriculture  of  New -South -Wal  es  in  Sydney: 

Annaal  Report  for  the  year  1895.     1896.    fol. 

Obseroatorio  astronömico  naeiondl  in  Tacubaya: 
Anaario.    ASo  de  1897.    Mexico  1896.    8^. 

Physikalisches  Observatorium  in  Tiflis: 
Beobachtungen  im  Jahr  1894.     1896.    4''. 
BeobachtuDgen  der  Temperatur  des  Erdbodens  im  Jahre  1890.    1895.    8". 

Deutsche  Gesellschaft  für  Natur-  und  Völkerkunde  Ostasiens  in  Tokyo- 
Mittheilungen.    Snppl.-Beft  III  zu  Bd.  VI.    1896.    fol. 

Kaiserliehe  Universität  Tokyo  (Japan): 
The  Jonmal  of  the  College  of  Science.     Vol.  X,  1.     1896.    4^. 

Kansas  Academy  of  Sciences  in  Topeka: 
Transactions.    Vol.  XIV.    1896.    8^. 

Biblioteca  e  Museo  comunale  in  Trient: 
Archiyio  Trentino.    Anno  XIII,  fasc.  1.     1896.    8^. 

Universität  Tübingen: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1895/96  in  4<>  u.  8^. 

R.  Accademia  delle  scienze  in  Turin: 
Atti.    Vol.  31,  disp.  12—16.     1896.    8^ 
Memorie.    Serie  II.    Tom.  46.    1896.    4^ 

Universität  in  Upsäla: 
Schriften  der  Universität  aus  dem  Jahre  1895/96  in  4P  u.  8^. 

Institut  Boy  dl  MHeorologique  des  Pays-Bas  in  Utrecht: 
Nederlandsch  Meteorologisch  laarboek  voor  1894.     1896.    4^. 

Accademia  Olimpica  in  Vicenza: 
Atti.    Vol.  27—29.    1893—96.     1898—96.    8». 

Bedäktion  der  mathemat.-physikal.  Abhandlungen  in  Warschau: 

Prace  Matematycino-Fizyczne.    Vol.  I— VII.    1888—96.    8P. 
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Änierican  Historiccd  Associaiion  in  Wiishingtxm: 
Annaal  Report  for  the  jear  1894.     1895.    89. 

Bureau  of  Education  in  WiuhingUm: 
Report  for  the  year  1898/94.    1896.    6^. 

Bureau  of  American  Ethnology  in  WaMngton: 
Ißtb  annual  Report  (1891—92).     1896.    4P. 

Vdta-Bureau  in  WaMngUm: 
Alexander  Melville  Bell,  Englische  sichtbare  Sprache  in  12  Lektionen. 
1896.    80. 

U,  S.  Department  of  Ägriculture  in  Washington: 
North  American  Fanna.    No.  11.  12.    1896.    8^. 

ü,  S.  Coast  and  Oeodetic  Swrvey  in  Washington: 
Report  1898/94.     Part  II.     1896.    4^. 
Bulletin.    No.  35.    1896.    8<^. 

Smithsonian  InstituJtion  in  Washington: 
Contributions  to  knowledge.    Vol.  80—82.    1895.    4<>. 
An  Index  to  the  Genera  and  Bpecies  of  the  Foraminifera  by  Ch.  D.  Sber- 

bom.    Part  II.     1896.    8». 
Argon,  a  new  constituent  of  the  Atmosphere.    By  Lord  Rayleigh  and 

W.  Ramsay.     1896.    4^. 
Methods  for  the  Determination  of  organic  matter  in  air.   By  D.  H.  Bergey 
1896.    8^. 

17.  S,  Naval  Observatory  in  Washington: 

Astronomical  Observationa.    1890.     1895.    4^. 

Surgeon  Generalis  Office,  ü,  8.  Army  in  Washington: 
Index-Oatalogae.    IL  Series.    Vol.  I.    1896.    4^. 

Jetoish  Historical  Society  in  Wcuhington: 
Publications.    No.  1—3.    1898—95.    8«. 

United  States  Oeological  Survey  in  Washington: 
Bulletin.    No.  128—126.  128.  129.  181—184.    1895/96.    8®. 
15tb  annual  Report  1893/94;    16tb  annaai  Report  1894/95.     Part  I— IV. 
1895/96.    40 

Marzverein  für  Geschichte  in  Wernigerode: 

Zeitschrift.    29.  Jahrg.    1896.   Heft  1.    8^. 

Kaiserliche  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien: 

Denkschriften.    Mathem.-naturwissenachaftl.  Classe.    Bd.  62.    1895.    4^. 
Sitsungsberichte.    Philos.-histor.  Claase.    Bd.  132.  188.    1896/96.    8^. 
Sitzungsberichte.  Mathem.-naturwiss.  Classe.  Abth.  I,  Bd.  104,  Heft  1—10; 

Abth.  IIa,   Bd.  104,   Heft  1—10;    Abth.  Hb,   Bd.  104,   Heft  1—10; 

Abth.  III,   Bd.  104,   Heft  1—10.     1895.    8^ 
Archiv  für  österreichische  Geschichte.    Bd.  82,  1.  2;  83, 1.    1895/96.    8*. 
Fontes  rerum  Austriacamm.     Abth.  U,   Bd.  48,    1.  Hälfte.     1896.    8^. 
Venetianische  Depeschen.    Bd.  III.     1896.    8^. 

Geographische  Gesellschaß  in  Wien: 
Mittheilungen.    Bd.  45,   Heft  2—4;    Bd.  46,   Heft  1.     1896.    4<>. 
Verhandlungen.    1896.    No.  6—12.    4^. 
Abhandlungen.    Bd.  18,   Heft  1.    1895.    fol. 

K,  K,  Gesellschaft  der  Aerste  in  Wien: 
Wiener  kliniäche  Wochenschrift.   1896.   No.  29-52.    4«. 
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Änthropologiscke  C^eseüschaft  in  Wien: 
Mütheilangen.    Band  26,   Heft  8—5.     1896.    4^, 

Zoologiach-botanisehe  QeaeUscKaft  in  Wien: 
Verhaadlnngen.    Band  46,   Heft  7—^.    1896.    ^, 

K.  K.  naturhietorieehes  Hofmuseum  in  Wien: 
Aimalen.    Band  X,  8.  4;   XI,  2.    1895/96.    4^. 

«.  Kuffner'sche  Sternwarte  in  Wien: 
Pnblikationen.    Bd.  IV.     1896.    4^'. 

K,  K,  Universität  in  Wien: 
OefPenÜiche  Vorlesnngen  im  Somm.-Sem.  1896  und  Wint-Sem.  1896/97. 

1896.    80. 
Uebersicht   der  akademischen  Behörden   für   das   Stadiei^'ahr   1896/97. 

1896.    80. 
Die  feierliche  Inauguration  des  Rektors  am  26.  Okt.  1896.    8^. 
Bericht  über  die  volksthümlichen  Uniyersit&ts-Vortr&ge  1895/6.    1896.   8^. 

Verein  zur  Verbreitung  nctturwissensehaftlicher  Kenntnisse  in  Wien: 

Schriften.    Bd.  86.    1895/96.    1896.    8^. 

Verein  für  NassauiscKe  Alterthumskunde  in  Wiesbaden: 

Annalen.    28.  Band.    1896.    4^ 

Nassauischer  Verein  für  Naturkunde  in  Wiesbaden: 

Jahrbücher.    Jahrg.  49.    1896.    8^. 

Oriental  Nobüity  Institute  in  Woking: 

Vidyodaya.    Vol.  26,   No.  5—11.    1896.    8«. 

PhysikaHsch-medicinische  Gesellschaft  in  Würeburg: 

Verhandlungen.    N.  F.    Bd.  80.    No.  1—8.    1896.    8«. 
Sitzimgsberichte.    Jahrg.  1896.    No.  1—5.     1896.    8^. 

Historischer  Verein  von  Unterfranken  in  Würeburg: 
Archiv.    Band  88.    1896.    8^. 
Jahresbericht  für  1895.    1896.    8^. 

Naturforsehende  Gesellschaft  in  Zürich: 
Festschrift.    2  Thle.     1896.    8®. 

Sternwarte  in  Zürich: 
A.  Wolfer,  Zur  Bestimmung  der  Botationszeit  der  Sonne.     1896.    dP. 
Astronomische  Mittheilnngen.    No.  87.    1896.    8®. 

Universität  in  Zürich: 
Schriften  aus  dem  Jahre  1895/96  in  4^  u.  8®. 


Von  folgenden  Privatpersonen: 

5.  H.  Prins  Albert  I.  von  Monaco: 
Resultats  des  campagnes  scientifiques.    Fase.  X,  Poissons.    1896.    fol. 

James  8,  Alden  in  Passaic,  N-Y, 
A  Theory  of  the  Structnre  of  Matter.    1896.    d®. 

Oskar  Baumann  in  Wien: 
Die  Insel  Mafia.    Leipzig  1896.    8^. 
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Renward  Brandstetter  in  Lu»eni: 
Malaio-polynesiscbe  Forschnn^en  V.     1896.    4^. 

Carlo  CipoUa  in  Turin: 
Gioseppe  de  Leva.    Commemorazione.     1896.    8^. 

W.  N,  Du  Bieu  in  Leiden: 
Bibliotheqne  Japonaise.     1896.    4^. 

Benedikt  Friedländer  in  Berlin: 
Absolute  oder  relative  Bewegung?     1896.    8^. 

Albert  Oaudry  in  Paris: 
Eseai  de  pal^ntologie  philosopbique.     1696.    8*^. 

Gauthier-Vülars  et  fils  in  Paris: 

Repertoire  bibliograpbique  des  sciences  mathematiques.     Serie  II— IV, 
Ficbes  No.  101—400.     1895/96.    8^. 

Ernst  Haeckel  in  Jena: 

Systematische  Phylogenie   der  wirbellosen   Tbiere.     U.  Theil.      Berlin 

18C6.    8». 
Die  Amphorideen  und  Cystoideen.    Leipzig  1896.    4^. 

Georg  E.  Haie  in  Chicago: 
Organization  of  the  Yerkes  Observatory.     1896.    Q^. 

Friedrich  Hirth  in  Miknchen: 

Die  Insel  Hainan  nach  Chao  Ju-Kua.    Berlin  1896.    4^. 
Ueber  fremde  Einflüsse  in  der  chinesischen  Kunst  von  Friedrich  Hirtb. 
1896.    8®. 

G.  Jahn  in  Berlin: 

Zum  Verständniss  des  Sibawaihi.   I.  II.     1896.    8^. 

Georg  Kaufmann  in  Breslau: 

Die  Geschichte  der  deutschen  Universitäten.    Bd.  2.   Stuttgart  1896.    8^. 

Albert  von  KÖlliker  in  Würzburg: 
Ueber  den  Fornix  longus  des  Menschen.    Zürich  1896.    8^. 

Henry  Charles  Lea  in  Philadelphia: 
A  history  of  auriculare  confession.    Vol.  III.    1896.    8^. 

Lady  Meux,  Theohald^s  Park,  Waltham  Gross. 

Some  Account   on  the  Collection  of  Egyptian  Antiquities  in  the  pos* 
Session  of  Lady  Meux.    London  1896.    4^. 

Adolf  Marcuse  in  Berlin : 

Ueber  die  pbotographische  Bestimmungsweise  der  Polhöhe.   1896.    4*. 
Bemerkungen  zu  dem  Bericht  der  Herren  Scfanauder   und  Dr.  Hecker 
über  die  am  photographischen  Zenitbteleekop  erhaltenen  Resultate. 

1896.  40. 

Gabriel  Monod  in  VereaÜles: 

Revue  historique.     Tom.  62,   No.  1  u.  2.     1896.    8^.     Tom.  63.   No.  1. 

1897.  8«. 

A,  Nehring  in  Berlin: 

Die  Herberstain'schen  Abbildungen  des  Ur  nnd  des  Bison.    1896.    8?. 

Giovanni  Omboni  in  PadiM: 
Di  un  criterio  fetcile  per  i  pronostici  del  tempo.     1896.    8^. 
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Ä.  E.  Outerbridge  in  Philadelphia: 
The  Mobility  of  Molecales  of  Castlron.    8.  1.  1896.    Bfi. 

Ed.  Piette  in  Eumigny  (Ardennes): 

]£tnde8  dMthnographie  prähistoriqne.    Paris  1896.    8^. 

Dietrich  Beimer's  Verlagehandlung  in  Berlin: 

Zeitschrift  für  afrikanische  nnd  oceanische  Sprachen.  Jahrg.  II.  Heft  3  u.  4. 
1896.    40. 

JoK  Eiern  in  Göttingen: 

lieber  eine  frühere  Erscheinung  des  Kometen  III  Tebbut.    1896.    8^. 

Oiovanni  Sehiaparelli  in  Mailand: 
Rubra  canicula.    Considerazioni  sulla  mutazione  di  colore  che  si  dice 
ayyenuta  in  Sirio.    Bovereto  1896.    8^. 

Joh,  Jos,  Schwickert  in  Luxemburg: 

Kritisch  exegetische  Untersuchungen  zu  Pindars  II.  olympischen  Sieges- 

gesange.     Trier  1891.    4*. 
Ein   Triptychon   klassischer  kritisch  -  exegetischer   Philologie.      Leipzig 

1896.    8«. 

Ä,  C,  Tannert  in  Neisse: 

Der  Sonnenstoff  als  Znkunftslicht  und  Kraftquelle.    1896.    b^. 

Pierre  Vaucher  in  Genf: 
Pages  d^histoire  par  qnelques-uns  de  ses  anciens  ^Ibyes.     1896.    8*^. 

Ä,  Wütetock  in  Leipzig: 
Das  Aesthetische  Erziehungssystem.     189C.    8^. 

Dr,  Friedrich  Zenk  in  Würzburg: 
Die  Oeffentlichkeit  im  Militärstrafprozesse.     1896.    8^ 
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Bexiohtigiingeii. 

(Zu  Herrn  v.  Fedorow's  Abhandlung.) 


S.  513,  Z.  16,  1.  , dieser*  st.  »diese.* 

S.  514,  Z.  2  V.  u.  1.  ,,krystallographi8clien  Axen  zur  ersten 
senkrecht  sind''  st.  »kryst.  Axen  unter  einander  und 
zur  ersten  senkrecht  sind". 

S.  526,  Z.  18  V.  0.  1.  „da  dieselben  sich  nicht',  st.  ,da  die- 
selben sich  nur*. 

S.  529  Z.  8  V.  u.  I.  , dessen  Flächencentra"  st.  »dessen  Cen- 
trum *. 
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Namen  -  Begister. 


Charlier  C.    287. 

Dana  James  Dwigth  (Nekrolog)  848. 

v.Fedorow  EujBrraph  (Wahl)  440,  499, 

780. 
Flemming  Walther  (Wahl)    440. 
Fomm  L.   283. 

Godt  W.    119. 

Goebel  Karl   447. 

V.  Gümbel  Wilhelm    545. 

Hartig  Robert    1,  24,  282,  287. 
Helmert  Robert  (Wahl)  440. 
Hittorf  Wilhelm  (Wahl)  440. 
Huxley  Thomas  Henry  (Nekrolog)  821 . 

Kantor  S.    531. 

Königs  Wilhelm  (Wahl)    440. 

Lienenklaus  E.    183. 

Linde  Karl  (Wahl)    440. 

Lindemann  Ferdinand  31,  401,  625. 

Löwy  Alfred    25. 

Loven  Sven  Ludwig  (Nekrolog)  319. 

Ludwig  Karl  (Nekrolog)    326. 


V.  Miller  Wilhelm   67. 

Neumann  Franz  Ernst  (Nekrolog) 
338. 

V.  Pettenkofer   809,  489. 
Price  G.  C.   69. 
Pringsheim  Alfred    167,  605. 

Ranke  Johannes   67. 

Röntgen  Wilhelm  Konrad  (Wahl) 

440. 
Rückert  Johannes   282. 
Rütimeyer  Ludwig  (Nekrolog)  314. 

Seeliger  Hugo   24,  373. 
Selenka  Emil  (Wahl)  440. 
Sohncke  Leonhard    75,  445. 

Töpler  August  (Wahl)   440. 

V.  Voit  Karl   209,  814. 
Voss  Aurel    1,  211,  273. 

Waldeyer  Wilhelm  (Wahl)    440. 
V.  Weber  E.    425. 

Zistl   67. 
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Sach- Register. 


Ballon  ^Akademie",  dessen  drei  erste  Fahrten    445. 
Blitzschlag?,   Absterben  von  Baimif^ppen  durch  denselben    287. 

Convergenz  und  Diverj^enz,  Grenze  zwischen  denselben   605. 

Differentialgleichungen,  partielle   IL  Ordnung   425. 
Druck,  Einfluss  auf  die  Ausbildung  des  Holzgewebes   24. 
Druckschriften,  eingelaufene    349,  759. 

Erdschatten,  scheinbare  Vergrösserung  desselben  bei  M^ondafinst-emissen  24. 
Eröffiiungsrede  zur  öffentlichen  Sitzung   809,  439. 

Feuerbach' scher  Kreis  119. 
Fluorescenz  polarisirte  75. 
Funktionen,  synektische    167. 

Funktionen,    welche    das  Innere    eines  Kegelschnittes  conform    auf  die 
Halbebene  abbilden    401. 

Gleichung  SX  ==  XS' ^   symmetrische    und    altemirende    Lösungen    der- 
selben   27S. 
Gravitationsgesetz,  Newton'sches    373. 
Grünerde  von  Monte  Baldo    545. 

Isomerie  der  Stickstoffverbindungen    67. 

Jugendformen  von  Pflanzen  und  deren  künstliche  Wicderhervomifung  447. 

Krystallographie,   (inindfragen  derselben    499. 
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Mischfarben  im  Beugungsbilde  eines  engen  Spaltes   67. 
Momente  (n)  von  Ri  -  Complexen  im  Rr  53 1 . 
Myxinoid,  Ontogenie   69. 

Nekrologe   314,  819,  321,  326.  388,  348. 

Ostracoden  aus  dem  Miocaen  von  Ortenburg   183. 

Polyeder  und  Zahlzeichen,  Geaduchte  derselben   625. 

Bauch,  Einfluss  auf  die  Gesundheit  der  Nadelhölzer   282. 
Resorption  gelöster  Eiweissstoffe  im  Dünndarm   209. 
Röntgen-Strahlen,  Wellenlänge  derselben   283. 

Schädel-  und  Rückgratshöhle,  vergleichende  Bestimmungen    67. 
Schweflige  Säure,  Einwirkung  auf  die  Nadeln  der  Fichte    1. 
Selachier,  Entwicklung  des  Spiraldarmes  derselben   282. 

Tabuliren  der  Störungen  der  kleinen  Planeten    287. 
Tannenminirmotte   282. 

Transformation,  congrediente  der  bilinearen  Formen  in  sich  selbst    1. 
Transformation,  konjugirte  einer  bilinearen  Form  in  sich  selbst   25. 
Transformationen,  lineare  einer  quadratischen  Mannigfaltigkeit  in  sich  31. 
Transformationen,    congrediente   und   adjungirte    einer  bilinearen  Form 
in  sich  selbst   211. 
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